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Exercice 1

Question 1 : Pour tout n ≥ 1, notons Fn l'évènement �La personne fume le jour n�, de telle sorte
que pn = P(Fn). D'après la formule des probabilités totales,

pn+1 = P(Fn+1)

= P(Fn+1|Fn)P(Fn) + P(Fn+1|F c
n)P(F c

n)

= pnP(Fn+1|Fn) + (1− pn)P(Fn+1|F c
n).

D'après l'énoncé, P(Fn+1|Fn) = 1/2 et P(Fn+1|F c
n) = 1/4. Donc :

pn+1 =
pn
2

+
1− pn

4
=

1 + pn
4

.

Question 21 : Soit f : x 7→ (1 + x)/4. La suite (pn) véri�er la relation de récurrence pn+1 = f(pn)
pour tout n ≥ 1. La fonction f a un unique point �xe en 1/3. Posons qn := pn − 1/3. Alors, :

qn+1 = pn+1 −
1

3
=

1 + pn
4
− 1

3
=
pn
4
− 1

12
=
qn
4
.

Une récurrence simple montre alors que qn = q1/4
n−1 pour tout n ≥ 1, d'où :

pn =
1

3
+

1

4n−1

(
p1 −

1

3

)
.

Question 3 : Quand n tend vers l'in�ni, la suite (pn)n≥1 converge vers 1/3.

Exercice 2

Question 1 : Soit FM la fonction de répartition de la variable aléatoire M . Par dé�nition, pour
tout réel t,

FM(t) = P(M ≤ t) = P(max{X1, ·, Xn} ≤ t) = P

(
n∧
i=1

{Xi ≤ t}

)
.

Les variables aléatoires (Xi)i≤i≤n étant indépendantes,

FM(t) =
n∏
i=1

P(Xi ≤ t).

1Il s'agit ici d'exprimer explicitement une suite arithmético-géométrique. Plusieurs méthodes fonctionnent. On

peut par exemple utiliser de l'algèbre linéaire, en écrivant (pn+1 1) = M(pn 1) pour une certaine matrice M , puis en

calculant explicitement Mn. La méthode employée ici est plus spécialisée, mais plus rapide. Elle consiste à identi�er

dans un premier temps le point �xe de la fonction de récurrence, puis à retrancher ce point �xe à la suite.
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Les variables aléatoires (Xi)i≤i≤n étant identiquement distribuées,

FM(t) = P(X1 ≤ t)n = F (t)n.

Question 22 : Soit Fm la fonction de répartition de la variable aléatoire m. Par dé�nition, pour
tout réel t,

1− Fm(t) = P(m > t)

= P(min{X1, ·, Xn} > t)

= P

(
n∧
i=1

{Xi > t}

)

=
n∏
i=1

P(Xi > t)

= P(X1 > t)n

= (1− F (t))n,

d'où :
Fm(t) = 1− (1− F (t))n.

Question 3 : La densité ρ est continue par morceau, donc la fonction de répartition F est continue
et de classe C1 par morceaux. Au vu de leurs expressions explicites, les fonctions Fm et FM sont elles
aussi continues et de classe C1 par morceaux. En les dérivant, on obtient les densité de m et de M
respectivement. La densité de m est donnée par :

ρm(t) = F ′m(t) = −n(1− F )′(t)(1− F (t))n−1 = nF ′(t)(1− F (t))n−1 = nρ(t)(1− F (t))n−1.

La densité de M est donnée par :

ρM(t) = F ′M(t) = nF ′(t)F (t)n−1 = nρ(t)F (t)n−1.

Question 4 : Supposons que X1 suit une loi uniforme sur [0, 1]. Alors ρ(t) = 1[0,1] pour tout t ∈ R,
et F (t) = t pour tout t ∈ [0, 1]. On a donc :

ρM(t) = nρ(t)F (t)n−1 = n1[0,1](t)F (t)
n−1 = n1[0,1](t)t

n−1.

Par conséquent,

E(M) =

∫
R
tn · 1[0,1](t)tn−1 dt = n

∫ 1

0

tn dt =
n

n+ 1
.

Question 53 : Pour tout 1 ≤ i ≤ n, posons X ′i := 1 − Xi. Les variables aléatoires X ′i sont
indépendantes (car les Xi le sont) et identiquement distribuées (car les Xi le sont). De plus, si une
variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [0, 1], alors 1−X suit aussi une loi uniforme sur [0, 1]
; en e�et, pour toute fonction continue bornée f ,

E(f(X)) =

∫ 1

0

f(t) dt =

∫ 1

0

f(1− t) dt = E(f(1−X)).

2La méthode est très semblable à celle de la question 1. Les justi�cations sont donc moins détaillées.
3Le calcul est très similaire à celui de la question précédente. Nous laissons cette méthode à létudiant motivé, et

donnons ici un autre argument, dit de couplage.
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La suite (X ′i)1≤i≤n a donc la même loi que la suite (Xi)1≤i≤n. Notons M ′ := max{X ′1, · · · , X ′n}.
Alors M ′ a la même loi que M . De plus,

M ′ = max{1−X1, · · · , 1−Xn} = 1 +max{−X1, · · · ,−Xn} = 1−min{X1, · · · , Xn} = 1−m,

d'où m = 1−M ′. Donc m a la même loi que 1−M . En particulier,

E(m) = E(1−M) = 1− E(M) =
1

n+ 1
.

Exercice 3

Question 1 : Voir le cours.

Question 2 : Soit ξ ∈ R. On calcule :

E(EiξX) =

∫
R
eiξt

λ

2
e−λ|t| dt

=
λ

2

(∫ +∞

0

e(iξ−λ)t dt+

∫ 0

−∞
e(iξ+λ)t dt

)
=
λ

2

([
1

iξ − λ
e(iξ−λ)t

]+∞
0

+

[
1

iξ + λ
e(iξ+λ)t

]0
−∞

)

=
λ

2

(
1

iξ + λ
− 1

iξ − λ

)
=
λ

2

2λ

(λ+ iξ)(λ− iξ)

=
λ2

λ2 + ξ2

=
1

1 +
(
ξ
λ

)2 .
Question 3 : Une variable aléatoire valant 0 presque sûrement a une fonction caractéristique con-
stante égale à 1. Pour tout réel ξ,

lim
n→+∞

E(EiξXn) = lim
n→+∞

1

1 +
(

ξ
λn

)2 = 1.

La suite (Xn)n≥0 converge donc en loi vers 0.

Question 44 : Soit ε > 0. On veut montrer que limn→∞ P(|Xn| > ε) = 0. Par un calcul explicite :

P(|Xn| < ε) =

∫ ε

−ε

λn
2
e−λn|t| dt

=

∫ ε

0

λne
−λnt dt

=
[
−e−λnt

]ε
0

= 1− e−λnε,

d'où limn→∞ P(|Xn| > ε) = limn→∞ e
−ελn = 0.

4Un théorème a�rme que si une suite de variables aléatoires converge en loi vers une constante, alors elle converge

en probabilité vers cette constante. Nous éviterons de l'utiliser ici.
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Exercice 4

Question 1 : La variable aléatoire Z suit une loi normale. Ses paramètres sont son espérance et sa
variance.

L'espérance d'une somme de variable aléatoires est la somme des espérances, donc E(Z) = E(X+
Y ) = E(X) + E(Y ) = 0.

La variance d'une somme de variable aléatoires indépendantes est la somme des variances, donc
Var(Z) = Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) = 2.

Question 2 : La variable aléatoire Z suit une loi normale d'espérance 0 et de variance 2. On a donc
E(eiξZ) = e−ξ

2
pour tout réel ξ.

Question 3 : Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes et identiquement distribuées. On
a donc, pour tout réel ξ :

E(eiξ(X+Y )) = E(eiξXeiξY ) = E(eiξX)E(eiξY ) = E(eiξX)2 = e−ξ
2

.

Donc, pour tout réel ξ, on a E(eiξ(X+Y )) = e−
ξ2

2 ou E(eiξ(X+Y )) = −e− ξ
2

2 . Mais on sait que la
fonction ξ 7→ E(eiξ(X+Y )) est continue, et vaut 1 en 0. Si cette fonction était négative en un point,
alors elle serait nulle quelque part par le théorème des valeurs intermédiaires, ce qui est impossible (un
exponentielle n'est jamais nulle). Cette fonction est donc toujours positive. On a donc E(eiξ(X+Y )) =

e−
ξ2

2 partout.

Question 4 : La variable aléatoire X suit donc une loi normale d'espérance nulle et de variance 1.

Question 5 : On a montré la proposition suivante : �Soient X et Y deux variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées. Si X + Y suit une loi normale, alors X suivent aussi
une loi normale.�

Une proposition réciproque est : �Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées. Si X suit une loi normale, alors X + Y suit aussi une loi normale.�

Cette réciproque est vraie (voir le cours).
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