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Notations

Kn : convexes compacts de Rn, muni de la topologie de
Hausdorff
Polyconn : unions finies de convexes compacts de Rn

En : isométries affines de Rn

Pour K dans Kn et λ dans R, on note
λK := {λx : x ∈ K}
Pour K , K ′ dans Kn, on note
K + K ′ := {x + x ′ : x ∈ K , x ′ ∈ K ′} (somme de
Minkowski)
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Propriétés du volume

La mesure de Lebesgue µn,n : Kn → R a les cinq propriétés
suivantes:

positivité : µn,n ≥ 0 ;

continuité ;
additivité : ∀K ,K ′ ∈ Kn, K ∪ K ′ ∈ Kn ⇒
µn,n(K ∪ K ′) = µn,n(K ) + µn,n(K ′)− µn,n(K ∩ K ′) ;
invariance sous l’action de En : ∀K ∈ Kn, ∀T ∈ En,
µn,n(TK ) = µn,n(K ) ;
homogénéité de degré n : ∀K ∈ Kn, ∀λ ∈ R,
µn,n(λK ) = |λ|nµn,n(K ).
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Propriétés du volume

La mesure de Lebesgue µn,n : Kn → R a les cinq propriétés
suivantes:

positivité : µn,n ≥ 0 ;
continuité ;

additivité : ∀K ,K ′ ∈ Kn, K ∪ K ′ ∈ Kn ⇒
µn,n(K ∪ K ′) = µn,n(K ) + µn,n(K ′)− µn,n(K ∩ K ′) ;
invariance sous l’action de En : ∀K ∈ Kn, ∀T ∈ En,
µn,n(TK ) = µn,n(K ) ;
homogénéité de degré n : ∀K ∈ Kn, ∀λ ∈ R,
µn,n(λK ) = |λ|nµn,n(K ).
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Propriétés du volume

La mesure de Lebesgue µn,n : Kn → R a les cinq propriétés
suivantes:

positivité : µn,n ≥ 0 ;
continuité ;
additivité : ∀K ,K ′ ∈ Kn, K ∪ K ′ ∈ Kn ⇒
µn,n(K ∪ K ′) = µn,n(K ) + µn,n(K ′)− µn,n(K ∩ K ′) ;

invariance sous l’action de En : ∀K ∈ Kn, ∀T ∈ En,
µn,n(TK ) = µn,n(K ) ;
homogénéité de degré n : ∀K ∈ Kn, ∀λ ∈ R,
µn,n(λK ) = |λ|nµn,n(K ).
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Propriétés du volume

La mesure de Lebesgue µn,n : Kn → R a les cinq propriétés
suivantes:

positivité : µn,n ≥ 0 ;
continuité ;
additivité : ∀K ,K ′ ∈ Kn, K ∪ K ′ ∈ Kn ⇒
µn,n(K ∪ K ′) = µn,n(K ) + µn,n(K ′)− µn,n(K ∩ K ′) ;
invariance sous l’action de En : ∀K ∈ Kn, ∀T ∈ En,
µn,n(TK ) = µn,n(K ) ;

homogénéité de degré n : ∀K ∈ Kn, ∀λ ∈ R,
µn,n(λK ) = |λ|nµn,n(K ).
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Propriétés du volume

La mesure de Lebesgue µn,n : Kn → R a les cinq propriétés
suivantes:

positivité : µn,n ≥ 0 ;
continuité ;
additivité : ∀K ,K ′ ∈ Kn, K ∪ K ′ ∈ Kn ⇒
µn,n(K ∪ K ′) = µn,n(K ) + µn,n(K ′)− µn,n(K ∩ K ′) ;
invariance sous l’action de En : ∀K ∈ Kn, ∀T ∈ En,
µn,n(TK ) = µn,n(K ) ;
homogénéité de degré n : ∀K ∈ Kn, ∀λ ∈ R,
µn,n(λK ) = |λ|nµn,n(K ).
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Valuations

Théorème (Théorème d’extension de Groemer, 1978)

Soit n un entier positif. Soit µ : Kn → R une valuation
continue. Alors µ s’étend de façon unique à Polyconn, et cette
extension vérifie la formule d’inclusion-exclusion:

µ

(
m⋃

i=1

Ui

)
=

m∑
r=1

(−1)m−r
∑

I⊂{1,...,m}
|I |=r

µ

(⋂
i∈I

Ui

)
.

Si µ est En-invariante, alors son extension l’est aussi.
Si µ est homogène de degré k , alors son extension l’est aussi.
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Valuations

Théorème (Théorème d’extension de Groemer, 1978)

Soit n un entier positif. Soit µ : Kn → R une valuation
continue. Alors µ s’étend de façon unique à Polyconn, et cette
extension vérifie la formule d’inclusion-exclusion:

µ

(
m⋃

i=1

Ui

)
=

m∑
r=1

(−1)m−r
∑

I⊂{1,...,m}
|I |=r

µ

(⋂
i∈I

Ui

)
.

Si µ est En-invariante, alors son extension l’est aussi.
Si µ est homogène de degré k , alors son extension l’est aussi.
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Plan

1 L’aiguille de Buffon

2 Volumes mixtes

3 Intégrales de courbure

4 Théorème d’Hadwiger

5 Compléments
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Une interprétation probabiliste du volume

Soit X de loi uniforme sur [0, 1]2, et K une partie mesurable de
[0, 1]2. Alors:

µ2,2(K ) = P(X ∈ K ).
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Une interprétation probabiliste du volume

Soit X de loi uniforme sur [0, 1]2, et K une partie mesurable de
[0, 1]2. Alors:

µ2,2(K ) = E(|{X} ∩ K |).
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Une interprétation probabiliste du volume

Soit X de loi uniforme sur [0, 1]2, et K une partie mesurable de
R2. Alors:

µ2,2(K ) = E
(
|({X}+ Z2) ∩ K |

)
.
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L’expérience de l’aiguille de Buffon

On lance aléatoirement (uniformément en position et en angle)
une aiguille de longueur ` < 1 sur un parquet dont les lattes
sont séparées d’une distance 1.

Proposition (Buffon, 1777)

Il existe une constante C telle que, pour ` ∈ (0, 1), la
probabilité qu’une aiguille de longueur ` intersecte l’une des
rainures du parquet est de C`.
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L’expérience de l’aiguille de Buffon

On lance aléatoirement (uniformément en position et en angle)
une aiguille de longueur ` < 1 sur un parquet dont les lattes
sont séparées d’une distance 1.

Proposition (Buffon, 1777)

Il existe une constante C telle que, pour ` ∈ (0, 1),
l’espérance du nombre d’intersections d’une aiguille de longueur
` avec les rainures du parquet est de C`.
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L’expérience de l’aiguille de Buffon

On lance aléatoirement (uniformément en position et en angle)
une aiguille de longueur ` < 1 sur un parquet dont les lattes
sont séparées d’une distance 1.

Proposition

Il existe une constante C telle que, pour toute courbe γ
continûment dérivable par morceaux, l’espérance du nombre
d’intersection de γ avec les rainures du parquet est de CL(γ).

En particulier, si γ est un cercle de diamètre 1, l’espérance du
nombre d’intersections de γ avec les rainures est de 2 = Cπ,
donc C = 2/π.
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Propriétés du périmètre

Pour tout K ∈ K2, on définit µ1,2(K ) comme étant l’espérance
du nombre d’intersections de K avec les rainures.
La fonction µ1,2 : K2 → R a les cinq propriétés suivantes:

positivité ;
continuité ;
additivité ;
invariance sous l’action de E2 ;
homogénéité de degré 1 : ∀K ∈ K2, ∀λ ∈ R,
µ1,2(λK ) = |λ|1µ1,2(K ).
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Une troisième valuation

La fonction µ0,2 : K2 → R telle que µ0,2(∅) = 0 et µ0,2(K ) = 1
sinon a les cinq propriétés suivantes:

positivité ;
continuité ;
additivité ;
invariance sous l’action de E2 ;
homogénéité de degré 0 : ∀K ∈ K2, ∀λ ∈ R,
µ0,2(λK ) = |λ|0µ0,2(K ).
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Généralisation

Soient 0 ≤ k ≤ n des entiers. On définit :
la Grassmannienne Gr(k , n) : l’ensemble des sous-espaces
vectoriels de dimension k de Rn ;
la Grassmannienne affine Graff(k , n) : l’ensemble des
sous-espaces affines de dimension k de Rn ;

La Grassmannienne Gr(k , n) a une unique mesure de probabilité
invariante sous l’action de O(Rn).
La Grassmannienne affine Graff(k , n) a, à constante près, une
unique mesure σ-finie λk,n invariante sous l’action de En.

On pose :

µk,n(K ) := λn−k,n ({V ∈ Graff(n − k , n) : V ∩ K 6= ∅}) .
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Généralisation

Soient 0 ≤ k ≤ n des entiers. On définit :
la Grassmannienne Gr(k , n) : l’ensemble des sous-espaces
vectoriels de dimension k de Rn ;
la Grassmannienne affine Graff(k , n) : l’ensemble des
sous-espaces affines de dimension k de Rn ;

La Grassmannienne Gr(k , n) a une unique mesure de probabilité
invariante sous l’action de O(Rn).
La Grassmannienne affine Graff(k , n) a, à constante près, une
unique mesure σ-finie λk,n invariante sous l’action de En.
On pose :

µk,n(K ) := λn−k,n ({V ∈ Graff(n − k , n) : V ∩ K 6= ∅}) .
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Quelques propriétés

La fonction µk,n : Kn → R a les cinq propriétés suivantes:
positivité ;
continuité ;
additivité ;
invariance sous l’action de En ;
homogénéité de degré k .
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1 L’aiguille de Buffon
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Théorème de Steiner

Théorème (Steiner, 1840)

Soit K un convexe compact de Rn. La fonction{
ε 7→ Vol(K + εB)
R+ → R+

est un polynôme de degré n si K est non vide, et nul si K est
vide.

On définit des quermassintégrales W0,n(K ), . . . , Wn,n(K )
comme étant (à constante près) les coefficients de ce polynôme:

Vol(K + εB) =
n∑

k=0

(
n
k

)
Wk,n(K )εn−k .
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Théorème de Steiner

Théorème (Steiner, 1840)

Soit K un convexe compact de Rn. La fonction{
ε 7→ Vol(K + εB)
R+ → R+

est un polynôme de degré n si K est non vide, et nul si K est
vide.

On définit des quermassintégrales W0,n(K ), . . . , Wn,n(K )
comme étant (à constante près) les coefficients de ce polynôme:

Vol(K + εB) =
n∑

k=0

(
n
k

)
Wk,n(K )εn−k .
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Théorème de Steiner : éléments de preuve

Figure: H. Hadwiger, Altes und Neues über konvexe Körper, p.18
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Théorème de Steiner : éléments de preuve

Figure: H. Hadwiger, Altes und Neues über konvexe Körper, p.18
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Propriétés des quermassintégrales

Soit n un entier positif. Pour tout entier k tel que 0 ≤ k ≤ n, la
fonction Wk,n : Kn → R a les cinq propriétés suivantes:

positivité ;
continuité ;
additivité ;
invariance sous l’action de En ;
homogénéité de degré k .
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Courbures principales

Soient K un convexe compact à bord de classe C2, et x un
point de ∂K . Soit u le vecteur normal à ∂K en x , unitaire, et
dirigé vers l’intérieur de K .

Proposition

Il existe un voisinage U de x et une fonction f :
U ∩ Tx∂K → R telle que, pour tout y dans U,

y ∈ ∂K ⇔ ∃y ′ ∈ U ∩ Tx∂K , y = y ′ + f (y ′)u.

On appelle courbures principales de ∂K en x les valeurs propres
k1(x) ≥ · · · ≥ kn−1(x) ≥ 0 de la matrice hessienne de f en x .
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Cas particuliers

Soit K un convexe compact à bord de classe C2. Soit σ la
mesure d’aire sur ∂K . L’aire de ∂K vaut donc :∫

∂K
1(x) dσ(x).

Théorème (Gauss-Bonnet)

En dimension 3, ∫
∂K

k1k2(x) dσ(x) = 4π.
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Cas particuliers

Soit K un convexe compact à bord de classe C2. Soit σ la
mesure d’aire sur ∂K . L’aire de ∂K vaut donc :∫

∂K
1(x) dσ(x).

Théorème (Gauss-Bonnet)

En dimension 3, ∫
∂K

k1k2(x) dσ(x) = 4π.
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Polynômes symétriques élémentaires

Soient 0 ≤ k ≤ n des entiers positifs. On définit le k-ième
polynôme symétrique élémentaire à n indéterminées Σk,n par:

Σk,n(X1, . . . ,Xn) :=
∑

I⊂{1,...,n}
|I |=k

∏
i∈I

Xi .

On peut exprimer grâce à eux un polynôme en fonction de ses
racines:

(X − α1) . . . (X − αn) =
n∑

k=0

(−1)n−kΣn−k,n(α1, . . . , αn)X k .
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Polynômes symétriques élémentaires

Soient 0 ≤ k ≤ n des entiers positifs. On définit le k-ième
polynôme symétrique élémentaire à n indéterminées Σk,n par:

Σk,n(X1, . . . ,Xn) :=
∑

I⊂{1,...,n}
|I |=k

∏
i∈I

Xi .

On peut exprimer grâce à eux un polynôme en fonction de ses
racines:

(X − α1) . . . (X − αn) =
n∑

k=0

(−1)n−kΣn−k,n(α1, . . . , αn)X k .
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Intégrales de courbure

Soient 0 ≤ k ≤ n des entiers positifs. Soit K ∈ Kn un convexe
compact à bords lisses. On définit les intégrales de courbure par
:

Hk,n :=
1(n−1
k

) ∫
∂K

Σn−1−k,n−1(k1(x), . . . , kn−1(x)) dσ(x).

En particulier, H0,n est constant et Hn−1,n est la surface.
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Propriétés des intégrales de courbure

Soit n un entier strictement positif. Pour tout entier k tel que
0 ≤ k < n, la fonction Hk,n : Kn → R a les cinq propriétés
suivantes:

positivité ;
continuité ;
additivité ;
invariance sous l’action de En ;
homogénéité de degré k .
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Théorème d’Hadwiger

Théorème (Hadwiger, 1955-1957)

Soit n un entier positif. L’ensemble des valuations sur Kn qui
sont :

continues ;
invariantes sous l’action de En ;

est un espace vectoriel de dimension n + 1.
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Une conséquence du théorème d’Hadwiger

Corollaire

Soient 0 ≤ k < n des entiers. Il existe des constantes
strictement positives Ck,n et C ′k,n telles que :

µk,n = Ck,nWk,n = C ′k,nHk,n.
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Classification des valuations

k\n 0 1 2 3 4 5
0 µ0,0 µ0,5
1
2
3
4 0
5 µ5,5
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Classification des valuations

k\n 0 1 2 3 4 5
0 µ0,0 µ0,5 → Caractéristique d’Euler
1 → Largeur moyenne
2
3
4 0 ↘ Courbure moyenne
5 µ5,5 ↘ (Hyper)surface

↘ Volume
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Log-concavité des valuations

Corollaire (Corollaire au théorème de Fenchel-Alexandroff)

Soit n ≥ 0 un entier. La fonction :{
k 7→ Wk,n

{0, . . . , n} → F(Kn,R+)

est log-concave, et la suite (Wk(BR))0≤k≤n est log-linéaire.

Ce corollaire est suffisant pour démontrer certaines familles
d’inégalités isopérimétriques.
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Plan

1 L’aiguille de Buffon

2 Volumes mixtes

3 Intégrales de courbure

4 Théorème d’Hadwiger

5 Compléments
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