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UNE INTERPRETATION MODULAIRE DE LA VARIETE
TRIANGULINE

CHRISTOPHE BREUIL, EUGEN HELLMANN ET BENJAMIN SCHRAEN

RESUME. En utilisant le systéme de Taylor-Wiles-Kisin construit dans un travail récent
de Caraiani, Emerton, Gee, Geraghty, Paskunas et Shin, nous construisons un analogue
de la variété de Hecke. Nous montrons que cette variété coincide avec une union de
composantes irréductibles de ’espace des représentations galoisiennes triangulines. Nous
précisons les relations de cette construction avec les conjectures de modularité dans le
cas cristallin ainsi qu’avec une conjecture de Breuil sur le socle des vecteurs localement
analytiques de la cohomologie complétée. Nous donnons également une preuve d’une
conjecture de Bellaiche et Chenevier sur 'anneau local complété en certains points des
variétés de Hecke.

ABSTRACT. Using a patching module constructed in recent work of Caraiani, Emerton,
Gee, Geraghty, Paskunas and Shin we construct some kind of analogue of an eigenvariety.
We can show that this patched eigenvariety agrees with a union of irreducible components
of a space of trianguline Galois representations. Building on this we discuss the relation
with the modularity conjectures for the crystalline case, a conjecture of Breuil on the
locally analytic socle of representations occurring in completed cohomology and with a
conjecture of Bellaiche and Chenevier on the complete local ring at certain points of
eigenvarieties.
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1. INTRODUCTION

Soit p > 2 un nombre premier. Cet article a pour but d’utiliser la méthode des systemes
de Taylor-Wiles telle que généralisée par Kisin, puis par Caraiani-Emerton-Gee-Geraghty-
Paskunas-Shin ([17]), pour étudier le probléme des formes compagnons dans la théorie
des formes automorphes p-adiques sur les groupes unitaires compacts a l'infini.

Considérons F'™ un corps de nombres totalement réel, ainsi que F' une extension quadra-
tique totalement imaginaire non ramifiée de F'*, et G un groupe unitaire sur £’ déployé
par F, compact a 'infini et isomorphe a GL,, au-dessus de toutes les places divisant p. Si
UP désigne un sous-groupe compact ouvert de G(A%Y), on désigne par S (U?,Q,) l'espace
des fonctions continues G(F™)\G(A¥.)/UP? — Q,. C’est un espace de Banach p-adique
muni d’une action continue et unitaire du groupe G(F* ®q Q,) par translation a droite.
On note S (UP,Q,)™ C S (UP,Q,) le sous-espace des vecteurs localement analytiques pour
'action du groupe de Lie p-adique G(FT®qQ),). Si p est un idéal maximal de la « grosse »
algebre de Hecke T(U?, Zp)[%], et 0 un caractere continu du tore diagonal T'(F* ®q Q,),
on appelle forme surconvergente de poids ¢ associée a p un vecteur propre, de caractere
propre 4, du monoide d’Atkin-Lehner T'(F™ ®q¢ Q,)" agissant sur S(U?, Q,)[p]*™ ou
Ny est un sous-groupe compact ouvert stable par T(F't ®g Q,)" du groupe des matrices
unipotentes supérieures N (F't ®¢Q,). Soit p la représentation p-adique, de dimension n,
du groupe de Galois absolu de F' associée a 'idéal p. Dans [11], 'un d’entre nous (C. B.)
donne une description conjecturale des caracteres d pour lesquels il existe des formes
surconvergentes associées a p dans le cas ou toutes les représentations p|gFﬁ obtenues par
restriction aux groupes de décomposition au-dessus de p sont potentiellement cristallines
et « génériques ». Cette conjecture a été par la suite étendue par Hansen ([34]) au cas ou
certaines p|gFﬁ peuvent étre triangulines.

Un des résultats de cet article est que I'existence des formes surconvergentes associées a
tous les § décrits dans [11] dans le cas cristallin est en fait une conséquence des conjectures

de modularité dans le cas cristallin.
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Désignons par p la représentation résiduelle de p. La recherche des caracteres d associés
a un idéal p comme ci-dessus, ou de fagon équivalente, a la représentation p, équivaut a
déterminer les points de la p-composante E(U?); de la variété de Hecke de niveau modéré
UP? (voir par exemple [20]) sur lesquels la (pseudo-)représentation canonique est isomorphe
a p. Un tel ensemble de points, a p fixée, est appelé ensemble de points compagnons. La
variété de Hecke £(UP); est une sous-variété rigide analytique fermée du produit X; g x
T(F* ®qQ,) ot X; 5 est un espace analytique rigide paramétrant certains relevés de p en
caractéristique 0 et f(F T ®pQ,) est 'espace analytique rigide paramétrant les caracteres
continus du groupe T'(F* ®q Q,). La variété £(UP); est ainsi munie d’une application
poids w : E(UP); — T(Op+ ®z Z,). Le but de cet article est de construire, au moyen
de systemes de Taylor-Wiles-Kisin de niveau infini en p construits dans [17], un espace
analytique rigide X,(p) muni d'une application poids ws : X,(p) = T(Op+ ®22Z,) X Xs..,
ou Xg_ est un espace analytique rigide isomorphe a un produit de boules unité ouvertes,
et un diagramme commutatif cartésien dans la catégorie des espaces analytiques rigides
réduits

E(UP),S Xp(p)
(1.1) lw \Lwoo
T(Op+ @z Zy)— T(Op+ @3 Zy) X Xs.,

ou la fleche horizontale du bas provient de l'inclusion d'un point fermé dans Xg_. Par
construction, l'espace rigide analytique X,(p) est un sous-espace analytique fermé de
I’espace produit

[T(xE x T(FF)) x U°

vlp
olt X5, désigne I'espace des relevements (cadrés) de la représentation résiduelle p; = plg,.
et U? est un certain produit de boules unités ouvertes. Il est en fait nécessaire, dans tout
ce qui précede et partout ot X,(p) intervient, de supposer que le groupe p(Gal(£'/F((,))
est adéquat au sens de [63] dans 'utilisation des résultats de [17].

ti(P5) le plus petit sous-espace analytique fermé du produit X7, x T(F;)
contenant tous les couples (r,d) ot r est un relevement (cadré) triangulin de p; et 6 un
parametre de r. Cet espace a été introduit dans un cadre un peu différent par I'un d’entre
nous (E. H.) dans [35] suivant une idée de Kisin ([43]). Nous prouvons alors le résultat
suivant (voir Théoréme 3.21 et Corollaire 3.20 pour un énoncé plus précis) :

Si v|p notons X

Théoréme 1.1. L’espace X,(p) est réduit et s’identifie & une union de composantes
irréductibles de 1, X (ps) x UY.

Au passage nous prouvons également le résultat suivant sur la structure de l'espace
XH.(ps) (Théoreme 2.6).

tri

Théoréme 1.2. L’espace X-

n(n+1)
tri :

2

(ps) est équidimensionnel de dimension n*+[F," : Q)

Nous renvoyons le lecteur a I'énoncé du Théoreme 2.6 pour des propriétés plus fines
de l'espace X:(p). La preuve de ce résultat s’appuie essentiellement sur les travaux de

Kedlaya, Pottharst et Xiao ([41]).

Nous introduisons alors la notion de composante irréductible automorphe de 'espace
[Lp XH(ps), il s’agit d’'une composante irréductible X de ce produit telle que X x U9
3



apparaisse dans X, (p). Il nous semble alors naturel de faire la conjecture suivante (Conjec-
ture 3.23) qui est une sorte d’analogue local de [43, Conj. 11.8].

Conjecture 1.3. Une composante irréductible de I, X (ps) est une composante irré-
ductible automorphe si et seulement si son ouvert de lissité (plus précisément son inter-
section avec owvert [1,, Ut (ps)™® de [1,, Xii(ps) défini dans la section 2) contient un
point cristallin.

Nous prouvons alors le résultat suivant (Propositions 3.27 et 3.28) :

Théoreme 1.4. La Conjecture 1.3 est équivalente aux conjectures de modularité dans le
cas cristallin (plus précisément a la Conjecture 3.25).

Nous prouvons par ailleurs que cette conjecture implique une partie d’'une conjecture
de I'un d’entre nous (C. B.) concernant le module de Jacquet-Emerton des vecteurs
localement analytiques de la cohomologie complétée (cf. Corollaire 4.4).

Dans la derniere partie, nous utilisons cette construction pour prouver un grand nombre
de cas d’une conjecture de Bellaiche et Chenevier sur la structure infinitésimale en certains
points de la variété de Hecke du groupe unitaire G. Il s’agit de [4, Conj. 7.6.12.(R=T)]
que l'on peut voir comme une conjecture R =T infinitésimale. Nous renvoyons le lecteur
au corps du texte pour tout ce qui concerne les notations et conventions relatives a ces
variétés de Hecke. Dans le cas des formes modulaires, ce résultat est di a Kisin ([43])
sous des hypotheses plus générales.

Théoréeme 1.5. Supposons comme précédemment p absolument irréductible et le groupe
p(Gal(F/F((,)) adéquat. Soit z = (m,x) un point de la variété de Hecke E(UP); cor-
respondant a une représentation automorphe m de G(A). Supposons qu’en restriction d
tout groupe de décomposition au-dessus de p la représentation galoisienne p, associée a T
soit cristalline et que les valeurs propres de son Frobenius cristallin ¢ soient deux-a-deuz
distinctes. Sous ces hypothéses, le caractére x définit un drapeau de D.is(pr) stable par
© que nous supposons étre en position générale relativement a la filtration de de Rham.
Alors l’anneau local complété @5(Up)ﬁ’z pro-représente le foncteur des déformations trian-
gulines de p munies d’une triangulation déformant la triangulation définie par le drapeau
p-stable de Deis(pr)-

Le plan de I'article est le suivant. Nous commencons dans la section 2 par définir les
espaces locaux X_(7) pour 7 une représentation continue du groupe de Galois d’une
extension finie de Q, sur un espace vectoriel de dimension finie et de caractéristique p.
Nous prouvons alors le Théoreme 1.2 et donnons un certain nombre de résultats addi-
tionnels sur les points cristallins qui apparaissent dans cet espace. La section 3.2 contient
la construction de l'espace X,(p) ainsi que la preuve de ses propriétés géométriques. Les
Théoremes 1.1 et 1.4, font 'objet de la section 3.6. La section 4 fait le lien avec les variétés
de Hecke. Nous y prouvons le caractere cartésien du diagramme 1.1 ainsi que le Théoreme

1.5.
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souhaite remercier 'LH.E.S. pour son hospitalité prolongée lors de la rédaction de cet
article, ainsi que le B.I.C.M.R. de Pékin. Par ailleurs, C. B. et B. S. sont membres du
projet ANR ThéHopaD (ANR-2011-BS01-005), et E. H. est membre du SFB -TR 45 de

la DFG.
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Notations : On fixe un nombre premier p > 2, une extension algébrique @p de Q,, ainsi
qu'un isomorphisme entre Q, et C.

Si L est un corps local non archimédien localement compact, on note | - |1, sa valeur
absolue normalisée, c’est-a-dire telle que la norme d’une uniformisante de L soit I'inverse
du cardinal du corps résiduel de L. On note | - |, la valeur absolue sur Q, telle que
pl, = p~" (donc | - [p = | - [[¥%) sur L).

Si K est un corps, on note G = Gal(K/K) le groupe de Galois absolu de K. Lorsque
K est de plus une extension finie de Q,, on note recx : K* — G% le morphisme de
réciprocité de la théorie du corps de classes normalisé de telle sorte que I'image d’une
uniformisante soit un élément de Frobenius géométrique. On note ¢ le caractere p-adique
cyclotomique de Gg, de sorte que € orec est le caractére x +— Nk g, (z)|7|x de K*. On
adopte comme convention que le poids de Hodge-Tate de € est 1.

Si un groupe algébrique est désigné par une lettre majuscule romaine (G, H, N,T,...)
on désigne par la lettre minuscule gothique correspondante (g, h,n, t,...) son algebre de
Lie.

Fixons brievement quelques conventions concernant le groupe GL,,. On note B le sous-
groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures, et T" son sous-tore maximal consti-
tué des matrices diagonales. Ce choix détermine un ensemble A = {ay, -+, a1} de ra-
cines simples, «; désignant le caractére algébrique (¢, -« ,t,) — t;t;] +11. Pour 1 <17 < n,
on note f3; le cocaractere t — (¢, ,t,1,--- 1), de telle sorte que I'on ait ;0 3;(t) = t%:

——

ou ¢; ; désigne le symbole de Kronécker. Nous convenons que la notion de dominance pour
un caractere du tore T" ou de son algebre de Lie t est toujours relative a ce choix de racines
simples. Si I C {1,---,n — 1}, on note P le sous-groupe parabolique contenant B cor-
respondant a 'ensemble {a; | i € I}, et P; le sous-groupe parabolique opposé, on désigne
par L; leur sous-groupe de Levi commun et W; C W son groupe de Weyl. Rappelons
que si M désigne un module de plus haut poids de U(gl,,), relativement a l'algebre de
Lie b, le sous-groupe P; est dit adapté a M si I'action de p; sur M se prolonge en une
représentation algébrique de Pj. Si p désigne la demi-somme des racines positives, A un
caractere de t et w un élément du groupe de Weyl de G, on définit w - A = w(A+ p) — p.
Si A est un poids dominant entier de t, le U(g)-module simple de plus haut poids w - A
est adapté a py, si et seulement si w - A est un poids dominant de L;, ce qui est encore
équivalent & ce que w € {W I'ensemble des représentants de W;\W de longueur minimale
([39, § 9.4]).

Soit L et K deux extensions finies de @, on note K I'extension maximale non ramifiée
sur Q, contenue dans K et K I'extension maximale non ramifiée sur Q, contenue dans
K({¢m|n > 1}) ou (n est un systeme compatible de racines p™-iemes de I'unité. On note
de plus R l'anneau de Robba de K et Ry x = L ®g, Rk. On rappelle que Rg est
I'anneau des séries formelles f =3, cz a,2™ avec a,, € K|} convergeant sur une couronne
F(F) < J2lp < 1 (41, § 2.2)).

Si H est un groupe de Lie p-adique abélien, on note H I'espace analytique rigide
sur Q, représentant le foncteur associant a un espace affinoide X = Sp(A) le groupe
Homons (H, A*) des morphismes de groupes continus H — A* (voir par exemple [27,
§ 6.4]). Si X est un espace analytique rigide sur Q, et L une extension finie de Q,, on
note X = Sp(L) XSp(Qp) X.



2. ESPACES DE DEFORMATIONS

Soit L une extension finie de @, dans @,. On note Oy, son anneau d’entiers et k;, son
corps résiduel. On fixe @y, une uniformisante de Oy,.

2.1. Quelques définitions de géométrie analytique rigide. Soit X un espace ana-
lytique rigide sur L. On appelle fermé analytique de X un “analytic subset” au sens de
9, § 9.5.2] (appelé aussi “analytic set” dans [26]).

Définition 2.1. Une partie U C X est un ouvert de Zariski si son complémentaire est
un fermé analytique de X.

Un ouvert de Zariski est en particulier un ouvert admissible que 'on munit de la
structure d’espace analytique rigide sur L induite par X.

Définition 2.2. (i) Une partie Z de X est dense au sens de Zariski dans X, ou Zariski-
dense dans X, si le plus petit fermé analytique de X contenant Z est ’espace sous-jacent
aX.

(i) Si A et B sont deux parties de X, on dit que A s’accumule en B si pour tout b € B
et pour tout voisinage affinoide U de b, il existe un voisinage affinoide V-C U de b tel que

ANV est Zariski-dense dans V. Un ensemble de X est dit d’accumulation s’il s’accumule
en lui-méme (cf. [20, p. 979]).

Les composantes irréductibles d'un espace analytique rigide sont définies en [26, Def.
2.2.2]. On vérifie facilement en utilisant [26, Lem. 2.2.3] que, si X est un espace analytique
rigide irréductible et U C X un ouvert de Zariski non vide de X, I’espace analytique rigide
U est connexe.

Soit FSp, la catégorie des schémas formels X sur Oy, localement noethériens et dont
la réduction modulo un idéal de définition est un schéma localement de type fini sur k.
On note X' + X" le foncteur construit par Raynaud et Berthelot de la catégorie FSp,
vers la catégorie des espaces analytiques rigides sur L (cf. [40, § 7], [8, § 0.2]).

Si R est une Op-algebre locale, plate, complete, noethérienne et de corps résiduel
fini (sur k1), de sorte que le schéma formel Spf(R) est un objet de FSp,, il existe une

bijection canonique entre I’ensemble des composantes irréductibles du schéma Spec(R[%])

et I'ensemble des composantes irréductibles de l'espace analytique rigide Spf(R)" définie

de la facon suivante. Une composante irréductible de Spec(R[%]) correspond a un idéal

premier minimal p de R[]%]. On obtient alors une composante irréductible de Spf(R)"8 en
considérant I'image du morphisme Spf(R/(p N R))"8 — Spf(R)"8. Le caracteére bijectif de
cette application est une conséquence de [26, Thm. 2.3.1] et du fait que les idéaux premiers

minimaux de R sont en bijection avec les composantes connexes de la normalisation de

Spf(R).

Si R est une Op-algebre comme ci-dessus, mais supposée de plus normale, par [40,
Prop. 7.3.6] le morphisme R[%] — O(Spf(R)"8) identifie 'anneau R[%] a l'anneau des
fonctions bornées sur Spf(R)"s.

Proposition 2.3. Si X est un espace analytique rigide réduit, [’ensemble des points lisses
de X (19, § 7.3.2]) est un ouvert de Zariski de X qui est de plus Zariski-dense dans X .

Un espace analytique rigide X est dit équidimensionnel de dimension d si pour tout

point z € X, I'anneau local complété Ox , de X en x est un anneau local équidimensionnel
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de dimension d. De méme X est dit sans composante immergée si pour tout point z € X,
tous les idéaux premiers associés de Ox, sont des idéaux premiers minimaux.

Pour f: X — Y un morphisme entre espaces analytiques rigides et € X, on dit que
[ est étale en x si la condition de [38, Déf. 1.7.10 1)] est vérifiée.

Si X est un espace analytique rigide réduit, on note O% le sous-faisceau de Ox des
fonctions de norme plus petite que 1.

2.2. L’espace des représentations triangulines. Nous rappelons ici la construction
de l'espace des déformations triangulines d’une représentation galoisienne en caractéris-
tique p.

Fixons K une extension finie de @,. On suppose que 'extension L de Q, est suffisam-
ment grande pour qu'il existe [K : Q,] plongements de K dans L, on note Hom(K, L)
I’ensemble de ces plongements et T = K* (l'espace analytique rigide sur Q, paramé-
trant les caracteéres continus de K*). Si k = (k:)retom(r,n) € ZHom(K.L) - on note ¥
Pélément de T(L) défini par & — [T chom(x.r) 7(2)* . Soit n un entier strictement po-
sitif. Pour k = (ki) 1<icnr sz € (Z7)HmELD " on note §, élément de T™(L) défini
par (1, -+ ,x,) = [l 7(x)F (ot (z1,--+ ,x,) € (K*)") et on s’autorise I'abus de
langage consistant a désigner par le méme signe sa restriction a (Ox)". Un tel poids est
dit dominant si, pour tout 7 : K < L, on a k.3 > --- > k;,. Si de plus, pour tout
7 € Hom(K, L), on a k.y > -+ > k;,, on dit que le poids est strictement dominant.

Rappelons que, si L’ désigne une extension finie de Q,, les éléments de 7 (L’) sont ca-
noniquement en bijection avec I’ensemble des classes d’isomorphisme de (¢, I'x)-modules
de rang 1 sur Ry i par la construction 0 — Ry x(0) de [41, Cons. 6.2.4].

Soit 7 une représentation continue de Gx sur un kz-espace vectoriel Vj, de dimension
n. Fixons une fois pour toute une base b de Vi, , ce qui nous permet de définir la Op-
algebre locale noethérienne compléte RY qui pro-représente le foncteur associant a une
Op-algebre artinienne locale A de corps résiduel kj I'ensemble des classes d’équivalence
de triplets (Va,¢,b) o V4 est un A-module libre de rang n muni d’'une action continue
A-linéaire de Gg, ¢ un isomorphisme Gg-équivariant entre Vy ®4 ki et Vi, , et b une
base de V4 se réduisant sur b a travers . On note X2 I'espace analytique rigide sur L
associé¢ au schéma formel Spf(R). On note Ty le complémentaire dans 7, = T xq, L de
I’ensemble des L-points z + x71 et x — 21 t|z|x pouri € Zggm(K’L) et Trog C T/ louvert
de Zariski des points (1, - - , d,) tels que 5Z~5j_1 € Treg pOUr i # j. On désigne par U, (7)™
I'ensemble des points (x,d) € X2 x Tz tels que, si 7, désigne la représentation de G
associée a x, son (¢, ['x)-module Dlig(rl,) est triangulin (voir [24], [4, § 2], [41, § 6]) et
9 = (81, ,0,) est un systéme de parametres de r, (ou plus simplement un parametre de
r:), ce qui signifie qu’il existe une filtration croissante de DLg(rI) par des sous-Ry () k-
modules stable par ¢ et 'y (nécessairement facteurs directs comme Rk(x)K-moduleS)
dont les gradués successifs sont isomorphes & Ry x(61), - - -, Ri(a),x (0) comme (¢, ['g)-
modules, ot k(z) est le corps résiduel de XY au point z.

Définition 2.4. On appelle espace des déformations triangulines de 7, et on le note
Xeh(7), Uespace analytique rigide sur L obtenu comme adhérence de Zariski de Ug, (7)™
dans X5 x T/, i.e. le fermé analytique intersection des fermés analytiques de X5 x TP
contenant UL (7)™ muni de sa structure de variété analytique rigide réduite (]9, § 9.5.3
Prop. 4]).

7



i (T) est séparée car fermée dans la
variété analytique rigide séparée X5 x T (cf. [9, p. 393)).

Remarquons que la variété analytique rigide X

Notons W = Oy ('espace analytique rigide sur Q, paramétrant les caracteres continus
de Og) et W, = W xg, L. La restriction d'un caractere de K* a O induit un morphisme
d’espaces analytiques rigides 7 — W sur Q,. On note w’ le morphisme X{\(7) — T,
obtenu en composant l'inclusion de X(7) dans XF x T avec la seconde projection, on
obtient une application poids w : X

o2i(7) = W] en composant w’ avec le morphisme de
restriction 7,* — W}.

Remarque 2.5. Si on note X{(7)8 Uimage réciproque de T2, parw’, espace X (7)™

est un ouvert de Zariski de X3\(7). On a UZi(T)™® C X\(7)™8 mais lorsque n > 1, cette
inclusion est toujours stricte. Il existe en effet des points (ry,6,) de X:(7) tels que 6,
ne soit pas un paramétre de la représentation r,, méme si r, est trianguline et J, est
réqulier. Le Théoréme 6.3.18 de [41] montre cependant que 1, est toujours trianguline.
La géométrie de 'espace XZ.(T) en ces points est étudiée plus en détail dans [12].

Pour n = 2, un tel point peut étre obtenu de la facon suivante. On commence par
construire un point x = (r,8) € UL(T)™®, avec r cristallin de telle sorte que le carac-

tri

tere (5|(le<)2 soit algébrique mais non dominant, disons de poids k € (Z*)®l. Le groupe

SéK:QP} agit sur (Z2)¥! par permutation des coordonnées et il existe un élément w €

Sl tel que w(k) soit dominant. Il faut alors montrer que le point ' = (r, 0, 0% )

appartient a XE.(7). Si les valeurs propres du Frobenius cristallin de v sont deuz-d-deuz

distinctes, les caractéres 55w(k)51:1 et 0 correspondent au méme raffinement de la repré-
sentation T (cf. section 2.3) et donc 09,y 5_1 ne peut étre un parametre de r. Ainsi
€ X (P)\UL(T)™ 8. Lexistence d’un tel point (r,8) pour k € {0, 1}2E®] peyt étre

tri

déduite des résultats de modularité de [45} ainsi que de la discussion du §2.3 ci-dessous
tandis que la relation (r, 06,000k ") € X (7) est alors une conséquence de [12, Thm. 5.10].

tri

Le reste de cette section est presque entierement consacré a la preuve du résultat suivant

trl( )

concernant la géométrie de l'espace XU

Théoréme 2.6. (i) L'espace XI.(F) est équidimensionnel de dimension n?+[K : Q] "H .
(ii) L’ensemble US(7)™8 est un ouvert de Zariski de XZ.(7) qui est Zariski-dense dans
X (7).

(iii) L ouvert UZ,

tri
un morphisme lisse.

(F)*e8 est lisse sur Q, et la restriction de lapplication W' a UL (T)™# est

tri

Démonstration. La stratégie de la preuve est la suivante. Nous allons construire un espace
analytique rigide lisse S7(7) s’insérant dans un diagramme commutatif comme ci-dessous

(2.1) / \

ot le morphisme 7; est lisse de dimension relative n et d’image U~

tri

(7)"8 et le morphisme
k est lisse de dimension relative n? + K : @p]@

L’espace analytique rigide SY(7) représente le foncteur
(2.2) X = {(r,Fe,6,v)}/ ~
8



olt X est un espace analytique réduit sur L et 7 est un morphisme continu G — GL,,(O%)
tel qu’en tout point x € X, la réduction de r ® Oy, coincide avec 7. De plus F, est une

filtration croissante de DLg(fr’) par des sous-(p, ' )-modules localement sur X facteurs

directs comme R x-modules tels que Fy = 0 et F), = DLg(T) et § = (01,...,0n) € Tu(X).
Finalement v = (v4,...,1,) est une collection de trivialisations v; : gr;(D) = Rx(d;)
(avec les notations de [37, § 2]). La fleche x correspond alors au morphisme de foncteurs

(r,Fe,0,v) — 6.

Pour prouver la représentabilité de ce foncteur, nous suivons la stratégie de [21], [35]
et [37].

Soit §,, 'espace analytique rigide sur L représentant le foncteur
X — {(D,Fily(D),0,v)}/ ~

ou X est comme avant, D est un (¢, ' )-module sur Ry de rang n, et Fil, est une fil-
tration croissante de D par des sous-(p, 'k )-modules localement sur X facteurs directs
comme Rx-modules tels que Fy = 0 et F,, = D. De plus § = (d1,...,0,) € T (X) et
v = (v1,...,V,) est une collection de trivialisations v; : gr;(D) = Rx(6;). Ce foncteur
est représentable par un espace analytique rigide séparé d’apres [37, Theorem 2.4]. Soit
Sdm S, le sous-ensemble admissible au sens de [36, Theorem 1.2], i.e. le sous-espace

ouvert adique’ maximal de S, tel qu’il existe un fibré vectoriel V sur S2™ et un mor-
phisme continu G — Auto_,,,, (V) tels que Diig(V) est I'image inverse du (¢, 'k )-module
universel de S, sur $24m. Cet ouvert est non vide car toute représentation cristalline a
poids de Hodge-Tate deux-a-deux distincts et Frobenius suffisamment générique permet

d’en construire un point.

adm
n

Soit 7 : SHhadm —, Sadm o GL,-torseur des trivialisations du fibré vectoriel V. 11 existe
donc un isomorphisme 3 : 1) ~ Og[]‘adm sur SE’adm et I'action de Gx sur V est donnée

par un morphisme continu
/F . gK — GLn<F(SE’adm, OSD,adm)>.

Comme G est topologiquement engendré par un nombre fini d’éléments (voir par exemple
(62, Prop. 11.14 et 1.25 ]), 'ensemble des points z de S224™ ofi 7 se factorise a travers

GLn(F(SE’adm, O;—E’adm)) C GLn(F(SE7adm, OSE,adm))

est un ouvert admissible de S2#4™. Comme de plus G est compact, cet ouvert est non
vide. Rappelons, que l'on a fixé une représentation résiduelle 7 : Gx — GL, (k7). On
définit alors SY(7) C ST2m comme I'ouvert admissible non vide (en considérant des
relevés cristallins de 7) des points x ou le morphisme 7, se réduit sur ¥ modulo l'idéal
maximal de Oj,). Il est alors immédiat de vérifier que S7(7) représente bien le foncteur
(2.2). Notons rx : Gk — GLn(O;“D(f)) le morphisme universel sur SY(7).

On définit alors le morphisme x : SZ(7) — T;* comme la composée du morphisme
SH(r) — SHhadm _ §adm 3 § " qui est lisse de dimension relative n?, et de la projection
canonique S, — T/, qui est lisse de dimension relative [K : Qp]"(";l) par [37, Theorem

2.4]. Comme Ty, est lisse de dimension n[K : Q)] + n, on en conclut que SY(7) est

lisse et équidimensionnel de dimension n? + n + %[K : Q). On a également un
morphisme SY(7) — XY x T* donné par (r,F,,d,v) — (r,9). La description des points

1. Nous utilisons ici le fait qu'un ouvert de I’espace adique associé a un espace analytique rigide quasi-
séparé est quasi-séparé et donc provient lui-méme d’un espace analytique rigide d’apres [38, § 1.1.11].
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de SY(7) montre que I'image de ce morphisme est exactement Ug}(7)™&. On obtient ainsi

un morphisme "
P S(r) — Xin(7)
d’image U (7).
(1) est équidimensionnel, de dimension

(n—l—l)'

Montrons tout d’abord que 'espace X

dim X5 (r) = n* + [K : Q)

D’apres le Lemme 2.12 de [37], les points de UL (7)™ sont strictement triangulins au sens
de [41, Def. 6.3.1]. Le Corollaire 6.3.10 de loc. cit. permet alors de construire un morphisme
projectif et birationnel, donc surjectif, f : XZ(7) — X2i(F) et, si D = Dllg(f*rx), une
filtration Fily(D) C D de D par des sous-(p, 'x)-modules de D ainsi que des suites

exactes courtes pour 1 <7 <n
0 — gr,D — Rgo (0:) ® Li — M; — 0

ol £; est un fibré en droites sur X7 (7) et M; un R o (m-module qui est (localement

sur XU (7)) tué par une puissance de t et de support un fermé analytique Z; ¢ X2(7)

ne contenant aucune composante irréductible de X (7). On a de plus f~ (UL (7)™8) C

trl( )\U Z
Soit U ¢ XE.

tri
réciproque de 7;gg C T via XtDm( r) — XtDm( r) — T/ 1l s’agit d’un ouvert de Zariski de
X0 (7) qui contient f~H(UZ.(7)*#), ce qui prouve qu’il est aussi Zariski dense dans X, (7 )
Notons UY — U le G" -torseur des trivialisations des fibrés en droites £;. L’espace U"
possede par construction la propriété suivante. Il existe des trivialisations canoniques des
images inverses des faisceaux £; sur U" telles que, si ¢ : Y — U est un morphisme, et
s; des trivialisations Oy ~ ¢*(L;), il existe un unique morphisme Y — U" relevant g de
sorte que les s; sont les images inverses des trivialisations canoniques sur U". La propriété
universelle de S7(7) nous permet par ailleurs de construire un morphisme s : U — S9(7)

tel que 7 o s est la composée

(7) lintersection du complémentaire de |U; Z; dans X2 (7) avec 'image

flu
v? — U % x5,

Comme f est la composée d’éclatements et de normalisations, on peut trouver un ouvert
de Zariski et Zariski-dense V' de XtDrl( r) tel que f~1(V) C U et f induise un isomorphisme
de f~1(V) sur V. Notons de méme VE — f~1(V) le G"-torseur des trivialisations des
faisceaux L;|f-1(v), il est facile de vérifier que VY n’est autre que I'image réciproque de
f~YV) dans U". La propriété universelle de V" — V permet de construire un morphisme
7 de 771 (V) dans VE dont la composée avec VE — f~1(V) est f~!y o mr. On a alors
72 0 s|yo = Idyo. Or, la description des points de S(7) montre que le morphisme 7= de
71 (V) dans V" est injectif, on en conclut que I'on a donc également s o 5 = Idﬂ_;l Wy
ce qui implique, puisque tous les espaces sont réduits, que 72 induit un isomorphisme de
(V) sur V. Ainsi, VT est équidimensionnel de dimension n? +n + "2HK Q)
V5 — V étant un G" -torseur, on en conclut que l'ouvert V est équidimensionnel de
dimension n? + [K : @p]" (1) (1), il en est de

méme de XZ.(7), ceci prouve le point (i).

tri

. Comme V est un ouvert dense de X

tri

i (7) est lisse de dimension

relative n. Pour ce faire, il suffit de prouver que si z € SY(7) et y = (r,,0,) = m:(z) €
10
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U

i (7)™8 il existe un isomorphisme d’anneaux locaux complets

OSD(F),m >~ OXD (F),y[[’xl’ N ,xn]].

tri

Notons A = @XF(F),?J et B = @SD(FW dans ce qui suit, de sorte que 77 induise un

morphisme local d’anneaux locaux complets A — B.

Le morphisme de projection X,(7) — XY donne lieu & un morphisme d’anneaux locaux
complets

Ox;‘:‘f"y OXEi(T‘),y'

En utilisant [45, Lem. 2.3.3 et Prop. 2.3.5], on voit qu’il existe de plus un isomorphisme
topologique entre @xEmy et REy, I’anneau de déformation universel cadré de r,, la repré-
sentation galoisienne correspondant au point y. Soit F 'unique triangulation du (¢, ['k)-
module D de r, correspondant au point y et eryy 7 I'anneau de déformation universel cadré

de la paire (r,, F) en un sens évident. Comme précédemment, 'anneau B = @Sm(f)yx est
naturellement isomorphe a une RTDy _r-algebre locale complete lisse de dimension relative
n. Fixons donc (z1, ..., x,) une famille de générateurs topologiques de la R?y r-algebre B.
On définit alors une application continue A-linéaire de A[X7, ..., X,] dans B envoyant
X, sur x;. Comme 'application R?y — B se factorise a travers 'anneau A, on obtient au
final une suite de morphismes

RI[Xy, .., Xa] = A[Xy, ..., X,] = B.

D’apres [4, Prop. 2.3.6 et 2.3.9], Papplication naturelle REy — RTD% 7 est surjective. Comme
I’anneau B est engendré par l'image de R?y et par les z1,...,z,, on en conclut que l'ap-
plication A[X7, ..., X,] — B est surjective. Ces deux anneaux locaux étant noethériens,
complets et de méme dimension, il suffit de prouver que A[Xy, ..., X,] est intégre pour
conclure que A[X7, ..., X,] — B est un isomorphisme. Il suffit donc de prouver que 'an-
neau A est intégre. Comme X(7) est réduit, on déduit de [9, § 7.2,Prop. 8] que A est
réduit. Il suffit donc de prouver que cet anneau n’a qu’un seul idéal premier minimal. Pour
cela, il suffit de prouver que la fibre du normalisé X .(7)" de XZ.(7) au dessus de y est
un singleton. Remarquons que, par la propriété universelle du normalisé, le morphisme
77 se factorise de fagon unique & travers X_(7)" puisque S(7) est lisse donc normal.
Comme X (7) est normal, il en est de méme de U et donc de UY. Ainsi le morphisme
U — XLD.(7) se factorise de fagon unique & travers X.(7)’, de sorte que le diagramme

tri
ci-dessous est commutatif.

U — XtErli(F), - Xgi(f)

Puisque f~H(UL(7)™8) C U, l'existence de s montre que tous les points de X i(7) au
dessus de y € UL (7)™# sont dans 'image de S”(7) dans XZ: (7). Comme la fibre de
au-dessus de y est connexe (car isomorphe a G, puisqu’il y a seulement une triangulation
de r, de parametre ¢,), son image dans la fibre de X(7)" au dessus de y doit également

étre connexe. Comme cette fibre est finie, il s’agit d’un singleton.

Il suffit & présent de prouver (ii). Pour ce faire, on raisonne comme dans [37, Thm. 2.11].
Comme le morphisme 7 est lisse, son image U, (7)™8 dans X[ (7) est un ouvert adique par
38, Prop. 1.7.8]. L’existence de s : U — SY(7) telle que 7 o s égale f|y composée avec
U" — U montre que UZ(7)™8 contient f(U). Par ailleurs, f étant surjective, 'inclusion

11



FH UL (F)8) € U montre que f(U) = ULi(7)™8. Comme f est un morphisme projectif,
I'ensemble f(U) = UL(7)™8 est une partie constructible au sens de Zariski de X;(7)
d’apres [37, Lem. 2.14]. On déduit alors de [37, Lem. 2.13] que US;(7)™8 est un ouvert de

tri
Zariski de X_.(7), en particulier admissible.

tri

Le diagramme (2.1), la lissité des applications 7 et k, ainsi que le Lemme 5.8 montrent
alors que UL (7)™ est lisse et que 'application w’ est lisse, il en est donc de méme de

tri

w. U
Remarque 2.7. Des résultats analogues ont également été obtenus par Bergdall (5]) et
Liu (]50]).

2.3. Espaces de déformations cristallines et poids de Sen. Soit k un poids algé-
brique dominant. On note RDk “ = RY/ N p, ou l'intersection est prise sur 'ensemble
des idéaux premiers p, = Ker(z : RY — @p) tels que la représentation r, de G associée
a x est cristalline de poids de Hodge-Tate k. C’est une Op-algebre locale, plate, complete,
noethérienne, réduite de méme corps résiduel que R et par [44], pour A une @p—algébre
locale artinienne, un morphisme x : RY — A se factorise a travers R- k= i et seulement
si r, est cristalline de poids de Hodge-Tate k. On note X2 I'espace Spf(RZ*")rig et
on rappelle que ses composantes irréductibles sont en bijection canonique avec les com-
posantes irréductibles du schéma Spec(R:™ " Cr[ |). Par [40, Lem. 7.1.9], on note que ses

points sont aussi les mémes que les points fermés de Spec( Ry ™ Cr[p]).

Si r est une représentation cristalline du groupe Gx sur un L-espace vectoriel, on appelle
Frobenius cristallin linéarisé de r 'endomorphisme L-linéaire ¢!F0@l de

Dcris(r) ®K0®QPL,T L - (Bcris ®Qp r)gK ®KO®QPL,T L

pour un plongement 7 de K, dans L (la classe de conjugaison de ’endomorphisme obtenu
est alors indépendante du plongement).

Supposons désormais que k est strictement dominant. Soit  une représentation de G
de dimension n sur L, cristalline de poids de Hodge-Tate k. Supposons que les valeurs
propres du Frobenius cristallin linéarisé de r soient deux-a-deux distinctes (en particulier
Fo:Q] et diagonalisable quitte & agrandir L). Rappelons que 1’on appelle raffinement de
r un ordre de ces valeurs propres ¢, ..., ¢,. Le méme raisonnement que dans [4, § 2.4.2],
mais en utilisant [41, Cons. 6.2.4], montre qu'’il y a une bijection entre raffinements de r et
(systemes de) parametres de r. Soit 1, ..., ¢, un raffinement de r, on peut alors définir
une filtration croissante de Dcris(r) par des sous-K ®@ L-modules libres, en posant

Ko Qp]
‘F.z CI‘lS @ Dcrls .

71<i

Une telle filtration définit, comme dans [4, § 2.4.1], un ordre sur les poids de Hodge-Tate
du module filtré Dyr(r)keq,r,-L pour tout 7 € Hom(K, L). Le raffinement est alors dit
non critique si, pour tout 7, les poids de Hodge-Tate de Dqgr(r) Ko®q, L sont ordonnés
dans lordre décroissant (attention que, contrairement a [4], nous supposons que le poids
de e est 1).

Définition 2.8. Un point x de l’espace %E’k_cr est dit générique? si les valeurs propres

du Frobenius cristallin linéarisé de la représentation r, sont deuz-a-deux distinctes, et si
tous les raffinements de r, sont non critiques.

2. Cette définition est une version faible de la définition de [20, § 3.18], différente de la notion de
généricité de [11, Déf. 5.2].
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Un caractere continu 6 € 7 (L) de K* dans L* est en particulier une fonction loca-
lement Q,-analytique sur K*. Sa différentielle dj en 1 € K™ est alors une application
Qp-linéaire de 'espace tangent de K en 1 dans L. Une Q,-base de cet espace tangent est
donnée par les différentielles en 1 des différents plongements 7 : K < L. On appelle alors
poids du caractere 0 les coordonnées de do dans cette base, on note ces poids w; (). Plus
précisément on a dd = Y. w,(d)dr. D’apres le Lemme 2.1 de [57], 'application (w,) ainsi
construire de 7 (L) vers LU provient d'un morphisme d’espaces analytiques rigides
T — A[K iQp]_

L L

Si V est une représentation continue de G sur un L-espace vectoriel de dimension finie.
Si 7 est un plongement de K dans L, on appelle 7-poids de Sen, les opposés des valeurs
propres de I'endomorphisme Oy sur Dge, (V) ® Keg,Lr L (cf. par exemple [6, § 5.3]).

Proposition 2.9. Si z = (r,,d,) € XL\(7). Alors pour tout plongement 7 de K dans

k(z), Uensemble {w,(d; )| 1 < i <n} est l’ensemble des T-poids de Sen de r,.

Démonstration. Comme UL (7)™ est un ouvert de Zariski dense dans X{(7), il suffit
O

de prouver l'assertion pour un point z € Ug (7)™, puisque les applications w, sont
analytiques d’apres [7, § 7.2]. Nous pouvons donc, en utilisant le diagramme (2.1), nous
ramener & prouver le résultat pour les points de I’espace S7(7) et raisonner par récurrence
pour se ramener au cas ot n = 1. Considérons donc la famille universelle Ry, x(9) sur
Tr. Par analyticité et Zariski-densité des caractere localement algébriques, il suffit de

prouver Iassertion en un point 0, € 77, tel que d,| ox est un caractere algébrique. Nous
sommes donc ramenés a prouver lassertion pour D = Ry k (0,) avec 6,(z) = [1, 7(2)*
lorsque z € Ok. Un calcul facile montre que w,(d,) = k,. Il reste donc a prouver que
Op agit sur Dge,(Ri(z),x(dz)) par multiplication par k.. Quitte a multiplier J, par un
caractere non ramifié, on peut supposer que ¢, est a valeurs dans O,:(x), et donc que D
est le (i, 'k )-module associé au caractere §, orec™!. Or on sait qu'un tel caractére a pour

T-poids de Hodge-Tate k.. O
Définition 2.10. Soit D un (p,T'x)-module sur Ry k. On dit que D est générique si
pour toute triangulation de D de paramétre (01, ...,0,) et tout plongement 7 : K — L,
(Wr(01), ..., wr(0,)) est une suite strictement décroissante d’entiers.

En particulier la Proposition 2.9 montre que si D est générique, cette suite d’entiers
ne dépend que de 7 et non du choix du parametre. De plus si r est une représentation
cristalline générique, alors son (¢, 'k )-module est générique.

Lemme 2.11. Soit X un espace rigide analytique réduit et Dx un (o, 'x)-module sur
X. Soit Xag C X un ouvert de Zariski, Zariski-dense dans X, dont les points sont
strictement triangulins (cf. [41, Def. 6.3.1]) relativement a une famille de caractéres § =
(01, ,0n) (en particulier Dx est de rang n). Soit x € X tel que D, := Dx ® k(x) soit
générique. Alors le caractére 0, est localement algébrique, strictement dominant et o, est
un parameétre de D,.

Démonstration. Comme X,j, est un ouvert de Zariski, Zariski-dense, de X, pour tout

voisinage ouvert admissible U de x dans X, I'’ensemble U N X, est un ouvert de Zariski,

Zariski-dense, de U. Le probleme est donc local en x. Prouvons le résultat par récurrence

sur n. Comme dans la preuve du Théoreme 2.6, il existe d’apres [41, Cor. 6.3.10] un

morphisme propre et birationnel f : X — X, ainsi qu'une filtration F, de Dy, I'image

inverse de Dx par f, par des sous-Ryx x-modules stables par ¢ et I'x telle que F = 0
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et F, =D x, une famille (£;)1<i<, de Og-modules inversibles ainsi que des morphismes
injectifs
(673 E/Fi—l — RX((‘)‘%X) ®(f)).( Lz

qui sont des isomorphismes sur un ouvert de Zariski, Zariski-dense, de X. De plus
S (Xag) est alors un ouvert de Zariski, Zariski-dense, de X. Fixons # € X au des-
sus de z. Il suffit de prouver le résultat pour X et # en remplacant tous les autres objets
par leur image inverse sur X. D’aprés [41, Cor. 6.3.10.(2")], a; est un isomorphisme.
En particulier si n = 1, il n’y a rien de plus a démontrer. Supposons donc n > 1. En
spécialisant le (¢, ' )-module D¢ en &, on obtient en particulier une injection

ai,: Ry k(010) = Dz = D,

de (¢, 'k )-modules sur k(x). Considérons le saturé de l'image de ce morphisme, c’est-
a-dire I'intersection Ry x(01,4)[3) N Dz. D’apres [4, Prop. 2.2.2] et [24], il s’agit d'un
(¢, T'k)-module de rang 1, donc de la forme Ry x(7) avec &) € T(k(x)). Comme
Ri(),k (01,2) est isomorphe & un sous-(p, I'c)-module de Ry, x(8;), il existe n € NIFKQxl
tel que 41 , = 2™9]. Comme un (@, Ik )-module quotient d'un (¢, 'k )-module triangulable
est triangulable, le caractere 9] est alors le premier terme d’un parametre §' = (8, ...,9)
de D;. D’apres le Lemme 2.9, les caractéres 0, et 6’ sont localement algébriques de poids
respectifs k = (k.;) et k' = (k. ;) et comme le (¢, 'x)-module Dz est générique, o est
un caractere dominant. Par ailleurs, on déduit de la Proposition 2.9 que les ensembles
{kril1 <i<n}et {kl ;|1 <i<n}sont égaux pour tout plongement 7 de K dans L, en
particulier 'ensemble {k. ;|1 < i <n}U{k.1} est de cardinal n. Dans la suite d’inégalités

k’T,l Z k"l’,l > k;‘,l',2 > ctt > k,

g
la premiere est donc nécessairement une égalité. Ceci étant vrai pour tout 7, on a
012 = 01, donc Ry k(61.) est un sous-module saturé de Dz. Par [4, Lem. 2.2.3],
on en conclut que le Ry(y) x-module D /Ry (z),x(01,) est libre. Ceci implique que, sur un
voisinage affinoide U; de # dans X, le quotient D3 /Ry k(61) est un (¢, I'c)-module. On
remplace alors X par ce voisinage affinoide et on conclut par récurrence en remarquant
que (D /R x(01))z est encore un (¢, I're)-module générique. O

Corollaire 2.12. Soit x = (r,,8,) un point de X;(7) tel que r, est une représentation

cristalline générique. Alors le caractére o, est localement algébrique, strictement dominant
et v € U (T)™e.

tri

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme avec X = X\(7) et Xy, = UL (7)™e. O

tri

Rappelons que T' = G}, est le tore diagonal de GL,. On introduit un automorphisme

Li de /(I?) en posant
L (81, ,0n) =0p - (01,--+,0; - (€oreck) ™, -+ 0, - (coreckg)” )
ot 6p = (|- %4 |12, -+, | |%™) est le caractére module de B(K). La raison d’étre de

cette paramétrisation est la suivante. Normalisons la correspondance locale de Langlands
pour GL,(K) de telle sorte que la représentation de Weil x; & -+ @ x,, corresponde a
I'induite parabolique lisse non normalisée Indg%}égm (5}9/ . (x1 0reck -+ ® Xp O rec K))
Si r est une représentation cristalline de dimension n de Gg sur L de poids de Hodge-
Tate k = (kr;)1<i<n.r Kk strictement dominant, et 7 une représentation non ramifiée

irréductible de GL,(K) sur Q, telle que la représentation de Weil associée & r ([32]) cor-

1—n
responde a 7|det |2 par la correspondance de Langlands normalisée comme ci-dessus,
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alors (01, -+ ,0,) est un parametre de r si et seulement si tx(d1,- -+ , d,) est un systeme de
valeurs propres de T'(K) agissant sur Jp(7®g, Wn) ott W, est la représentation algébrique
irréductible de Resy/g,(GL,) sur Q, de plus haut poids n = (k;; +i — D)i<i<n,rk—0,
relativement a B et Jp est le foncteur de Jacquet comme étendu par Emerton aux repré-
sentations localement algébriques, cf. [28, Prop. 4.3.6].

2.4. Espaces de formes automorphes. Fixons F' un corps CM, i.e. une extension qua-
dratique totalement imaginaire d’un corps F'™ C F totalement réel et notons ¢ I'unique
automorphisme non trivial de F fixant F*. Nous supposons de plus que toutes les places
de F* divisant p sont complétement décomposées dans F' et que Pextension F/F™T est
non ramifiée en toute place finie. Pour toute place finie w de F', on fixe une uniformisante
@, de F,,. On choisit désormais le corps L tel que pour toute place v de F'™ divisant p,
on a [Hom(F", L)| = [Ff : Q,].

Supposons désormais n impair ou [F'* : Q] pair. Soit G un groupe unitaire a n variables
défini sur F'*, déployé par F', quasi-déployé en toute place finie et tel que G(F™ ®@gR) est
compact. On fixe UP C G(ALY) un sous-groupe compact ouvert de la forme [T, U, ou U,
est un sous-groupe compact ouvert de G(F,"). Ici A7} désigne les adeles finis de F'* hors
les places divisant p. On fixe aussi un ensemble fini S de places finies de F'* contenant
I'ensemble S, des places divisant p ainsi que ’ensemble des places v telles que U, n’est
pas hyperspécial, et on suppose que si v € S, alors v est totalement décomposée dans F'
(de maniere équivalente, on suppose U, hyperspécial en toutes les places de F'T inertes
dans F').

Siv € S, fixons ¥ une place de F' divisant v et notons ¢ son image par ’automorphisme
c¢. L’inclusion de F* dans F induit donc deux isomorphismes F,f = Fy et F,f = Fie.
Fixons de plus un isomorphisme de groupes algébriques G Xp+ ' ~ GL,, p. Si v est
décomposée dans F' et w est une place de F' divisant v, on obtient un isomorphisme
iw: G(F}) = GL,(F,). On suppose de plus que, pour v ¢ S et v décomposée dans F,
on a U, = i3'(GL,(OF,)), condition qui ne dépend pas du choix de w divisant v. Pour
v € S, notons K, le sous-groupe compact maximal de G(F.") image réciproque par i du
groupe GL,(OF,). On note aussi G, = [lyes, G(F,}) et K}, = [],eg, K. On désigne par B,
I'image inverse par iz du sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de GL,,(Fy)
et T, et N, les images inverses des sous-groupes de matrices diagonales et unipotentes
supérieures. On pose alors

B, = ][ B.. B) = B,NK,,
vES)

N, =[] N, N) =N, NK,,
vES)

T,=1] T, ) =T,NK,.
vES)

Enfin, on note B, et N, les sous-groupes de Borel et unipotent opposés a B, et N,. Si
Ic{l,---,n—1}etv €S, onnote P, P, 1 et L, les images réciproques de P;(F;),
P[(F@) et L[(Ff))

Soit A = (Ar;) € (Z7)Hom(FTL) Un élément & € T, (L) est dit algébrique de poids A s'il
est de la forme ®,cg 0x, OU Ay = (Ari)icicpr.presp- 1 est dit localement algébrique de

poids A §'il coincide avec ®,cg, 0, sur un sous-groupe ouvert de 7.
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Si V =TI, V, est un sous-groupe compact ouvert de G(A¥;) et o une représentation
continue de V' sur un Op-module topologique, on note S(V, o) le Op-module des fonctions
continues f : G(FT)\G(AX,) — o telles que f(g-u) = u '(f(g)) pour tout g € G(A3)
etuelV.

Si v est une place de F* n’appartenant pas & S et décomposée dans F', on note T,
'algebre de Hecke sphérique du groupe G(F.") relativement a U, c’est-a-dire

Tv - OL[UU\G(FJ)/UU]

On pose alors T¥ = @I(®v€ 7 Ty), la limite inductive étant prise sur l'ensemble des
parties finies de places finies de F't décomposées dans F' et d’intersection nulle avec
S. L’algebre T* agit alors naturellement sur S(UPU,, ) pour tout sous-groupe compact
ouvert U, de G, (voir par exemple [13, § 4.1]). De plus cette action est fonctorielle en U,
et en o (en un sens évident). Si w est une place de F' divisant v, on note T, ; 1’élément
de T, de support U,y Uy, 0l 7y; est 'élément de G(F,) image réciproque par i,, de la
matrice diagonale
ﬁl(ww) = (wu” cee T, L 1>.

7

Considérons un corps quelconque C' et 6 : T¥ — C' un morphisme d’anneaux. Si p est
une représentation C-linéaire de Gr = Gal(F'/F') sur un C-espace vectoriel de dimension
finie, on dit que p est associée & 6 si pour toute place w de I’ au-dessus d’une place de F'*
n’appartenant pas a S et completement décomposée dans F', le polynéme caractéristique
de p(Frob,) est donné par

(2.3) X"+ (=1 (Nw)?U=D29(T, )X 4o 4 (= 1) (Nw)" " D/20(T,, )

ou Frob,, est un Frobenius géométrique en w et Nw le cardinal du corps résiduel de F,,.
Si m est une représentation automorphe de G(Ap+) non ramifiée hors de S, il existe une
unique @p-représentation semi-simple p, de G associée au caractére de T° donné par
Paction de T sur la Q,-droite (75)V° ®@¢ Q, ot US = [Togs Uy (voir [22, Thm. 3.2.3]).

On dit qu’'un idéal maximal m de I’algebre T est automorphe de niveau modéré U? s’il
existe une représentation algébrique o de K, sur un Oy -module (avec topologie discrete)
qui est irréductible apres extension des scalaires de Op, a Qp (donc de dimension finie
sur Q,) et un sous-groupe compact ouvert U, de G, tels que S(UPU,, o)y # 0. En
particulier par ce qui précéde (en procédant par exemple comme dans [29, § 3] ou [4,
§ 6.2.3]) il existe alors aussi une représentation continue p, de Gp sur un T /m-espace
vectoriel de dimension n associée au caractére T® — T°/m. On dit que 1'idéal maximal
m est de plus non Eisenstein si py, est absolument irréductible. Fixons désormais un tel
idéal maximal m automorphe de niveau modéré U? non Eisenstein et une représentation
algébrique o comme ci-dessus. On vérifie facilement a partir de (2.3) et des définitions que
les représentations irréductibles pY o c et pn, @ "' sont isomorphes (ot € est la réduction
de ¢ modulo p). Quitte & agrandir L, on suppose T°/m = k. On suppose également
p > 2.

Soit p une représentation continue absolument irréductible de Gr sur un kj-espace
vectoriel de dimension n telle que p¥ oc = p® ! et p est non ramifiée hors de S.
Alors le foncteur associant a toute Op-algebre locale artinienne A de corps résiduel kj,
I’ensemble des classes d’isomorphisme de déformations ps de p a A non ramifiées en
dehors de S et vérifiant pY oc >~ ps ® "1 est pro-représentable par une Op-algébre

locale complete noethérienne de corps résiduel k7 notée R;s.
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Pour tout sous-groupe compact ouvert U, de G, on note T%(UPU,, 0)y I'image de T
dans l'algebre des endomorphismes de S(UPU,, 0)n. De [63, Prop. 6.7] (notons que 'on
utilise ici p # 2) on déduit qu'il existe un morphisme canonique de Op-algebres locales
noethériennes completes

Vv Ry 5 — T5(UPUp, 0)m
tel que, pour tout morphisme de Or-algebres 6 : TS(UPU,,0)m — L' ot L' est une
extension finie de L, la composée # o1y définit une déformation de p,, associée au caractere

6.

On définit 'espace de cohomologie complétée du groupe G de niveau modéré UP, ou
espace des formes automorphes p-adiques de niveau modéré UP, comme la complétion de
I’espace ligUp S(UPU,, L) pour la norme définie par le réseau liglUp S(UPU,, Oyr), la limite

inductive étant prise sur les sous-groupes compacts ouverts U, de G,. On note S (UP, L)
cet espace de Banach p-adique, qui s’identifie également a I’espace des fonctions continues
G(FT)\G(A%,)/U? — L muni de la norme sup. Il est naturellement muni d’une action
continue de G, par translation a droite sur ces fonctions et d'une action continue de TS qui
commute a celle de Gy, ces actions préservant la boule unité S (UP,Op) (i.e. 'adhérence

de lig  S(UPU,,, Oy) dans S(U», L)).

Notons que ces actions s’étendent au localisé S (UP, L)y, un espace de Banach p-adique
sur L qui s’identifie au complété de @U S(UPU,, L)y par rapport a @U S(UPU,, OL)m,
P P

dont elles préservent la boule unité §(U1”, OL)m- On en déduit que g(Up, L) et g(U”, OL)m
sont munis via ¢ d'une action continue de la Op-algebre R;, ¢ commutant a l'action de
G, (et qui coincide sur Oy, avec la multiplication scalaire).

Si v est une place de F'™ divisant p, on note p; la restriction de py, au groupe de dé-
composition en 9. Rappelons que I'on a défini un sous-espace analytique rigide fermé et
réduit Xi(ps) de Spf(R;,)"® x T, 1, correspondant aux déformations triangulines de p;
(Définition 2.4) ainsi qu'un ouvert admissible Zariski-dense UZ(p5)™8 de X (ps) (Théo-
reme 2.6). On note Xii(p,) Pespace analytique rigide produit [T,cs, Xii(ps), qui est
donc un sous-espace analytique rigide fermé et réduit de Spf(Rj )" x T, ot R; dé-
signe @UGSPR/%. De méme, on note U~

i (0p)"® = Tlves, Uni(Ps)™®, un ouvert admissible et
Zariski-dense de Xi(pp).

Ti

3. LA VARIETE DE HECKE-TAYLOR-WILES

Nous conservons les notations et hypotheses de la partie précédente.

3.1. Vecteurs localement R-analytiques. Soit R une Op-algebre locale compléte noe-
thérienne commutative de corps résiduel ky. On munit R de sa topologie mg-adique ou
mp est I'idéal maximal de R. On désigne par la lettre G un groupe de Lie p-adique,
par G un sous-groupe compact ouvert de G, par D(Gy, L) les distributions localement
(Qp-)analytiques sur Gy a valeurs dans L (i.e. le dual continu des fonctions localement
Qp-analytiques Gy — L, cf. [58], [60], [27]) et par R[G] l'algebre d’Iwasawa de Gy a
coefficients dans R. Rappelons que O [Gy][1/p] est le dual continu de I’espace de Banach
des fonctions continues Gy — L.

Définition 3.1. Une R-représentation de Banach de G est un L-espace de Banach 11

muni d’une action continue de G et d’une action de l’algébre R commutant a G dont la
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restriction a Oy est la multiplication scalaire et telle que lapplication canonique R x 11 —
IT est continue. On dit que 11 est une représentation continue R-admissible si son dual
continu 11" est un R[Gy][1/p]-module de type fini.

Précisons que 'action de G sur II' est par translation & droite sur les fonctions et
I'action de l'algebre commutative R donnée par (r - f)(v) = f(r-v) (r € R, f € II,
v e Il).

Exemple 3.1. Les espaces de Banach §(Up, L) et §(UP,L)m du § 2.4 sont des repré-
sentations continues Rj; s-admissibles de G, sur L (car leurs duaux sont en fait des
OL[K,][1/p]-modules de type fini).

Fixons dans la suite une présentation Op[Xy,--+,Xs] - R de R. On a un isomor-
phisme de Op-algébres topologiques Op [ Xy, - -+, X;] = OL[Z3] défini par X; — d; — 1 ou
(61,--+,0,) désigne la base canonique du Z,-module Z;. Donc II' (comme dans la Défi-
nition 3.1) est en fait un OL[Z; x Go]][]%]—module de type fini. Par [55, Thm. 3.5], on voit
que II est une représentation continue admissible de Z; x G sur L et que la Définition 3.1
est indépendante du choix du sous-groupe ouvert compact Gy de G. Inversement, toute
représentation continue admissible de Z5 x G sur L dont I'action induite de OL[Z;] se
factorise par R est une représentation continue R-admissible de G.

Définition 3.2. Soit Il une représentation continue R-admissible de G sur L. Un élément
de I est dit localement R-analytique s’il est localement analytique pour action de Z; X

G au sens de [58, § 7] (on montre ci-dessous que cela ne dépend pas du choiz de la
présentation choisie OL[Z;] — R de R).

On note I1#2" le sous-espace de ces vecteurs localement analytiques. Rappelons que
c’est un L-espace vectoriel localement convexe de type compact stable sous I'action de
Ly x G ([58, § 7]).

Notons R'& = O(Spf(R)"8) l'algébre des fonctions globales sur l'espace analytique
rigide Spf(R)"¢. Concrétement, on peut en donner la description suivante (cf. [40, Def.
7.1.3]). Pour tout n > 1, on a dans R[1/p] le sous-anneau R[m}/w]| (avec des notations
évidentes) dont on note R; la complétion w-adique. On a alors

R = lim(R;, ®o, L).

De plus [40, Lem. 7.2.2] montre que R" est une L-algébre de Fréchet-Stein au sens de
[58, § 3]. Enfin, si S est une autre Op-algebre locale compléte noethérienne, on déduit de
[40, Prop. 7.2.4.g)] un isomorphisme

(3.1) REG, 518 ~ (R, S)E

(ou le produit tensoriel a gauche est dans la catégorie des L-algebres de Fréchet-Stein et a
droite dans la catégorie des Op-algebres locales complétes noethériennes). Rappelons par
ailleurs que Oy, [[Z;]]rig sidentifie a I'algebre D(Z;, L) des distributions localement analy-
tiques sur Z; a valeurs dans L (voir par exemple [57, Thm. 2.2]) et que I'on a un isomor-
phisme de L-algebres de Fréchet-Stein D(Z3 x Gy, L) = D(Z3, L)®,D(Gy, L) ([60, Prop.
A.3]) ott D(Z; x Gy, L) est I'algebre des distributions localement analytiques sur Z; x G a
valeurs dans L. La surjection OL[Z>] — R induit une application continue d’algebres de
Fréchet-Stein D(Z;, L) = Oy, [[Z;]]rig — R"& (qui en fait est encore surjective par le Lemme
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5.1 en appendice). Par [58, Thm. 7.1], le dual continu de 'espace des vecteurs localement
analytiques de IT pour I'action de Z; x G s’identifie a D(Z5 x Gy, L) R0, [z5xco] -

Lemme 3.3. Soit I une représentation continue R-admissible de G sur L. On a un
isomorphisme de D(Z3, L)®D(Gy, L)-modules de type fini

D(Z; x Go, L) @0, [z3xco) II' = (R"®®,D(Go, L)) @pjaep 11

Démonstration. Soit I le noyau du morphisme Op[Z5] — R. D’apres le Lemme 5.1 en
appendice, on a une suite exacte courte (topologique) d’espaces de Fréchet sur L

0 — D(Z, L) — D(Z, L) — R"® — 0.

De plus par [58, Thm. 4.11] D(Z;, L) est (fidelement) plat sur L ®o, Or[Z;], d’ou un
isomorphisme d’espaces de Fréchet D(Z;, L) ®o, [zs) I ~ D(Z3, L)I. Comme D(Gy, L)
est un espace de Fréchet sur L, le foncteur D(Gy, L)@ — préserve les suites exactes
courtes d’espaces de Fréchet sur L (cf. par exemple [61, Lem. 4.13]), d’ou une suite
exacte d’espaces de Fréchet

0 — D(Go, L)®1(D(Z3, L)I) — D(Go, L)®,D(Z;, L) — D(Go, L)@, R"® — 0
et un isomorphisme
D(Go, L)®(D(Z;, L)I) =~ (D(Go, L)®rD(Z;, L)) @0, 2] |
(rappelons que I est un Op[Z;]-module de type fini). Comme on a un isomorphisme
D(Goy x Z3, L) ~ D(Gy, L)®D(Z;, L), on obtient une suite exacte courte
0 — D(Go x Zy, L) @0, 1251 I — D(Go x Zy, L) = D(Go, L)@LR"™ — 0
et donc un isomorphisme D(GoxZ3, L)®, [z R =~ D(Gy, L)® R™8. Avec I'isomorphisme
(évident) R ®o, [z5] OL[Z, x Go] = R[Go], on en déduit donc des isomorphismes de
D(Z; x Gy, L)-modules (de type fini)
D(Z, x Gy, L) Qo [25xGo] I ~ (D(Z, x Go, L) Q0 [25xGo] R[Go]) QR[Go] 1T’
~(D(Z, x Go, L)®0, [z23xco] B R0, 25 OL[Z; % Go])) @ peop I
(D(Z;, x Go, L) @0, [z5] ) @rco) I
(R"8&,D(Gy, L)) @pjaep 1T

2

12

On a donc un isomorphisme d’espaces de Fréchet nucléaires sur L
(3.2) (T2 =~ (R™®,D(Gy, L)) @pjeop 1T

qui montre bien par bidualité ([56, Cor. 1.4]) que le sous-espace des vecteurs localement
R-analytiques de II ne dépend pas du choix de la présentation de R.

Si J C R est un idéal et II une représentation de Banach R-admissible de GG, on note
I1[.J] le sous- L-espace vectoriel des v € I tels que J-v = 0 muni de la topologie induite. Si
J est engendré par un seul élément r € R, en dualisant la suite exacte 0 — TI[J] — T 5 TI
(qui reste exacte car II est une représentation admissible de Z; x G) on obtient un
isomorphisme
(3.3) m[J) ~1'/Jir

19



compatible & G et R. Par une récurrence immédiate (car J est de type fini), on en
déduit ce méme isomorphisme pour tout idéal J. En particulier on voit que II[.J] est une
représentation R/.J-admissible de G.

Supposons désormais que le groupe G soit le groupe des Q,-points d'un groupe ré-
ductif connexe défini sur @Q,. Si II est une représentation R-admissible de G, avec les
notations précédentes, le sous-espace I1772" est une représentation admissible du groupe
de Lie p-adique Z; x G. D’apres [27, Prop. 6.4.10], II#" est une représentation essen-
tiellement admissible du groupe Z; X G. Soit P un sous-groupe parabolique de G, M
un sous-groupe de Levi de P. Une inspection minutieuse de la preuve du théoreme 0.5
de [28] permet de vérifier que ce théoreme se généralise aux représentations localement
analytiques essentiellement admissibles du groupe Z; x G. Plus précisément on obtient
le résultat suivant

Proposition 3.4. Si Il est une représentation R-admissible de G, alors Jp(I1E—21) est
une représentation essentiellement admissible du groupe Z; x M. En particulier, lorsque

M est commutatif, le R"8R,O(My)-module Jp(IIE) est coadmissible.

3.2. La variété de Hecke-Taylor-Wiles. On fixe m un idéal maximal automorphe non
Eisenstein de niveau modéré UP de T® tel que T°/m = k;, comme au § 2.4, et on note
simplement p au lieu de py,.

On fixe g > 1 un entier (pour 'instant quelconque) et on note REJ le quotient maximal
réduit et sans p-torsion de RY (cf. [63, § 3]), R/?S = @UesR% et Ry = RE’S [z, xg].
On pose aussi

Soo = Oy, -+, 44l
ouq=g+|[F: @]@ + |S|n? et on note a = (y1,- -+ ,¥y,) C Seo. Quitte a rape-
tisser le niveau modéré UP en des places totalement décomposées (et a augmenter S en
conséquence), on suppose que pour tout h € G(A%,) il vérifie

G(F*) N (hUPK,h™") = {1}.

Notons que la Op-algebre T°(UPU,, L)y, du § 2.4 est réduite (et sans p-torsion) pour
tout sous-groupe ouvert compact U, de G, : cela se déduit de la semi-simplicité de la
G(AP,)-représentation lim, .5 (U, L) ®1, Q, ot la limite inductive est prise sur les sous-
groupes compacts ouverts U de G(A¥;) (cf. par exemple [23, Prop. 3.3.2]). En particulier
l'action de R;g sur S(UP, L)y se factorise par Rs;s — R;s ou R;s est 'anneau de
déformation associé au probléeme de déformation (avec les notations de [23, § 2.3])

S = (F/F+7 Sa ga OL:ﬁ: 517”5?7/F+7 {R,l?ﬁ}ves>

avec S = {0 | v € S} et 6 p+ le caractére quadratique de Gal(F/F*) associé & 'extension
F/F*. Notre probleme global de déformations n’est pas cadré, 'anneau R; s est donc ici
'anneau noté RE™ dans [63].

Rappelons qu'une représentation continue R.-admissible de G, sur L est dite unitaire
si pour un choix de norme la boule unité est stable par G, et par R,. Le théoreme suivant
est essentiellement contenu dans les résultats de [17, § 2.

Théoréme 3.5. Supposons p(Gp(,)) adéquat ot ¢, désigne une racine primitive p-ieme
de l'unité. Il existe un entier g > 1 tel que l'on ait une représentation continue R..-
admissible unitaire Il de G, sur L et des morphismes de Op-algebres locales Soo — Roo
et Roo — Rp s vérifiant les propriétés suivantes.
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(i) 1l existe une boule unité 1%, C I, stable par G, et Ry, telle que
M. = (II3,)" = Homo, (I3, O1)

est un Soo[[K,]-module projectif de type fini (via Sew — Roo). En particulier, la
représentation Il est So.-admissible.

(ii) Il existe un isomorphisme Re/aRo =~ R;s de Op-algébres locales noethériennes
complétes et un isomorphisme de représentations continues R, /aRs.-admissibles
unitaires de G, sur L

(3.4) M.[a] ~ S(UP, L)m.

Démonstration. Une telle représentation continue est essentiellement construite dans [17,
Cor. 2.9] en prenant pour Il le dual continu du R [K,]-module de type fini M, de
loc. cit. (cf. [55, Thm. 3.5], on utilise comme au § 3.1 que R, [K,] est un quotient de
I'algebre d’Iwasawa de Z; x K, pour s convenable). La seule différence avec [17, § 2] est
qu'il faut remplacer la place p de F'* fixée au-dessus de p par I'ensemble S, (i.e. toutes les
places au-dessus de p) et I'ensemble T' = S, U{v; } (ot vy est une place hors p décomposée
particuliere dont le but est d’obtenir des propriétés de multiplicité 1 dont nous n’avons
pas besoin, cf. [17, § 2.3]) par 'ensemble 7" = S. En remplacant donc le probleme de
déformation Sp,, de [17, § 2.5] par le probleme de déformation (en adaptant les notations
de loc. cit.)

(F/FJr, SUQnN,SUQnN,Op, p,e' ™™ F/R+s {R,E;}ves U {R%”i}veQN),

une preuve analogue a celle de [17, Cor. 2.9] donne le M,, recherché. Notons que la

condition (, ¢ Freradn) qui apparait dans loc. cit. est ici inutile car elle ne sert qu’a
assurer l'existence de la place vy ci-dessus. U

La représentation continue Il,, du Théoréme 3.5 est donc a la fois une représentation
R-admissible de G, et une représentation S.-admissible.

Rappelons que nous avons fixé au § 2.4 un sous-groupe de Borel B, C G, de tore
diagonal T},. En appliquant le foncteur Jp, défini par Emerton dans [28, Def. 3.4.5] a la
représentation ITH==2" de G, et en prenant le dual continu, il résulte de la proposition
3.4 que l'on obtient un R¥&;O(T},1,)-module coadmissible Jp, (IT=—2")" au sens de [58,
§ 3] (voir aussi [27, § 1.2]), qui lui-méme correspond a un unique faisceau cohérent M,
sur Spf(Ra)" x 1, Tp, 1 (au sens de [9, § 9.4]) tel que

r (Spf(Roo)rlg X, fp,L? Moo) ~ JBP (Hfooo—an)/

(voir encore par exemple [58, § 3] et la discussion qui précede le Lemme 3.3).

On suppose que l'extension L de Q, est suffisamment grande de telle sorte que, pour
tout v € S, les composantes irréductibles du schéma Spec(R?ﬁ[l /p]) soient géométrique-
ment irréductibles (i.e. C' X, @p reste un schéma irréductible pour toute composante
irréductible C' de Spec(R5. [1/p])).

Si X est un espace analytique rigide et M un faisceau cohérent sur X, on appelle
support schématique de M la variété analytique rigide dont ’espace sous-jacent est le
fermé analytique {z € X| M, # 0} de X (cf. [9, § 9.5.2 Prop.4]) et le faisceau structural

est donné par Ox/Z ou Z C Ox est le faisceau cohérent d’idéaux annulateurs de M.
21



Définition 3.6. On note X,(p) C Spf(Rso)™® X1, fp,L le support schématique du faisceau
cohérent My,. On note également X,(p)™? la nilréduction de X,(p), au sens de [9, p.
389], que l'on appelle variété de Hecke-Taylor-Wiles.

Nous prouverons en fait plus loin que X,(p) est un espace analytique réduit, de sorte
que X,(p) = X,(p)™.

I1 sera utile dans la suite de poser X7, = Spf (Re S\S, Rgﬁ)rig et X = Spf (R S, Rp@ﬁ)rig .
On note U la boule ouverte de rayon 1, autrement dit 1’espace analytique rigide Spf(Op [T])".
On a Spf(Ru)"™ =~ X7 x X5, x UY par [40, Prop. 7.2.4.g)].

Si V est une représentation localement analytique de 7T}, et § est un caractere localement
analytique de 7, on note V=9 le sous-espace de V oti I'action de T, se factorise par 9.

Proposition 3.7. Soit © = (y,0) € Spf(Ru)"™ x T, 1. Notons p, lidéal mazimal de
Ro[1/p] correspondant au point y. Alors x € X,(p) si et seulement si (Jp, (Ilso[p,]™))"»=°
est non nul.

Démonstration. De méme qu’en [29, Prop. 2.3.3(ii7)], le k(z)-espace vectoriel Mo, ® k()
est isomorphe au dual de

(Jo, (TS~ [p, )7,
Pour conclure on utilise I'isomorphisme Jg, (Ileo[py]™™) =~ Jp, (IHE>""")[p,] qui résulte
de l'exactitude a gauche des foncteurs II — II*" et Jp (28, Lem. 3.4.7]) ainsi que de
'isomorphisme (3.3). O

3.3. Premieéres propriétés.

Proposition 3.8. Soit S — R un morphisme local de Or-algebres locale complétes noe-
thériennes. Soit I1 une R-représentation de Banach de G qui est S-admissible. Alors 11
est R-admissible et linclusion TI%—2" C I1972" provenant du morphisme S — R est une
éqalité.

Démonstration. La premiére assertion est immédiate. Notons M = II' et A 'image de
R[K,] dans End(M). Fixons ey, ..., e, une famille de générateurs du S, [K,]-module
de type fini M (voir (i) du Théoreme 3.5). L’application f — (f(e1),..., f(em)), ou
f € AC End(M), permet d'identifier A a un sous-S[K,]-module de M™. L’isomorphisme
S[Kp] =~ OL[Z% x K] ainsi que [48, Prop. V.2.2.4] (combiné au fait que K, contient un
pro-p-sous-groupe analytique d’indice fini) montrent que S[K,] est un anneau noethérien.
On en déduit que A est un S[K,]J-module de type fini. D’apres le Lemme 5.2 en appendice

appliqué a S[K,] — Aet R[K,] — A, ona (S[K,])"¢ @41 A = A™8 ~ R[K,]"® QR[K,]
A, ce qui prouve, par (3.2) et [40, Prop. 7.2.4.g], que

(I =~ (S"8@ [ D(K,, L)) @[, 1T
~ (S[K,]™ Rs[r,] A) @a 1l
~ A" @, I
~ R[K,]™ Qppr, 1T
~ (R"&D(K,, L)) Qppr, 1T
~ ([IR=any,
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En ajoutant partout l'indice oo, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 3.9. L’inclusion 1=~ C T[5>~ proyenant du morphisme So, — Roo est
une égalité.

Notons W, I'espace Spf (S, )" 8 x fzg ; qui joue ici le méme rdle que 'espace des poids
pour les variétés de Hecke. On définit en effet une application poids wy de X,(p) dans
Wao comme la composée de I'inclusion de X,(p) dans Spf(Ra)" x T}, avec I'application
de Spf(Ruo)™® x T}, 1, vers Spf(S) " x T, = W déduite de la structure de Sxc-algebre de
R et de la restriction T, ;, — f;?,p Soit z € T, un élément tel que |a(z)], < 1 pour toute
racine positive a, relativement a B, du groupe G X g+ (F7 ®g Q,). On peut par exemple
choisir 2 = (2, )ves, € [lyes, T, O 2, désigne I'élément diagonal (@1 .. @y, 1). 11 dé-

finit une application de restriction Spf(S,, )™ x va 1 — Weo X Gy, 1, déduite de I'inclusion
2% C T, et de l'isomorphisme d’espaces analytiques rigides Z ~ G,,. On note alors

f:Spf(Reo)™ X T, — Wio X G

sa. composée avec le morphisme Spf(Ruo )" x T, — Spf(Ss)™® x T}, provenant de la
structure de S-algebre de R.,. Finalement on note g la projection Wy, X Gy, 1, = Weo.

Notons Y le sous-groupe fermé de 7}, engendré par 7 z? et z. Ce sous-groupe vérifie les
conditions de la discussion précédant [28, Prop. 3.2.27]. On déduit alors de loc. cit., de [28,
Prop. 3.2.23], du Corollaire 3.9 et de la Proposition 5.3 de 'appendice que Jp, (ITZ=—20)
est également un O(Wx x Gy, )-module coadmissible en identifiant Wy, x Gy, &
Spf(Ss)"& X Y. Comme précédemment, il s’agit de I'espace des sections globales d’un
faisceau cohérent N de Oy, xg,, ,-modules. Notons Z.(p) le support schématique de ce
faisceau cohérent dans Wy, x G, .. L’application f de X,(p) dans Wy x Gy, 1, se factorise
par Z.(p), on note encore f application f: X,(p) — Z,(p) obtenue ainsi. De méme, on
note encore g la restriction de g a Z.(p). On obtient ainsi un diagramme commutatif

X,(p) —= Z.(p)

NP

Weo.

Les espaces X,(p) et Z.(p) sont quasi-Stein puisque ce sont des fermés analytiques de
SPf(Rs) X1 Ty 1 et Wao X1 Gy, 1, qui sont eux-mémes quasi-Stein.

Rappelons qu'une hypersurface de Fredholm de Wy, X G,, 1 est un fermé analytique
de la forme Z(F) pour F € 1 + TOW.){{T}}, ou

Z(F) = {(2,t) € We X Gpp| F(x,t71) = 0},

et OWaso){{T'}} désigne anneau des séries 3,50 a,, T™ convergeant sur Wa, x A} (dans
26, § 4], la notion d’hypersurface de Fredholm est définie en remplacant G, ;, par A},
mais cela ne change rien puisque l’ensemble des zéros d'une telle série F' est contenu dans

Pouvert Wy, X Gz, de Wy, x Ab).

Lemme 3.10. Le fermé analytique sous-jacent a Z,(p) est une hypersurface de Fredholm
de Weo X Gy, 1. De plus, il existe un recouvrement admissible (U});e; de Z.(p) par des
affinoides U] tels que g induise une application finie surjective de U! sur un ouvert affi-
noide W; de Wy, et que U! soit une composante connexe de g~(W;). Enfin, pour un tel
recouvrement, pour tout i € I, le module T'(U], Ni) est un Oy (W;)-module projectif de

type fini.
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Démonstration. D’apres la Proposition 5.3 de I'appendice, il existe un recouvrement ad-
missible de W, par des ouverts affinoides Uy C Uy C -+ C Uy, C - -+, des Ay, = Oy (Uy,)-
modules de Banach de type (Pr), V},, munis d’endomorphismes Aj-compacts z,, un sous-
groupe compact ouvert Ny C NN, et un diagramme commutatif

— ~ B
((Hgooo an)No)l [N Vh+1 Vh+1®Ah+1Ah $ Vh —_—
(3.5) zl Zh+1J/ 2h+1®1Ahl / izh
((Hgooo—an)]\/b)/ e Vh+1 Vh+1®Ah+1Ah Hh Vh —_— ...

de sorte que les applications f;, soient Aj-compactes et que les lignes horizontales in-
duisent un isomorphisme topologique

(T~ = lim V
i

(en ce qui concerne les notions de Aj-module de Banach de type (Pr) et d’endomorphisme
Ap-compact, nous renvoyons a [14, § 2]).

Notons Fj, la série caractéristique de z, (cf. par exemple la fin de [14, § 2]). Il s’agit
d'un élément de A,{{T}}. Les factorisations z; = [, 0 ay, et zp41 ® 14, = ay, © [, ainsi
que [14, Lemma 2.12] montrent que Fj, coincide avec la série caractéristique de 2511 ® 14, .
On déduit alors de [14, Lemma 2.13] que I'image de Fj,; dans A,{{T'}} coincide avec
Fj,. On note F Pélément (Fy,)p>1 de OWx){{T}}.

Montrons que le fermé analytique sous-jacent & Z,(p) est exactement ’ensemble des
points (y, \) € Wa xG,, 1, tels que F(y, \™') = 0. Fixons un tel x = (y, \) € Wao XG,, 1 et
h tel que y € Uy,. Comme I'espace Wy, X G, 1, est quasi-Stein, [42, Satz 2.4.3] montre que
la fibre de N, en z est non nulle si et seulement si I'(Uy, X Gy, 1., NOO)®O(UhXGm,L) k(x) # 0,
ou k(z) désigne le corps résiduel de Wy X, Gy, 1 en x. Les lemmes 5.5 et 5.6 en appendice
montrent que ’on a un isomorphisme

LU %1 Gy Noo) = @(Vh@thw‘lh)
W>h

On déduit alors de l'existence des fleches oy et [y, ainsi que du diagramme (3.5), que la
fibre de N en x est non nulle si et seulement si Vi, /((zn, — A) V3 + p, Vi) # 0, ot p, est
I'idéal maximal de Ay, associé au point y. Or d’apres [54, Cor. 22.9], Papplication 1—A"1z,
est un endomorphisme de Fredholm d’indice 0 de V},/p,V}, (2, étant un endomorphisme
Ap-compact de Vj,, il induit un endomorphisme compact de V},/p, V), ce qui signifie que
son noyau et son conoyau sont de méme dimension finie (cf. [54, § 22] pour les notions
d’endomorphisme de Fredholm et d’indice). Ainsi (y,A\) € X,(p) si et seulement si le
noyau de 1 — A1z, agissant sur V},/p,V}, est non nul, ce qui équivaut & demander que
A1 soit un zéro de la série caractéristique de z;, sur V;,/p,Vj, (voir [14, Prop. 3.2] par
exemple). On conclut alors en remarquant que cette série caractéristique est I'image de
Fy € Ap{{T'}} dans k(y){{T'}} par réduction modulo p, ([14, Lemma 2.13]).

D’apres [14, Thm. 4.6], il existe un recouvrement admissible du fermé analytique de
Z.(p) par des ouverts affinoides U] tels que l'application g : Z.(p) — Wa induise une
application finie surjective U/ — W; avec W; un ouvert affinoide de W,, et U/ soit
une composante connexe de g~ '(W;). Fixons ¢ € I. La discussion des cinq premiers
paragraphes de [14, § 5] montre alors que U/ est un fermé analytique de W; xp G,, 1,
défini par un idéal engendré par un polynome Q(7T) € 1+ TOy_(W;)[T] et tel que
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F(T) = Q(T)S(T) ou S(T') est une série de Fredholm dans 1 + T Oy (W;){{T}} telle
que (@, S) = 1. On obtient ainsi, d’apres le Lemme 5.5,

(3.6) ['(Uj,Nx) = lim ((Vh®Ah{{T}}OWoo(Wz‘){{T}})/Q(T)) :
UnoW;

ou 1" agit sur V}, via z,jl. Or on peut décomposer V;,&® 4, Ow.. (W;) en une somme directe
N; ® F; ou N; est un Oy, (W;)-module projectif de rang deg @ sur lequel Q*(z;,) s’annule
et Q*(zp,) est inversible sur F; (suivant [14, § 3], Q*(T) = T9QQ(T1)). Ainsi chaque
terme du systéme projectif (3.6) est un Oy (W;)-module projectif de rang deg@ et
'existence des fleches oy, ainsi que le fait que Q*(z;,) soit inversible sur F; montrent que
les fleches de transition du systéme (3.6) sont des isomorphismes. Ainsi I'(U/, N ) est un
Ow,. (W;)-module projectif de type fini. O

Proposition 3.11. 1] existe un recouvrement admissible affinoide (U,);cr de X,(p) tel que
pour tout i, il existe W; ouvert affinoide de Wy tel que wx induise, en restriction a chaque
composante irréductible de U;, un morphisme fini surjectif sur Wi et que Ox, 5 (U;) soit
isomorphe a une Oy, (W;)-algébre d’endomorphismes d’un O, (W;)-module projectif de
rang fini.

Démonstration. On fixe (U);e; un recouvrement affinoide admissible de Z,(p) comme
dans le Lemme 3.10, on pose U; = f~1(U]) et W; = g(U}). La famille (U;);cs est alors un
recouvrement ouvert admissible de X, (p). Nous allons prouver que chaque U; est affinoide
et que Ox, 5 (U;) est isomorphe & une sous-Oyy, (W;)-algebre de Endo,,_ w,)(T'(U], Nx)).
Ceci 1mphque en particulier que Ox, ) (U;) est un Oy (W;)-module fini et que I'appli-
cation Ow, (W) = Ox, 5 (U;) est injective. Comme un morphisme fini d’espaces rigides
est un morphisme propre, en particulier fermé, on en déduit que wy induit une appli-
cation finie surjective de U; sur W;. La surjectivité en restriction a chaque composante
irréductible est alors une conséquence de [18, Lem. 6.2.10].

Posons M = J ]_:;][,(I_IROo —an)'. D’apres le Lemme 5.6 en appendice, on a un isomorphisme
entre Ox, 5 (U;) et O(X,(0))®0(z.(5)Oz. (5 (U}). On déduit donc du Lemme 5.5 un iso-
morphisme de Oy_¢ (U] ) modules

T(Us, Moo) = Ox,5) (Ui)®ox, (M = T(U], Noo).

Ainsi, T'(U;, M) est en particulier un Oy, (W;)-module projectif de type fini par le
Lemme 3.10. Comme X,(p) est le support de M, I'action de Ox, (5 (U;) sur I'(U;, M)
est fidele, en particulier Ox, (5 (U;) est isomorphe a une sous-Oyy,, (W) algebre de I'algebre
des endomorphismes (QWOO(I/VZ-)-hnéaires de I'(U;, Moo). O

Corollaire 3.12. L’espace X,(p) est équidimensionnel de dimension
n(n +1

g+ [F D

et n'a pas de composante immergée. De plus le morphisme f : X,(p) = Z,(p) est fini et
l'image d’une composante irréductible de X,(p) par f est une composante irréductible de

Démonstration. Considérons un recouvrement de X,(p) par des ouverts affinoides U
comme dans la Proposition 3.11. Pour tout U, posons V = wx(U), alors B = Ox,;(U)
est une A=0y_(V)-algebre agissant fidelement sur un A-module projectif de type fini
M. Ceci 1mphque que si y est un point de U d’image x dans V', 'anneau B est 1somorphe

+ |S]n2

A un sous-A,-module d'un A,-module libre de type fini (on utilise le fait que 'anneau A,
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est complet donc hensehen) Si pestun idéal premier associé de By, il existe par définition
un plongement de By /p dans B Comme A, est integre, on en déduit que le A,-module
B,/p est sans A,-torsion, c’est donc un A,-module de dimension dim(4,). La Proposi-
tion 16.1.9. de [33] montre alors que B,/p est un B,-module de dimension dim(A,). En
particulier, Ey est équidimensionnel et sans composante immergée, de dimension

dim(A,) = dim(Wa,)

=q+n[F*:Q
=g +n’|S|+[F* :@]”(”;1)+n[F+ 30)
=g+n*S|+[F* :Q]n(n;l)‘

Par ailleurs, 'application wy de U dans V' est surjective (voir la preuve de la Proposition
3.11). Comme f est par ailleurs fini, I'image d’une composante irréductible de X,(p)
par wx est une composante irréductible de W,,. On en déduit que I'image d'une telle
composante par f est nécessairement de dimension supérieure ou égale a dim(W,,) =
dim(Z.(p)), il s’agit donc d’une composante irréductible de Z,(p). d

Corollaire 3.13. L’image d’une composante irréductible de X,(p) par le morphisme wx
est un ouvert de Zariski de Wa

Démonstration. Le corollaire 3.12 montre qu’il suffit de prouver que I'image d’une com-
posante irréductible de Z,(p) par g est un ouvert Zariski de W,,. C’est alors une consé-
quence de la preuve de [18, Cor. 6.4.4] puisque Z,(p) est une hypersurface de Fredholm
par le Lemme 3.10, et que d’aprés [26, Thm. 4.2.2], une composante irréductible d’une
hypersurface de Fredholm est une hypersurface de Fredholm. (|

3.4. Série principale localement Q,-analytique de G,. Le groupe G, est le groupe
des Q-points du groupe Q,-algébrique [[,cs, Resp+ /QPGLn, F+, qui est un groupe réduc-
tif quasi-déployé. Le sous-groupe B, est le groupe des Q,-points du Q,-sous-groupe de
Borel [[,es, Resp+ /Q, Bp+. Dans la suite, on appelle sous-groupe parabolique standard le
groupe des Q,-points d’un sous-groupe parabolique de [],cg, Resp+ /QPGLn, p+ contenant
[Tves, Respy g, By (un tel groupe étant automatiquement défini sur @p). Si P est un
sous-groupe parabolique standard, on note P le groupe des Q,-points du sous-groupe
parabolique opposé.

On note g, b, b, p, p les Q,-algebres de Lie des groupes G,, B,, B,, P, et P,, lorsque
P, est un sous-groupe parabolique de G, contenant B, et P, le parabohque opposé
(relatlvement aT,). Si P, est un tel sous-groupe parabohque on note L p son sous-groupe
de Levi contenant T,. Si b est une Q,-algebre de Lie, on note by = h ®q, L. Comme L
est choisie de sorte que dim; Hom(F* ®qg Q,, L) = [FT : Q], on a une décomposition
9L =~ Drectiom(r+,L) Or, OU §r = § ®p+ - L. Le groupe de Weyl de gy, se décompose alors
canoniquement en un produit [].cgom(p+ ) Wr, ou W est le groupe de Weyl de g..

Les résultats et preuves des §2 et §3 de [10] restent valables mutatis mutandis dans ce
contexte. On peut définir la catégorie Oalg de [39] comme dans [10, § 2| et définir suivant
Orlik et Strauch ([53]), pour toute représentation lisse de longueur finie 7p de Lp, et tout
objet M de la catégorie OF

notée ]:ﬁp (M, 7p).

alg> une représentation localement analytique admissible de G,
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De méme, si P désigne un sous-groupe parabolique standard de [],cg, Resp+ /Q, GL, p+

et M un objet de (’)glg, on dit que P est maximal pour M, si M n’appartient pas a
q

la sous-catégorie pleine Oy,
strictement P.

pour tout sous-groupe parabolique standard () contenant

On a alors le résultat suivant.

Théoreme 3.14 ([53], [10]). (i) La construction (M, 7p) — ]-"g:(M, mp) est fonctorielle
et exacte en les deux arguments.

(ii) Si M est un U(gr)-module simple, P est mazimal pour M et wp est irréductible, la
représentation fg:(M, mp) est irréductible.

Rappelons que (—)Y désigne le foncteur de dualité sur la catégorie Oglg (cf.[39, § 3.2]
et [39, § 9.3])

Si H C G, est un sous-groupe et 7 une représentation de P, sur un L-espace vectoriel,
on note Indg”(ﬂ) I'induite lisse non normalisée de 7, c’est-a-dire le L-espace vectoriel des
fonctions localement constantes f: G, — 7 telles que f(hg) = h- f(g) pour tout h € H
et g € G,. Il est muni de l'action lisse de G, par translation a droite. On note indflp ()
le sous-espace stable par G, des fonctions a support compact.

3.5. Densité des points classiques. Rappelons que, pour K extension finie de Q,,
on a défini a la fin du §2.3 un automorphisme tx de 'espace des caracteéres continus du
groupe T'(K). On désigne par ¢ la version globale de cet automorphisme, c’est-a-dire que
'on pose ¢ = (t5+ )ves,, automorphisme de fp,L.

Soit « = (y,0) € X,(p)(L) C (Spf(Rs)" x T, 1)(L). Notons p, 'idéal maximal de
Roo[%] correspondant au point y € Spf(Rs)"8(L) = Hom(Roo[}D],L) et posons, pour le
moment, IT = II[p,]. De la caractérisation des points de X,(p) donnée par la Proposition
3.7, on déduit que

Homy, (9, Jp, (II*))) # 0.
Supposons que 0 soit un caractere localement algébrique de 7, de poids dominant A\ €
oes, (ZM)F @l Par définition, la représentation IT** est trés fortement admissible (cf. [30,
Def. 0.12]), on peut donc appliquer le Théoreme 4.3 de [11] qui donne un isomorphisme

(3.7)  Homg, (fgj((U(gL) ®uy) ()Y, 05,0031, Han) ~ Homr, (6, Jp, (II*™)).

L’apparition du caractére module 5;}13 par rapport a loc. cit. vient du fait que nous avons
choisi la paramétrisation d’Emerton pour le foncteur Jp,.

Notons L()) le U(gr)-module simple de plus haut poids A relativement & by. Comme
A est dominant, il s’agit d'un L-espace vectoriel de dimension finie et ’action de g sur
L()\) s’étend de fagon unique en une représentation algébrique du groupe G,. Notons
également L(\)’ la représentation duale, il existe une injection de U(gy)-modules L(\)" —
(U(gL) ®us,) (—A))". Par le (i) du Théoréme 3.14, cette injection induit une surjection
continue entre représentations localement analytiques admissibles de G,

F(U(1) Duie,y (V)" 051085 ") = FE (LN Ind§y (9510551)),

ou le terme de droite est isomorphe a L(\) ®p, Ind%”(égi(%;l) par [53, Prop. 4.9.(b)].
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Lorsque la représentation Ind%i (55;5 65 1) est irréductible, elle est isomorphe & Indgi (6051
en utilisant les isomorphismes

Ind$” () = Indf7 (x") et Indg (x) = Ind§’ (x**95,)

entre induites paraboliques lisses, w, désignant 1’élément du groupe de Weyl de G, de
longueur maximale (relativement a ’ensemble de racines simples défini par le choix de

B,).

Au final on obtient une injection
(3.8) Homg, (L(/\) @ Ind% (55.55;"). H) — Homy, (5, J, (I1™)).

Définition 3.15. Un point = (y,0) € (Spf(Ruo)" x T, 1) (L) est dit classique de poids
A si le membre de gauche de (3.8) est non nul et si de plus la restriction de § d T, est
algébrique.

La seconde condition de cette définition peut ne pas sembler naturelle mais elle provient
du fait que nous ne considérons que des points cristallins dans ce travail (et non des points
éventuellement potentiellement cristallins).

Siz = (y,0) € (Spf(Rso)"® x Tp1)(L), et v € S,, on note y, la composante en v de
I'image de y dans X"(p,) =~ [T,e s, X"(ps), on note alors r,, la classe d’isomorphisme de
représentation de Gp, correspondant a y,. De méme on note 4, la composante en v de §
via la décomposition fp ~ Jlyes, ..

Proposition 3.16. Soit (y,:(0)) € X,(p)(L) un point classique de poids X. Supposons
que pour tout v € Sp, la représentation Indgz(évégj) soit absolument irréductible. Alors
la représentation ry, est cristalline de poids de Hodge-Tate

(k’r,i - >\T,i - (2 - 1>>T€Hom(F+,L),1§i§n‘

De plus, I’ensemble des valeurs propres du Frobenius cristallin de v, est

{va,i = 5U,i(wv) : H 519771-('@7))_1‘ 1 S 7 S n}

reHom(F," ,L)

Si de plus le raffinement (p,;)1<i<n €st non critique, alors (y,,6,) € ULL(p5)™®.

Démonstration. Si x = (y,t(0)) est un point classique de poids dominant A, le caractere
x = 1(6)6 " est lisse et non ramifié. De plus, x se décompose naturellement en un produit
tensoriel @, S, Xv> ol X, est un caractere lisse et non ramifié de T,,. Comme la représen-

tation Indgz(xv) est absolument irréductible, on a x,ix, & {] - |El+1} pour i # j (voir

par exemple [46]). Soit H(A) l'algebre de Hecke Endg, (indf{; L())). 1l existe un unique
caractere 0, : H(\) — L tel que
(3.9) L(\) ®; Indg} (x) ~ ind? (L(A)) @2x) L(6,)-

L’existence d’un tel caractere résulte par exemple de I'isomorphisme du bas de la page
670 de [59] et de la remarque suivant la Conjecture page 673 de loc. cit..

Par réciprocité de Frobenius, on a un isomorphisme

Homp, (L(X), Ixe) =~ Homg, (indi” L(X), M),
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qui fournit ainsi une action de I'algebre commutative H () sur 'espace Homp, (L(A), ),
que I'on note I (). Comme le point z est classique, il existe un morphisme non nul de
L(\) ®pr Indgg(x) dans Il [p,], I'isomorphisme (3.9) implique alors qu'il existe un sous-
espace non nul de I, (A\)[p,] sur lequel H(\) agit via 6. Le Lemme 4.16 de [17], appliqué
a a représentation o = L(\), implique alors que pour v € S, la représentation r,,,, de Gp,
est cristalline de poids k,, = (k‘m)TGHom( FF Dya<icn OUKr; = Ari—(i—1) et que le Frobenius
cristallin linéarisé de r,, a pour valeurs propres (¢;,) ot ¢;, = X;(wy)|w,[5 ™. Plus pré-
cisément les décompositions G, = [lyeg, Gv et K, = [l,eg, K, permettent de décomposer
H(A) en produit tensoriel @,cg, H(A,) ott H(A,) désigne I'algébre des endomorphismes
de ind%’ L(\,). Le Théoreme 4.1 de [17] permet alors de construire un unique morphisme

de L-algebres n, : H(\,) — Rgﬁ’k”*cr[%} qui interpole la correspondance de Langlands
comme normalisée dans le §2.2. On peut alors, en raisonnant exactement comme dans la

preuve de [17, Lem. 4.16], prouver que 'action de REﬁ sur I1(\) se factorise par R?ﬁ’k”_cr
et que 'action de H(\,) se déduit alors de cette action de R?ﬁ’k”_cr[%} via n,.
Tout ceci implique au final que r,, est trianguline et a un parametre égal a

Or,Xo - (e orecyr, ..., " orecys) - dp. = b,

La derniere assertion est immédiate car, si le raffinement est non critique, le caractere o,
est un parametre de r,,, d’apres [4, Prop. 2.4.7]. O

Il est commode d’introduire la notion suivante.

Définition 3.17. Un point = = (y,8) € X,(p)(L) C (Spf(Ruo)" x T, 1) (L) est dit tres
classique de poids \ si la restriction de 6 a Tz? est un caractére algébrique de poids entier
dominant \ et si

L)) @y Indgz(éagjégl)
est le seul sous-quotient irréductible de Ind%i(%l};)an sur lequel existe une norme G-
mvariante.

G . . .
- an g les mémes sous-quotients irréduc-

Remarque 3.18. La représentation Indf(&gi)
P
tibles que

G —15-1
F5 (U(9r) ©u,), (—A))Y, 80, 05).
Il résulte de cette remarque et de (3.7) qu’un point trés classique est en particulier clas-
sique. L’assertion inverse étant fausse!

Théoreme 3.19. Les points classiques forment une partie Zariski-dense et d’accumu-
lation de X,(p). Plus précisément, pour tout point x de X,(p) de poids algébrique et X
une composante irréductible de X,(p) contenant x, il existe un voisinage affinoide U de
x dans X et une partic W de T | tels que wy (Spf(Sa ) x W) N U soit Zariski-dense
dans U et constitué de points tres classiques, a parametre régulier non critique.

L’idée de la preuve est de construire un grand nombre de points au voisinage de  dont
la projection dans 7}, 1 est de pente non critique au sens de [28, Def. 4.4.3] et d’utiliser
un analogue de [28, Thm. 4.4.5].

Démonstration. Soit x € X,(p) de poids algébrique. La Proposition 3.11 nous permet de
considérer U un voisinage affinoide et connexe de z dans la composante X fixée, tel que

wx (U) est un ouvert affinoide et la restriction de wx a U est une application finie de U sur
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wx (U). Comme U est affinoide, les n|S,| fonctions analytiques rigides (y, §) — (55;;)(%71-)
sont bornées sur U (rappelons que 'on a défini v;,; comme l'image d’une uniformisante
w, par le cocaractere 3; de Gm Pt dans GL,, p, ~ G FJ)' Fixons donc C' > 0 tel que

(3.10) —C < vps ((0u05,) (754)) < C

pour tout v € S,, 1 <i <net(y,d) € U. Soit Z 'ensemble des caracteres algébriques
dominants 0 € ng 1, de poids A tels que pour tout 7: F™ — Q,,

Ay — Aoy > 2(C + 1),

3.11
. Air = Aig1r > Aic1r — Air +(C + 1), pouri > 2.

Nous allons prouver que tous les points de wy' (Spf(S,)™ x Z) sont classiques et non
critiques.

En effet, 'ensemble Z s’accumule en tout caractére algébrique de T 19, 1, On en conclut
que si V est un ouvert irréductible de TI?’ ; contenant un poids algébrique, alors VN Z est
Zariski-dense dans V', ce qui implique que wy (U)N(Spf (S )" x Z) est Zariski-dense dans
wx (U). Par finitude et surjectivité de wx |y, on en déduit que wi' (Spf(Ss )8 x Z)NU est
Zariski-dense dans 1'ouvert irréductible U. En effet, si ce n’était pas le cas, par connexité
de U, le plus petit fermé analytique contenant wy' (Spf(Ss )™ x Z)NU serait de dimension
< dim(U), donc son image par wx également. Or, par finitude de wy : U — wx(U), cette
image est un fermé analytique contenant (Spf(Sy)™ x Z) Nwx(U), ce qui contredit la
Zariski-densité de cet ensemble dans wx (U) et le fait que dim(U) = dim(wx (U)).

Soit donc = € wi'(Spf(Sx )™ x Z)NU. Reprenons les notations de la discussion suivant
la Définition 3.15 et de la preuve de la Proposition 3.16.

Nous affirmons que pour tout sous-groupe de Levi standard L; de GL,, et pour tout
v € Sy, 'induite parabolique lisse Ind%l oL (Xu05)) est irréductible. En effet, d’apres [64,
Thm. 4.2], il suffit pour cela de vérifier qué pour tout 7z < j on a

Upt (Xuj(wv)Xv,i(wv)_l|wv|i_i) > 1,
c’est-a-dire

Vgt (00,5 (wv)(sv,i(wv)_”wv%_i) >1+ Z (Arj = Ari),

T€Hom(F; L)
ce qui est une conséquence de la condition (3.11). Ainsi, pour tout sous-groupe parabo-

lique standard P de G, si Lp désigne I'unique sous-groupe de Levi de P contenant 7T}, la

+
représentation Indii @p(xdgz}), isomorphe & ®,cg, Indfﬁjé%v)(xvégj), est irréductible.

Pour prouver que z est tres classique, il suffit de prouver que L(\) ®/, Indgl’j (x) est le

seul sous-quotient irréductible de Ind%”(%g;)an admettant une norme invariante.
p

Il résulte du Théoreme 3.14 que les sous-quotients irréductibles de la série principale
localement analytique Ind%i (5513;)“ sont exactement les ]:g”(M , ), ou M est un sous-
quotient irréductible de U(gr) ®y 5,y (—A), P le sous-groupe parabolique maximal pour
M et 7 la représentation lisse irréductible Ind%; L ()«%i). Si M est un tel sous-quotient,

alors il existe w dans le groupe de Weyl W de g;, tel que M est isomorphe a M_,,.», le
U(gr)-module simple de plus haut poids —w - A (relativement au sous-groupe de Borel

b1). Nous allons prouver que si ]_—gp (M_y.5, ) est muni d’une norme stable par G, alors
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w = 1. Si P est un sous-groupe parabolique de GG, contenant B, notons Lp le facteur
de Levi de P qui contient T" et Np le radical unipotent de P. De plus on note Zp le
centralisateur de Lp dans G,. On note Z},, comme en [10, (12)], le sous-monoide de Zp
constitué des g € Zp tels que g(Np N K,)g~" C Np N K,,. Alors, d’apres le corollaire 3.5

de [10], si Fg”(M_w.A, 7p) admet une norme G,-invariante, on doit avoir
p

(3.12) duwa(2)X(2)d5, (2) € O

pour tout z € Z}. Décomposons P, en un produit P = [],c s, P» de sous-groupes para-
boliques selon la décomposition G, = [],¢ s, GL,(F,}). Pour tout v € S,, le groupe P,
est le groupe des F,f-points d’un sous-groupe parabolique standard Pj, de GL,, pour
I, C A. Si, pour tout v € S,, on choisit 1 <4, <n —1 tel que i, ¢ I, et que l'on pose
Vosiy = Bin (@y), I'élément (7,4, )ves, de G}, est en fait dans Z5h.

D’apres [39, pages 186-187], pour v € S, 'ensemble I, est la plus grande partie de A
telle que w - A; est un poids dominant du groupe algébrique Lp, X p+ L (relativement au
Borel (B, N Lp,) X+ L) pour 7 € Hom(F,", L). Siw, # 1, on a I, # {1,...,n — 1} et,
d’apres la proposition 5.4 appliquée a A + p, il est possible de trouver une racine simple
Qyi, ¢ I, telle que

(w- X=X, Byi,) < — HTliZ,Il()\T,i — Arit1)-

Mais alors, puisque
)‘Tvﬁiv
5}\(’7@77;1}) = wS ZTEHOm(F{}"L) >’
on a avec (3.10) et (3.11) :

10w A (Yo, )X (Vo) 0B, (Vo.i) ™z = 18w 2 (V.2 )80 (V0.2 )08, (Foi) |2
> |ggy| ST A Anin) 5
Ainsi, en posant z = (7,4, Jves,, on a bien z € Z7, tel que
0w r-a(2)x(2)05, (2)L > 1,

ce qui implique par (3.12) que }'g”(]\/[,w. A, Tp) he peut avoir de norme G,-invariante a
moins que w = 1. Ceci prouve que Te point x est tres classique. Par ailleurs, les inégalités
(3.11) impliquent également que le raffinement de r,, déduit de ¢, est non critique (on
peut par exemple comparer ces inégalités aux conditions de [37, Lem. 2.9]). Enfin, le
parameétre ¢~ '(8) est régulier, ou de fagon équivalente on a x;, # Xjo| - [27=! pour tous
i # jetv €Sy cequiest une conséquence du fait que les représentations Indfimﬁp (x)
sont toutes irréductibles.

Nous avons prouvé que I’ensemble des points classiques non critiques est un ensemble
d’accumulation dans X, (p). Pour conclure qu'il est dense au sens de Zariski dans X,(p), il
suffit de montrer que toute composante irréductible de X,,(p) contient un point de poids
algébrique. Or c’est une conséquence du Corollaire 3.13 puisque les poids algébriques
forment une partie dense au sens de Zariski dans W,. Il

Corollaire 3.20. L’espace analytique X,(p) est réduit.

Démonstration. 1l suffit de prouver que chaque composante irréductible de X,,(p) contient
un point x dont 'anneau local est réduit. En effet, soit Z le nilradical de X,(p) (cf. [9,

§ 9.5.1]). Il s’agit d'un faisceau cohérent d’idéaux sur X,(p). Comme d’apres le Corollaire
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3.12, l'espace X,(p) est sans composante immergée, le support du faisceau Z est une
union de composantes irréductibles. Si chaque composante irréductible contient un point
réduit, c’est-a-dire un point dont 'anneau local complété est réduit, alors Z = 0 et X,(p)
est réduit. D’apres le Théoreme 3.19, toute composante irréductible de X,(p) contient
un point tres classique, il suffit donc de prouver que X, (p) est réduit en tout point tres
classique.

On raisonne alors comme dans [19, Prop. 3.9], I'espace des poids étant ici remplacé par
Wao. Solent z € X,(p) un point tres classique, disons de poids A, et z son image dans
Weo.-

Soit U = Sp(B) un voisinage affinoide de = comme dans la Proposition 3.11, et V =
Sp(A) un ouvert affinoide de W, tel que wy induise une application finie surjective de
U sur V et que U soit une composante connexe de wy'(V). On note M = I'(U, My,).
Il s’agit d'un A-module projectif de type fini et I'action de B sur M identifie B a une
sous-A-algebre de End4(M).

On déduit du Théoréme 3.19, quitte a rétrécir U, I'existence d’un ensemble Z de poids
algébriques dominants de fﬁ 1 tels que (Spf(Sa)"® x Z) NV soit dense au sens de Zariski
dans V et que tous les points de wy'(Spf(Ss)™ x Z) N U soient trés classiques et de
parametre régulier. On peut également, quitte a rétrécir U et V', supposer que V est
isomorphe a un produit V; x V5, ou Vi et V5 sont des ouverts affinoides connexes de
Spf(Ss)"® et de TA}S .- Nous allons prouver que pour tout A € Z, il existe un ouvert de
Zariski Vy, dense au sens de Zariski, de V N (Spf(S.)"® x {dx}) = Vi x {0,} tel que si
z € V), le B-module M ®4 k(z) est semi-simple. Comme [y V) est alors une partie
dense au sens de Zariski de V' (ce qui se déduit de la forme de V'), on conclut comme
dans la preuve de la Proposition 3.9 de [19].

Prouvons donc l'existence d'un tel V). Comme B est la sous-A-algebre de Ends(M)
engendrée par A, I'image de R, et la sous-algebre engendrée par T;, il suffit de construire
V, tel que pour z € V), le k(z)-espace vectoriel M ® 4 k(z) est semi-simple a la fois comme
Roe-module et comme k(z)[T,}]-module.

Si z € Spf(S.)"8 x {dx}, notons p, C SOO[%} l'idéal maximal correspondant et k(z) son
corps résiduel. Notons ¥ = Homy.)(M ®4 k(2), k(2)). Comme M ®4 k(z) est 'ensemble
des sections de M, sur 'ensemble fini U Nwy'(2), la représentation ¥ est isomorphe &
un facteur direct de JBP(Hfom*an[pZ])TSZ‘SA. On peut donc écrire ¥ ~ 0y ®p Yoo, OU X
est une représentation lisse non ramifiée de dimension finie de T},.

Le Théoréme 4.3 de [11] permet alors d’associer a tout morphisme ¥ — Jp, (II5"2"[p.])
un morphisme de représentations G,-analytiques

(3.13) Fr((U(81) ©ugs,) (—N)s Boel05))) = Mol

Comme deux caracteres lisses de T, ont une extension lisse non triviale si et seulement
si ils sont égaux, on en conclut que les facteurs de Jordan-Holder de Y., coincident
avec les constituants du socle de X»,. Remarquons de plus qu’'une extension lisse entre
deux caracteres non ramifiés de 7, est non ramifiée, donc X, est une représentation de
dimension finie du groupe 7,/ T]?. Or par construction de A\, U et V', si x est un caractere
lisse du socle de Y, le seul sous-quotient de

Far((U(81) ®ugr,) (1), x05,)
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admettant une norme G,-invariante est son quotient localement algébrique. On en déduit
donc que les seuls sous-quotients de

G _
-ng((U(gL) ®uy (M) B (03,))
admettant une norme G)-invariante se trouvent dans le quotient localement algébrique

L(A)@Llnd%" (200(5;;)). Ainsi le morphisme (3.13) se factorise par L(A)@Llndgp(ﬁloo(dgi)).
On obtient au final un isomorphisme

Homy, (2, Jp, (15~ [p.])) ~ Homg, (L(\) @y, Ind%’; (3o (95,)), oo[p])-

e _ . . , . .
Comme Ind2’ (X0 (6 B;)) est une extension de longueur finie de représentations non rami-
P

fiées irréductibles, il existe un H := L[K,\G,/K,]-module de dimension finie M et un
isomorphisme G,-équivariant entre Ind%” (Zw(égi)) et indf(‘; (1) @y M. En utilisant par
P

ailleurs [59, Lem. 1.4], on a donc au final un isomorphisme
Homg, (3, Jp, (1157 [p.])) = Homigy) (M, T (A)[p2))-

Or d’apres [17, Lemma 4.16] dont la preuve s’étend essentiellement verbatim a notre
situation, l'image de R, dans l'’anneau des endomorphismes de I, (A) est un anneau
réduit. Rappelons que I'action de R, sur I () se factorise a travers

Roo(N) = REp’k_Cr[[xl, A

ot A = (Ary) € Tloes, (Z")F ) est lié & k € [T,es, (Z")F ) par la relation usuelle
Ari = kri + (i —1). Comme II(\) est un Sm[%]—module projectif de type fini par
loc. cit., on déduit de [19, Lem. 3.10.(b)] qu’il existe un ouvert W de Spec(Soo[z%]) tel
que pour tout point fermé z € W, le module II(\) ® k(z) soit un R (\)-module
semi-simple. Posons alors V), = (W x {A}) NV. Si z € W, la représentation I1,,(\)[p.]
est donc un R,-module semi-simple d’apres ce qui précede. De plus, I'action de H(\)
sur T () se factorise par l'action de R, ()), via le morphisme H(\) — Rgp’k_cr déja
considéré dans la preuve de la Proposition 3.16. En particulier, comme I1(\)[p.] est un
R (A)-module semi-simple de dimension finie sur L, c’est également un H(\)-module
semi-simple. On en déduit donc que tout morphisme de M dans I1,,(A\)[p.] se factorise
A travers le plus grand quotient semi-simple de M. Notons M. ce plus grand quotient.

Alors indg’; (1) @1y M est le plus grand quotient semi-simple de Ind%’; (200(55;)), il est
donc de la forme Ind%p (ESS((S;;)), ou Y est le plus grand quotient semi-simple de Y,

(utiliser I'exactitude du foncteur de Jacquet sur les représentations lisses). On obtient
donc au final

Homr, (2, Jp, (57" [p.])) = Hom, (6y ®1 Ss, Jp, (5" [p.])).
Comme ¥ est une sous-représentation de Jp, (ITH="2"[p.]), on en conclut que ¥ est en
fait une représentation semi-simple de Tp+. O
3.6. Composantes irréductibles de X,(p). Notons ¢ 'automorphisme
Ty X (tpsues, : X, x Tpp — X, xT, 1.
Théoreme 3.21. L’immersion

X,(p) — Spf(Roo)™ x T, p, ~ %Ep X %Ep x U9 x T,
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induit un isomorphisme d’espaces analytiques rigides entre X,(p) et une union de com-
posantes irréductibles du sous-espace analytique fermé o(Xi(pp)) x X5 x U9 muni de sa
structure de sous-espace analytique fermé réduit.

Démonstration. Nous allons prouver que le sous-espace analytique fermé de 'espace rigide
%p@p x X5, x U9 x T, 1, sous-jacent & X,,(p) est en réalité contenu dans ¢(Xi;(pp)) X X5 x U9,
Comme ces deux espaces sont équidimensionnels de méme dimension et que X (ﬁ) est
réduit, on en conclut que X,(p) s’identifie bien en tant qu’espace analytique rigide a une
union de composantes irréductibles de ¢«(X;(p,)) X X5, x UY, cette union étant munie de

tri
sa structure réduite de sous-espace analytique fermé.

Par définition de ¢ et des variétés X,(p) et X i(p,), les points tres classiques de X,(p)
appartiennent aussi a +(X;(pp)) X X5 x U9, D’apres le Théoréme 3.19, ils forment une

partie dense au sens de Zariski de X »(p ) Comme +(X{(pp)) X X5 x UY est une partie

tri

analytique fermée de %?p X }Cgp x U9 x T, ».L, on obtient bien I'inclusion recherchée. [

Une composante irréductible de Iespace t(X{(pp)) x X5 x UY est un produit de la

forme «(X) x XP x U9, ou X est une composante irréductible de XtDrl(pp) et XP une

composante irréductible de %g Il nous parait raisonnable de conjecturer qu’a X? fixée, les
composantes irréductibles X de X(p,) telles que ¢(X) x XP x U C X,(p) ne dépendent

tri
pas des choix globaux que nous avons faits, c’est-a-dire de G, de UP et du systéme de

Taylor-Wiles intervenant dans la construction de Il

Définition 3.22. Soit X? une composante irréductible de %Ep. On dit qu’une composante
irréductible X de X

tri

irréductible de X,(p).

(pp) est XP-automorphe si o(X) x XP x UY est une composante

Conjecture 3.23. Une composante irréductible X de X.(p,) est XP-automorphe si et
seulement si X N U (pp)™® contient un point cristallin. En particulier, le fait d’étre XP-

automorphe ne dépend pas du choix de XP.

Remarque 3.24. (i) Si S\S, = {v1}, ot vy est une place de F* comme en [17, § 2.3],
et UP est choisi comme dans loc. cit., alors %%'p est lisse et irréductible.

(i0) Il résulte du Théoréme 3.19 (cf. la fin de la preuve) qu’une composante irréductible XP-
automorphe de X3(p,) contient toujours un tel point cristallin. La Conjecture 3.23 peut
donc se reformuler comme suit : les composantes irréductibles de X,(p) sont exactement
les composantes 1(X) x XP x UY ot XP est une composante irréductible de %D et X une
composante irréductible de Xii(p,) telle que X N UL (p,)™® contient un pomt cristallin

tri tri

de poids de Hodge-Tate deux-a-deux distincts.

Dans ce qui suit, si A € (Z")Hm(E D on note o(\) la représentation algébrique de
GL,, -+ de plus haut poids A, et on note de méme sa restriction & GL,(Op+). Fixons un

poids k € [[,cg, (7 Hom(F VL) strictement dominant. On définit alors une représentation
o de K, = [l,es, G(Op+) en posant

Ok = ® U((km' +1— 1>TeHom(FJ,L),1gz’§n)-
vESy

La conjecture suivante apparait essentiellement dans Uarticle [31].
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Conjecture 3.25. Soit X une composante irréductible de X5,. Soit k € [[,es, (Z)IF Q)

O.k—cryri
(R5)

strictement dominant, [’espace Spf "e x XP x U9 est contenu dans le support du

Roo-module Homg, (o, 1)

Remarque 3.26. En fait lorsque S = S, U {v1} ot vy est une place de F™ vérifiant les
conditions de [31, § 5.3], d’aprés [31, Thm. 5.5.2], la Conjecture 3.25 est équivalente a la
Conjecture de Breuil-Mézard raffinée dans les cas cristallins énoncée en [31, Conj. 4.1.6].

Proposition 3.27. La conjecture 3.25 implique la conjecture 3.23.

Démonstration. Soit UP I’ensemble des points lisses de XP. Comme XP est réduit, il s’agit
d’un ouvert de Zariski, Zariski-dense dans X? par la Proposition 2.3. Soit X une com-
posante irréductible de XtDn( ). Supposons que X N ULL(p,)™8 contienne un point x
cristallin. Son image w(x) € T, [0 1, est donc un caractere algébrique. D’apres le Théoreme
2.6, l'application w est lisse au point z. Il existe donc un voisinage affinoide connexe
U C Ui(pp)® N X de z dont I'image par w est un ouvert affinoide de T, 0 . En effet,
d’apres [1, Prop. 6.4.22], 'application w est plate en z. Quitte a se restrelndre a des voi-
sinages affinoides de x et w(z), on peut voir w comme l'analytifié d’'un morphisme plat

entre schémas formels X — ). D’apres [1, Prop. 5.10.14], un tel morphisme se factorise

enX LU Y ou j est une immersion ouverte et g est fidelement plate, on conclut alors
en observant qu'une application fidélement plate est surjective (on peut aussi appliquer
[38, Prop. 1.7.8]).

Comme de plus I’ensemble des caracteres algébriques strictement dominants dans Tz?, I
s’accumule en l'ensemble des caracteres algébriques, il existe k strictement dominant
tel que dx € w(U). Fixons un tel k. D’apres [37, Cor. 2.7], on peut choisir le point
y = (y1,y2) € U x W tel que w(y) = dx et y; € X . Soit p un ideal maximal de R[]
dont l'intersection avec Rg [1] soit I'idéal du point .

La Conjecture 3.25 implique alors que Homp, (ak, w[p]) # 0. On déduit alors de [17,
Lemma 4.16], dont la preuve s’étend verbatim & notre situation, que l'on a un isomor-
phisme

Homg, (0x, Ils[p]) ~ Home, (ox @1 m(p), I [p])
ou 7(p) désigne la représentation lisse irréductible de G, de la série principale, telle que
(p) ® | det ]1% corresponde au point p N Rgp’k_cr par la correspondance de Langlands
locale (i.e. par la correspondance de Langlands locale appliquée en chaque place v divisant
p). On déduit de ceci et du calcul du module de Jacquet de oy @ 7(p) que tous les points
de {(¢(y1),y2)} x UY sont dans le support de My,. Comme {y} x U¢ est un ensemble
irréductible de points lisses de X (p,) x Z{Ep x U9, il est inclus dans une unique composante
irréductible de cet espace. Comme d’apres le Théoreme 3.21 le support de M, est une
union de composantes irréductibles, on en déduit que I'image par ¢ de cette composante
irréductible est incluse dans X,(p). Remarquons a présent que I'ouvert U est connexe,
donc cette composante irréductible contient également le point x de depart. Comme x
est également un point lisse de X5;(p,) x %D x U9, I'ensemble X x XP x U9 est I'unique

tri
composante irréductible contenant ce point, on a donc au final o(X)xXPxU? C X,(p). O

Proposition 3.28. La conjecture 3.23 implique la conjecture 3.25.

Démonstration. Soit XP une composante irréductible de X@ et Jx un caractere algébrique

strictement dominant de 7),. Soit X, une composante 1rreduct1ble de %D ker . D’apres [21,
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Lem. 4.4], on peut choisir

_ Ok—cr O,k —cr
tp = (r2lecs, € By © XI5 o ] 20
vES)

tel que la représentation cristalline de Gg, associée a x, soit générique pour tout v € S,

au sens de la Définition 2.8. Soit § le caractere dxn de T}, ou n est le caractere lisse non

ramifié de la forme [[,cqg 7, avec 7, I'unique caractere lisse non ramifié de 7, envoyant
P

(x1,...,2,) sur [T, gpf(“) ou (¢1,...,py,) est une suite de valeurs propres du Frobenius

cristallin de z,. Le Lemme 2.12 implique en particulier que le point (z,,d) appartient
& Ugi(pp)™8. Sous la Conjecture 3.23, on a donc {(x,,d)} x X? x U9 C X,(p). Notons

ri

temporairement
G G _
]:Eﬁ(é) = ]:Ej((U(gL) Qu L) <_/\))V’7](SB;)7
ol A = (kri+1 = 1) cpom(rr 1) 1<icn Fixons z € {(z,,6)} x XP x U9. Comme z € X,(p),
il existe un morphisme non trivial de fg”(é) vers I, [p,]*". Pour prouver que le point v,
P

image de x dans Spf(R«)"¢ est dans le support de Homp, (05, , Il ), il suffit de prouver
que ce morphisme se factorise par le quotient localement algébrique de fg”(é). Or si

ce n'était pas le cas, la description des facteurs de Jordan-Holder de ]:g” (0) (cf. [11,

Cor. 4.6]) implique qu'il existerait un caractere localement algébrique non dominant dans
le socle de la T)-représentation Jp, (Il [p,]*") et donc un point de X,,(p) dont la projection
dans X{;(p,) est de la forme (z,,d") avec &’ un caractere localement algébrique de poids
non dominant, ce qui contredit le Corollaire 2.12. U

4. APPLICATION AUX VARIETES DE HECKE

4.1. L’espace des représentations galoisiennes de pente finie. Rappelons que I'on
a défini au §2.4 le Banach p-adique S(UP, L) de niveau modéré UP.

Soit S, p et S comme aux §2.4 et §3.2, et X, 5 = Spf(R;s)"¢. On désigne par Y (U?, p)
la sous-variété analytique rigide de X;s X fn 1, support du faisceau cohérent My défini
par JBp(g(Up, L)ar)'. 11 s’agit de la définition de la variété de Hecke ([18]) proposée dans
[29]. Les méthodes de [19, § 3.8] permettent de montrer qu’il s’agit d’un espace rigide

analytique réduit.

Notons RES lalgebre ®vesREﬁ et RES lalgebre (E@vesli’pgﬁ et %ES = Spf(RpQS)rig. On a
alors une décomposition en produit X7 ~ X x X7, et on définit

XtDri(ﬁS) = XtDri(ﬁp) X %gp - XES X TP,L-

On désigne par Xi;(ps)™" le sous-espace analytique rigide fermé de Xi;(p,) x X5, union
des composantes irréductibles X x XP, ou X parcourt I'ensemble des composantes ir-
réductibles XP-automorphes (cf. Déf. 3.22) et XP parcourt l’ensemble des composantes
irréductibles de X7,. L’espace X;(ps)™" dépend donc des choix faits dans le Théoréme

tri
3.5.

Ce méme choix donne lieu a un morphisme local de Op-algebres locales RES — R;s

obtenu par composition de l'inclusion naturelle RES — R, avec le morphisme surjectif
R, — Rjs du Théoreme 3.5. Passant aux espaces analytiques rigides associés, on obtient
une application X; s — %ES.
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Le but de cette partie est de comparer les espaces Y (U?, p) et
X(P)n 1= f(X7s)) 52 X
Ce dernier espace est introduit dans [35] (avec fs pour « finite slope »).

Remarque 4.1. On a R;s = R; 5@ po RES. En particulier on a
PS
%ﬁ}s = Spf(RﬁyS)rlg Xspf(RpgS)rig Spf(Rpl;S)rlg

Chaque Rp@ﬁ est le plus grand quotient réduit et sans p-torsion de R%'ﬁ. On déduit alors de
la preuve de [45, Lem. 3.4.12] que Rp@s est le plus grand quotient réduit et sans p-torsion
de R3_. Ainsi Spf(R3,)"® et Spf(R;, )" ont méme espace sous-jacent, et donc les espaces
analytiques rigides Spf(R;s)"8 et X;s ont méme espace sous-jacent.

Nous aurons également besoin des notations suivantes. L’espace analytique rigide X% 05
étant un produit d’espaces analytiques rigides réduits, est réduit. L’ensemble de ses points
lisses forme donc un ouvert au sens de Zariski qui est non vide et Zariski-dense. Notons
X557 cet ouvert. Soit

pp
X(P)E* = Xps X0 xxg, (¢ (U

tri

(5p)"%)  X3%)

Il s’agit d'un ouvert au sens de Zariski de X (p)g. On définit alors Y (U, p)™® le sous-
espace analytique ouvert (au sens de Zariski) de Y (U?, p) dont l'espace sous-jacent est
donné par Y (U?, p) N X (p)i® et muni de la structure d’espace analytique rigide induite
par celle de Y(U?, p).

Remarquons que comme X_;(pg) est un sous-espace analytiAque fermé de %ES X fn L
'espace X (p)gs est un sous-espace analytique fermé de X;s x T, 1.

Théoréme 4.2. Dans X;s x CfpﬁL, on a une égalité d’ensembles fermés analytiques
YU, ) =X X0 (Xeh(Ps)™)

Démonstration. L'isomorphisme R; s =~ R /a se traduit, en termes d’espaces analytiques
rigides par un isomorphisme X; s ~ Sp(L) Xgpf(s..)rie (f{%'s x UY), 'application Sp(L) —
Spf(Sao )" provenant de la spécialisation y; — 0, ce qui nous permet d’identifier X, s xT! L
a4 un sous-espace analytique rigide fermé de Spf(R.,)"® x T »,1- Par exactitude a gauche
du foncteur Jp, ainsi que du foncteur de passage aux vecteurs localement analytiques,
on a Jp, (Ilf="2")[a] ~ Jp (Ilc[a]"7s72"). En appliquant la Proposition 3.8 avec II =
[lola], S = Se/a ~ Op et Ry = Rjs, on obtient égalité Il [a]7s—" = TI[a]™,
d’ott finalement un isomorphisme Jp, (I~ [a] ~ Jp (II[a]*"). L’isomorphisme (3.4)
montre alors que le faisceau cohérent My» sur X5 s X Tg ;, est 'image inverse du faisceau
cohérent M., sur Spf(R,)"8 x fg - On en conclut que 'espace sous-jacent a Y (U?, p),
autrement dit le support de My» en tant que partie fermée analytique, coincide avec
I'image inverse du support de M, c’est-a-dire est le fermé analytique sous-jacent a
SP(L) Xspi(s.yie Xp(p). 11 suffit & présent de remarquer que X,(p) = ¢(Xg;(ps)™*) x U?
par le Théoreme 3.21 et que

SP(L) Xspt(sayrs (U X5i(p5)™) X T?) 2 Sp(L) Xspr(sueyis Xy ¥x0 ((Xii(ps)™) x T?)
~ (SP(L) Xspi(soc)s SPE(Roc)™) 20 1(Xii(ps)™)

= Xy Xz U XE(ps)™).
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Corollaire 4.3. La conjecture 4.16 de [35] est vraie lorsque p vérifie les hypothéses des
§2.4 et 3.2.

Nous allons désormais montrer que la Conjecture 3.23 implique une partie des conjec-
tures de [11]. Pour cela, plagons dans le contexte de loc. cit. et supposons donc que
F} = Q, pour tout v € S,. Remarquons qu’il n'y a pas de difficulté non typographique
a étendre [11], ainsi que le Corollaire 4.4 ci-dessous, au cas général.

Soit 7 une représentation automorphe de G' qui vérifie les conditions suivantes :
(i) 7V" # 0, en particulier 7 est non ramifiée hors de S';
(ii) pour v € Sy, prs := pxlg, est cristalline générique au sens de [11, Déf. 5.2]3 et le
quotient de deux valeurs propres distinctes de son Frobenius cristallin n’est pas dans
{1,p};
(iii) p, est isomorphe a p. En particulier, p, est absolument irréductible et le groupe
p=(Gr(c,)) est adéquat.

On note p, I'idéal maximal de Rjg[1/p] correspondant a p;.

Corollaire 4.4. La Conjecture 3.23 implique que la partie « existence » de la Conjecture
6.5 de [11] est vraie dans le cas cristallin. Plus précisément, pour tout caractére n =
[Toes, (w2, wy) avee w2 < w8 (wy) (les notations sont celles de [11]), on a

Homy, (n, Jp,(S(Up, L)™[p4])) # 0.

Remarque 4.5. La condition (ii) peut étre remplacée par la condition plus faible sui-
vante :

(11)” pour tout v € Sy, prs est cristalline, pour tout plongement de F.S dans L, les
poids de Hodge-Tate de pr 5 sont deuz-a-deus distincts, et si 0, est un parametre de pr gz,

on a 6,; # 0y pour i # j. En effet, par compatibilité local-global (cf. [16, Thm. 1.1])

GL" )(771,) avec

1 ;4
nmnw # |- |l It Cest une conséquence du fait que T, est une representatzon tempérée de

on sait que T, est isomorphe a une représentation lisse de la forme Indg

GL,(F)}) (cf [15, Thm. 1.2]) ainsi que de la classification des représentations tempérées
non ramifiées ([46, § 2.1 et 2.2] ).

Démonstration. Soit (px,t(d)) € Y(UP, p) avec p, automorphe vérifiant les hypotheses
(i) a (iv) de [11, § 6], en particulier p, est cristalline aux places de S, et d localement
algébrique strictement dominant, i.e. de la forme 6 = [],cg, (dk,7) avec d, strictement
dominant (au sens du début du §2.2 avec K = F)") et n, un caractére lisse de T,,. Rap-
pelons que, si ky = (kri)icicp o € (Zn)Hom(FJ,
Sgom(FJ :

L) alors il existe wy, = (wr) oo,y €
L) tel que Ouw, (k,) 7w €5t UN parametre de prla,. ot wy(k,) = (l{;ﬂw;l(i))lgign;T:Fj(_)L
(cf. par exemple [11, Lem. 6.4] ot 'hypothése F” = Q, ne joue aucun réle). En particulier,
le pOint (pm (Pw|pr) ) LF;‘ (5wv(kv)77v))v€5'p? (pﬂ"GFl_) )UESP) est dans

Xps xxg (¢ (Uei(Pp)™®) X X5) C X5.s X 20 Xei(ps)-

tri

Si 'on suppose la Conjecture 3.23, il est donc dans X s Xxd X (ps)*t. Par le Théoreme

4.2, on en déduit que le point (pr, t(ITyes, Ow, (ko)) €5t dans Y (U?, p). Par [11, Prop. 8.1]
appliqué avec 3, = S, = {v|p} (loc. cit. suppose F, = Q,, mais ce point est inutile dans la

3. Attention, ce n’est pas la Définition 2.8 du présent article.
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preuve ici aussi), on en déduit que Y (U, p) contient tous les points (px, t(ITses, ur, (ko))
pour tout w,, = (w;) .+, dans SHom(ESL) te] que w’. < w, pour tous T et v (pour
I'ordre de Bruhat sur S,,). En particulier, lorsque F,” = Q, pour tout v € S,, on voit que
la Conjecture 3.23 implique que tous les points compagnons de (p,, ¢(0)) prévus par [11,
Conj. 6.5] pour ¥, = S, (aux changements de notations pres) sont bien dans Y (U?, p). O

4.2. Un résultat de modularité infinitésimale. Soit k € [[,cg, (ZM)IF" ] un poids
strictement dominant. Fixons 7 une représentation automorphe de G vérifiant les condi-
tions suivantes :

(i) 7 #0;

(ii) pour v € Sy, prs = pxlg, est cristalline de poids k, et admet un raffinement non
critique;

(iii) pour v € S,, les valeurs propres du Frobenius cristallin de pr; ont deux-a-deux des
rapports distincts de 1 et ¢, ;

(iv) pr est isomorphe a p. En particulier, le groupe pr(Gp(,)) est adéquat.

Fixons x = ®,cg, Xv un caractere lisse non ramifié de 7}, tel que 9, := dx,x,» est un
parametre non critique de p,; pour tout v € 5, et donc, en posant § = ®,cg, 0y, que
(pr,0) € Y(UP, p)8. Si F,f = Q,, on déduit de [4, Prop. 6.4.8] et de la remarque 4.5 qu’il
existe toujours un tel caractere et la partie non critique de 'hypothese (ii) ci-dessus est
superflue. En particulier, pour tout v € S,, on a (pr4,0,) € Upsi(Pr.5)™®.

Rappelons que 1’on note El; I'image de R, dans I'anneau des endomorphismes S,-
linéaires de Homg, (0k, [l ). D’apres [17, Lem. 4.17], le Ry-module Homg, (0%, )" est

un Rl;[l /p]-module projectif de type fini. Comme par ailleurs Homy, (o, 1) est un

Se|1/p]-module projectif de type fini, 'anneau F:O[l /p] est une So.[1/p]-algebre finie et
plate.

La représentation p, correspond alors a un point de X;s. Notons y son image dans
Spf(R )™ ainsi que (yp, Y7, Yso) Ses coordonnées dans la décomposition

Spf(Roo)™® ~ X x X, x Y.

Le changement de base II de m a GL, (Afp) est cuspidal. En effet, d’apres [47, Cor. 5.3],
il est de la forme II; HH - - - HIL,. ou chaque II; est une représentation non nulle de la série
discrete de GL,,(Ar) et n = ny + -+ 4+ n,. Comme la représentation p, est absolument
irréductible, on doit avoir r = 1 D’aprés [51], la représentation II; est de la forme
(o ®| det | "2 )B- - -B (I, ®| det | 7 ) ot I est une représentation automorphe cuspidale
de GLy4(AF) et n = ds. L’irréductibilité de p, implique alors que d = n et finalement que
IT est cuspidale. Ainsi d’apres [15, Thm. 1.2], la représentation 7 est tempérée en toute
place de F™. En particulier, on déduit de [3, Lem. 1.3.2.(1)] que le point y? est un point

lisse de XEP, il appartient donc a une unique composante irréductible de cet espace.

Lemme 4.6. Le schéma Spec(R, [1/p]) est fini €tale au-dessus d’un ouvert de Zariski
de Spec(Swo[1/p]). De plus, le point y provenant de m appartient da cet ouvert.

Démonstration. Comme R~ w|1/p] est une Sy, [1/p|-algebre finie et plate et que Sy [1/p] est
integre, 11 suffit de montrer qu’il existe un point fermé de Spec(R RS «[1/p]) ot le morphisme
Spec(R [1 /p]) — Spec(Sw[1/p]) est étale. Pour prouver les deux assertions simultané-

ment, il suffit de prouver que tous les points fermés de Spec(R, [1 /p]) au-dessus de l'idéal
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d’augmentation a de Sw[1/p] sont étales, autrement dit que I'anneau Rl(;[l /p]/a est ré-
duit. Or, Homg, (ok, 1) /a ~ Homg, (ok, [a]) est I'espace de formes automorphes

S(UPK,, 01)5. Comme Homg, (ok, 1) est un El;[l/p]—module localement libre de type

fini et fidele, El;[l /p]/a s’identifie a la sous-L-algebre des endomorphismes L-linéaires
de S(UPK,,0y); engendrée par les opérateurs de Hecke hors de S qui est bien semi-
simple. Il

On note X.(pp)k la fibre w™1(dk) et USi(pp)i® son intersection avec Ug(p,) 8. De
méme, on note X,(p)™ et X,(p),* les intersections respectives de X,(p) avec l'espace

(UD( )reg) X %{E‘;reg x U9 et L(UD( )reg) x :{D Te8 o 9.

tri tri
Proposition 4.7. (i) L’ensemble U C X,(p)\ 8 des points de X,(p)® ou lapplication
wx : Xp(p) = Wi est €étale est un ouvert dense de Zariski de X, ( D) e
(it) St z € Y(UP, p) est le point associé a (m,u(0)), alors l'image de z dans X,(p) appar-
tient a UZ.

Démonstration. Par changement de base au dessus de l'inclusion canonique d’une fibre
{0(0k)} X Spf(Seo)™™® < Wy, on sait qu'en un point de X,(p)® ou I'application wx est
étale, 'application X,(p)® — Spf(Sw)"® (déduite par changement de base) est a fortiori
étale. Comme 'action de S, sur Il se factorise par R, on a un diagramme commutatif

—\re BK \ri
Xp(p)i® — Spf(R,,)"™®

Ny

Spf(Swo ).

En effet, si v € S,, d’apres [37, Prop. 2.6], le relevement p; de p; correspondant a un
point de X,(p)® est potentiellement semi-stable. De plus comme p; est trianguline de
parametre 0, € 7o, le quotient de deux valeurs propres distinctes de son Frobenius
cristallin n’appartient pas a {1,¢,}, donc p; est nécessairement de monodromie nulle,
c¢’est-a-dire cristalline.

En utilisant le Théoréme 3.21 ainsi que (le raisonnement de) [37, Prop. 4.8], on montre
que la fleche horizontale supérieure est étale. En particulier, ’ensemble recherché est
contenu dans l’ensemble des points de Spf(ﬁlo(o)lrig ou la fleche verticale en (4.1) est
étale. Remarquons que ce dernier ensemble coincide avec I’ensemble des points fermés
de Spec( [l/p]) ou Spec(R [1/p]) est étale au-dessus de Spec(Sx[1/p]). Définissons
alors U C X,(p)y® comme l'image réciproque de I'ensemble des points fermés de
Spec(R, [1/p]) pour lesquels 'application Spec(R, [1/p]) — Spec(Sw[1/p]) est étale. Le
Lemme 4.6 (avec I'intégrité de S..[1/p]) montre alors que pour prouver (i), il suffit de
prouver qu’aux points de UE', I'application wy de X,(p) dans W, est étale.

Soit x € Ug*. Considérons le diagramme suivant

X, (p)eE —2 W,
70,

Les deux fleches diagonales sont lisses. Celle de droite car il s’agit d’'une projection de

fibre lisse. Celle de gauche car il s’agit d’une projection de fibre lisse, composée avec
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'application poids X

tri

(pp) — T ', qui est lisse au point x;, d’apres le (iii) du Théoréme
2.6 et le fait que X,(p)™® est un "ouvert de U(Ui(pp)™®) x X5 x U (ce qui se déduit des
Théoremes 2.6 (ii) et 3.21). On déduit alors du Lemme 5.7 de 1 appendice que I'application
horizontale est lisse si et seulement si ’application obtenue par changement de base entre
les fibres au-dessus de w(z) est lisse. Or, par changement de base, wx devient la fleche
diagonale du diagramme (4.1) et par définition de US' I'application horizontale est lisse
apres changement de base, ce qui nous permet de conclure.

Le point (ii) est alors une application immédiate de (i) et du fait que le point classique
z € Y(UP,p) C u(X(pp)) x X5 x UY est en fait dans o(Upi(pp)™8) x Z{D "8 x VY (cf. la

tri tri

discussion précédant le Lemme 4.6). g

On peut également s’intéresser a la structure « schématique » de I'espace
X55 X30 Xgi(ps). Dans cette direction, on a le résultat suivant.
PSS

Théoréme 4.8. Les espaces analytiques rigides X5 X x0 (X (ps)™™8) et Y (UP, p)res
PSS

sont isomorphes.

Démonstration. Comme ces deux espaces rigides analytiques ont le méme espaces sous-
jacent, il suffit de prouver qu’ils sont tous les deux réduits. L’espace Y (UP, p) est le sous-
espace fermé de Spf(R..)"8 x Tp7 1, défini par I'idéal annulateur Zy» du faisceau cohérent
My défini par J Bp(g (UP, L)3"). Comme ce faisceau est annulé par I'idéal a, le faisceau
d’idéaux Zy» contient le sous-faisceau d’idéaux engendré par a et par I'idéal annulateur de
M. Ceci implique que U'inclusion Y (U?, p) C X (p)g est en fait un morphisme d’espaces
analytiques rigides. Il suffit donc de prouver que I'espace

Xp5 % x0 UXi(ps)™"%) = SP(L) Xspe(s.cye Xp(p)"®

est réduit. Il résulte du Corollaire 3.12 et de [29, § 3.2] que les espaces X,(p) et Y (UP, p)
sont tous deux équidimensionnels de dimensions respectives g + [FT : Q]@ + |S|n?
et [F™ : QJn. Ainsi dim(X,(p)) — dim(Y (U?, p)) est égal & g ol ¢ est aussi le cardinal
d’une suite de générateurs yy,...,y, de a. Par ailleurs, comme X,(p) est régulier aux
points de X,(p)™®, il est en particulier de Cohen- Macaulay en ces points, on déduit
donc de [33, Cor. 16.5.6] et de I’égalité ci-dessus que la suite yq,...,y, est une suite
réguliere sur Xp(p,)™® et que Sp(L) Xgpe(s.yis Xp(p)™® est de Cohen-Macaulay. Ceci
implique en particulier que cet espace analytique rigide est sans composante immergée
(cf. [33, Prop. 16.5.4]). Pour conclure qu’il est réduit, il suffit donc de prouver que chaque
composante irréductible contient un point réduit. C’est une conséquence de la Proposition
4.7 et du fait que pour toute composante irréductible X de X,(p), X N X,(p)*® contient
un point de poids algébrique strictement dominant d’apres le Corollaire 3.13. O

Remarque 4.9. Le point (ii) de la Proposition 4.7 ainsi que le Théoréme 4.8 donnent
une autre preuve du Théoréme 4.10 de [20].

Siv € S,, désignons par R, le raffinement de p, ; associé au caractere x, = x|z, de T,
et R = (Ry)ves, - Soit X, le foncteur des déformations de pr 5 et X, _, =, le foncteur des
déformations de la paire (pr 5, R,) tel que défini dans [4, § 2.5]. D’apres [4, Prop. 2.5.8],
la transformation naturelle X, .z, — X, . est relativement représentable, et on note
R %, I'algebre locale compléte pro-représentant le foncteur X, . =, X X, 5 SPf (RD )
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Notons alors R, gx l’anneau pro-représentant le foncteur des déformations du couple

(pr, R) défini comme en [4, § 2.6]. Plus précisément il s’agit de ’anneau RpmS@)REW R} %

avec R 5 = Doc s,Rp. . mys O R, g désigne le séparé complété du localisé de R, [1/p]
en l'idéal maximal associé a p,. L’anneau R, s (pro)représente alors le foncteur des
déformations non ramifiées hors de S de p, sur des L-algebres artiniennes. Ainsi 'anneau
R, sr parametre les déformations de p,, non ramifiées hors de S et triangulines en p,
ainsi qu'une déformation du raffinement R.

Lemme 4.10. L’anneau R, s est aussi le séparé complété du localisé de Ry, s[1/p] en
l'idéal associé a p;.

p . - O . -
Démonstration. Comme R; s = Rj, s ®RE7, ) Rﬁﬂ,s> il suffit de vérifier que pour v € S,

le séparé complété du localisé de Rp@m au point correspondant a pr; est réduit. Pour
v € S\S,, c’est une conséquence de la discussion précédant le Lemme 4.6. Quant au
cas v € Sy, il suffit de vérifier que le probleme de déformations de p, ; est non obstrué,
autrement dit que HZ (Gr,,ad(pr5)) = 0. Par dualité de Tate, il suffit de prouver que
H°(Gr,,ad(pr5(1))) = 0. Or il suffit de vérifier ceci au niveau des (¢, T')-modules sur
RrLF,, c'est alors une conséquence du fait que p,; est trianguline de parametre dans
Tres: O

Corollaire 4.11. Sous nos hypothése de travail, la Conjecture 7.6.12 (R=T) de [4] est
vraie au point y = (pr,t(0)) de Y(UP, p). Plus précisément, on a un isomorphisme d’an-
neauz locaux complets

Ry, sr = Oywrp)y-

Démonstration. La condition sur les valeurs de y;(w,) et le fait que x corresponde a un
raffinement non critique de 7, implique que I'image de z dans X{/;(p,) appartient a I'ouvert
lisse UL (pp)™8 et se situe donc sur une unique composante irréductible de X2 (p,). Ceci
implique que l'anneau local complété de Y (UP,p) en z est isomorphe a 'anneau local
complété de Xg(p) en 2. Or cet anneau local complété est exactement R, ¢® RO pREm,R
qui est canoniquement isomorphe a R, sx. ‘ U

Corollaire 4.12. Si A est une L-algébre locale de dimension finie, toute déformation pa
de p, sur A vérifiant pioc ~ pa(n—1) et cristalline en toute place divisant p est triviale.

Démonstration. D’apres le théoréme 4.10 de [20] (ou la Remarque 4.9), Papplication poids
est étale au point z = (m,x) de Y(UP,p). Le résultat est alors une conséquence du
corollaire 7.6.14 de [4] et du corollaire 4.11. O

Le méme raisonnement que [43, Thm. 8.2] montre alors le résultat suivant sur la géo-
métrie de I'espace Spec(R;, s[1/p]) au point p,. Rappelons que le localisé complété de
cet espace au point correspondant a p, est 'anneau R,_s.

Corollaire 4.13. L’espace Spec(R,, s) est lisse et de dimension ww* : Q] au point

Pr-

Démonstration. D’apres le Lemme 4.10, on a un isomorphisme

Ok—cr O,k—cr
RPW’S ®RPD7I'7P Rpﬂ»p - Rpﬂzs ®RE7T1P Rpﬂ'7p
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En raisonnant comme dans [4, Prop. 7.6.4], on peut alors déduire du Corollaire 4.11 et
de [20, Thm. 4.10] (ou de la Remarque 4.9) que

Ker(Homp,_a4(R,, s, L[X]/(X?)) — HomL_alg(RE;i_Cris, L[X]/(X?))) = {0}.

En raisonnant exactement comme dans la preuve de [43, Thm. 8.2], on en déduit que
Homy .. (R, s, L[X]/(X?)), autrement dit 1'espace tangent de Spec(Rj, ) au point p.
est de dimension < @[FJr : Q]. Comme par ailleurs, d’apres [23, Cor. 2.2.12], on

a dim(R;, 6) > 1+ "2HF+ . Q] on en déduit dim(R,,s) > “H[F+ : Q] et le

résultat. O

Remarque 4.14. Sous des hypothéses plus générales, essentiellement en ne supposant
pas ™ non ramifiée en p, les deux corollaires précédents ont été prouvés de facon indépen-
dante par Allen dans [2].

5. APPENDICE

5.1. Un peu d’analyse fonctionnelle non archimédienne. Soit H un pro-p-groupe
uniforme. Fixons A une Op-algebre quotient sans p-torsion de ’algebre de groupe com-
plétée OL[H] (I'algebre A n’est donc pas nécessairement commutative). Si my désigne
I'idéal maximal de A, on note, pour n > 1, A le complété my-adique de la Op-algebre
A[%] C A[%] et on pose A, = Ag[%]. On définit alors, comme dans le cas commu-
tatif ATe = lim A,. Notons D(H) lalgebre des distributions de H et I le noyau de

Lemme 5.1. La Op-algébre A™® est une algébre de Fréchet-Stein, qui est isomorphe a
D(H)/ID(H).

Démonstration. D’apres le théoréme 5.4 de [58], 'algebre D(H) est de Fréchet-Stein, mu-
nie d’une famille de normes (g, ),>1 définie comme suit. On choisit (hy,--- , hy) une base
ordonnée de H, et pour tout o € N4, on pose b* = b - --b5? € Or[H] ot b; = h; — 1. On
pose alors, pour = 3, 7,0, qu(z) = sup,, (|aa|p~1*/™). La boule unité de O [H] pour la
norme ¢, est donc exactement O [H]; . Ceci implique que A3, est la boule unité de A muni
de la semi-norme quotient induite par g,. La proposition 3.7 de [58] implique alors que A™®
est une algebre de Fréchet-Stein isomorphe a Oy [H]"¢/IOL[H]" = D(H)/D(H)I. O

Lemme 5.2. Supposons que ¢ : A — B soit un morphisme local fini entre deuzx algebres
locales noethériennes compléte sans p-torsion. Supposons que Bo(ma) = p(my)B. Alors
le morphisme A" @4 B — B"8 est un isomorphisme.

Démonstration. Remarquons que A" ®4 B est un A"8-module coadmissible, on a donc
d’apres [58, Cor. 3.1], un isomorphisme A"¢ @ 4 B ~ Jm A, ®4 B. En raisonnant comme
dans la preuve du lemme 7.2.2 de [40], on obtient I'isomorphisme

B ~ lim(A,®4B).
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5.2. Vecteurs localement analytiques. Les résultats présentés ici sont essentiellement
issus de [28, § 4]. Nous en donnons ici une formulation un peu plus adaptée a nos besoins.

Soit K une extension finie de Q, et G le groupe des K-points d'un groupe réductif
quasi-déployé défini sur K. Fixons B (le groupe des K-points d’) un sous-groupe de
Borel de GG. Soit N le radical unipotent de B et M un sous-groupe de Levi de B de sorte
que B = M N. On note B le sous-groupe de Borel opposé & B relativement a M et N son
radical unipotent. Soit M? le sous-groupe compact maximal de M, il s’agit d'un tore.

Fixons ¢ > 0 et posons G = G X Z1. Si H est un sous-groupe de G, on pose H = H x Z1.
On note W l'espace des caractéres continus de M° x Z3. On choisit H un sous-pro-p-
groupe ouvert, et uniforme de G, tel que la multiplication

(NNH)Xx(MNH)x (NNH)— H

soit un homéomorphisme. On pose Ng = N N H, ainsi N; est stable sous 'action de
M?° par conjugaison. Soit IT une représentation unitaire admissible de G sur un L-espace
de Banach. On suppose par ailleurs que II|; est isomorphe a C (E , L)™ pour un certain
m > 0. On définit une action, dite de Hecke, du monoide M+ = {z € M|zNyz~! C Ny}
sur IV par la formule

z-v = Z nzuv.

nENo/ZNoz_l

De plus on fixe un élément z € M™ tel que N,>o2"Noz™" = {1}. Remarquons enfin

que quitte & modifier H (par exemple en remplacant H par HP" pour m assez grand),
on peut de plus supposer que zHz~! est normalisé par Ny.

Proposition 5.3. Il existe un recouvrement admissible de W par des ouverts affinoides
UycUy,C---CU,C--- et, pour tout h > 1,
— un Ap = Ow(Uy)-module de Banach Vj, vérifiant la condition (Pr) de [14] ;
— un endomorphisme Ay-compact, noté z,, du Ap-module Vi, (la notion d’endomor-
phisme Ap-compact d’un espace de type (Pr) est définie dans [14, § 2]);
— des applications Ay-linéaires continues

ayp . Vh — Vh+1®Ah+1Ah et Bh : Vh+1®Ah+1Ah — Vh

telles que B, o a, = zp, et oy, 0 By, = 2p41 @ 14, avec B, Ap-compacte ;
— un isomorphisme topologique O(W)-linéaire ((112")No)" ~ Wm, Vi, commutant a l'ac-
tion de z da gauche et de (zp)p>1 a droite.
On peut résumer toutes ces conditions dans le diagramme commutatif suivant

Bh

((Han)No)/ .. Vii1 Vh+1®Ah+1Ah — =V, — -
(5.1) Z\L Zh+1l Zh+1®1Ahl % izh
~ B
((Han)No)/ Vthl Vh+1®Ah+1Ah4h>Vh4>'--

Démonstration. Pour % <r <1, onnote D,(H,L) et D.,(H,L) les algtbres de Banach

définies dans [58, § 4]. Si h > 1, posons en suivant [25, § 0.3], r;, = m et

By, =D, (MNH,L).
On note H%”) C II le sous-espace des vecteurs rp-analytiques de I défini dans loc. cit. 1l
s’agit d’'un L-espace de Banach, isomorphe a C(h)(ﬁ , L)™ comme représentation de H ,
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avec les notations de [25]. On vérifie facilement que l'action de z sur II envoie 1% dans

Hi%)rz*l' Par ailleurs, I’action de Hecke de z préserve 1IN0 et envoie H%) dans Hz}ngl (on
N
utilise ici le fait que zHz"! est normalisé par Np), on a donc z - (IIMW)No (H(E iy ) °.
zHz 0

En identifiant —
(MP)No = (N N H, Ly"&," (M n H, L),

ceci prouve que si v = Y, 500, ® b, € CMW(N N H, L)m®LC(h)(1\7 N H, L), alors on
peut écrire z(v) = Y,soda, @ b, ou b, € CP(M N H, L) et a, est la restriction &
NN H dun élément de M (z(N N H)z"L, L)™. D’aprés [25, Thm. 0.5.(ii)] et la condition
Mo 2" Noz™" = {1}, 'application de restriction C™ (2(N N H)z"', L) = C*" (NN H, L)
se factorise & travers C (h=1)(N'N H, L), ce qui prouve au final que
2((CW(H, Ly™N) c ¢V(NNH,L)"&,.C"(MnNH,L).

Comme le dual de C™ (M N H, L) est lalgdbre D_,n, (HN M,L) et que pour tout h
la fleche d’inclusion Bj.; — Bj, se factorise par D<p7rh+1(ﬁ N M, L), on peut poser
Vi = WL By, ot W, = (CW(N N H,L)™)" de telle sorte que I’on ait un isomorphisme
topologique de Bj-modules

~

Vi~ (CW(NNH,L™&,cMY(MNH,L)&® B,

D_ ryyq (HNM.L)
Ainsi Vj, est un Bj-module orthonormalisable. On définit alors «, comme la fleche o), ®1p,

ou «, est I'application duale de 'application
CMYNNH L™, C" VN MNH,L)— C"NNH,L)"&,c"Y(MNH,L)

induite par 'action de Hecke de z, et 8, comme 3} ® 15, ou 3} est I'application duale de
I’application

CPW(NNH L"®,C"VMNH, L) - C"™V(NnH,L)"&,c"Y(MNH,L)

induite de Iinclusion de C"W(N N H, L)™ dans C"*Y(N N H, L)™. Cette derniére étant
une application compacte, ’application 3, est Bj-compacte. On pose alors z;, = B, o ay,,
qui est Bj,-compacte puisque 3, I'est. Il est alors facile de vérifier la formule pour ay, o 5y,.

Remarquons a présent que I'action du groupe M? par conjugaison préserve le groupe H,

. . h . . . . s
ainsi que tous les espaces H%). Ainsi chaque V}, est muni d'une action Bj-linéaire de MP.

En particulier, chaque espace V}, est naturellement un L[M°)-module. Comme le groupe
M°/(M N H) est fini, chaque Vj, est un L{M"] @ nm Br-module de Banach. Comme
LIM°] @ iainm) B est une By-algebre finie étale, le L{M°] ® pianm) Bp-module de Banach
Vj, s’identifie donc & un facteur direct du L[M°] ® LiMnH] Bp-module orthonormalisable
L[M"] ®rimnm] Va, et vérifie donc la propriété (Pr). Comme M N H est un pro-p-groupe
uniforme commutatif, il est isomorphe a une certaine puissance du groupe Z,, la transfor-
mée d’Amice (cf. [57, Thm. 2.2]) fournit alors un isomorphisme de L-algebres de Banach
Bh = F(U;l, Oy) ou

Y=MnH
est 'espace de caracteres continus de (M N H) x ZJ et U, est un certain ouvert affinoide
de Y, les U] formant un recouvrement admissible de Y. L’algébre L[{M°] ® L] B est
alors isomorphe a 'anneau structural A; de 'ouvert affinoide

Uy CW = MO x 72

image réciproque de Uj, ce qui acheéve la preuve. O
45



5.3. Un lemme sur les systémes de racines de type A. Soit K une extension finie
de Q, et L et une extension finie de Q, telle qu’il existe [K : Q,] plongements de K dans
L.

Le foncteur H + L xg, Resg/q,(H) de la catégorie des groupes algébriques sur K vers
la catégorie des groupes algébriques sur L transforme un groupe déployé sur K en un
groupe déployé sur L.

Proposition 5.4. Soit A\ un poids strictement dominant de L Xq, ReSK/@p(GLnyK). On
fize P C GL,, x un sous-groupe parabolique standard, de sous-groupe de Levi Ly, et w un
élément du groupe de Weyl de L xg, Resgq,(GLy k). Supposons que w\ soit un poids
dominant de
L XQp RGSK/QP(L[) = H L[ﬂ-.
T:K—L
Alors il existe un élément i ¢ I tel que

(WA =\, Bi) < —min(Ar; — Arig1)

ou [; est la composée

diag

idxRes(8;)
Gm,L — L XQp RGSK/Qme’K E—

L XQp RGSK/Qp GLn,K

Démonstration. Notons I = I, U --- U I, la décomposition de I en parties orthogonales.
Fixons 7 un plongement de K dans L. Comme w, A, est un poids strictement dominant
de L;,, on a )\T7w;1(i1) > e > )\m};l(is) pour 1 < j <retl; ={n < - < i}
Notons j, le plus petit j tel que w | 1; ne soit pas I'identité. On a alors nécessairement
)\va?(i) < A-ipour i € I; et il existe iy € I tel que A_ 1 (i) < Ari;, €€ qui implique
alors /\T,w;1(i) < Ari (et donc /\T,w;l(i) < Arit1) pour i € I; et i>1i;. On a alors

175, |
(WrAr = Ar, B4, ) = Z<)\T,’w;1(i) —Ar) < - miin()\T’i ~ Art1):
i=1
De plus, on a
<w7/\7 - )\7'7 /6|11‘+"'+‘Ij’|> =0

pour j' < jr. En posant j = min;cnom(k,z) jr, on vérifie facilement que

<U}/\ - )‘7 BJ> - Z <U}7—/\7— - /\7'76]) S - Hllzn(/\T,z - )\T,i+1)'

reHom(K,L)

g

5.4. Quelques résultats de géomeétrie rigide. Un espace analytique rigide X est dit
quasi-Stein (cf. [42, § 2]) si il existe un recouvrement admissible de X par des ouverts
affines Uy c Uy C -+ -+ U, C -+ tel que pour tout ¢, 'image de Ox(U;1) dans Ox (U;)
soit dense. On vérifie immédiatement qu'un sous-espace analytique fermé d’un espace
quasi-Stein est quasi-Stein.

Lemme 5.5. Soit M est un faisceau cohérent sur X espace quasi-Stein, muni d’un
recouvrement admissible comme ci-dessus. On note M [’espace de ses sections globales que
I’on munit de la topologie de la limite projective donnée par la formule M = @Z rU;, M).
Alors pour tout ouvert admissible U de X, l'application

Ox(U)®O(X)M — F(U, M)

est un isomorphisme topologique.
46



Démonstration. L’algebre Ox(X) est une algebre de Fréchet-Stein, ainsi [58, Cor. 3.1]
montre que, pour tout i, on a I'(U;, M) ~ Ox (U;) ®o(x) M. Soit V un ouvert affinoide
de X. Par admissibilité du recouvrement, il existe i tel que V' C U;, ainsi on en déduit
que
PV, M) =~ Ox(V) ®oxw,) I'(Us;, M) >~ Ox (V) ®ox) M.

En utilisant, [9, Prop. 9.1.4.2.(i)], U posséde un recouvrement admissible par des ou-
verts affinoides. On conclut en utilisant la formule I'(U, M) ~ lim ['(V, M) la limite
projective étant prise sur tous les ouverts affinoides contenus dans U. U

Lemme 5.6. Soit f: X — Y un morphisme d’espaces analytiques quasi-Stein. Si V' est
un ouvert admissible de Y, alors

Ox(f7H(V)) = O(X)Boy) Oy (V).

Démonstration. On fixe (U;);>1 et (V;)i>1 des recouvrements admissibles de X et Y véri-
fiant la propriété ci-dessus. Par admissibilité du recouvrement (V;);>1, on peut, quitte
a en extraire une sous-suite, supposer que pour tout ¢ > 1, on a f(U;) C V;. Soit
fi : U; — V; le morphisme induit. La propriété de faisceau nous donne un isomorphisme
Ox(f~H(V)) = lim, Ox(f7H(V nV;)). On peut donc supposer X et Y affinoides. On uti-
lise alors la propriété de faisceau pour écrire Ox (f~(V)) = lim, _ Ox(f~'(U)), olt la
limite projective est prise sur les ouverts affinoide contenus dans V. Lorsque X, Y et U
sont affinoides, on a alors Ox(f~*(U)) ~ O(X)®0x) Oy (U). O

Lemme 5.7. Soit X, Y et Z trois espaces rigides analytiques lisses, ainsi que f : X — Y,
g: Y = Z et h=gof des applications rigides analytiques. Soit x € X et supposons h
lisse au point x et g lisse au point f(x). Alors Uapplication f est lisse au point x si et
seulement si Uapplication frz) de X @ k(h(x)) dans Y ® k(h(z)) est lisse au point x.

Démonstration. 11 suffit de prouver que si fy,(,) est lisse en x alors il en est de méme de
x, I'implication inverse résultat de la préservation de la lissité par changement de base.
Supposons donc fj(, lisse. Il suffit de prouver que I'application df, sur les plans tangents
T, X — Tye)Y est surjective. Dans le diagramme commutatif ci-dessous, les lignes sont
exactes, ce qui résulte de la lissité de g et h.

0— T, (X ® k(h(z))) T,X — Ty Z —=0

e T

0 >Tf(m)(Y®k’(h(37))) ——T)Y ——=Ty)Z —=0

La lissité de dfy,(,) implique alors la surjectivité de la fleche verticale de gauche. Comme la
fleche verticale de droite est I'identité, le lemme des cing implique que la fleche verticale
du milieu est surjective. U

5.5. Descente de la lissité en géométrie rigide.

Lemme 5.8. Soit X, Y, Z trois espaces rigides analytiques sur Q,, ainsi que f : X =Y
et g: Y — Z des applications rigides analytiques. Posons h = go f. Soitx € X, y = f(x)
et z=g(y). Si f est plat et h est lisse en x, alors g est lisse en y.

Démonstration. D’apres [1, Prop. 5.10.3.(ii)], le morphisme g est plat en y. D’apres [1,
Prop. 6.4.22], il suffit de prouver que Y ® k(z) est lisse en y. On est donc ramené a

considérer la situation suivante : Z = Sp(k) pour k une extension finie de Q,, X et YV
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sont deux espaces rigides sur k et f: X — Y est un morphisme plat en x € X. Il suffit
de prouver que si X est k-lisse en x, Y est k-lisse en y = f(x). Soit O 'anneau des entiers
de k. L’assertion étant locale en z, on peut supposer que X = Spf(B)"& et Y = Spf(A)"e
avec A et B deux O-algebres topologiquement de type fini sur O. On note p, C A et
p. C B les idéaux premiers correspondants aux points y et x. D’apres [1, Prop. 6.4.12],
X est lisse en x si et seulement si 'anneau local B, est une k-algebre formellement lisse
([1, Prop. 1.14.5]). Comme k est de caractéristique 0, ’anneau local B, est une k-algebre
formellement lisse si et seulement si c’est un anneau régulier ([33, Prop. Thm. 19.6.4)).
Comme de plus f est plat en =, on déduit de [1, Prop. 5.5.1] que 'anneau B, est une
Ay, -algebre plate. Ainsi si X est k-lisse en z, I'anneau B, est régulier et la Proposition
33, 17.3.3.(i)] permet alors de conclure que A, est un anneau local régulier. On déduit
alors comme précédemment que Y est lisse sur k en f(x). U
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