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Théoréme.
Soit G un graphe simple et 7 le degré maximal des sommets. Alors v(G) < r + 1.

Preuve.
Soit n le nombre de sommets de G et S = {s1,89,...,8,} 'ensemble des sommets. Pour tout k
entre 1 et n, on note Sy = {s1, ..., S} 'ensemble des k premiers sommets. Montrons par récurrence

sur k que Sj peut étre colorié avec au plus r + 1 couleurs.

- 51 = {s1} a un seul sommet, il peut donc étre colorié avec au plus r + 1 couleurs puisqu’une
seule couleur suffit. C’est la propriété au rang k = 1.

— Supposons que Sk est colorié avec au plus r + 1 couleurs. On obtient Sx41 en ajoutant le sommet
Sg+1 a Pensemble Si. Comme d(sgy1) < r par définition de r, le sommet s, est adjacent & au
plus r sommets de S;. Par conséquent, parmi les r + 1 couleurs, il existe au moins une couleur
non utilisée pour colorier les sommets de Sy adjacents & si1. En donnant cette couleur a sg1,
on obtient un coloriage de Si41 avec au plus r + 1 couleurs. C’est la propriété au rang k + 1.

— Conclusion de la récurrence : pour tout k tel que 1 < k < n, S, peut étre colorié avec au plus
7 + 1 couleurs.

En particulier, pour £ = n on a obtenu un coloriage de S = S,,, ce qui prouve le théoréme.



