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Corrigé du devoir n°® 2

Exercice 1.

1. On désigne les trois intervalles par :
I :] — OO,O[7 I :}0, 2[, I3 :]2, —I—OO[
Soit k € {1,2,3}. Pour z appartenant a I, ’équation homogene (Ey) peut se récrire

2(x +1)

/
2 =0
U AL

dont ’ensemble des solutions sur [ est constitué des fonctions

y: I —-R

x +— Ci - exp(—F(z))
ou F' est une primitive de la fonction rationnelle f : x — igté)) sur I, et C un réel quelconque.
Pour trouver F', on commence par décomposer en éléments simples la fraction rationnelle, en
cherchant deux réels a et b tels que pour tout z € R\ {0,2} on ait

2x+1) a b
=t T .
x(r—2) x x—2

(1)

On peut procéder par exemple par substitution : en multipliant 1’égalité (1) par x, on obtient

2(x+1) bx
——— =a .
r—2 r—2
Sion prend z = 0 dans cette nouvelle égalité, on aura a = 2/(—2) = —1. De méme, en multipliant

légalité (1) par (r—2) et en prenant x = 2, on obtiendra b = 2(3)/2 = 3. On en déduit la relation
valable pour tout z € R\ {0, 2}
2(z+1) 1 3

x(z —2) R

Il est maintenant aisé de trouver les primitives de f qui sont

1 3
/—+ der =—Inlz|+3ln|z —2|+¢
r x—2

ou ¢ est une constante réelle. On choisit
F(z)=—1In|z|+3In|z — 2|.

Donc I'ensemble SIEEO) des solutions sur I de I’équation homogene est ’ensemble des fonctions

y définies sur I par

2]
|z — 2%

y(z) = Cp - exp(—F(x)) = Cy - exp (In |2] — 3In |z — 2|) = Cj,

Les signes de z et de (x — 2) sont constants sur I. Pour x € I; ou x € I3, on a

|z] x

o —2* (2 -2)%

1



et pour z € Iz, on a
|z x

-2 (z-2)3
En posant D1 = C1, Dy = —C5 et D3 = ('3, on peut récrire les solutions sans valeurs absolues.
Finalement, sur I (k=1,2 ou 3), ’ensemble des solutions est donné par

(Bo) _ ) ¥v:lk—R :

Si y3 est une solution de (Ep) sur I3, et que la constante D3 n’est pas nulle, alors
lim z)| = +oo0.
i [ys()
De méme, si y2 est une solution de (Ey) sur I3, et que la constante Dy n’est pas nulle, alors
lim |y2(z)| = +o0.
T—2~

Les solutions non nulles de (Ey) définies sur I5 et I3 divergent quand z tend vers 2.
En revanche, une solution yo de (Ep) sur I3 a une limite & droite en 0 et

lim ys(x) = 0.

z—0t

)

De méme, si y; € SfEO , lim yp(z) = 0. On peut donc espérer pouvoir prolonger des solutions
z—0~

en 0 pour obtenir des solutions de (Ep) sur ] — 0o, 2[. A partir de deux solutions
y1:I1—>R y2:[2—>R
xXr = Dlﬁ xXr = DQﬁ

on définit une fonction y sur | — 0o, 2[ par

yi(z) sizelh
y(z) = 0 siz=0
yo(z) six € Iy

y1 et yo sont continues et dérivables sur I; et I respectivement. Le fait que y; et yo tendent
vers 0 quand x tend vers 0 montrent que y est continue en 0. Donc y est continue sur tout son
intervalle de définition. En revenant a la définition, on peut montrer que y admet des nombres
dérivés a gauche et a droite en 0, et que

. h)—0 D . h)—0 D
nh) -0 _ D y4(0) = lim y2(h) =0 _ Do
h—0— h 8 h—0t h 8

La fonction y est donc dérivable en 0 si et seulement si D1 = D,. Dans ce cas, y est dérivable sur
son ensemble de définition et satisfait en tout point de cet intervalle I’équation (Ep). On peut
donc recoller en 0 des solutions sur I et Is a la condition que D1 = Ds.

. Soit k = 1,2 ou 3. On cherche une solution particuliere de I’équation (E) sur I} par la méthode
de la variation de la constante sous la forme

x
=D —_— .
Vi) = Dylo) 5
La dérivée de la fonction Dy, doit vérifier
6z — 1) (z —2)3 28 4
Diy(ar) = =6r—25+— — —.
k(@) r(r—2) = . T TR



On peut donc prendre pour Dy la fonction donnée par
9 4
Dy (z) = 32 — 252 + 281n |z| + —.
x

Une solution particuliere y sur I}, de I’équation différentielle (E) est donc définie par

T

4
_ 2 _ =
y(x) = EEDIE <3x 25x + 281n|z| + x) .

Les solutions de (E) sur lintervalle I; sont la somme de la solution particuliere ci-dessus et
d’une solution générale de 1’équation homogene associée (Ey).

L’ensemble SIEE) des solutions de ’équation différentielle (E) sur U'intervalle Ij est donc

E ) y:lr—R |
Sk _{ $|—>ﬁ(3x2_25$—|—281n‘1’|+%+14k) s Ap eR G

Exercice 2.

1. En faisant la somme et la différence des deux équations du systeme différentiel, on obtient le
systeme d’équations différentielles vérifiées par u et v :

u +w?u o= 0
v+ 20 + 3% = 0.

2. Résolvons d’abord I’équation différentielle vérifiée par u. L’équation caractéristique est
2 +w?=0.

Si w = 0, alors 0 est racine double de ’équation caractéristique et ’ensemble des solutions de
cette équation différentielle est

u u:R—R . 2
S _{ t— At+ B ’(A’B)ER}'

Si w # 0, 'équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées iw et —iw. Dans
ce cas I’ensemble des solutions est

u u:R—R ' )
S —{ t +— Acos(wt) + Bsin(wt) ;(A,B) eR }

L’équation caractéristique associée a I’équation différentielle vérifiée par v est
r2 + 2r + 3w? = 0.

Si|w| < %, le discriminant du trinéme est strictement positif. L’équation caractéristique admet
deux solutions réelles distinctes :

—14+vV1—-3w2et —1—1+/1—3w2.

Dans ce cas, ’ensemble des solutions de I’équation différentielle est

v v:R—R 9
S' = t o e t(CetVIT3® | pe-tVI-8:7) ;(C,D) e R .



Sijw| = %, —1 est racine double de I'équation caractéristique. L’ensemble des solutions est

alors
v:R—>R
S = :(C,D) e R* .
{ t e tct+p) OGP }
Si enfin |w| > -1, ’"équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées

V3
—1+ivV3w2—1let —1—14y/3w?2—1.

L’ensemble SY est alors égal a

v:R—R
Y= . 2
5 _{ tse ! (CCOS(tm)JrDSin(t\/m)) ;(C,D)eR }

3. Comme y = (u+v)/2 et z = (u—v)/2, on peut déterminer I’ensemble des solutions du systéme
(S) en fonction de w. II est constitué des couples de fonctions (y, z) définies sur R par :
- siw =0,

y(t)=A+tB+e " (Ce' + De™")
Z(t) :A+th6_t (C€t+D€_t) ; (A,B,CaD) €R47
ou encore
y(t) = A+ tB+ De
2(t) = C +tB— De™ 2 ; (AvaévD) eR,
ottonaposé A=A+CetC=A-C.
. 1
- S0 < |w| < et
y(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) 4 e (C’etv 1-3w? 4 De_tm)
2(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) —e™* (Celf’v 1=8w% 4 Deftm> ; (A,B,C,D) eR*,

- si \w|:%,

y(t) = Acos(—=) + Bsin(—=) + e *(Ct + D)

2(t) = Acos(—=) + Bsin(—=) —e {(Ct+ D) ; (A,B,C,D) e R,

Sl Sl
Sl =Sl

- et enfin si |w| > %,

y(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) +e~* (C’ cos(tv/ 3w? — 1) + Dsin(tv/ 3w? — 1))

2(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) — e (C cos(tv/ 3w? — 1) + Dsin(ty/ 3w? — 1)) : (A,B,C,D) € R%.

Exercice 3. L’équation différentielle modélisant le refroidissement d’un liquide est une équation
différentielle linéaire du premier ordre avec second membre. La solution générale de cette équation
différentielle s’écrit

T(t) = Topt + A



ou A est une constante. Si T(0) = Tp, alors en faisant ¢ = 0 dans 'expression de 7T'(¢), on obtient
A =Ty — T.z. On tire donc de la résolution de I’équation différentielle le fait suivant : si un liquide
est initialement a la température Ty, alors au bout d’un temps ¢, il est & la température

T(t) = Togt + (Ty — Tows)e .

Soit T}, la température initiale du café. Etudions d’abord la technique d’Alice. Alice attend d’abord
5 minutes. La température du café au bout de 5 minutes est, d’apres la formule ci-dessus

T(5) = Togt + (T — Teat)e .
Apres le mélange avec le lait, la température du liquide a l'intérieur de la tasse est

_— (Teq;t 4 (Tc . Text)€_5k)‘/café + Tt Viait = T + (Tc _ Teart)
Vcafé + Vlait

Veate o5k
Vcafé + Viait

Analysons maintenant la technique de Bernard. Il mélange d’abord le lait avec le café de sa tasse.
Il obtient un liquide a la température

Tc‘/café + Te:ctviait
‘/café + Viait

Il attend ensuite 5 minutes pour obtenir un liquide a la température

Tc‘/café + Te:}ct Viait
‘/café + Viait

_ Veats _
TB — Tezt + < - ext> € ok = degt + (Tc - Text)$€ 5k'

V::afé + Viait

On a donc T4 = Tg. Finalement, les deux techniques ménent a la méme température. Au moment
de la dégustation, les cafés d’Alice et de Bernard sont aussi chauds I'un que l'autre.



