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Corrigé du probléme 1

Exercice 1.
a) Pour tout entier n > 1, la fonction f,, est définie continue sur ]0, + oo[, elle admet donc une unique primitive
qui s’annule en 1.

b) On calcule F; par intégration par parties :
Vze€l0,+ oo, Fi(zx)=[ Int dt

En posant, pour ¢ €]0,+ oof :

alors
vrelo,+oo,  Fiz) = / " Wbyt dt
= [u)(®) - ﬁ " ut)v'(t)dt
= [tlnt]f—/w dt

= zlnz—z+1

c) Pour n > 1, on peut faire une intégration par partie :
T
Vz €0, + oo, Fn+1(:c)=/ (Int)™+1 dt
1

En posant, pour ¢t €]0,+ oof :

w(t)=1 v(t) = (In )+
wt)y=t  v'(t)= "jl(lnt)n
alors
Vzel0,+oo],  Falz) = / "W ty(t) dt

= el - [ o

= [t(lnt)”“]f— (n+1) /m (Int)™dt
= z(lnz)"! — (n+1)F,(z)

d) On peut montrer par récurrence : Yn > 1, (Hp): lim Fy(z)=(—1)"T1n!
e Pourn=1,o0na:
Vz€]0,+ o0, Fi(z)=zlnz—z+1
mais lim zlnz=0 et donc lim Fj(z)=1 et I'identité H; est vérifiée.

z—0%t z—07F

e Supposons que la formule H,, soit vérifiée pour n >1 fixé : lirn+ F,(z) =(—1)"*1n!. Mais alors,
z—0

Vz €]0,+ 0], Fpii1(z)=z(Inz)*T - (n+1)F,()
or 1im+x(ln x)"T1 =0 et donc on obtient bient le résultat H, 1.
z—0
e En conclusion :
H, est vraie
Pour n > 1 H,, implique Hp 41
et donc, par récurrence

Vn>1, lim F,(z)=(-1)"*!n!

z—0t



Exercice 2.
a) On remarque que

(X*-1D)=((X»?-1)=(X2-1)(X?+1)=(X - 1)(X+1)(X2+1)

On a donc une décomposition en éléments simples du type :

1 1 __A B _CX+D
X4—1 (X-1)(X+1)(X2+1) X-1 X+1 X241

R(X) =

e Si on multiplie R(X) par X —1 puis on fait X =1, alors : A=1/4.
e Si on multiplie R(X) par X + 1 puis on fait X =—1, alors : B=—1/4.
e Sion calcule R(0), alors —1=—A+ B+ D et donc D=—1/2.
e Si on multiplie par X et qu’on fait tendre X vers + oo, alors 0=A+ B+ C et donc C =0.
On a finalement :
1 1 1/4 1/4 1/2

E) = T~ m o@D X—1 X+1 X°+1

b) Le dénominateur de f s’annule si et seulement si cosz =+ V2 /2, et il est facile de voir que cela n’arrive pas
sur [ =] —m/4, w/4[. La fonction f est donc définie continue sur [ : Elle admet des primitives, définies & une cons-
tante prés, sur I.

c) La fonction z > tan z est définie, dérivable sur I et sa dérivée ne s’annule pas : tan’z = 1 + tanz. On peut
donc effectuer le changement de variable u =tan z sur I. On remarque que

du=(1+tan’z)dzr = (1+u?)dz

et donc
dx = Ldu
1+u?
De plus
cos’z = Tr
donc

cos’x 1/(1+u?) 1
/ 1—2coszwdw N / 1—2/(1+u2)1+u2du
. 1 1 du
T ) Orwd) 21+

1
/ @D

/R(u)du
Gréace a la décomposition en éléments simples de R, on trouve
cos’z
_ /4  1/4 1)2 du
v—1 u+1 w?+1

1 1 1
= Zln|u—1|—zln|u+ 1|—§arctanu+C’

1 1
= Zln|ta,nm -1 - 1

Inftanz + 1| — %arctan(tan z)+C

ou C est une constante réelle.
Comme sur I, —1<tanz <1 et arctan(tan z) =z, on trouve finalement

cos’z 1. /1—tanz x
_COST g — Zp i tAnTy) _ T
/ 1—2c052wdx 1"\ T+tana 2+C



