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1. INTRODUCTION

Le mathématicien et physicien frangais Joseph Fourier (1768-1830)
a introduit les outils d’analyse qui portent son nom, dans un célebre
mémoire consacré a la Théorie analytique de la chaleur (1822), au-
jourd’hui consultable en ligne.' C’est donc dans le but de résoudre
une équation aux dérivées partielles d’évolution provenant de la phy-
sique que les séries de Fourier et la transformation de Fourier ont été
inventées. D’abord outil formel — on trouvera dans le mémoire de
Fourier fort peu de justifications mathématiquement rigoureuses de la
décomposition en séries de Fourier —, ’analyse de Fourier a inspiré de
nombreux travaux mathématiques au XIXeme et au XXeme siecle, jus-
qu’a trouver son cadre moderne, la encore particulierement bien adapté
aux équations aux dérivées partielles, dans la théorie des distributions
de Laurent Schwartz (1915-2002) a partir de 1945. La théorie de Fou-
rier, qui s’est également révélée étre un outil essentiel dans d’autres do-
maines des mathématiques — théorie des nombres, théorie des groupes,
...—, trouve donc naturellement sa place dans un cours consacré aux
problemes d’évolution. Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord rap-
peler les notions d’analyse de Fourier qui nous seront utiles dans la
suite. Un premier paragraphe sera ainsi consacré aux séries de Fourier
des distributions périodiques, a une, puis plusieurs variables, et sera
suivi d’'un paragraphe de présentation concise de la transformation
de Fourier des distributions tempérées, qui est la contribution prin-
cipale de L. Schwartz a cette théorie. Le lecteur est supposé avoir
suivi, préalablement a ce cours, un cours d’introduction a la théorie
des distributions, que nous utiliserons librement. Puis nous consacre-
rons deux autres paragraphes a des exemples d’équations d’évolution a
coefficients constants pour lesquelles 1'usage de ’analyse de Fourier est
déterminant : I’'équation de la chaleur et I’équation des ondes. Enfin,
un dernier paragraphe sera ’occasion d’introduire au concept général
d’équation dispersive, et de discuter en détail I’équation de Schrédinger
sans interaction.

1. Voir le site wikipedia consacré a Joseph Fourier, et son lien vers googlebooks.
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2. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES SERIES DE FOURIER

2.1. Notations préliminaires. Une fonction f : R — C est dite
périodique de période v € R — ou, en abrégé, y—périodique —si, pour
tout nombre réel z,

fx+7)=flz).

Dans la suite, sans perte de généralité, nous supposerons toujours que
~ est un nombre réel strictement positif. Le but de la décomposition en
séries de Fourier est d’établir, pour une fonction y— périodique f, une
formule du type

(1) fla) =) epe™,

k=—o00
ol w est la pulsation associée a =,
27
w=—
~
A supposer qu'une décomposition de type (1) soit vraie, une des dif-
ficultés est de trouver une formule pour les constantes ¢, une autre
est de préciser en quel sens la série dans le second membre de (1) est
convergente. Ces deux questions sont liées : si 'on suppose que f est
intégrable sur tout intervalle borné de R, et si la série en question

converge vers f en moyenne, c’est-a —dire en norme L' sur tout inter-
valle borné de R, alors on a nécessairement les formules de Fourier,

o
1 .
(2) ck:—/f(x)e_’k“’”dx, keZ.
f‘)/
0

Etant donné une fonction f y—périodique et intégrable sur tout inter-
valle borné de R, les coefficients ¢; donnés par les formules (2) sont
appelés coefficients de Fourier de f, et la série du second membre de
(1), avec ces coefficients ¢, est appelée la série de Fourier de f. Il est
bien stir naturel de se demander si, a ce niveau de généralité, la série de
Fourier de f converge toujours vers f, par exemple en moyenne, ou pour
tout autre type de convergence. Nous laisserons de coté ici la question
de la convergence simple, un probleme délicat qui a beaucoup mobilisé
les mathématiciens au XIXeme et au XXeme siecle, mais dont la per-
tinence dans le contexte d’un cours sur les équations aux dérivées par-
tielles est limitée. Revenons plutot a la convergence en moyenne. Hélas,
on peut montrer qu’il existe des fonctions y—périodiques et intégrables
sur tout intervalle borné de R, dont la série de Fourier ne converge pas
en moyenne. ° Par ailleurs, dans le contexte d’application aux équations

2. 1l en existe méme un sous—ensemble Gs—dense dans L'(0,7).
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différentielles, on souhaiterait pouvoir dériver terme a terme la décomposition

(1), pour obtenir
e}

f'(z) = Z ikwey €T

k=—o00

Ces deux arguments montrent que le mode de convergence en moyenne
n’est pas non plus le plus approprié ici, et qu’il est naturel de faire
plutot appel au formalisme des distributions. Si I est un intervalle
ouvert de R, rappelons que C§°(I) désigne I'espace des fonctions

p: I —-C
de classe C'™ et a support compact, et que D’'(I) désigne I'espace des
distributions sur 1.

Venons—en a la définition de la translatée d’une fonction ou d’une dis-
tribution. Pour tout nombre réel a et toute fonction f sur I, on désigne
par 7, f la fonction sur 'intervalle translaté I + a définie par

of(x)=f(x—a), xe€l+a.

Si T € D'(I), la translatée de T par a est 'élément 7,7 de D'(I + a)
défini par

Vo e C(I +a), (1.T,¢) = (T, 7_ap) .

En vertu du théoreme de changement de variable, cette définition coincide
avec la précédente lorsque T' = f est une fonction localement intégrable.
Il est donc naturel d’introduire la définition suivante.

Définition 1. Une distribution T sur R est dite yv— périodique si
T T'=T.

On désigne par D; I’espace des distributions y— périodiques sur R.

2.2. Le résultat principal. Rappelons qu'une suite (7},) de D'(I) est
dite convergente vers T' € D’'(I) si, pour toute fonction ¢ € C§°(I),

(T, ) = (T, ) -

Si I = R et si chaque T,, est v —périodique, alors la limite T est ~—
périodique. En conséquence, si une famille (c¢g)rez de nombres com-
plexes est telle que la série

Z Cr eikwx

keZ

est convergente dans D’'(R), alors la distribution définie par la somme
de cette série est y— périodique. Cette observation nous conduit a in-
troduire une classe particuliere de familles (cg)gez.
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Définition 2. On dit qu’une famille (cx)kez de nombres complexes est
a croissance polynomiale — ou a croissance tempérée — s’il existe des
constantes C' > 0 et M > 0 telles que

VEEZ , |ex| < C(L+ k)M .
Cette définition est motivée par le résultat suivant.

Proposition 1. La série

E Cr ezk’ww
keZ

est convergente dans D'(R) si et seulement si la famille (cx)pez est a
croissance polynomiale.

Démonstration. 1) La condition est nécessaire. Supposons que la série

Z Cr eikwx

keZ
soit convergente dans D'(R). Alors T = ¢ €% converge vers 0 dans
D'(R) lorsque k tend vers l'infini. D’apres le théoreme de Banach-
Steinhaus, cette suite est nécessairement bornée dans I'espace D'(R),
c’est—a—dire que, pour tout intervalle compact [a, b], il existe une constante
C' > 0 et un entier N > 0 tels que, pour toute fonction ¢ € C°(R) a
support dans [a, b], pour tout k € Z,
(3) [{Tr, )| < O max max ™) (2)].

z€la,b] n<N

Fixons alors p € C§°(R) a support dans [—1, 1] et telle que

/p(x) e“dr=1.

R
Appliquons I'inégalité (3) ci—dessus a [a,b] = [—1, 1] et, pour tout k €
7, A

wr(r) = |klp(kx) .
Alors

(Tk, pr) = cilk| /eikmﬂ(k@ dx = Ck/ei“’yp(y) dy = ¢y .
R R

L’inégalité (3) devient, pour |k| # 0,

[ex] < Cmaxmax|p™(z)] &

On en déduit que (¢) est a croissance polynomiale.
2) La condition est suffisante. Soit (cg)rez une famille & croissance
polynomiale,

VkEZ, |ep) < C(L+ kDM .

Le point crucial est le lemme suivant.
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Lemme 1. Pour toute fonction ¢ € C§°(R), pour tout entier naturel
n, pour tout nombre réel vy,

|w/w m<ﬂ¢ o)lde |

En effet, apres une intégration par parties, il vient

z'y/ei’”ygo(:c) dr = — /ei’”ygo’(a:) dr |
R R

et donc, apres n intégrations par parties successives,

()" [ e pla)de = (<1 [ (@) do
R R
Le lemme en résulte, apres avoir pris le module des deux membres. [
Du lemme 1, on déduit que, pour tout intervalle compact [a,b], il

existe une constante C,;,, telle que, pour tout N € N, pour toute
fonction ¢ € C§°(R), a support dans [a, b], pour tout k € Z,

ikwx < — )
[ e o) o] < Copt+ 1) s max ()
R

Choisissons N = M + 2. Alors T}, = cpe™™* vérifie

<
(T )] < € Capol(1 4+ ) max mae o)

En conséquence, la famille ((Tk, ¢))rez est sommable, et la valeur ab-
solue de sa somme est majorée par

Kab;g[%rglg;;!w ()] .

La série des T}, converge donc au sens des distributions. Ceci acheve la
démonstration.

En résumé, pour toute famille (¢ )rez & croissance polynomiale, la série
§ Cr ezkwx
kEZ

définit une distribution y—périodique. Le résultat central de ce para-

graphe est que ’on obtient ainsi toutes les distributions y—périodiques.

Théoreme 1. Pour toute distribution v— périodique T', il existe une
unique famille (cx)kez @ croissance polynomiale telle que

T — E :Ckeikwx

kEZ
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De plus, dans le cas particulier ou T = f est une fonction localement
intégrable y—périodique, alors les c¢;, sont donnés par la formule de Fou-
Ti€er,

o4
1 .
ck:;/f(:v)e_’kwdx, keZ.
0

Les coefficients ¢, sont appelés coefficients de Fourier de T', et notés
cx(T). La démonstration du théoréme 1 sera donnée en section sui-
vante, ou l'on explicitera également une formule pour les ¢, dans le cas
général ou T' est une distribution. Notons tout de suite que, en utilisant
la continuité de la dérivation pour la convergence au sens des distri-
butions, on en déduit immédiatement la formule espérée a la section
précédente,

T = Z ikwey, R4

kEZ

2.3. Démonstration du théoreme 1. Elle comporte plusieurs étapes.

2.3.1. Premiére étape : la formule de Poisson. 1l s’agit d’identifier la
distribution y—périodique correspondant a ¢, = 1 pour tout k.

Proposition 2 (Formule sommatoire de Poisson). Soient v > 0 et

w=2n/7v. Alors
S Y,
kEZ ez

ou O, désigne la masse de Dirac en x = b.

Démonstration. Posons
T — Z eikwa: )
kez
On constate que
T =T .
Désignons par Tj la restriction de 7" a I'intervalle ouvert |—+, v[. L’iden-
tité ci-dessus entraine, dans D'(] — 7, v]),

(" — 1)1 =0.

Comme la fonction

wr 1
frox—
x
est C' et ne s’annule pas sur | — v, 7], on en déduit que
ITO =0.

D’apres un résultat élémentaire de théorie des distributions, ceci en-
traine

Ty = cdo
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pour une constante ¢ € C a déterminer. En utilisant la v—périodicité de
T, on en déduit que, pour tout ¢ € 7Z, la restriction Ty de T" a 'intervalle
ouvert I, =|(¢ — 1)y, (¢ + 1)v[ n’est autre que

Tg = TZ'yTO = CTg,Yéo = Céz,y .
Considérons la distribution
S=c) b
€7

Alors T et S coincident sur chaque I,, dont la réunion pour ¢ € Z est
égale a R. On en déduit que T'= S. Il reste a déterminer la constante
c. Testons T' et S sur la fonction

v:(z) = eplex) ,
ou p € C°(R) est d’intégrale 1. D’une part,
(T,p.) =2 / Mrpex)do =1+ / MV p(y) dy
keZ 5 kA0 %

et le lemme 1 assure que, pour k # 0,

2
ikw €
/e’“ Yeply)dy| <O
R
de sorte que, lorsque ¢ tend vers 0,

(T, pe) — 1.

D’autre part, en utilisant une somme de Riemann, si € tend vers 0,

(5.09 = e 3 plet) =+ / playde = <.

LeZ

On en conclut ¢ = 7, ce qui acheve la démonstration. Il

2.3.2. Deuzxiéme étape : périodisée d’une fonction de C§°(R). Soit ¢ €
C&°(R). On définit * : R — C par la formule

Pr)=> plx—1y).

LeZ

Il est clair que o' est une fonction y—périodique et de classe C* sur
R— sur un intervalle de compact, seul un nombre fini de termes dans
la somme sont non nuls. Le lemme suivant établit deux propriétés tres
simples de cette opération.

Lemme 2. - [l existe une fonction x € C§°(R) telle que Vx €
R, x*(z)=1.
— Pour toutes fonctions ¢, € C*(R), pour toute distribution -
périodique T, (T, p*) = (T, p*1)) .
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Démonstration. Soit x; € C§°(R) une fonction a valeurs positives ou
nulles et telle que x; = 1 sur Vintervalle [0,~]. Alors la fonction x* est
au moins égale a 1 sur [0,7] , donc sur tout R par périodicité. On peut
donc considérer la fonction

qui vérifie les conditions requises.
Enfin, si p, ¢ € C§°(R), on peut écrire
wwﬁ = Z 90767¢ )

LeZ

la série étant convergente, puisqu’elle ne contient qu’un nombre fini de
termes non nuls. Il en résulte que

<T7 ¢¢ﬂ> = Z<T’ 2 Té'yw> - Z<T’ TZ’y (T,g,yQO w))

ez (e
= Y AT, n09) = (T, )
tez
ou l'on a utilisé la périodicité de T. O

2.3.3. Troisieme étape : synthese. Nous pouvons maintenant terminer
la démonstration du théoreme 1. Appliquons le lemme 2. Soit xy €
Ce°(R) vérifiant y* = 1, et soit p € C$°(R) quelconque. Pour toute
distribution T" y—périodique, calculons

(T, ) = (T, ox*) = (T, x¢*) .
La proposition 2 permet d’obtenir la décomposition en série de Fourier
de .

Proposition 3.

Ha) = S e | dig) = - / e RV o(y) dy

fy
keZ R

la convergence de la série de fonctions ci—dessus étant uniforme sur R,
ainst que pour les dérivées a tous ordres.

En effet, la convergence de la série provient du lemme 1 et des
théoreme usuels sur la convergence normale des suites de fonctions
dérivées. Il suffit donc de montrer I'identité entre les deux membres

dans D'(R). Or
1 .
P= dnrp=—3 Mg,
tez. V ez

ou l'on a utilisé la proposition 2. Il reste a observer que

L, 1 : - ikwz
—e™r = = / Mo (y) dy = (p)e™ .
Y 7/



Grace a la proposition 3, on peut écrire

Xet = x> chlp)e™
kEZ

la convergence de la série ayant lieu dans C§°(R). On en déduit, par
définition de la continuité d’une distribution,

(T, xe") =Y d(o)(T, xe™).

Compte tenu de la formule donnant ci(@), cette identité traduit que

T = Z Ckeikwm ,

keZ

avec )
cr, = — (T, xe~ ko),

Y
La famille (¢x) ainsi définie est a croissance polynomiale, en vertu du
lemme 1 ci—dessus, mais aussi en utilisant la formule donnant ¢, et la
définition d’une distribution.

Nous avons donc établi 'existence d’un développement en série de Fou-
rier pour toute distribution périodique. Montrons maintenant 1'unicité
des coefficients. La proposition 3 appliquée a x, conduit a

1= S dvet.
kEeZ

En intégrant terme a terme la série normalement convergente du second
membre, on obtient

dx)=1,d(x)=0, k+£0.
Supposons alors que
T = Z Ckeikwm 7

keZ
pour une certaine famille (¢x)rez & croissance tempérée. Alors, en tes-
tant sur la fonction
1 .
_ —ipwx
¥ = ;Xe y» DE Z>

on en déduit

1 —ipwx
;<T> xe ) = chcf,,k(x) =G -

keZ
En résumé, nous venons d’établir le résultat suivant.

Théoreme 2. Pour toute distribution y— périodique T', il existe une
unique famille (cx(T))rez @ croissance polynomiale telle que

T = Z cr(T) e

keZ
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De plus, pour toute fonction x € C&(R) telle que x* = 1, cx(T) est
donné par la formule

1 .
c(T) = 5(T, xe N ke 7.

Pour terminer la démonstration du théoreme 1, il reste a vérifier que,
si T'= f est une fonction localement intégrable v—périodique, alors la
formule ci—dessus pour ¢, ( f) coincide avec la formule usuelle de Fourier.
Or ceci résulte du calcul élémentaire suivant,

) (e+1)y
I —zkwm — —zkwa:
alf) = = [ e i - 22% | e o
R by
1 .
= =3 [ fa)x(@ — tr)e e da
>y
5
1

= — )y (x)e kT dx
7O/f<>><<>e dz

et le fait que y* = 1 acheve la démonstration du théoréme 1.
2.4. Quelques cas particuliers.

2.4.1. Convergence en moyenne quadratique et espaces de Sobolev. On
désigne par Lg I'espace des (classes de) fonctions «— péridodiques et
localement de carré intégrables sur R. Muni du produit scalaire hermi-

tien
(fl9) = / e

qui induit la convergence en moyenne quadratique, ’espace Lg est un
espace de Hilbert. Ce résultat fondamental en théorie de l'intégrale
de Lebesque, eut un retentissement particulier a 1’é poque (1907),
précisément parce qu’il permettait, via la théorie des séries de Fou-
rier, d’identifier 1’espace L% a l'espace de suites (*(Z), et de traduire
ainsi toutes les équations linéaires sur L% en des systemes linéaires sur
(*(Z), avec des matrices infinies (travaux du mathématicien hongrois
Frédéric Riesz (1880-1956) et du mathématicien autrichien Ernst Si-
gismund Fisher (1875-1954)). En effet, si 'on pose

ep(z) =™ ke,

on constate aisément que la famille (e )xez est une famille orthonormée
de L?Y. Le point essentiel est alors
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Théoreme 3. La famille (e )rez est totale dans L?Y. En d’autres termes,

le sous—espace vectoriel de Lz engendré par les les ey, k € 7, est dense
dans L2.

Démonstration. 11 existe beaucoup de démonstrations de ce résultat,
connu bien avant la théorie des distributions, et méme, d’une certaine
maniere, bien avant la théorie de Lebesque —cf. le théoreme d’ap-
proximation de Weierstrass. Nous en donnons ici une démonstration
tres courte fondée sur le théoreme 1. En vertu du théoreme de projec-
tion orthogonale sur les sous espaces fermés d’un espace de Hilbert, il
suffit de montrer que, si un élément f de L% est orthogonal a tous les
e, alors il est nul. Or, si I'on considere f comme un élément de D,w on
constate que

c(f)=(flex) , kE€Z.

Le théoreme résulte donc du théoreme 1. O
On en déduit immédiatement le résultat important suivant.
Corollaire 1. L’application
fe L2 (cr(f))kez € C(Z)

est une isométrie bijective entre les espaces de Hilbert L,QY et (*(Z).
En particulier, pour toute fonction f de L%, la série de Fourier de f
converge vers f en moyenne quadratique, et on a la formule de Parseval

/ @R =3 ll) / F@)a@ de =3 el f)arlg) -

k€EZ keZ

De plus, un élément T € D’7 appartient a L?Y st et seulement st
> (TP < 400 .
keZ

Pour tout entier naturel m, on définit I'espace de Sobolev H'* comme
I’ensemble des fonctions f € Lf, telles que

vke{l,...om}, fMel?,

ou les dérivées sont prises au sens des distributions. Compte tenu de la
formule déja observée

cr(f) = ikwer(f)

lespace H" se décrit aisément au moyen des coefficients de Fourier,
selon le résultat suivant.

Corollaire 2. Une distribution u € D’7 appartient a H" si et seulement

> (4 E) er(u)]? < +oo .

keZ
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Plus généralement, on définit, pour tout nombre réel s, 'espace de
Sobolev
H)={ueD,: ) (1+k)|cp(u)* < +o0}
keZ
qui, munit du produit scalaire hermitien

(uv)s =Y (1 +K) er(u)e(v) |
keZ

est un espace de Hilbert. On notera que HS = Li. On obtient ainsi une
famille décroissante de sous—espaces de D/w vérifiant

JH=7,.
seR
En effet, la condition de croissance polynomiale
len(u)| < C(L+ kDM, ke Z

entraine

Z(l + B ™M e (w))? < 4o .

keZ
A titre d’illustration, mentionnons le résultat suivant, qui est un cas
particulier des injections de Sobolev.

Proposition 4. Pour tout s > %, tout élément de HS est une fonction
continue, dont la série de Fourier converge normalement.

En effet, si
D (14 E)fer(w)]® < +oo

keZ
alors, grace a 'inégalité de Cauchy—Schwarz,

Z lcp(u)] < (Z m> <Z(1 + k2)s|ck(u)|2)

kEZ kEZ kEZ

1
2

Puisque s > %,

1
e < +00
} : 2
rACRELN
de sorte la série de Fourier de u converge normalement, et donc que u

est une fonction continue.

2.4.2. Le cas des fonctions indéfiniment dérivables. Terminons par une
caractérisation tres simple des fonctions C'*° périodiques.

Théoreme 4. Une distribution vy—périodique est de classe C™ si et
seulement si la suite de ses coefficients de Fourier est a décroissance
rapide,

Vp>1, kPep(u) — 0.

k—o0
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En effet, si une famille (cx)rez est a décroissance rapide, la série de
Fourier correspondante

f(ZL’) _ cheisz
keZ

définit une fonction f de classe C*°, en vertu des théoremes usuels de
dérivation des séries de fonctions. Réciproquement, si f € C*(R) est
~y—périodique, alors une variante du lemme 1 assure que la suite des
ce(f) est a décroissance rapide. En effet, en intégrant p fois par parties,

(ikw)Per(f) = an(fP)
et cx(f®) est unifomément borné par max |f®|.

En conséquence, si on désigne par C7° I'espace des fonctions C*° -
périodique sur R, on obtient

Ccx=()H;.

seR

2.5. Généralisation a la dimension supérieure. Tous les résultats
vus sur R se généralisent sans difficulté au cas de R%. Pour cela, appe-
lons réseau de R? toute partie I' de R? de la forme

d
T ={> lij (.. L) €2},
j=1

olt (g1,...,&4) est une base de I'espace vectoriel R?. Un exemple de
réseau de R? est bien sir

r=z%,
correspondant au cas ou (eq, . .., €4) est la base canonique. Un réseau de

R? n’est autre que I'image de Z¢ par une application linéaire bijective
sur R?. C’est en particulier un sous-groupe additif de R.

Pour tout vecteur a de R?, on définit la translatée par a d’une fonction
ou d’une distribution sur R? de maniere analogue au cas d = 1. Etant
donné un réseau I' de R¢, on dit qu’une fonction ou une distribution sur
R? est '~ périodique si elle est égale & sa translatée par tout élément de
. On note D 'espace des distributions sur R? qui sont I'—périodiques.
Voici un exemple fondamental de fonction I'- périodique. Munissons R¢
du produit scalaire euclidien canonique

d
(z,y) = Zl'jyj .
j=1

Pour tout réseau I', posons

I*={keR:VyeTl,(k~) € 2rZ}.
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Alors I'* est un réseau de R?, décrit par
d
I =) e, (b, Lg) € 2}
j=1

ot (3,... e}) est la base de R? définie par
(f,e0) =250, ol =1,...,d.

Pour tout k € I'*, la fonction e, définie par

er (x) — ei(k,z)

est une fonction C* I'périodique sur R¢. On a alors le théoréme sui-

vant

Théoreme 5. Soit
d
I'= {Z€j€j, (gl, e Ed) S Zd}
j=1

un réseau de R®. Pour toute distribution I — périodique T, il existe une
unique famille (cx(T))ger= @ croissance polynomiale telle que

T = Z Ck(T) €L .
keZ

De plus, dans le cas particulier ou T = f est une fonction localement
intégrable I'—périodique, alors les ¢ sont donnés par la formule de Fou-
Ti€er,

1 )
cr = —/f(:v) e kT dy kel
Pl )
I

ot
d
Pr:{ijgj , x5 €[0,1,j=1,...,d}
j=1

est aparfois appelé domaine fondamental de T', et ou |Pr| désigne la
mesure de Lebesque de Pr.

La démonstration de ce théoreme suit tres précisément le schéma
que nous avons donné en dimension 1. Le lecteur est invité a 1’écrire
par lui-meme, a titre d’exercice. Nous nous contentons de mentionner
la formule de Poisson, qui, comme en dimension 1, est un argument clé
de la preuve, et une identité tres utile en général.

)

Proposition 5 (Formule sommatoire de Poisson multidimensionnelle).
Soit T' un réseau de R?, et soit I'* son réseau dual.

> et =Py s,

kel'* ~vel
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Enfin, les cas particuliers étudiés en dimension 1 s’étendent eux aussi
sans difficulté au cas de toute dimension. Ainsi, la famille (eg)ger+ est
une base hilbertienne de I'espace L% des fonctions I'-périodiques loca-
lement de carrés intégrables, muni du produit scalaire

1 -
719 = a7 P/ f(2)g(x) dx

I'espace C° des fonctions C* sur R? et ['—périodiques correspond aux
familles de coefficients de Fourier a décroissance rapide, et I'on peut
définir une famille décroissante d’espace de Sobolev Hf telle que

Uz =D, (H=C .
seR seR

Enfin, si s > g, tout élément de H} est une fonction continue, de série
de Fourier normalement convergente.

3. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LA TRANSFORMATION DE
FOURIER

3.1. Des séries de Fourier a la transformée de Fourier. Revenons
a la proposition 3, convenablement généralisée a la dimension d, et
écrivons, pour tout R > 0, le développement en série de Fourier de la
périodisée selon le réseau I' = 27 RZ? d'une fonction ¢ de C5°(RY),

(4) Z olx —v) = Z ﬁ (R/ e—i(%,w@(y) dy | e
kezd 4

2)

|

y€E2m RZ4

Dans cette identité, apparait clairement la fonction

(5) 5(6) = / e i) () do

D’apres le lemme 1, cette fonction est a décroissance rapide en la va-
riable £ € R?, c’est—a-dire

YN > 0,[¢[Yo(E) — 0,
|€]—o00
ott |€| désigne, par exemple, la norme euclidienne canonique de ¢ € R%.
En dérivant sous le signe intégrale, on constate de méme que toutes les
dérivées partielles de ¢ sont a décroissance rapide. Passons a la limite,
lorsque R tend vers 400, dans 'identité (4), réécrite sous la forme

1 k k
_ - I A IPRC X))
Z d@(iﬂ 7) Zd(gﬂR)d@ (R)e B
YE2TRZ keZ

Etant donné z € R?, le premier membre est égal & p(x) pour R assez
grand. Quant au second membre, nous pouvons le relier & une somme



de Riemann pour la fonction

Ya(€) = P(€)e"™
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dont nous savons déja qu’elle est a décroissance rapide a l'infini en &

ainsi que toutes ses dérivées partielles. Ecrivons

[u@a=% [ v,

kezd
kLo

1

et
1 k 1 k n\ n
/ ¢$(§>d§_ﬁ¢x (E)‘i‘ﬁ//d%: (ﬁ—i_tﬁ) ~Ed77-

k4 L0,1d [0,1[* O

On en déduit que

kezd kezd

1 k C kNN o
[uoie- S g (5)| s mm X (14 H) <5
Rd

Le second membre de (4) tend donc vers

o [ A€ de

et on obtient finalement l’'identité

o) = b e
) o(@) = g [ CeOel e

R4

La formule (5) définit la transformée de Fourier ¢ de la fonction . Nous
venons de montrer que, pour toute fonction ¢ € C5°(RY), la fonction ¢
s’exprime a l'aide de sa transformée de Fourier par la formule presque
semblable (6), dite de Fourier inverse. Compte tenu de ’analogie entre
ces deux formules, il est souhaitable de trouver un espace de fonctions
qui soit stable par la transformation de Fourier donnée par (5) et par

son inverse donnée par (6). C’est 'objet de 1'espace de Schwartz.

3.2. L’espace .¥ de Schwartz. En 1947, Laurent Schwartz introduit
'espace . (R%) des fonctions C* sur R?, & décroissance rapide ainsi
que toutes leurs dérivées partielles. En d’autres termes, une fonction

¢ € C*(R?) appartient a .7 (R?) si et seulement si
Vae N V3 eN? | z99°p(z) — 0.

|z|—00

On munit cet espace vectoriel des semi—normes

No(p) = max{[|z°0¢| 1= [a] < p ,|B] < p} -
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On peut montrer que la topologie ainsi définie est métrisable, et fait
de . (R%) un espace complet.
La transformation de Fourier agit sur .%(R¢) de la fagon suivante.

Proposition 6. Pour tout ¢ € #(RY), $ € (R?). En outre, pour
tous o, B € N, on a les formules

(7) 209 = (i0)°¢ , %0 = (i€)°p .
Enfin, pour tout p € N, il existe g € N et C' > 0 tels que
Vo € y(Rd) , Np(@) < CNy(o) -

Démonstration. Soit ¢ € 7 (R?). En généralisant au cas multidimen-
sionnel les intégrations par parties successives du lemme 1, on déduit
que la fonction ¢ est a décroissance rapide. Puis, par dérivation sous le
signe intégrale, on constate qu’elle est de classe C'°, et que ses dérivées
sont a décroissance rapide. La formule
229 = (i0)*p
provient de dérivations répétées sous le signe intégrale, tandis que
P = (i€)%p
provient d’intégrations par parties répétées. Enfin, en constatant que

1Pl < llellze < Csup (1+ |z))* o (x)] < C'Nani(p)
z€eR

et en combinant avec les formules précédentes, on conclut que, pour
tout p,

Np(@) < CprerH(SO) .
O

Nous aurons également du lemme de densité suivant.

Lemme 3. L’espace C(RY) est un sous—espace dense de ./ (R?). En
d’autres termes, pour tout élément ¢ de ./ (R?), il existe une suite (o)
d’éléments de C3°(RY) telle que

VpeN, Ny(p—v,) — 0.

n—o0

En effet, soit y € C5°(RY) valant 1 sur la boule unité. Posons
x
Xn(7) = X (—) » P = Xnf -
n
Alors ¢, € C(RY), et

xaaﬁ(gp - Qpn) = (1 - Xn)maaﬁSO - E <ﬁ> 0”)(”:5“85’%0 .
v
0<y<B
D’une part, si v > 0,
1

xnl@) = 570"x <%>
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donc converge uniformément vers 0 lorsque n tend vers l'infini. D’autre
part, 1 — x,, est supportée dans

x| >n,
de sorte que
11 = xn)2?0%pl e — 0.

On a donc montré que, pour tout p, N,(¢p —¢,) — 0 .
n—oo

Il est maintenant aisé de conclure a la formule d’inversion de Fourier

dans . (R9).
Théoreme 6. L’application linéaire
F:pe SR = ¢ e s RY
est bijective, d’inverse donné par
Fl=02r) %o F =2n) " Foo,
ou o est l'involution définie par
op(r) = p(—z) .
Démonstration. Dans la section précédente, on a montré que
(27)F 000 F(¢) =

pour tout ¢ € C°(R?). Or Popérateur (2m) 4% o o o . est continu
sur .7 (R%) grace a la proposition 6, et d’autre part C§°(R?) est dense
dans . (R?) en vertu du lemme 3. Il s’ensuit que

(2m) " FoaoF(p) =

pour tout ¢ € . (R%). Par ailleurs, on vérifie aisément que .# o o =
oo .%. L’opérateur

(2n) %00 F = (21) “F oo
est donc bien un inverse a droite et & gauche de .Z sur .7 (R?). g
Aux formules (7), il convient d’ajouter
(8) F( o) =1, T, Flrap) =e 0 Fp.
Voici un exemple classique, qui nous sera tres utile.

Lemme 4. Pour tout nombre réel A > 0,

/2
F (e_M;Q> = (2;) e_% )

Démonstration. Commencons par le cas d = 1, A = 1. Prenons la
transformée de Fourier des deux membres de I'identité

—e 2 = —xe 2 .
dx
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Il vient
EF <e’7) =——7 (e’T) :
Intégrant cette équation différentielle, on obtient
22 52
F (e_T) =Ce 7,
avec

C:/e_zjda:>0.

R
La valeur de C' peut se retrouver en appliquant la transformation de

Fourier inverse,
2
e_é = 09—1 <e_£22> — C_e_é ,

2

d’ou
C = (2m)% .

Le cas A > 0 quelconque s’en déduit par changement de variable dans
I'intégrale de Fourier,

F(eF) = ﬁy (%) <%> ,

et le cas d quelconque provient du théoreme de Fubini, qui entraine

7 () @0 =117 (%) )

J=1

3.3. Les distributions tempérées.

Définition 3. Une distribution T € D'(R?) est dite tempérée s’il existe
des constantes C' > 0 et p € N telles que

Vo € C°(RY) , (T, )| < CNy(o) -

Compte tenu du lemme 3, une telle distribution se prolonge de facon
unique en une forme linéaire continue sur .#(R?), que nous noterons
encore T. On désigne par .#’(R?) l'espace vectoriel des distributions
tempérées.

Il existe de nombreux exemples de distributions tempérées : les éléments
de LP(R?) pour p € [1, 00], les distributions & support compact, les dis-
tributions périodiques par rapport a un réseau, les fonctions mesurables
a croissance polynomiale... En revanche, la fonction

||

T +— e
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ne définit pas une distributions tempérée, car elle est positive et croit
trop vite, mais la fonction

. 2

s el el

en est une, car elle est liée a la dérivée de

2
selel
)

qui est bornée donc tempérée !

La transformée de Fourier définie par (5) se prolonge de fagon évidente
A L (RA),

Vfe LNRY) , f(©) /f Je HmE g

qui définit une fonction continue bornée f — en fait, tendant vers 0 &
infini. Si g € L'(R?), le théoréme de Fubini entraine

/} §ds = [ f@)ife) da

Compte tenu de cette identité, on définit la transformation de Fourier
sur .’ (R?) de la fagon suivante.

Définition 4. Pour tout T € ./ (R%), on définit T € ' (R%) par
Vo e SR, (T¢) = (T, ) .

Compte tenu de la proposition 6 et du théoreme 6, on obtient immédiatement
le résultat général d’inversion due Fourier.

Théoreme 7. L’application linéaire
F:Te S RY)—Te.7RY
est bijective, continue pour la topologie de la convergence simple, d’in-
verse donné par
Fr=02n) %o F =021 Foo.

En outre, elle vérifie les identités suivantes.

F(2°T) = (i0)*FT , F(0°T) = (i&)’ FT .

F (T = ,FT , F(1,T) = e ZT

Citons quelques exemples simples. Tout d’abord,

(B0, ) = (0) = / o) da
Rd
donc
do =1,
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et, par inversion de Fourier,
1= (2m)%, .

Une application frappante est que, si P est un polynome a d variables
tel que l'ensemble des zéros de P(i€) ne rencontre R? qu’a I'origine,
alors les solutions tempérées de 1’équation aux dérivées partielles

PO)T =0

sont nécessairement des fonctions polynomiales. En effet, en prenant la
transformation de Fourier des deux membres,

P(i§)T =0,

donc, compte tenu de I'hypothese sur P, le support de T est contenu
dans {0}, de sorte que, d’apres un théoreme du cours de distributions,
T est une combinaison linéaire finie de dérivées de dp, ce qui donne la
conclusion attendue en appliquant la transformation de Fourier inverse.
Par exemple, dans le cas ou d = 2 et P(&;,&) = & + is, on en déduit
le théoreme de Liouville, selon lequel toute fonction entiere sur C qui
est bornée est nécessairement constante.

Un autre exemple est le cas des distributions périodiques. Si T est
une distribution I'~ périodique, ot I' est un réseau de R?, alors la
décomposition en série de Fourier

entraine

T =2m)" > cx(T)dy .

kel*

3.4. Le théoreme de Plancherel. Un autre exemple, fondamental
celui—ci, est le cas des éléments de L*(R?).

Théoreme 8. La transformation de Fourier induit un isomorphisme
de L*(RY) sur L*(R%), tel que (2m)~Y2.F est un opérateur unitaire.
En particulier, une distribution tempérée est une fonction de carré
intégrable si et seulement si sa transformée de Fourier est une fonction
de carré intégrable.

En effet, puisque .7 (R?) est dense dans L?(R?), il suffit de montrer
I'identité

Vo € S(RY) , (2m) / PO de = / (o) dr
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Pour cela, il suffit d’écrire, en vertu du théoreme de Fubini,

(2m) / POPdE = (2m) / / ()i () de da

Rd R4

— [let)lds.

ou, dans la derniere étape, on a fait usage de la formule inverse de
Fourier (6).

Comme dans le cas périodique, on peut alors définir les espaces de So-
bolev H*(R?), s € R, dont les éléments sont les distributions tempérées
T telles que
(1+[€P)°°T € L*(RY) .

On notera le choix du poids (14 [£]?)*/2, qui est C*® & croissance poly-
nomiale ainsi que toutes ses dérivées, ce qui permet de définir a priorile
produit de cette fonction avec la distribution tempérée T. En vertu du
théoreme de Plancherel 8 et des propriétés de la transformation de Fou-
rier sur .’/(R%), on vérifie immédiatement que, si s = m est un entier
naturel, alors H™(R?) est I'espace des fonctions de carré intégrable sur
R dont toutes les dérivées jusqu’a I'ordre m sont de carré intégrable
sur R?. Un argument analogue au cas périodique assure également que,
pour s > ¢ tout élément de H*(R?) est une fonction continue tendant

2
vers 0 a l'infini, dont la transformée de Fourier est intégrable.

On notera enfin que, contrairement au cas périodique, la réunion de
tous les H* est strictement incluse dans .#/(R%) — par exemple, la
transformée de Fourier inverse de la mesure superficielle sur la sphere
unité n’appartient a aucun H*—, et I'intersection de tous les H® contient
strictement . (RY) — par exemple, la transformée de Fourier inverse
de la fonction caractéristique de la boule unité appartient a tous les
H>.

3.5. Le cas des distributions a support compact. On a déja re-
marqué que la transformée de Fourier d’une distribution dont le sup-
port est 'origine est un fonction polynomiale. Plus généralement, la
transformée de Fourier d’une distribution a support compact possede
des propriétés de régularité remarquables, que nous énoncons ici sans
démonstration.

Théoréme 9 (Paley-Wiener—Schwartz). Soit T une distribution sup-
portée dans la boule euclidienne fermée de centre O et de rayon R.
Alors la transformée de Fourier de T est une fonction C* sur RY,
qui se prolonge en une fonction holomorphe dans tout C%, vérifiant en
outre l’estimation suivante :

9) 3C>0,3M >0,V eC, |T(Q)| <O+ |¢)Mefilmel
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Réciproquement, toute fonction entiére sur C vérifiant une estima-
tion du type (9) coincide sur R? avec la transformée de Fourier d’une
distribution a support dans la boule fermée de centre O et de rayon R.

3.6. Distributions tempérées dépendant du temps. L’espace vec-
toriel ./(R?) étant muni de la topologie de la convergence simple sur
les éléments de . (RY), on peut définir la notion de fonction de classe
C* & valeurs dans .%/(R%) pour tout k € {0,1,2,...} U {oo}. Si I est
un intervalle de R, un élément de C*(I,.7'(R?)) est une fonction

T:1— .7"(RY

telle que, pour tout ¢ € . (R?), la fonction ¢ — (T'(t), o) est de classe
Cksur I. Si T € C°I,s"(R%), une conséquence du théoreme de
Banach—Steinhaus est que, pour tout intervalle compact J inclus dans
I, il existe des constantes C, p telles que

W € (RY), max [(T(t), )| < CNy(ep) -

On en déduit en particulier qu'un tel élément T" définit une distribution
sur I° x RY, on I° désigne l'intérieur de I. En effet, si ¢ € C3°(1° x RY),
les fonctions

o(t,.) :x € R — o(t, x)
forment une famille bornée de Cg°(R?), & support compact lorsque ¢
décrit I°. En particulier, la fonction

t— (T(t), ¢(t,.))

est bornée — en fait continue — et a support compact dans /°. On
constate alors aisément que la forme linéaire

@H»/@@wm»w

est une distribution sur I° x R%, que nous noterons encore 7.
Il est aisé de se convaincre que, si T € C*(I,."(R?)), alors sa dérivée
T' € C°(I, " (R%)) n’est autre que la dérivée partielle par rapport a
t de la distribution 7" ainsi définie. En effet, si ¢ € C5°(I° x R?), on
vérifie que

d , g

L), 0(t,)) = (T'(0), o(t, ) + (T (1), 5. (¢,))

de sorte que

oT Op
(Gpedh =[O de = [0 6t ) dt = T0)
ot ot
I° I°
Par ailleurs, si T € C*(I,.7'(R%)), on peut considérer, pour tout t € I,
la transformée de Fourier de T'(¢). Il est alors immédiat que la fonction

—_

tE[i—)T(t)
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est un élément de C*(I,.7"(R%)), appelée tranformée de Fourier par-

tielle de T' dans la variable x, que nous noterons encore T’ lorsqu’aucune
confusion n’est a craindre.

4. L’EQUATION DE LA CHALEUR

4.1. Introduction. Le mémoire de Joseph Fourier publié en 1822 sous
le titre Théorie analytique de la chaleurse propose de décrire I’évolution
de la température dans un conducteur thermique. Désignons par T'(¢, )
la température au temps t et au point x du conducteur thermique,
considéré comme un domaine €2 de R3. Fourier établit une équation aux
dérivées partielles vérifiée par T', dont nous rappelons le principe. Sup-
posons que la transformation soit isochore, c¢’est—a —dire que le conduc-
teur thermique ne subit pas de variation de volume. Considérons le
systeme constitué d’'une boule B contenue dans ). Alors le premier
principe de la thermodynamique établit que la variation d’énergie in-
terne dU de ce systeme pendant une variation infinitésimale de temps dt
coincide avec la quantité de chaleur Q) apportée au systeme. L’énergie
interne s’écrit

U:/chpda:,

B
ou p est la densité de masse du corps, et ¢, est sa chaleur massique a
volume constant. On en déduit

oT
dU = v—pdr | dt .
/c atp x
B

Par ailleurs,

0Q =— /J.nda dt ,

B
ol J désigne la densité de flux de chaleur dans le conducteur thermique,
et n la normale extérieure a B, de sorte que le flux entrant dans B
est —J.n. La loi du méme Fourier (1807) stipule que la densité J est
proportionnelle au gradient de température :

J = —AgradT ,

ol A > 0 est la conductivité thermique du milieu. On obtient donc

0Q = /)\ (gradT).ndo | dt = /div()\ gradT) dx | dt ,
B B

la dernieére identité étant la formule de Green. Comme B est une boule
arbitraire, on en déduit

T
cvp%—t = div(AgradT) .
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En supposant le milieu homogene et isotrope, les quantités c,, p et A
sont des constantes positives, et on en déduit I’équation de la chaleur,
or A
Ot e
4.2. L’équation dans I’espace entier. Nous commencons par étudier

la situation idéale ot 2 est l'espace tout entier R?, d étant un entier
naturel quelconque.

AT .

4.2.1. Le théoréeme principal.

Théoréme 10. Soit Ty € ' (RY). Il existe un unique élément T de
C® (R, " (R?) solution de

oT
— = AT
ot
dans louvert R x R?, et vérifiant
T0) =1 .

De plus, pour tout t > 0, T(t) est une fonction de classe C* sur R4, a
croissance polynomiale ainsi que ses dérivées, donnée par la formule

1 |z —.|2
T(t,x) = Ty, e 4 .
(t.2) (47rt);l< " >

En d’autres termes, la température initiale dans tout ’espace détermine
la température pour des temps ultérieurs dans tout ’espace, et, quelle
que soit la distribution initiale de température, elle devient instan-
tanément une fonction de classe C'*°. Cette régularisation instantanée
est une expression de l'effet diffusif de cette évolution, et est tres im-
portante dans les applications. On prendra garde néanmoins aux deux
remarques suivantes :

— Les valeurs de la température pour ¢ < 0 ne sont en général pas
définies. Il existe tres peu de conditions initiales T permettant de
définir une évolution rétrograde, c¢’est—a—dire pour ¢t < 0. C’est en
quelque sorte la contrepartie de 'effet régularisant cité plus haut.

— Nous avons fait ’hypothese que la solution est une distribution
tempérée pour tout temps, qui en quelque sorte signifie qu’elle
n’est pas trop grande a l'infini, alors que I’équation a bien stur un
sens pour toute distribution 7' € D'(R% x R?). Cette hypothese
n’est nullement gratuite. En effet, il existe des fonctions de classe
C* sur RY x R¢, qui sont solutions non identiquement nulles de
I’équation de la chaleur, et qui tendent vers 0, uniformément sur
tout compact ainsi que toutes leurs dérivées, lorsque t tend vers
0". Voici un exemple. Soit o un nombre réel strictement supérieur
a 1. Soit g la fonction définie sur R par

e’t% sit>0
g(t)Z{

0 sit<0.
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I1 est classique que cette fonction est de classe C'°°. On peut alors
montrer que la fonction

Titw) = 360

est de classe O sur R x R?, et vérifie I'équation de la chaleur.
Notons qu’elle vaut 0 pour ¢ < 0.

Passons a la démonstration du théoreme 10. Soit 7" la transformée de
Fourier partielle de T' dans la variable x. L’équation devient

or _
ot

Considérons T' comme une distribution sur R7 x R?. Alors on peut la

€T .

multiplier par la fonction C* e et obtenir
% <et|£\2T> =0,

ce qui signifie que €T est une distribution indépendante de t. En
passant a la limite lorsque t tend vers 0, on en déduit

9 .
T =T,
soit encore
R el
T=e T, ,

qui est bien une fonction C* & valeurs dans ./(R%). On en déduit
I'existence et 'unicité annoncées. Montrons maintenant la formule don-
nant 7'(t) pour ¢ > 0. Soit ¢ € .#(R?). Alors
(T(t), ) = (T(t),F ') = (Tp,e B F 1)
= (T, Fe Ty .
Calculons
Y, = Fe Pz

Il vient, grace a la formule d’inversion de Fourier et au théoreme de
Fubini

1 ) 5.
U(z) = @) / e U@ O HWO o (1) dy dé
R xR4
— [ e =)ty = ko pla).
Rd
ou
(10) by = (2m) T (e ) = 1
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d’apres le lemme 4. Il s’ensuit que

(T(t), ) = / T(t,y)e(y)dy
T(t,y) = (To, k(. —v)) ,

qui est bien une fonction de classe C* a croissance polynomiale ainsi
que ses dérivées. Ceci acheve la démonstration du théoreme.

4.2.2. Cas particuliers et conséquences. Si Ty = dg, alors
1 _l=?
—e 4t
(4mrt)d/2
la fonction donnée par (10). Une conséquence est que la fonction loca-
lement intégrable

T(t,x) = k(z) =

E(t,r) = 1450 k()

satisfait &

OF
57~ AE =300

dans D'(R x R?). En effet, si p € C5°(R?),

<88_€_AE > = //kt ( +A<p>(t,x)dtdx
_ _E%//kt ( +A<p) (t,z) dt dz

e R4
: Ok
= III&//(——AI{,}) o(t,z)dt de + 11I(I)l+ k.(x)p(e, x) dx
E—r L E—r e
= ¢(0,0) .

En d’autres termes, E est une solution élémentaire de I’'opérateur différentiel
a coefficients constants

LN

ot
Par ailleurs, on constate directement sur ’expression de E que E €
C>®(R x R?\ {(0,0)}). Un résultat de théorie des distributions assure
alors que, pour tout ouvert @ de R x R?, toute distribution u € D'(Q)
solution de

ou
dans @, est une fonction de classe C'*° dans (). Ce résultat tres général
montre que 1’étude des solutions tempérées dans l’espace tout entier
peut avoir des conséquences frappantes sur les propriétés qualitatives

de solutions distributions dans un ouvert quelconque.
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Lorsque Tj est une constante, alors T'(t) = Ty pour tout ¢ > 0, puisque
k; est d’intégrale 1. Ceci est conforme a I'intuition physique, selon la-
quelle les seules variations temporelles de T" sont dues au gradient de
températures.

Plus généralement, si Tj est positive — ce qui est le cas de toute fonc-
tion température exprimée dans le systeme international d’unités!—
alors T est une fonction positive sur R x R%.

Si Ty € LP(RY) pour p € [1,00], alors T'(t) = k; * Ty appartient a LP et
1T |e < 170l e -

C’est une conséquence de I'inégalité de Young et du fait que la norme
L' de k; est 1. De plus, si p < 0o, alors T'(t) converge Ty dans L? lorsque
t tend vers 07. En d’autres termes, la famille de transformations

est un semi-groupe de contractions de LP(R?). On notera qu’il n’est
pas si simple de montrer directement la condition de Hille-Yosida,

[T = 8) s < 5, A> 0
hormis lorsque p = 2.
Si p = oo, la propriété de continuité devient fausse, puisqu'une li-
mite uniforme de fonctions continues est nécessairement continue. En
revanche, elle redevient vraie si T; est une fonction bornée et uni-
formément continue. On a donc aussi un semi-groupe d’évolution sur
cet espace de Banach.

4.2.3. Le cas de sources extérieures. Supposons maintenant que 1’on
place une source de chaleur dans le conducteur. A chaque instant, cette
source va contribuer au bilan énergétique, faisant apparaitre un terme
au second membre de I’équation, sous la forme

or
E_AT_S'

Supposons que S soit un élément de C(R,,."(R?)). Alors le théoreme
principal devient

Théoréme 11. Soient Ty € '(R?) et S € C(R,,.7'(RY)). . Il existe
un unique élément T de CY(R,.7"(R?) solution de

aT

dans l'ouvert RY X R?, et vérifiant

T(0) =T, .
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De plus, pour tout t > 0, T'(t) est donnée par la formule

t
T(t):To*kt+/S(t—T)*k7dT
0

Dans I’énoncé ci—dessus, on a utilisé la notation du produit de convo-
lution d’un élément de .’ et d'un élément de . suivant

(T x4, ) = (T, * ),

qui a un sens puisque le produit de convolution de deux éléments de .
est un élément de .. On notera que, si T € " et b € ., alors T * ¢
est une fonction de classe C'™ a croissance polynomiale ainsi que ses
dérivées. En revanche, lorsque t tend vers 0, k; n’a pas de limite dans
&, mais converge vers &y dans .. L'intégrale

t

/S(t—T)*deT

0
est donc seulement a valeurs dans .’ — de classe C! en t.

La démonstration du théoreme 11 suit la méme méthode que celle du
théoreme 10. En prenant la transformée de Fourier partielle des deux
membres, on obtient 1’équation

T+ |¢PT =S,
qui se résout en

t

~

T(t) = e P T, + /e_TKZS’(t —7)dr,
0

ce qui conduit a la formule annoncée apres application de la transfor-
mation de Fourier inverse.

4.3. Le cas de conditions aux limites. Le probleme le plus naturel
physiquement est la combinaison de I’équation de la chaleur dans R x €2,
ol Q est un ouvert de R? représentant le conducteur thermique, avec
des conditions aux limites pour la température. Par exemple, on peut
imposer, sur une composante connexe du bord, que la température est
maintenue a une valeur constante 7;. Une autre possibilité est d’im-
poser que la dérivée normale de la température s’annule sur le bord
de - ou sur une de ses composantes connexes — ce qui correspond,
d’apres la loi de Fourier, a un flux de chaleur normal au bord, donc a
une hypothese d’isolation thermique.
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4.3.1. Le cas d’une boite a frontiere isotherme. Supposons que €2 soit
un parallélépipede rectangle de R?, c’est-a-dire — a translation pres

Q =]0, Ly[x ...]0, Ly4[ ,

ou Lq,... L, sont des constantes positives. Etudions Iévolution de la
température de cette boite lorsqu’on impose a sa frontiére une température
constante 17, de sorte que le probleme a résoudre est

oT »

E—AT:O, (t,x) e RL xQ, Tige oo =T1, Th=o =To ,
ou Ty est une fonction donnée sur €2. En posant u = T'—T17, ug = To—11,
on est ramené a

0

8—1:—Au:0, (t,2) € RL X Q, urxon =0, Up=o = Uo .
Le théoréme de Hille Yosida, appliqué sur l'espace de Hilbert L*(2) &
I'opérateur maximal accrétif A = —A de domaine

D(A) = {u € HY(Q), Au € L2(Q)},

assure que ce probléme est bien posé pour tout ug € L?*(£2), la condition
sur u € C(R,, L?(Q) s’exprimant précisément sous la forme

Vi € CR(RY) , uy = /¢(t)u(t) dt € HY(Q) | uy + Auy =0 .
0

Nous allons montrer que ’on peut résoudre ce probleme explicitement
en se ramenant a 1’équation de la chaleur sur des fonctions périodiques
dans 'espace entier. La méthode repose sur un argument initialement
utilisé par D’Alembert en 1747 dans son étude de I'équation des cordes
vibrantes, que nous traiterons au paragraphe suivant. Le principe re-
pose sur l'usage des symétries de R? par rapport aux hyperplans de
coordonnées. Pour tout j € {1,...,d}, désignons par o; la symétrie
orthogonale de R? par rapport a ’hyperplan H ; d’équation z; = 0, en
d’autres termes

(@1, .. xj, . Tq) = (T1, o, =Ty, Tg) -

Ces d transformations involutives commutent deux a deux, et engendrent
un groupe fini d’ordre 2¢, dont les éléments sont décrits par ’ensemble
Py des parties de {1,...,d} : pour I € &, 1’élément correspondant
est o7, le produit de composition des o; pour ¢ € I. On fait agir ce
groupe sur les fonctions définies sur R? par la formule

U[f:fOU[.

Soit I le réseau formé des points de R? dont, pour tout j € {1,...,d},
la j—eme coordonnée est un multiple entier de 2L;. Etant donnée une
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fonction u € L'(Q), on prolonge u de fagon unique en une fonction u
sur R?, localement intégrable et I'-périodique telle que

VIie Py ou=(—1)u .
I1 suffit en effet de prolonger d’abord u a
(11) P =] =Ly, Li[xx] = Lg, Lo[= | ] o1(QUN |
1€,

ol N est un ensemble de mesure nulle sur lequel on peut donc ignorer
la définition de u. On pose

Ve e Q, ulor(x)) = (=) u(x) .

On obtient ainsi une fonction intégrable sur P, telle que, pour toute
fonction f € L>(P),

/gfdx:/u <Z(—1)”a]f> dz |

P Q I1eP,

cette formule étant une conséquence de la décomposition de P (11)
ci—dessus, puis du théoreme de changement de variables appliqué sur
chaque o;(2).

Ensuite, on prolonge la fonction de L'(P) ainsi obtenue & tout R? par
[périodicité. 11 vient donc, pour toute fonction ¢ € .7 (R9),

(12) /gda:zz / fda::/u (Z(—l)maﬂpg dx |

Rd ve€lpl Q 1€Pq

olt ¢* désigne la périodisée de ¢ selon le réseau I'. On notera que,
si I'on part de u € C(f), la fonction u peut présenter des points de
discontinuité sur certains hyperplans de coordonnées, sauf si u s’annule
au bord de 2. Le lemme suivant clarifie ce probleme dans le contexte

fonctionnel du domaine de I'opérateur A.
Lemme 5. On suppose que u € H}(Q) et Au € L*(Q). Alors
Au = Au .

Démontrons ce lemme. Soit ¢ € Cg°(R?). Par définition du laplacien
au sens des distributions,

(Au,p) = /éso— /u (Z(—l)“@&pﬁ) dzx

R Q IeZ,
— /uA (Z (—1)|I|01g0ﬁ) dx |
Q 1€,



32

puisque A commute a chaque o;. Notons

f=> (=)Mot

IeZ,

La fonction f est de classe C™ sur RY, puisque ¢* l'est. En outre,
elle est nulle sur le bord de Q. En effet, pour tout j, on peut écrire

f=1—aif; ou
fi= Y, (=)ot
1€24,5¢1

La fonction f; est I'périodique, donc f; et o;f; sont égales sur I’hy-
perplan d’équation xz; = L;. Par ailleurs, elles sont évidemment égales
sur I’hyperplan d’équation z; = 0, puisque o0; est I'identité sur cet hy-
perplan. La fonction f est donc nulle sur ces deux hyperplans, et ceci
pour tout j. Cela signifie exactement qu’elle est nulle sur la frontiere
de Q. Il en résulte que f € H}(Q2). Ceci est une conséquence du lemme
suivant.

Lemme 6. Soit Q0 un ouvert borné quelconque. Soit f € H(Q)NC(RQ).
On suppose que [ est identiquement nulle sur Q. Alors f € H(Q).

Supposons démontré le lemme 6. On peut alors appliquer la formule
de Green pour le couple (u, f) de fonctions de Hj(2) dont le laplacien

appartient a L?(9),
/uAfdx—/Aufdw.

Q Q

On obtient donc finalement

<Au,90>=/Aufdx=/Ms@dx,

Q Rd
ce qui est précisément le contenu du lemme 12.

Il reste a montrer le lemme 6. Notons que, dans ce lemme, aucune
hypothese n’est nécessaire sur la régularité de 2. Quitte a décomposer
f en parties réelle et imaginaire, on peut supposer que f est a valeurs
réelles. Enon(;ons tout d’abord le résultat préliminaire suivant : soit
G : R — R une fonction de classe C! & dérivée bornée. Alors, pour
tout ouvert de R, pour toute fonction f € Li () & valeurs réelles,
G(f) := G o f appartient a L} (), et, si

loc

of 1
8_15]' € LIOC(Q) )
on a la formule
oG(f) 4 . Of
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En effet, la premiére assertion est évidente, car G(s) est a croissance au
plus linéaire a I'infini puisque sa dérivée est bornée. Quant a la seconde
assertion, elle s’obtient aisément en tronquant et en régularisant f.

Soit maintenant G : R — R une fonction de classe C! vérifiant

1 >
G(s):{SSI |s| > 2,

Osils| <1,

et posons, pour tout € > 0,
S
Gels) = <G (2) . £ =G

Puisque f est continue et vaut 0 sur le bord de 2, on a |f| < € sur
un voisinage de 0€2, de sorte que f. = 0 dans un voisinage de 0€). En
d’autres termes, puisque €2 est borné, f. est a support compact dans
Q). Par ailleurs, puisque

=6 ()

est uniformément bornée, il existe une constante C' indépendante de ¢
telle que

[fL < Clfl-
De plus, puisque G.(s) S f- converge simplement vers f lorsque ¢
e—
tend vers 0. On déduit alors du théoreme de convergence dominée que
f- tend vers f dans L*(Q) lorsque ¢ tend vers 0.
En outre, d’apres la formule énoncée plus haut,
afs — / (f)ﬁ
a.’l'j € al'j ’
Puisque GZ(f) converge simplement vers 1.y en restant uniformément
bornée, il résulte du théoreme de convergence dominée que

of. f
1 )
Oz =0 {770} 0z

dans L?(Q). Mais, par continuité de la dérivation au sens des distribu-
tions, on sait aussi que
of. . of

8l’j e—0 0_33]
dans 2/(12). Par unicité de la limite au sens des distributions, on conclut

que
of  of
1{#0}@—% = o,
et surtout que
of. _, 0f

al’j e—0 0_93]
dans L*(Q). Ceci étant vrai pour tout j € {1, ..., d}, nous avons montré
que f. converge vers f dans H'(2) lorsque ¢ tend vers 0. Puisque chaque
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f- est & support compact dans 2, on en conclut que f € H} (), ce qui
acheve la démonstration du lemme 6 .

En appliquant le prolongement v — v a la formulation faible sur €2 de
I’équation de la chaleur avec condition de Dirichlet,

Vib € CR(R) , uy = /¢ £ dt € HAQ)NHNQ) , wp+Auy = 0

on obtient la formulation du probléme suivant sur R,

ou
(13) E—AU—O (t, )ERide,g“:O:uO.
Remarque 1. Dans le cas de conditions aux ltmites isolantes, on peut
procéder de fagon analogue. Le prolongement u de u a P s’effectue cette

fois en écrivant

u(oy(z)) = u(z) ,
pour tout I € Py et pour tout x € ). Enfin, lorsque les conditions
aux limites sont mirtes — isothermes sur les faces de la frontiére pa-
ralleles a H; pour certains j, et isolantes pour les autres — cette for-
mule s’adapte en

u(or(z)) = (=1)"u(z)
ou I" désigne la partie de I constituée des indices correspondant auz

conditions aux limites isothermes. La démonstration du lemme 5 s’établit
alors de fagon analogue.

On peut alors appliquer le théoreme 10 pour obtenir la formule don-
nant u, et donc u par restriction a €2,

u(t, ) = / wo(y)ke( — y) dy = / wo()Ki(,y)dy , (f,7) €RE x Q.
R4 Q

avec, pour (t,m,y) eRy xQxQ,

(14) = > D)ki(z =y = or(y)) -

yel 1€ Py

Nous disposons donc d’une formule générale pour la solution de I’'équation
de la chaleur sur une boite, avec conditions aux limites isothermes. On
constatera sur cette formule que la solution est, dans t > 0, la restric-
tion a €2 d’une fonction de classe C*°. D’autre part, si t tend vers +o00,
cette fonction converge vers 0, ou, si l'on revient a T', vers T, qui est
donc la température d’équilibre quelle que soit la donnée initiale. Enfin,
remarquons que 1’on peut aussi résoudre le probleme 13 en utilisant les
séries de Fourier,
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avec

qui s’'integre en

Par ailleurs,

1 .
o) = / up(y) e dy
P
1
= —/uo Z(—l)u'o] (e7"®)) dy
| | Q €2y

B ')d / d ‘
= L uo(y) ]l;[lsm(k]y]) dy ,

Q

comme le montre un argument par récurrence facile sur 'entier d. On
note que ci(ug) est nul si I'un des k; est nul, et que

Cor () () = (—=1)eg(uo) -

En conséquence, si I}, désigne le sous-ensemble de I'* formé des points
a coordonnées strictement positives, on conclut que

24 ) S .
u(t,z) = I L Z e tIH /uo(y) Hsm(kjyj)sm(kj:rj)dy .

ke o j=1

Notons que cette identité n’est rien d’autre que la spécialisation au cas
du laplacien de Dirichlet sur la boite €2, de la méthode de diagonali-
sation vue a la fin du cours sur les semi-groupes. En effet, on vérifie
directement que les fonctions

2d/2 d ‘
WH51n(ijj) kel

7j=1
forment une base hilbertienne de fonctions propres de cet opérateur sur
L3(92).
En comparant les deux expressions de u ainsi obtenues, on déduit 'iden-
tité

2d

d
Ll—Ld Z eitlkl HSil’l(kjyj) Sil’l(kjl‘j) .

kers j=1

(15)  Ki(z,y) =

L’identité entre les deux expressions (14) et (15) provient de la formule
de Poisson associée au réseau I', appliquée a la fonction k;. Cette iden-
tité a de nombreuses applications. En particulier, en faisant x = y et
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en intégrant sur €2, on obtient, quand ¢ tend vers 0%,

Z e7t|k|2 ~ L1 . e Ld
(4mt)d/2 7
kel
ce qui fournit des informations précises sur le nombre d’éléments de
I, contenus dans une boule de rayon R, lorsque R tend vers 'infini,

c’est—a—dire le nombre de points a coordonnées entieres dans un grand
ellipsoide.

En revanche, I'une ou l'autre des expressions (14) et (15) n’entraine
pas de facon évidente la propriété physiquement naturelle que, si ug
est une fonction positive, alors u est positive. En d’autres termes, K,
devrait étre une fonction positive sur €2 x 2, et ce n’est nullement
évident sur ces formules. Nous allons pourtant déduire cette propriété
d’un argument général, indépendant de ces formules.

Théoréme 12. Soit u une solution de

0
a—?—AU—O (t,l’)ERiXQ,U|RX3Q:0,U|t:0:UOEL2(Q).

On suppose que ug > 0. Alors u(t,z) > 0 pour tous (t,z) € R x (.

Démonstration. Soit G : R — R une fonction de classe C? vérifiant
Vs <0,G(s)>0;Vs>0,G(s)=0; C>G">0.

Considérons la fonction continue

- /G(u(t,x))d:c >0
Par hypothese, F'(0) = 0. Calculons pour t > 0,

F'(t) = /G’ (t,)) (ta: dx—/G’ (t,x)Au(t, z) dx

= — / G (u(t, z))|Vu(t,z)|* dzr
Q
la derniere identité provenant de la formule de Green. Il s’ensuit que F
est une fonction décroissante. Puisqu’elle est nulle en t = 0 et positive
ou nulle, elle est identiquement nulle. En d’autres termes, puisque G
est a valeurs positives, G(u(t,z)) = 0 pour tout (¢,z), ce qui acheve la
démonstration. O

Remarque 2. On notera que la démonstration ci—dessus s’adapte a
tout ouvert €1, la formule de Green utilisée étant toujours valable si
u € Hi(Q) et Au e L*(Q), ce qui est la condition u € D(A).

Terminons ce paragraphe en signalant qu’il est évidemment possible,
comme dans le paragraphe précédent, d’ajouter une source extérieure
S dans le second membre. Les détails sont laissés au lecteur.
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4.3.2. Le cas d’'une couronne dans R3. A titre d’exemple faisant inter-
venir des conditions aux limites non uniformément isothermes, considérons
maintenant le cas ot Q) est I'ouvert de R? contenu entre deux boules
concentriques, de rayons respectifs Ry et Ry, avec Ry < R, ou l'on
impose a la température d’étre égale a une valeur constante 7 sur la
sphere de rayon Ry, et a une valeur constante 75 sur la sphere de rayon
Ry. Le probleme s’écrit donc

orT
E—AT:O, R1<|$|<R2,
Ty si =
T(t, ) vost el =R
Ty si|z| = Ry

Par un argument d’invariance par rotation combiné avec I'unicité prove-
nant du théoreme de Hille-Yosida, on en déduit que 7" est une fonction
de t et de r = |z|, que nous noterons encore T'(¢,7). On a alors

0*T 20T
AT =4 2
or? + ror’

et, en introduisant la nouvelle fonction inconnue
u(t,r) =rT(t,r),

on est ramené au probleme suivant, a une dimension d’espace,

ou  9*u
E—W = 0, Ri<r<R,,
T, sir=
u(t,r) RTy s?r Rl.
R2T2 SlT:RQ

On se ramene alors a des conditions aux limites nulles en soustrayant
a u la solution stationnaire u; du probleme, caractérisée par

0%

92 :O, R1<7’<R2,
R1T1 sir= R1

us(r) ) )
RQTQ S1 17 = R2

soit
RT, — R, T RiRy(T) — T
us(r) = 219 ESIN 1Ro(Th 2)‘
R2_R1 RZ_Rl
La fonction v = u — u, vérifie alors

0 0?

8—:—8—220, Ry <r <Ry, v(t,r)=0sir=Ryousir=R,.
r

En posant

w(t,z) =v(t, Ry + x),
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on se ramene au probleme étudié au paragraphe précédent, avec d = 1
et L1 = Ry — Ry. On a donc

wit,r) = Y / woly) (ko — 7 — ) — ol — v+ ) dy .

On vérifie aisément que la formule générale pour T'(¢,r) est

T(t,r) = T4 3 / Ty(p)~Ta(p)) (k=) helr-+p—2Rs=)) pip.

ELlZR

ou T, est donnée par,

US(T) _ R2T2 — RlTl RlRQ(Tl — TQ)

T,(r) =
<r) T R2 — R1 T(RQ — Rl)

En particulier, T'(t,r) tend vers Ty(r) lorsque ¢ tend vers 'infini. En
d’autres termes, T est la distribution de température d’équilibre.

A titre d’exercice, on pourra traiter le cas d'une condition aux limites
isothermes sur 1'un des anneaux, et isolante sur 'autre; on prendra
garde au fait que, dans ce cas, seule la méthode de diagonalisation
s’applique, et que les valeurs propres ne sont pas explicites.

5. L’EQUATION DES ONDES

5.1. Introduction. L’équation des ondes est ’autre équation d’évolution
la plus couramment répandue en physique : I'élasticité, I'acoustique,
I’électromagnétisme, la relativité, ... figurent parmi ses domaines d’ap-
plications. Il est singulier de constater en outre qu’elle est historique-
ment 'une des toutes premieres équations aux dérivées partielles, et
la premiere qui fut résolue explicitement. Dans son mémoire intitulé
Recherches sur la courbe que forme une courbe tendue mise en vibra-
tion (1747), Jean D’Alembert (1717-1783) établit pour la premiere fois
I’équation des cordes vibrantes,

Pu 0%
—_ C —_—
ot? 0x?
et en donne la solution générale explicitement. Rappelons brievement
comment il obtient cette équation. On considere que la corde au re-
pos occupe l'intervalle ]0, L[ pour un certain L > 0. Supposons que,

au cours d'une petite vibration, sa forme devienne le graphe d’une
fonction

(16) =0,

x>yt ),

avec les conditions
y<t7 0) = y<t7 L) =0 5



39

qui expriment que la corde est fixée a ses extrémités. Appelons T la
tension de la corde, et p sa masse par unité de longueur, suposées uni-
formes. Considérons un élément de corde correspondant a une variation
infinitésimale dx de I’abscisse. Alors la longueur de cet élément est

oy 2
ds =+4/1+ e dr ~ dx .

i

Appliquons la deuxieme loi de Newton a cet élément de masse uds, et
projetons—la sur 'axe vertical,

pdsl'y = F, |
ou I'y est la composante verticale de I'accélération, donc

_ Py
YT
et Fy, est la composante verticale de la résultante des forces appliquées
a I’élément de corde. On néglige le poids par rapport a la tension. On

obtient done, si « désigne I'angle de la tangente au point (z,y),
F, =Tsin(a + do) — Tsin(a) = T'd(sin o) .
Or

dy
tan o D

V1 + tan o \/1+(%)2 '

sin = tan o cosa =

On en déduit

&y %y
d(sina) = ‘9; — dx ~ 92 dx .
[ECIETR
On en déduit
%y 0%y
ZJ_pZd
Hoe Ox?’

ce qui est bien 'équation (16) ci—dessus, avec

Dans le méme article, D’Alembert montre que la solution générale de
cette équation est de la forme

y(t,x) = F(ct+x) — F(ct —z) ,

ou F' est une fonction périodique de période 2L, et en déduit que les
données initiales yo(z) = y(0,z) et vo(z) = %(O,x), représentant res-

pectivement la forme initiale de la corde et la vitesse initiale en chaque
point de la corde, déterminent la solution y pour tout temps.
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L’équation des cordes vibrantes se généralise a plusieurs dimensions.
Par exemple, en dimension 2, I’équation des membranes vibrantes
2
% —AAy =0

décrit les petites vibrations d’'une membrane, et est établie de facon
analogue. En dimension 3, dans un fluide admettant une loi d’état
p = P(p) reliant pression et densité, et soumis a de petites variations
autour d’un état d’équilibre et de densité uniforme pyg, la pression vérifie

I’équation des ondes acoustiques,

32
8_15 —Ap=0, c=+/Plpo) .

L’équation des ondes découle également des équations de Maxwell de
I’électromagnétisme, pour chacune des quatre composantes du potentiel
électromagnétique en jauge de Lorentz, la constante ¢ désignant alors
la vitesse de la lumiere. Elle est enfin la version linéarisée des équations
d’Einstein, qui sont au centre de la relativité générale.

Dans ce qui suit, nous montrons comment résoudre cette équation dans
I’espace entier, en insistant sur 1’expression explicite des solutions fon-
damentales, la conservation de I'énergie et la vitesse finie de propaga-
tion.

5.2. Résolution dans I’espace entier. Apres un changement d’échelle
en temps, on peut supposer que c = 1.

Théoréme 13. Soient ug € 2'(R?) , vy € Z'(R?). Il existe une unique
fonction u € C*(R, 2'(R%)), solution du probléme

2
OU _Au=0 dams RxRY.

ot?
uw(0) =ug , u'(0) = vy .

En outre, les restrictions de u(t) et de u'(t) a la boule B(zo, R) ne
dépendent que des restrictions de ug et vy @ la boule B(xo, R+ [t]).

Remarque 3. Il est utile de commenter ce théoréeme en comparant
ses résultats avec ceux du théoréme 10 analogue pour l’équation de la
chaleur.

— Alors que les solutions sont définies uniquement danst > 0 pour la
chaleur, ici elles sont définies sur tout R. En fait, le changement
de variable t — —t laisse invariante ’équation des ondes.

— Alors que le probleme de Cauchy de I'équation de la chaleur nécessite
des solutions tempérées pour son unicité, celui des ondes est bien
posé dans l’espace de toutes les distributions. En fait le principe
de vitesse finie de propagation figurant a la fin de ’énoncé donne
des informations tres précises sur le déterminisme pour les ondes,
que nous détaillerons plus encore au paragraphe suivant.
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Démonstration. Commencons par le cas ou les données uq, vy sont tempérées,
et cherchons u € C®(R,.7’(R%)). Alors la transformée de Fourier par-
tielle & de u dans la variable x vérifie
"+ €0 =0 dans R xR,
YAL(()) - 1?60 y lALI(O) - @0 .
Cette équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants
a pour unique solution

in(t
(17) a(t) = cos(t|€])iio + %ﬁo .
Réciproquement, les fonctions
sin(£[¢])

(£,8) = cos(tlE]) , (£,€) = T

sont de classe C'*°, a croissance polynomiale ainsi que leurs dérivées, de
sorte que le second membre de (17) définit bien une fonction C'* sur
R & valeurs dans .%/(R%).

Afin de généraliser cette formule au cas de distributions quelconques,
étudions les distributions tempérées F; et F} caractérisées par

sin(t[¢])

F(F,) = e

L F(E) = cos(tlé]) -
En remarquant que

sin(t 0 $2n+1 2\n 0 $2n 2\n
S = 3o e costlel = 3o e

on constate que .Z (F}) et .7 (F}) se prolongent en des fonctions entieres
sur C¢, de la forme

FE)Q) =h (G+...¢) » FE)Q) =h (G +...¢)

avec

VzeC, h(z) = % . he(2) = cos(tv/z) ,

qui sont holomorphes en z et vérifient les estimations
|ht(2)| < eltm(v2)| L |(2)] < |t|e\ﬂm(x/5)| ]

Par ailleurs, on constate que

Tmy /2 + -+ | < +/(ImG))? + ... (Im¢y)? = |Tm].

En effet, il suffit d’appliquer I'identité élémentaire

Va € C, 2(Ima)* = |a]* — Re(a?)
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aa=+/C+...¢3. On obtient alors
2
2<Im,/gl2+---+c§)

G4+ Gl = Re(G -+ +¢g)

<GP+ + Gl = Re(¢F) — -+ — Re(¢)
< 2(ImG)?+ -+ 2(Imé)? = 2JIm(]?
On en conclut

| F (F)(Q)] < ™ LZ(F)(Q)] < Jtfel™] .

D’apres le théoreme 9 de Paley—Wiener—Schwartz, on en déduit que F;
et F, sont des distributions & support dans la boule fermée de centre 0
et de rayon [t|. En particulier, leurs produits de convolution avec toute
distribution sont bien définis. Si ug, vg sont des distributions arbitraires,
la formule
u(t) = Fy % ug+ F, + vg
définit donc un élément de C*(R, Z'(R%)), qui coincide avec expres-
sion trouvée dans le cas de distributions tempérées. Il est facile de
vérifier que u est encore solution du probleme, soit par un calcul di-
rect, soit par un argument de densité de .’ dans Z’. En outre, si ug
et vy sont nulles dans une boule B(xzg, R + [t|), alors, grace aux pro-
priétés du produit de convolution, les supports de u(t) et de u'(t) sont
contenus dans
B(wo, R +t])° + B(0, |¢])

qui est disjoint de B(zg, R). Par linéarité, cela montre que, si deux
couples de données initiales sont égaux sur B(zg, R + |t|), alors les
solutions au temps ¢ sont égales sur B(xg, R). Cette propriété constitue
le principe de vitesse finie de propagation : la solution au temps ¢
n’est influencée que par des propriétés des données se propageant a
vitesse au plus 1. On 'appelle aussi parfois principe d’Huyghens, du
nom du mathématicien et physicien néerlandais Christian Huyghens
(1629-1695), qui a tres tot formulé la théorie ondulatoire de la lumiere.

Pour clore la démonstration du théoreme 13, montrons I'unicité. A cette
fin, observons que les calculs ci-dessus montrent que la fonction t — F;
est solution de

0? .
<@—A)Ft:(), F():O, F(;:FO:O

Considérons alors la distribution sur R x R3
E= 1iso F; .

On montre aisément, comme dans le cas de 1’équation de la chaleur,

que
82
(@ - A) E - 5(070) .
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Soit alors T' > 0 arbitraire, et soit x € C§°(R) supportée dans I'inter-
valle | — 2T, 2T[ et valant 1 sur [T, T]. Alors la distribution x(t)E
est & support dans [0,27] x B(0,27T). On en déduit que, pour toute
distribution w sur R x R%, la distribution (yE) * w est bien définie, et
vérifie

(5r-8) B0 = (B (55-a)w

= w+ (O}xE + 20,x0,F) * w .

Supposons que w soit supportée dans ¢t > 0. Alors la distribution
(02xE + 20,x0:E) * w est supportée dans t > T. Si en outre w est

solution de
82

on en déduit que w est nulle pour ¢ < T. Comme T est choisi arbitrai-
rement, cela implique w = 0.

Or, siu € C*(R, Z’) est solution de I’équation des ondes avec données
initiales ug, vg nulles, alors on vérfie aisément que

w=1you

est solution de I’équation des ondes. Comme elle est visiblement sup-
portée dans t > 0, elle est identiquement nulle. On en conclut que u
est nulle pour ¢t > 0. Le cas t < 0 se traite en changeant ¢ en —¢ dans
I’équation. Ceci acheve la démonstration du théoreme 13. U

Enongons maintenant le résultat analogue avec une force extérieure,
dont la démonstration est laissée en exercice.

Théoréme 14. Soient ug € 2'(RY) , vy € Z2'(RY), f € C(R, Z'(RY)).
Il existe une unique fonction u € C*(R, 2'(R%)), solution du probléme
0*u J
ﬁ —Au = f dans R x R ,

w0)=uy , u'(0)=nuvp.

La fonction u est donnée par la formule
t

u(t):E*UO+E*UO+/FtT*f(T)dT.
0

En particulier, les restrictions de u(t) et de u'(t) a la boule B(xg, R)
ne dépendent que des restrictions de ug et vy a la boule B(zo, R+ |t]),
et de la restriction de f(7) au domaine |x — xo| + |t — 7| < R, pour T
compris entre 0 et t.

La résolution de I’équation des ondes dans R? se ramene donc & la
description de la famille de distributions (F});cg. Pour cette raison,

cette famille est souvent appelée solution fondamentale de 1’équation
des ondes dans R?.
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5.3. Expression des solutions fondamentales F;. Principe d’Huy-
ghens fort. Dans ce paragraphe, nous montrons comment obtenir
une expression explicite des distributions F}; permettant de résoudre
I’équation des ondes. Nous en déduisons une particularité de ces solu-
tions en dimension d impaire au moins égale a 3.

5.3.1. Le cas d = 1. Méme si la démonstration élémentaire de D’Alem-
bert ignore ’analyse de Fourier — et pour cause... —il n’est pas inutile
de voir comment les formules générales ci—dessus se spécialisent au cas

d=1. Alors
y(Ft)@) = cos(t|€]) = cos(t§) = %(eitf + e’it5) _
On en déduit, en appliquant la transformation de Fourier inverse,
F, = %(& +d.4) .

Ensuite, puisque

F/=F F=0,
on obtient
t 1 t
(Fuph= [tBug) =3 [oyar.
0 —t

Si wug, vg sont localement intégrables, par exemple, on en déduit la
formule de D’Alembert,

t

u(t,z) = %(uo(x +t) +up(z —1t)) + % /vo(:lr +7)dr .

—t

5.3.2. Le cas d impair au moins égal a 3. Dans ce cas, on peut préciser
I'information sur le support de F; et de Fj.

Théoréme 15 (Principe d’Huyghens fort). Si la dimension d est im-
paire au moins égale a 3, F; et F; sont supportées dans la sphére de
centre 0 et de rayon |t|.

En d’autres termes, si d est impair au moins égal a trois et si [t| > R,
la restriction a la boule B(z, R) de la solution au temps ¢ de I’équation
des ondes, ne dépend que des restrictions des données initiales a 1’an-
neau B(zo, [t|+R)\ B(xo, [t|— R). Ou, si 'on préfere, lorsque les données
initiales sont a support dans la boule de centre xy et de rayon R, la
solution est nulle au voisinage de z( en tout temps ¢ tel que |t| > R.
Cette propriété, qui précise le principe de vitesse finie de propagation,
est appelée principe d’Huyghens fort.
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Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour F}, que nous allons
calculer explicitement. En utilisant la continuité de .# sur .¥’, on sait
que F; est la limite, lorsque € tend vers 0, de

Fi() = 2m) [ eroxelenTae)

.,
g
Rd

ou x désigne n’importe quelle fonction paire de .(R) valant 1 en 0.
Calculons cette intégrale. Tout d’abord, a I'aide du théoreme de chan-
gement de variables, il est clair que Fy est une fonction invariante par
rotation autour de l'origine, elle s’écrit donc ff(|z]), avec

o0

fi(r - / x(e Sm / " do(n) | ptdp, r>0.

0 d—1
Le calcul de I'intégrale sur la sphere unité repose sur le lemme suivant.

Lemme 7. Soit g € C'([—1,1]) et soit d > 2. Alors

/ g(ng) do(n) = |S* 2|/ J(1— $2)%5 ds

Démontrons ce lemme. Rappelons la formule de la divergence ap-
pliquée & la boule unité B¢ de R¢,

[ nx@doto) = [ avximn
Sd—1 Bd
En appliquant cette formule au champ de vecteur

X() = g(ma)n ,

il vient

/mmww=/wwwwwmm=wwvhﬂWﬂ@@ﬂﬂmm,
gd—1 Bd -1

ol la derniere identité provient du théoreme de Fubini. En intégrant
par parties, il vient, en tenant compte du fait que d > 2,

Ja-#Fsgas = (0= T syl - [ L [s0- ] gt

1

=/uﬂ>w@—mUd

-1
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En reportant dans la formule ci—dessus, on en déduit

[ stw)astn) =@~ njp* / J(1— %) ds

gd—1

ce qui est bien le résultat annoncé, puisque
5472 = (d = 1)|B"
a cause d'une autre application de la formule de la divergence.

Revenons a la démonstration du théoreme. En appliquant le lemme, on
obtient

fi(r) = (2m) 4502 / o sin(tp)x(ep) K (rp) dp |

ou
1

K(y) = /eiys(l — 52)% ds
~1
est une fonction paire de y. Puisque d est supposé impair, on peut donc
transformer l'intégrale en p en une intégrale sur la droite tout entiere,

f;d_2 s )
i) = en B [ ko dp

1 o)
_ ) —d‘Sd__Q‘ 1 — 2y 43 d—2 ip(t+rs) d d
= @) - [0-s)z p* e x(ep)dp | ds
—1 00

- a5 () fum e ()

Puisque x est un élément de .,

1. (t+8\x|)
-X —0
€ £

sur Pouvert défini par ¢ + s|z| # 0, en particulier sur 'ouvert |z| < |¢|,
puisque s € [—1,1]. Il en résulte que la restriction de Ff(z) a 'ouvert
|z| < |t] tend vers 0, ce qui assure que F; est nulle sur cet ouvert.
Puisque 'on sait déja que F} est supportée dans {|z| < |t|}, ceci acheve
la démonstration.

Dans le cas d = 3, la formule ci-dessus prend une forme parti-
culierement simple, que nous allons maintenant établir. Montrons d’abord
le lemme suivant.



47

Lemme 8. Soit p € (R) et soit f : R — Rune fonction continue,
de classe C*° au voisinage de {f = 0}, telle que V f # 0 sur [’ensemble
{f =0}. Alors, au sens des distributions dans R,

1 [f o
g/) (g) ;; R/P(T)dT W,

ot o désigne la mesure superficielle sur lhypersurface {f = 0}.

Démonstration. 11 suffit de se restreindre a un voisinage de I’hyper-
surface {f = 0}, car la limite est clairement nulle en—dehors de cette
hypersurface. Posons

T

nr) = [ oryar

de sorte que
h f — p(T)dr | 1450 -
g e—0 >
R

Par continuité de la dérivation au sens des distributions, on en déduit,
au voisinage de I’hypersurface {f = 0},

1 (f\ _ Vf f 2
2 (‘) iz {h (_)} = | forr Y ol
R

Notons que 'ensemble {f = 0} étant de mesure nulle pour la mesure
de Lebesgue de R?, donc peut étre négligé dans I'identité ci-dessus.
En vertu de la formule des sauts pour un ouvert a bord régulier,

Vf
V(1 = —0.
(20 =157
Ceci acheve la démonstration du lemme. O

En appliquant le lemme, puisque y(0) = 1,

1 [t+s|z] o

-X — 20—,

€ € e—0 |s]
o étant la mesure superficielle sur ’hypersurface d’équation t+s|z| = 0,
qui est vide sauf si t et s sont de signes opposés. On obtient finalement

(18) F, = (2@HM (i)d_2/1(1 _ )% 0|t8\/s

2 dt ds ,
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ol o, désigne la mesure superficielle sur la sphere de centre 0 et de
rayon r. Si d = 3, (18) devient

1
Ld [ows
F=——>9 [ 2y
! 4 dt/ P

soit encore

Fuo) = 35 [ [ @@

i [ @),
|z|=t|
En d’autres termes, retenons le résultat suivant :
Théoreme 16. Si d = 3,
_on
4t ’

ou o, désigne la mesure superficielle sur la sphére de centre 0 et de
rayon r.

t

5.3.3. Le cas d pair. Dans ce cas, la formule pour F; est plus difficile
a obtenir directement a partir de sa transformée de Fourier. Heureu-
sement, il existe une méthode permettant de se ramener au cas d’une
dimension impaire.

Proposition 7 (Méthode de descente). Soit d un entier, et soit (FF™)er
la solution fondamentale de l’équation des ondes dans R, Alors, pour
toute fonction p € C(RY),

<Ft790> = <Ftd+1790®1> .

On notera que, puisque F™! est une distribution & support compact
dans R%!, son action sur la fonction C'*

90®1 : ('x17"'7xd7xd+1) H(p(xla"'axd)
est bien définie.

Pour démontrer cette proposition, il suffit de vérifier que la famille de
distributions sur R¢ (F})cr définie par

(Fy o) = (F* @ 1)



49

résout le probleme de Cauchy

-
F, ~
a@t; —AF, = 0 dans RxR?,
. dr,
Fy=0 —(0) =do .
Soit ¢ € C5°(R?). Calculons
0*F, . d?
(5a —AF¢) = —5(F ool — (K" Ape )

<Ftd+17 A(SO ® 1)> - <Ed+17 ASO ® 1>
= O,

puisque A(p ® 1) = Ap ® 1. Par ailleurs les conditions initiales sont
trivialement vérifiées. La proposition en résulte.

A titre d’exemple, calculons F; pour d = 2. Il vient

1
(Fop) = (Bt =12 [ e@dotey
l?4y2=2
B / (div(ze) + ¢) dad
© Ant|t] AR e ey
]2 +y2 <t?
1
- o] /(div(azw)—i-(p)\/ﬁ—]dex
s
|| <]
1
- / o(2) (VB [2P — 2.V /P — [2]P) da
s
|| <|
_ sign(t) / pla) .ot o) g
N N
lz|<|t| ly|<1

Le passage de la premiere ligne a la deuxieme ligne est conséquence du
théoreme de la divergence sur la boule tridimensionelle de centre 0 et
de rayon |t|; le passage de la deuxieme ligne a la troisieme ligne est
conséquence du théoreme de Fubini; le passage de la troisieme ligne
a quatrieme ligne est a nouveau conséquence du théoreme de la diver-
gence, cette fois en dimension 2.

En d’autres termes, retenons le résultat suivant :
Théoreme 17. Si d = 2,
B Sign(t) 1z <pe dx
2m\/t? — |x|?

On notera que F; n’est pas supportée dans le cercle de rayon [¢] : le
principe d’Huyghens fort n’est pas vrai en dimension 2. En revanche,
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remarquons que, pour les dimensions d = 1, 2, 3, F; est une mesure po-
sitive si t > 0. Cette observation entraine des propriétés de monotonie
remarquables pour les solutions de

0%u

— —Au = dans R x R?,

ot? /

w0)=0 , 4'(0)=vwp.

En effet, compte tenu des formules du théoreme 14, on constate que,
si f et vy sont positives, alors u(t) positive pour tout ¢ > 0. A titre
d’exercice, on pourra constater que cette propriété de positivité de
Fy est perdue par exemple en dimension 4. Il faut également prendre
garde au fait que, des la dimension 2, la distribution F; n’est pas une
mesure, de sorte qu’il existe des solutions de I'équation des ondes dont
les données initiales sont bornées, mais qui, pour un certain temps, ne
sont pas localement bornées.

5.4. Conditions aux limites. Comme dans le cas de ’équation de
la chaleur, il est possible de ramener 1’équation des ondes sur un pa-
rallélépipede rectangle de R? avec conditions de Dirichlet ou de Neu-
mann, & I’équation des ondes sur R?, avec des données périodiques par
rapport a un réseau. Nous ne développerons pas ici cette approche, due
a D’Alembert dans le cas de la dimension 1, et qui peut étre traitée de
facon analogue a ce que nous avons fait pour I’équation de la chaleur.
Le lecteur est encouragé a I’étudier a titre d’exercice.

5.5. Conservation de I’énergie et vitesse finie de propagation.
Pour conclure ce paragraphe sur 1’équation des ondes, introduisons la
notion importante d’énergie, et précisons son lien avec le principe de
vitesse finie de propagation.

(RY) et vy € LE (RY). Alors

loc

Théoréme 18. On suppose que ug € H}

loc
u € C°(R, Hio(RY) N C(R, Li(RY))

loc

et, pour tout R > 0, la fonction

£ (—o0, R) s En(t) = / (Bult, ) + |Vult,2)|?) do
|z|<R—t

est décroissante, et constante si R = +o00.

Démonstration. Supposons tout d’abord ug € H'(RY), vy € L*(RY).
Alors la formule

¢y — D

ITIvo(g) + cos(t|€])uo(€)

combinée au théoreme de Plancherel, montre que

u € C°(R, H(RY)) N C*(R, L*(RY) .
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En outre, le couple (4'(t, £), |€|u(t, £)) se déduit du couple (0y(§), |€]to(€))
par la matrice de rotation

<cos(t!f\) —sin(ﬂf!))
sin(t[€]) cos(t]) )

de sorte que la quantité

@/ (, )1” + [€7]alt, €)1

reste constante au cours du temps. En intégrant en £ et en appliquant
le théoreme de Plancherel, on en déduit la conservation de E(t).
Passons maintenant a la décroissance de Fg(t) pour R < +oo. Quitte
a régulariser les données, on peut supposer que u € C®(R x R%). Pour
montrer que Eg est décroissante, nous allons, comme pour le prin-
cipe du maximum de I’équation de la chaleur, recourir a une méthode
directe, ne nécessitant aucune information sur la formule explicite don-
nant u. Ecrivons

e—0

Er(t) =lim E°(t), E*(t) = /Xg(]a:\—l—t) (|0pu(t, 2)|* + |Vu(t, z)[*) dz,

ou

X est une fonction C*°, décroissante, valant 1 sur R_ et 0 sur [1, 4o00].
Il suffit donc de montrer que E° est décroissante pour tout ¢ > 0.
Calculons

d _ -
EEE(t) = /X/s(|$| + 1) (0] + |Vul?) + 2x-(Jz] + t)Re (Oudfu + Vu.0,Vu) dx
]Rd
= /Xé(lxl +t) (16sul® + [Vul?) + 2x(|z| + t)Re (QpuAu + Vu.0,Vu) dx
Rd
_ /x;(!x\ +1) (10al? + | Vul?) — 29 (xe(|z] + 1)) Re (GuVu) da
]Rd
= /X;(]x\ +t) (]&u!Q + |Vul? — 2Re (%%VU)) dx <0 .
Rd
Le théoreme en résulte. O

Notons enfin que, comme dans le cas du principe du maximum pour
la chaleur, la démonstration ci-dessus s’adapte sans probleme a des
conditions aux limites homogenes de type Dirichlet ou Neumann.
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6. INTRODUCTION AUX EQUATIONS DISPERSIVES

Ce dernier parapraphe est consacré a une introduction a une classe
d’équations d’évolution intervenant souvent en physique, et dont I’'étude
des perturbations non linéaires ont récemment donné lieu a des développements
mathématiques importants.

6.1. Généralités : relation de dispersion, vitesse de groupe.
Soit w : R? — R une fonction de classe C™, & croissance polynomiale &
I'infini, ainsi que toutes ses dérivées. La multiplication par w agit donc
sur les fonctions de .%(IR?), et, par transposition, sur les distributions
tempérées. On définit 'opérateur

w(D) : L' (RY) — ' (RY)
par la formule
w(D)u(§) = w(§)a(§) -
On s’intéresse a I'équation d’évolution
o
ot

pour une fonction inconnue v € C*(R,.%’(R?)). En utilisant la trans-
formation de Fourier partielle comme dans les deux paragraphes précédents,
on établit aisément le résultat suivant.

(19) w(D)u

Proposition 8. Pour tout uy € .#'(R%), il existe une unique solution
u € C*(R, ' (RY)) de I’équation (19) vérifiant de plus

u(0) = ug .
La solution u est donnée par la formule
(20) alt, &) = e @i (¢) .
En outre, siug € H*(RY), alors uw € C(R, H*(R?)) et
[u(®)][ e = lluollas -

Enfin, siug € . (R%), alors u € C*°(R, 7 (RY)) .

Exemples.
— L’équation de Schrodinger sans interaction
ou
21 — + Au=20
(21) iy T Au :
correspond au cas
w(€) =& .

Comme on le verra, elle est le prototype des équations dispersives,
dans un sens que nous allons définir un peu plus loin.
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— L’équation de transport

ou
(22) e +v.Vu =0,

pour un vecteur v € R? fixé, correspond au cas

w(€) = v |

En utilisant la formule (20), on constate que ses solutions sont de
la forme

u(t, ) = uo(z — tv) ,
reproduisant a 'instant ¢ le profil initial ug translaté a la vitesse
constante v. On les appelle des ondes progressives.

— L’équation de Klein—-Gordon,

0%u

@ — AU + m2U =0 ,
ou m est un parametre positif, se rencontre en théorie des champs.
En ramenant, comme pour I’équationd es ondes, cette équation
a un systeme de deux équations d’ordre 1, on constate qu’on est
ramené a étudier des cas ol w est non polynomiale,

w(§) = £V I[E[F +m? .

Au—dela de la proposition 8 ci—dessus, une question naturelle est la
description des propriétés qualitatives de la solution u dans différentes
asymptotiques, en particulier lorsque ¢ tend vers l'infini. Partons de
I’exemple simple de I’onde monochromatique de vecteur d’onde &,

u(t, l’) _ eim.ﬁ—itw(ﬁ) 7

correspondant & la donnée initiale ug(z) = ¢ . La proposition 8 ex-
prime que toute solution tempérée de (19) est superposition de telles
ondes monochromatique. Par exemple, si ug € . (RY),

(23) u(t,x) = (2—71r)d /ﬁo(f) ol E-itl®) g
Rd

Supposons que la transformée de Fourier de uy est un support tres
petit, proche d'un vecteur d’onde &, de sorte que I'on puisse écrire

o (§) = éa (§ — §0> :

€

pour une certaine fonction a € C$°(R?). Alors, en posant £ = & + en
dans I'intégrale au second membre de (23), on obtient

/ o) eiCorem=ituteoten) g,
R4

u(t,x) = @)
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En développant
w(&o +en) = w(&) +en.Vw(&) + O™l
on constate que
ult, z) = 01 U (e — 1Vw())) + O(?) .
ou U est donnée par

R4

Uly) =

En d’autres termes, lorsque € tend vers 0, u est approchée par une onde
monochromatique, modulée par une onde progressive dans les variables
lentes et, ex, avec la vitesse de propagation

v(&) = Vw(&) -

Ce calcul élémentaire motive les définitions suivantes.

Définition 5. (1) La quantité v(§) = Vw(§) est appelée vitesse
de groupe de [’équation (19) pour le vecteur d’onde §.

(2) L’équation (19) est dite dispersive si des ondes de vecteurs
d’ondes différents se propagent a des vitesse de groupe différentes,
c’est—a —dire si Uapplication & — v(§) est injective.

(3) La fonction w est appelée relation de dispersion de [’équation
(19), ou du miliew modélisé par cette équation.

Par exemple, I’équation de transport (22) a pour vitesse de groupe v,
donc n’est pas dispersive. En revanche, pour I’équation de Schrodinger
(21), la vitesse de groupe est v(§) = 2¢, I'équation est donc dispersive.
Il en est de méme pour I'équation de Klein—Gordon, qui possede les
deux vitesse de groupe

&
VIEP +m?

Comme le montre la formule (23), I’étude lorsque t tend vers l'infini
des solutions u(t, x) de telles équations se ramene a I’étude d’intégrales
du type

ve(§) =+

[ e ate) de
Rd
ou la phase ¢ est une fonction réguliere, a valeurs réelles, et dont le

gradient varie si I’équation est dispersive. C’est I'objet du paragraphe
suivant.



55

6.2. Notions sur les intégrales oscillantes. On appelle intégrale
oscillante une intégrale du type

I\ = /ei’\d’(“) a(x)dz

ol A est un parametre tendant vers I'infini, ¢ est une fonction réguliere
a valeurs réelles, et a est une fonction assez réguliere. Le domaine
d’intégartion est le plus souvent R tout entier. Commencons par trai-
ter le cas de la dimension 1.

6.2.1. Intégrales oscillantes en dimension 1. Dans ce cas, on dispose
d’estimations particulierement simples, dont la clé est le lemme suivant.

Lemme 9 (Van der Corput). Il existe une suite (cx)r>1 de nombres
positifs telle que, pour tout intervalle compact J de R, pour tout entier
k > 1, pour toute fonction ¢ : J — R de classe C™° vérifiant

veeld, o) =1,

@' étant de plus monotone si k = 1, pour tout nombre A > 0, on ait
I’estimation

Démonstration. Commencons par traiter le cas & = 1. Considérons
une fonction ¢ : J — R de classe C* telle que ¢’ est monotone, et
Vo e J, |¢'(z)] > 1. En partant de la formule

) 1 d )
iAd(a) _ LR
¢ N (z) dx (€77

)

0
L1 d
z)\¢>(as)d - (AiAP(x) d
/e v i)x/gb’(x)dx (7)) da

7
7 x B b
_ 1 [e _i/ems(m)i L I
A ¢(x) |, A dx \ ¢'(x)

a

?

on peut écrire, si J = [«

Puisque ¢’ est monotone et ne s’annule pas sur J, la dérivée de 1/¢’

est de signe constant, donc
d 1 / d 1
— | —— )| dx = ——)d
dz (cb’(x))‘ = (¢’(w)) :

B B
o 4 (1
Jo5 G) | = ]

[0}

On en conclut

[ <5 (‘¢’(104) * 7 ' ’ ‘d)’(la) - ) D <5

J
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Montrons maintenant les autres cas par récurrence. Soit k un entier au
moins égal a 1 pour lequel le lemme est montré a Im’ordre k. Montrons
le lemme a l'ordre k + 1. Soit donc ¢ : J — R de classe C* telle que

VeeJ, |p" (@) > 1.
Pour tout 6 > 0, on considere
Js = {x € J|p"(x)| <4} .

Puisque ¢* Y ne s’annule pas sur J, ¢*) est strictement monotone
sur J, donc Js est un intervalle. De plus, si x,y € Js, le théoreme des
accroissements finis implique

|z —y| < [¢W(x) — oW (y)] < 265 .

On en déduit que la longueur de Js est au plus 26, en particulier

/ M) do| < 26 .
Js

Par ailleurs, J \ Js est un intervalle ou la réunion de deux intervalles,
sur lesquels ¢®) est monotone et vérifie

v, 6% ()] >4 .
En appliquant ’hypothese de récurrence a la fonction ¢/J, on en déduit

/ei’\‘z’(m) dr| < 2Ck1 )
— (0

Js

En conclusion, on obtient

/ei)\qb(x) de| < 26 + 2Ck1 < Cler1 ’

s (ON)F — AFFT

en choisissant § = A\"FT et en posant
Cri1 = 2+ 2¢ .
Le lemme en résulte, avec ¢ = 281 — 2. O
Du lemme de Van der Corput, on déduit

Corollaire 3. Il existe une suite (cx)r>1 de nombres positifs telle que,
pour tout intervalle compact J de R, pour tout entier k > 1, pour toute
fonction ¢ : J — R de classe C* vérifiant

VeeJ, |¢W(z) >1,
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@' étant de plus monotone si k = 1, pour tout nombre A > 0, pour toute
fonction a € C*(R) s’annulant en une extrémité J, on ait l'estimation

/eiw(x) a(x)dz| < )\C—Ii/|a/(x)|dx :
3
7 T

En effet, si par exemple a(f) = 0, il suffit d’intégrer par parties selon

T

/ei’\‘z’(x) a(r)de = —/ /ei)“z’(t) dt | d(z)dx

J J «a
et d’appliquer le lemme de Van der Corput.

Observons que le corollaire ci—dessus s’applique en particulier si J = R,
pourvu que, par exemple, a € . (R). En effet, on a alors, pour tout
X >0,

X X X

/ @ q(2) dx = a(X) / @) dg 4 / @ (a(x) — a(X)) dx .
-X -X '
En vertu du lemme de vertu de Van der Corput et du fait que a(X) tend
vers 0 lorsque X tend vers l'infini, le premier terme au second membre
tend vers 0, tandis que le second terme s’estime grace au corollaire. On
obtient donc

/ei)\d)(ax) a(x) dz| < )\c_]j/|a/(;p)|dl‘ .
R k R

Discutons maintenant 'optimalité de cette estimation. Si & = 1, la
décroissance en A peut étre considérablement améliorée, grace au résultat
tres utile suivant.

Proposition 9 (Lemme de la phase non stationnaire). Soit ¢ : R — R
une fonction de classe C™ telle que

VeeR, [¢/(z)] >1, Vk>2, [¢¥(2)] < By .
Pour toute fonction a € % (R), pour tout entier N > 1, lorsque A —
+00,

. N,a,Bi, k< N+1
/ez)\qﬁ(z)a(l_)dx < C( ) @, k)y\]]\{;_ + )

R

Démonstration. 11 suffit en effet de reprendre l'intégration par parties
au début de la démonstration du lemme de Van der Corput,

. 1 , d
/e“‘ﬁ(f‘) a(x)dr = —a/e”\d’m e (%) dz,
R

R
et d’itérer N fois cette opération avant de majorer sous 'intégrale. [J
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En revanche, a partir de k = 2, 'ordre de décroissance AF est opti-
mal, comme le montre le célebre résultat suivant, souvent attribué au
physicien britannique William Thompson, Lord Kelvin (1824-1907).

Proposition 10 (Lemme de la phase stationnaire). Pour toute fonc-
tion a € L (R), pour tout entier N > 0, lorsque A — 400,

1 N . 2n
a2 21\ 2 L= (£i)™ [ d 1
+iA% I e +i7 Il -
/e a(z) dr = ()\> e (g S <dm) a(0)+0<)\N+1
R

n=0

Démonstration. Elle est fondée sur le lemme suivant.

Lemme 10. Pour tout A > 0,

1
2 20\ 2 L.x o .g2
F <ei’%> = (T) etiieFity |

Démonstration. Pour tout nombre complexe v tel que Re(vy) > 0, la
fonction u, définie par

uw(ﬁ) =e 72z

définit un élément de .#’(R). En outre, pour tout ¢ € .(R), la fonction

1 [ unla) plo)do

est continue sur le demi—plan fermé {Re(y) > 0} et holomorphe sur le
demi—plan ouvert {Re(y) > 0}. On a donc les mémes propriétés pour
la fonction v — (4, ). Si v € RY, on sait d’apres le paragraphe sur
I’équation de la chaleur que

Par prolongement analytique, cette identité se prolonge a tout v dans
le demi—plan ouvert {Re(vy) > 0}. 1l suffit de faire tendre v vers Fi\
pour conclure. Il

Achevons la démonstration de la proposition. En écrivant la formule
d’inversion de Fourier
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et en appliquant le lemme, il vient

2 2 % .
/ei”\2 a(z)dx (Tﬂ) e=1

3
B
@
3
M
j=)
—_—
o
| QL
7Y

R
2m\ 2 i« al E2\" PN L dE
— <T) et (ZOH (?22—) +O< \N+1 ) a(ﬁ)%
R "7
2\ x [ [ 1 [ E\" . de 1
- <77T) e Z/ﬁ <¢22—> a(§) o +0 (/\N—i—l)
n=OR

La démonstration est complétée par le cas particulier suivant de la
formule d’inversion de Fourier,

o - (L) a0,

i

6.2.2. Intégrales oscillantes en dimension supérieure. En dimension au
moins égale a 2, le probleme de l'estimation optimale des intégrales
oscillantes est considérablement plus délicat. Nous nous en tiendrons
aux deux résultats suivants, qui sont les versions multidimensionnelles
des propositions 9 et 10.

Proposition 11 (Lemme de la phase non stationnaire). Soit ¢ : RY —
R une fonction de classe C* telle que

Vo eRY, [Vo(z)| > 1, [0°(x)| < Basla| > 2.

Pour toute fonction a € 7 (R?), pour tout entier N > 1, lorsque \ —
+00,

, C(N,d,a,B,,|a| < N +1
/ez)\gb(:v) CL(%) dr| < ( a )\]\|{a| = )
R4
Démonstration. C’est la méme que celle de la proposition 9, avec cette
fois I'identité

e?? = JL (e /\¢>) ,
d
! o6 Of
L = V| ; Oz Oz

11 suffit alors d’itérer N fois la formule d’intégration par parties
) 1 .
/e“‘b(’”)a(x) dr = j/e“‘ﬁ(m) "L(a)(x) d,
i
R4 R4
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ot 'L est 'opérateur transposé de L,

d

t o0 [ 1 00 )
L(g) = — .
() ]Zl O (|V¢|2 ox;”

g

Venons—en a la version multidimensionnelle du lemme de la phase
stationnaire. Soit @ : R — R une forme quadratique non dégénérée,

Q(x) = (Az, z),

ou A est une matrice symétrique réelle inversible. Appelons sl forme
duale de @ la forme quadratique () donnée sur R? par la formule

Q&) = (A7),

et signature de ) le nombre entier o(()) obtenu en soustrayant le
nombre valeurs propres négatives de A du nombre de valeurs propres
positives de A.

Lemme 11.

Démonstration. Le cas d = 1 a été établi dans le lemme 10. Si A est

diagonale, de valeurs propres 1, ..., jtq, alors
j=1

et, puisque la transformation de Fourier commute au produit tensoriel,

i 4 or\? ; £
ﬁ(&@) (&) = H(_) e

Dans le cas général, on peut écrire A = PB!P = PDP~!, ou B est une
matrice diagonale de mémes valeurs propres que A et P est une matrice
orthogonale. Alors, pour toute fonction ¢ € .#(R%), en effectuant le
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changement de variables x = Py,

/eéQ(x) o(r)dr = /eé(By’y> o(Py) dx

R4 R
(27T)geia(Q)Z/ ,1’(3—1
= ——— | e 2 ’7’”>g0 Pn)dn
| det Az J ()
(2m)2e”@% [ .
T el S e
devas
apres le changement de variables n = P71, U

Il est maintenant facile d’obtenir un version multidimensionnelle de
la proposition 10.

Proposition 12 (Lemme de la phase stationnaire mutlidimensionnel).
Pour toute fonction a € .7 (RY), pour tout entier N >0, si A — +00,

d
2 Qlo(@Q)F N 1
zAQ(z) de — 2 (§] Cp, O
/e 2% q(x) dx (—/\ —| dot Al 2 I + N ;

R4

avec

~

WneN, o = — (@) a0

~ onpl

Démonstration. Elle est semblable a celle de la proposition 10 et est
laissée au lecteur a titre d’exercice. O

6.3. L’équation de Schrodinger. C’est ’équation
— + Au=0.
7 BN + Au

Outre son interprétation en mécanique quantique, elle intervient cou-
ramment en optique, dans certains régimes asymptotiques de I’équation
de Maxwell. Rappelons que, pour toute donnée initiale uy € ./ (R9),
la solution tempérée est donnée par

at, €) = e M q(e)

En particulier, si uy € .7 (R%), on a la formule intégrale

1 ; 112
u(t,z) = ay /ez<w,§)—zt|§| tig(€) d€ .
Rd

Cette formule va nous fournir une description asymptotique tres précise
des valeurs de u(t, z) lorsque ¢ tend vers l'infini.
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Proposition 13. Lorsque t tend vers +oo et |z| < Ct pour une cer-
taine constante C, pour tout entier N,

ei'ir i (= et @) 1
u(t,z) = (4ﬂ¢)ge a3 w9\ ) )

n=0

avec

Vn e N | ¢, (t,x) = %A”&O (%) :

Démonstration. La formule ci—dessus s’écrit encore

i Lo |?
e’ a itle—= 1% .
uta) = G [l i) ag
R4
Iz
_ e itfn]? ( i) J
@md/e o\ 5 ) @
R4
1l suffit alors d’appliquer la proposition 12 avec Q(x) = —2|x|2. O

Remarquons que la condition |z| < Ct permet d’assurer que la fonc-
tion

) =ito (n+ 2 )
ar (M) =1 —
t,z\7] o\"n o

reste uniformément bornée dans .7 (R?), et donc que le reste est bien
controlé par O(t~ V1) — voir 'estimation du reste dans la démonstration
de la proposition 10. Dans ces conditions, si 5; n’appartient pas au
support de g, alors tous les termes dans le développement ci—dessus

s’annulent, et u(t, x) est a décroissance rapide en ¢.

On constate aussi sur le développement précédent que |u(t, z)| est borné

par t=%. Ceci est un fait tres général des que la donnée initiale est
intégrable.

Théoréme 19 (Estimée de dispersion pour Schrodinger). Pour toute
donnée initiale ug € L*(R?), la solution u(t) de I’équation de Schridin-
ger est dans L>®(RY) pour tout t # 0, et

Cq
Ju) ||z < —Z lluollzr -

Ik

Démonstration. Soit F; la distribution tempérée telle que
Fy(€) = e "

Alors la solution u est donnée par le produit de convolution

u(t) = Fy xug .
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La distribution F; est appelée solution fondamentale de 1’équation de
Schrodinger. D’apres le lemme 11, pour tout ¢ # 0,

. z|2

et idsign(t) T
Fi(x) = We dsign(t) g
En particulier, F; € L>®(R%) avec
1
(drft])?
Le théoreme résulte donc de I'estimation élémentaire

[u()]| oo < [1F3]| zoe fluoll 1 -

[Eill o =

g

6.4. L’équation d’Airy et les autres équations dispersives mo-
nodimensionnelles. L’équation d’Airy,
3
a1 ou_ o
ot Ox®
est la forme linéarisée d’une équation importante de la mécanique des
fluides, ’équation de Korteweg—de Vries,

ou ou  u

— tuz—=7=.
ot or  Ox3
La solution fondamentale F; de (24) est donnée par
Ft(&) =e
Bien que l'on ne dispose pas, comme dans le paragraphe précédent,

d’une formule explicite pour Fj, nous allons montrer le méme type
d’estimée dispersive.

Théoréme 20 (Estimée de dispersion pour Schrodinger). Pour toute
donnée initiale uy € L'(R), la solution u(t) de l’équation d’Airy est
dans L>®(R) pour tout t # 0, et

[u()]|zoe < — l[uollzr -

t]5
Démonstration. En procédant comme ci—dessus, il suffit de montrer
que, pour tout t # 0, F;, € L>®(R), et vérifie
C
15
Soit x € .Z(R) telle que x(0) = 1. Alors, si ¢ tend vers 0,
x(e€) — 1

dans .#/(R), de sorte que, si I'on pose

Ff = 77 (x(eg)e )

[Fi]l e <
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on obtient
FF— F
e—0
dans ./(R). On dispose alors de la formule intégrale
€ 1 iz —itg3
Fia) = oo [ e ) de
R

On va estimer cette intégrale en appliquant le corollaire 3 du lemme de
Van der Corput. Posons

G1.0(€) = —sign(t)&® + f;le .

Alors
3
VEER, [62)(E)] =6 .
Il en résulte que, pour tout ¢t # 0,

C C C
Pl < o [eveolde < [ ©lds =
i i [t
R R
Pour toute fonction ¢ € ., on en déduit
: . ¢ /
(s o) = lim [ B (2) () de) < — [ [@'(2)] da .
e i)
R

Puisque .# est dense dans L', F} se prolonge de facon unique en une
forme linéaire continue sur L. Or de telles formes linéaires sont données
par 'intégrale contre des fonctions L>. Il en résulte que F; € L™ et

C
o5

[Fi]l e <

g

Notons que ’analyse précédente sétend a une grande classe d’équations
dispersives en dimension 1. Si w : R — R est de classe C'™ et satisfait
a

VEeR , inf [w® >0,
EER, inf ) (©)

pour un entier & > 2, alors pour toute donnée initiale ug € L'(R), la
solution u de I’équation
est L> pour tout t # 0, et vérifie

[u()][ L= <

’t‘%HUOHLl -
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