Petit avertissement Ce qui suit constitue la quasi-intégralité des notes de la version
2018 du cours de “MAO probabilités-statistiques” que j’ai assuré en 2017 et 2018.
Deux remarques :

* il y manque les corrigés en Python, que j’ai eu la flemme d’intégrer. ..

* ce document résulte de la fusion un peu cavaliere de divers fichiers I&TEX, d’ou
des problémes de bibliographie et sans doute d’indexation.
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Chapitre 1

Simulation de lois

Dans cette séance, nous abordons la simulation de lois sur ordinateur. L’ objectif
final est pratique : il s’agit de savoir produire des réalisations de lois, soit pour servir
de données dans des simulations (que ce soit pour explorer des modeles, ou pour tes-
ter des hypotheses), soit pour alimenter des algorithmes stochastiques. La recherche
de méthodes efficaces mene a des problémes théoriques; il va sans dire que nous ne
sommes pas les premiers a nous y intéresser, que des solutions existent déja et qu’elles
sont implémentées dans Python. Par conséquent, si tout ce que 1’on veut, c’est simuler
des lois classiques, on peut se rendre directement a la section|1.8} ol ces méthodes sont
résumées. Elles ne couvrent cependant pas toutes les lois : pour simuler des lois un peu
exotiques, les sections (qui présentent des méthodes de simulation universelle)
et[.5](qui permet de simuler des mélanges de lois) peuvent étre utiles. Une bonne par-
tie du contenu peut étre considérée comme une suite du cours de probabilités, et les
applications comme des exercices classiques.

Pour ce chapitre on commencera par exécuter les commandes suivantes, qui im-
portent les paquets dont nous nous servirons.
# —*- coding: utf-8 —x-
import numpy as np
import scipy as sp
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy.random as rnd
import scipy.stats as sts

1.1 Simulation de lois : principes généraux

Soit 1 une loi de probabilité sur un espace mesurable quelconque. On peut d’abord
se demander ce que 1’on entend par “simuler la loi ;. Le cahier des charges naturel
impose de pouvoir produire une valeur suivant la loi y, non pas une fois mais autant de
fois que I’on veut, et de maniere indépendante.

Une réaction naturelle pour les mathématiciens que vous étes est de réduire la si-
mulation de u quelconque a la simulation de p particuliers, et vos souvenirs de théorie
de I’intégration doivent vous rappeler le théoreme de Kuratowski : tout espace topolo-
gique séparable métrique X complet (dit “polonais™) muni de sa tribu borélienne B(X)
et d’'une mesure p de probabilité est isomorphe a [0, 1] muni de sa tribu borélienne
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B([0,1]) et de la mesure de Lebesgue Donc, en gros, “ca doit suffire de savoir simu-
ler la loi uniforme sur [0, 1]”. En se limitant & la théorie présente dans ces notes, on
peut montrer le résultat suivant (dont la formulation est empruntée a [2]]) :

Théoreme 1.1.1 Pour toute loi pu sur RY, il existe une fonction borélienne fu: R? — R4
dont I’ensemble des points de discontinuité est Lebesgue-négligeable et telle que la va-
riable aléatoire f,,(U, ..., Uy) soitde loi psi Uy, . .., Ug sont des variables aléatoires
indépendantes et de loi uniforme sur Uintervalle [0, 1].

Preuve. La preuve utilise des résultats énoncés plus loin, elle est I’objet de 1’exer-

cice[l4l O

On donne en exercice une preuve constructive de ce théoréme, qui fait que 1’on
pourrait se servir de la fonction f ainsi construite pour simuler y a partir de simula-
tions de la loi uniforme sur [0, 1]. Méme si, en pratique, on fera en général autrement,
ceci justifie que la simulation de la loi uniforme soit notre point de départ. Nous ne
discuterons pas la méthode de simulation de la loi uniforme par Numpyﬂ

Acceptons a partir de maintenant que la commande rnd.rand () retourne bien
des réalisations de variables indépendantes de loi uniforme sur [0, 1], et passons a
d’autres lois.

Remarque 1.1.2 Nous donnons ci-dessous des méthodes de simulations de différentes
lois qui ont principalement un intérét pédagogique.
1.2 Lois discretes : méthode canonique
Un premier résultat simple va montrer le principe suivant :
Si Uon sait simuler la loi U([0, 1]), on sait simuler toute loi discréte.

On peut évidemment se ramener au cas ol la loi discrete est a support dans R. On
utilisera le résultat suivant :

Proposition 1.2.1 Soit (x;);c; une famille dénombrable de points de R?, et (p;)icr
une famille d’éléments de [0, 1] telle que . p; = 1. On suppose I = N* ou I =
{1,..., £} etonnote s; = p1 + ...+ p; (et so = 0). Si U une variable de loi U([0, 1]),
et que l’on définit la fonction

g(u) = willy,, (),

iel
alors g(U) suit une loi déterminée par P(g(U) = x;) = p;.

La preuve est simple et laissée en exercice :

Exercice 1 Prouvez la Proposition[I.2.1]

1. au sens o il existe 1 C X, F2 C [0,1], tous deux mesurables et de mesures nulles, et f :
X\ E1 — [0,1] \ Ex telle que f et f~! sont mesurables et préservent la mesure.

2. Sophie Lemaire a dii vous dire que le générateur de nombres pseudo-aléatoires de Numpy utilisait
I’algorithme “Mersenne Twister”, je n’en dirai pas plus
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Cette méthode est directement applicable. L’exercice suivant propose des applica-
tions immédiates et peut €tre réalisé sans utiliser de boucle.

Exercice 2

1. Créez un programme tel que simul (probas) retourne une réalisation d’une
variable aléatoire & valeurs dans (0,...,n) et de loi donnée par le vecteur
de probabilités probas. Avant de se lancer, on pourra tester ce que retourne
u<probas i u est un réel.

2. Transformez le programme ci-dessus pour que simul (probas, valeurs)
retourne une réalisation d’une variable aléatoire a valeurs valeurs et de loi
donnée par probas. On fera attention a l’indexation des listes sous Python.

3. Transformez encore ce programme pour que simul (probas,valeurs, dim)
retourne par exemple un tableau m x n de réalisations indépendantes de la loi
spécifiée ci-dessus. On pourra utiliser la commande np .vectorize.

Le programme ci-dessus, tel qu’il a ét€ implémenté (sans boucle) n’est pas directe-
ment applicable au cas d’une loi a support infini. C’est en pratique suffisant pour nous
puisque pour les lois discretes a support infini usuelles (loi de Poisson, loi géométrique)
il existe des méthodes ad hoc que I’on décrit ci-dessous. On pourra cependant, en uti-
lisant une boucle, coder un programme qui prend en argument un p qui pourra étre un
vecteur ligne (couvrant donc le cas fini) ou une fonction, voir exercice @}

Exercice 3 Pour les deux loi suivantes :

1. loi uniforme U({1,...,N}),

2. loi géométrique G(p),
appliquez la Proposition pour écrire des fonctions (mathématiques) p, compléte-
ment explicites (donc que I’on peut implémenter sans boucle ni test), telles que o(U) a

la loi désirée si U suit une loi U([0,1]). Déduisez-en des fonctions Python prenant en
variable d’entrée N ou p respectivement et simulant les lois désirées.

Exercice 4 On testera la qualité des simulations en utilisant la commande np .bincount.

1.3 Méthode par inversion

Dans cette section, on suppose que d = 1 : la loi i que I’on veut simuler vit sur R.
La morale de cette section sera la suivante :

Si ’on sait simuler la loi U(]0, 1]), on sait simuler toute loi sur R.

La méthode pourra s’étendre au cas d > 1 avec les méthodes discutées en section [I.3]

L’ objet fondamental de cette section est 1a fonction de répartition, définie par F'(z) =
(] — oo, z]). On rappelle, au cas ol, que F est une fonction croissante, en tout point
continue a droite avec une limite a gauche, a une quantité au plus dénombrable de points
de discontinuité, et que lim,_, o F'(z) = 0 etlim;, oo F(z) = 1. On définit son
pseudo-inverse F(—1) comme la fonction

FEY: 0,1 — R
g +— inf{x e R|F(x)>q}.
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Le résultat que nous exploiterons sera le suivant :

Proposition 1.3.1 Soit 1 une mesure de probabilité sur R, F' sa fonction de répartition
et =1 son pseudo-inverse. Alors si U est une variable de loi uniforme sur [0,1], la
variable (=Y (U) a pour loi ju.

La preuve de cette proposition est détaillée dans 1’exercice suivant.

Exercice 5 Soit F(=Y) le pseudo-inverse d’une fonction de répartition F.

1. Montrez que ¢ < F(x) < F(Y(q) < x, et que F o F(=1(q) > q avec égalité
si et seulement si ¢ € Im F.

2. Soit U ~ U([0, 1]). Montrez que F(~V)(U) est une variable aléatoire de fonction
de répartition F'.

Le point 2. de I’exercice [5|fournit une méthode tres générale et directement applicable
de simulation de la loi i sur R : on calcule (2 la main) F(~1) on simule une uniforme
U et on choisit X = F(=D(U). L’exercice suivant fait le lien avec la méthode décrite
en section[1.2]:

Exercice 6 Montrez que si  est une loi discrete avec pu({x;} = p;, alors X =
FU(U) a exactement ’expression donnée en Proposition

L’exercice suivant propose des applications pratiques.

Exercice 7 Appliquez la méthode ci-dessus pour écrire des fonctions prenant en va-
riable d’entrée les parametres de la loi, et m,n, et retournant un tableau m X n de
réalisations indépendantes de la loi. Traitez le cas des lois :

1. exponentielle E()\),
2. de WeibullP|W(a, \).

On testera la qualité de ces simulations en utilisant la commande plt .hist (on aura
avantage a lui donner les options density=True,bins="auto"').

Cette méthode tres générale a cependant plusieurs défauts pratiques. D’abord, elle im-
pose de calculer F(—1), ce qui, quand on sort des cas d’école, n’est pas forcément
facile : par exemple, on ne sait pas la calculer dans le cas d’une loi normale. De plus,
il faut se rappeler que les simulations de la loi ([0, 1]) sont des approximations qui
prennent des valeurs dans un ensemble discret ; or, 1a ou F' est tres plate, FGED change
de maniere abrupte et peut envoyer I’ensemble “bien dense” des valeurs discrétisées
de U sur un ensemble discret et tres étalé.

3. qui pour @ > O et A > 0 a pour densité f(x) = a\z®~! exp(—Az*) g, (x).



1.4. METHODE DE REJET 7

1.4 Méthode de rejet

Une autre méthode générale est la méthode de rejet, qui permet de simuler une
loi 11, mais conditionnée 2 prendre des valeurs dans une sous-partie B de RY, dés que
I’on sait simuler la loi ¢ non conditionnée.

Comme on va le voir, une application directe mais particulierement intéressante est
la simulation d’une loi p a densité f, dés que 1’on sait simuler une loi v a densité g,
avec f < Ag pour un certain A > 0.

Proposition 1.4.1 Soit (X,,),, une suite de variables aléatoires indépendantes de loi
w et B un borélien tel que (1(B) > 0. Soit T' le plus petit entier n > 1 tel que X,, € B.
Alors

1. T est une variable aléatoire de loi géométrique de parametre u(B),

2. X7 est une variable aléatoire ayant pour loi la loi conditionnelle i(.|B).

La preuve, encore une fois, est simple et laissée en exercice.

Exercice 8 Prouvez la Proposition[I.4.1]

Une application directe de la Proposition [[.4.T] est le tirage uniforme suivant la loi
uniforme sur un Borélien B de R?, quand on sait effectuer un tirage uniforme sur un
autre Borélien C' D B. Donnons un exemple qui nous servira plus tard :

Exercice 9 Savez-vous tirer un point aléatoirement suivant la loi uniforme dans le
carré [—1,+1)? ? si oui, utilisez la méthode ci-dessus pour construire une fonction
tirant un point uniformément dans le disque unité D. On pourra utiliser une instruction
conditionnelle i f. En moyenne, combien de tirages de 'uniforme sur [—1, +1]? faut-il
pour obtenir un tirage de 'uniforme sur D ? Transformez la fonction pour produire n
points dans le disque, ou n sera un argument optionnel ; on pourra dans ce cas utiliser
soit la méthode append pour une liste, soit la fonction np . append pour un array
Numpy. Tracez avec la fonction plt .scatter un nuage de point obtenu par cette
fonction.

Cette méthode permet également de simuler des lois a densité. On utilisera pour
cela la proposition suivante :

Proposition 1.4.2 Soit v une mesure de probabilité sur (R, B(R?)) admettant une
densité g par rapport a la mesure de Lebesgue. Soit X,, une variable aléatoire de loi v
et U une variable aléatoire indépendante de X, de loi U([0,1]). Alors la variable
(X,,Ug(X,)) suit une loi uniforme sur

d
Ey={(z,y) e RT xRy [0 <y < g(x)}-
On utilisera conjointement avec cette proposition le lemme suivant :

Lemme 1.4.3 Soit (X,Y) une variable aléatoire de loi uniforme sur E, comme ci-
dessus. Alors X suit la loi de densité g par rapport a la mesure de Lebesgue.
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Exercice 10 Prouvez la Proposition et le Lemme (dans les deux cas, appli-
quez le théoréme du transfert).

Une conséquence immédiate des Propositions[I.4.1]et[T.4.2]est la suivante :

Proposition 1.4.4 Soient ;1 et v deux mesures de probabilité sur (R%, B(R?)) de den-
sités f, g respectivement par rapport a la mesure de Lebesgue, et telles que f < \g
Lebesgue-presque partout, pour un certain A > 0. Soit (X,,), une suite de variables
aléatoires indépendantes de loi v, (Uy,),, une suite de variables aléatoires indépendantes
de loi uniforme U([0, 1)), et T le plus petit entier n > 1 tel que AU, g(X,,) < f(X,).
Alors

1. T est une variable aléatoire de loi géométrique de paramétre 1/ ),

2. Xt est une variable aléatoire de loi .

Preuve. La Proposition montre que (X,,,U,A\g(X,,)) est une suite i.i.d. de
loi uniforme sur E),. La Proposition IEI montre a son tour que 7' suit une loi

% =1/, et que (X7, UrAg(Xr)) suit une loi uni-

forme sur ;. Le Lemme montre que X suit une loi de densité f par rapport a
la mesure de Lebesgue. O

géométrique de parametre

La Proposition [T.4.4] donne 2 nouveau une méthode générale et facilement appli-
cable. Le cas le plus simple est celui d’'une densité f sur un intervalle borné de R,
acceptant une borne uniforme. Remarquez que I’on a intérét a choisir le A le plus petit
possible (mais respectant, bien siir, la contrainte f < Ag), comme I’illustre la preuve
ci-dessus.

Exercice 11 Utilisez la méthode du rejet liée i la Proposition pour simuler :

1. la loi Betalﬂde paramétres a > 1 et b > 1. On pourra retenir que beaucoup de
fonctions spéciales sont disponibles dans scipy.special.

2. Laloidu demi-cercleEl Avant de vous lancer, réfléchissez un instant : le code est
déja écrit. Pourquoi ?

3. Laloi normale de paramétres ju et 0®. On pourra utiliser pour v la loi de Laplace
(mais on n’en donne une simulation que dans I’exercice [I2)).

Remarque 1.4.5 Une maniere de choisir une loi v facilement simulable et donnant
un X petit est de polygonaliser le domaine Ey et d’utiliser I’algorithme décrit dans
Pexercice 21l

4. Laloi Beta 3(a, b) avec a > Oetb > 0 a pour densité Flzgl‘l)??b)) z¢~1(1—x)b—1 10,1) (=) par rapport

a la mesure de Lebesgue.
5. La loi du demi-cercle a pour densité %\/ 1— a2 1,41 () par rapport a la mesure de Lebesgue
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1.5 Meélanges et conditionnement

Nous allons formuler la notion de mélange dans un cadre relativement abstrait, qui
couvrira de nombreuses situations, et nous apprendra le principe suivant :

Si I’on sait simuler la loi de Y et toutes les lois conditionnelles de X
sachant Y =y, alors on sait simuler la loi de (X,Y).

Soit (pty),ecrae une collection de mesures de probabilités sur R?, et v une autre me-
sure de probabilité sur R%. On suppose que chaque o-algébre associée est soit la tribu
borélienne, soit la tribu engendrée par une famille dénombrable de points (notez que
I’on ne se restreint pas beaucoup a supposer que les différentes dimensions d sont les
mémes). On suppose aussi que pour tout événement A, y — p, (A) est mesurable. On
dit alors qu’une mesure de probabilité 1 est un mélange de (), d’intensité v si pour
tout événement A,

p() = [ y(4) dvty). (L.1)

Ce formalisme correspond au cas ol une variable aléatoire Y a pour loi v, et qu'une
autre variable X a pour “loi conditionnellea Y = y”ﬂla loi y1,. Laloi de X est alors p.

Par conséquent, si I’on sait simuler une famille de lois (p1y), sur R% comme ci-
dessus, et que 1’on sait simuler une autre loi v sur R4, alors on sait simuler la loi I
définie par (I.I) : il suffit de simuler Y de loi v puis, si 1’on a obtenu un résultat y, de
simuler la loi p,,.

Exercice 12 Peut-on exprimer la loi de Laplace comme un mélange de lois au sens ci-
dessus ? Ecrire une fonction Python qui simule une variable aléatoire de loi de Laplace.

Exercice 13 Cet exercice est lié a un texte d’agrégation écrit par Florent Malrieu.
On suppose qu’une falaise est habitée par quatre espéces de mouettes. Chaque espéece
fabrique un nid dont le diamétre suit une loi N'(m;,a?), et les espéces sont en pro-
portions p;, © = 1, ..., 4. Ecrire une fonction qui simule le résultat d’une observation
aléatoire de nid. Dans le texte cité, on s’intéresse a cette question car il est facile d’ob-
server des nids (plus facile en tout cas que d’observer des mouettes) et facile d’estimer
les m; et o; (en observant les espéces dans des milieux ou elles vivent séparées). La
difficulté est, a partir de la, d’estimer les p; a partir d’observations aléatoires de nids.

Exercice 14 Comment utiliser le “résultat” de cette section pour étendre par exemple
la méthode par inversion au cas d’une loi sur R ? Plus précisément, utilisez la Propo-

sition et la section[I.5|pour prouver le Théoreme[I.1.1]

1.6 Lois normales

On donne ici la méthode classique de simulation des lois normales. Remarquez que
I’on a déja donné, dans I’exercice[IT} une méthode par rejet. La premiére méthode est
I’algorithme de Box-Miiller. Il est basé sur le résultat suivant :

6. Au sens ol pour tout ¢ mesurable, la variable E(¢(X)|o(Y)) est la fonction y — [ () dpy ()
évaluée en Y. Voir par exemple 1’excellent polycopié de J.-F.Le Gall, “intégration, probabilités et processus
aléatoires”.
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Lemme 1.6.1 Soient Uy et Uy deux variables aléatoires indépendantes de loi U(0, 1]).
Les variables X et Xo définies par

X1 = /—2log Uy cos(2nUs) Xy = \/—2log Uy sin(27Us)

sont indépendantes et de méme loi N'(0,1).

Exercice 15 Prouvez le Lemme Déduisez-en une fonction permettant de simuler
X1, ..., X, variables aléatoires i.i.d. de loi N'(0, 1) (pour n pair, c’est facile, et pour
n impair?).

1.7 Lois discretes : méthodes particulieres

On donne ici des méthodes ad hoc de simulation de deux lois : les lois binomiales
et les lois de Poisson.

Pour les lois binomiale, la base théorique est simple : si By, ..., B, sont des va-
riables de Bernoulli indépendantes de loi B(p), la variable By + ... + B, suit une loi
binomiale B(n, p).

Exercice 16 Utilisez ce résultat pour donner une fonction qui simule une loi binomiale
de parameétres n et p. Modifiez votre fonction pour qu’elle puisse vous donner des
réalisations indépendantes de loi B(n, p).

Pour les lois de Poisson, on peut utiliser le résultat suivant :

Lemme 1.7.1 Si (U,,),, est une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uni-
forme sur 0, 1], la variable

X =inf{n>0|U; x...x Upy1 < e}

suit une loi de Poisson de paramétre ).

Exercice 17 Prouvez le Lemme On pourra commencer par se demander quelle
loi suivent les —% log U;. A partir de cet outil, écrivez une fonction simulant une loi
de Poisson de paramétre \. Comme d’habitude, modifiez cette fonction pour qu’elle
puisse vous donner n réalisations indépendantes, puis un tableau m X n de réalisations
indépendantes.

1.8 Commandes Python

Soyons a présent un peu plus pragmatiques dans I’optique de simuler des phéno-
menes décrits par des lois classiques. La plupart de ces lois sont déja implémentées
dans Python, ce qui nous épargne en pratique a peu pres tout ce qui précede.

Exercice 18 Allez voir la page en ligne numpy . random et [’aide pour le méme pa-
quet. Trouvez les commandes permettant de simuler une loi normale, une loi binomiale,
une loi exponentielle, une loi discréte dont on spécifie les valeurs et les probabilités.
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1.9 Exercices supplémentaires

Exercice 19 Ecrivez une fonction qui, avec p en entrée qui est soit un vecteur ligne,
soit une fonction sur N*, mais définissant dans les deux cas une probabilité, donne une
réalisation de la loi P(N = i) = p; pour tout i. On généralise donc la fonction définie
dans lexercice[2] en s’autorisant une boucle.

Exercice 20 Montrez la réciproque partielle suivante de I’exercice S| : si X une va-
riable aléatoire de fonction de répartition F continue, montrez que F'(X) ~ U([0,1])
si F est continue, et que F' continue équivaut & F(R) D]0, 1].

Exercice 21 Comment peut-on simuler une variable de loi uniforme dans un pavé
[0,71]%...x[0,74] de R? ? On poursuit avec le cas d = 2. Dans ce cas, comment simu-
ler une variable de loi uniforme dans un carré quelconque, de sommets A = (a1, az),
B = (b1,b2), C = (c1,¢2), D = (dy,ds) ? Et dans un triangle rectangle isoceéle ?
Comment simuler une variable de loi uniforme dans un triangle rectangle de sommets
A = (a1,a2), B = (b1,b2), C = (c1,c2) ? et dans un triangle quelconque de sommets
A = (a1,a2), B = (b1,bs), C = (c1,¢2) ? Programmez une fonction qui, en fonction
des variables d’entrée A,B,C, effectue ce tirage. A partir de cette méthode et d’un
algorithme de découpage d’un polygone en triangles, on peut construire une fonction
permettant de tirer des lois uniformes sur un polygone quelconque. Ceci peut étre trés
utile pour accélérer des méthodes par rejet.

Exercice 22 Soit X = (Xi,...,Xy) une famille de variables i.i.d. de loi N'(0,1).
Montrez que

X
IXIP=X{+... X7 e  —
[1X1]

sont indépendantes avec || X||? de loi x*(d) et H))gi\l de loi uniforme sur la sphére unité

de RY. Utilisez ce résultat pour estimer la distance moyenne a I’équateur sur la Terre.
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Chapitre 2

Convergence de variables aléatoires et illustra-
tions

Le but de cette séance est de rappeler les différents modes de convergence des va-
riables aléatoires, leurs propriétés et relations, et de voir comment les illustrer. Répétons
que I’illustration dont on parle ici ne joue pas forcément le role d’exemple qui suit un
théoreme : c’est aussi un outil pour étudier un modele et établir des conjectures sur son
comportement. On va ici traiter assez peu d’exemples, et on verra plus d’illustrations
dans le chapitre prochain sur les “grands résultats de convergence”.

2.1 Rappels : définitions et propriétés générales

On commence par rappeler les définitions et propriétés élémentaires des modes de
convergence pour des suites de variables aléatoires. On pourra consulter a ce sujet les
classiques [2, 3| 4] (ma préférence va au troisi¢me) Dans toute cette section, (X, )y,
(In)n. . . représenteront une suite de variables aléatoires. Suivant les cas, les variables
X, correspondant a différentes valeurs de n vivront sur différents espaces de probabi-
lité (2, Fr, Pp), ou au contraire sur un méme espace (€2, 7, P). Toutes les varaibles
considérées sont a valeurs dans un espace R? muni d’une norme | - || (dont le choix
importe peu : toutes ces normes sont équivalentes).

On rappelle d’abord les définitions générales :

Définition 2.1.1 On dit que :

* une suite (X,),, de variables aléatoires sur (0, F,P) converge presque-siirement
vers une variable X, également sur (Q, F,P), si

P(lim X, = X) = 1.
n—oo

* une suite (X, de variables aléatoires sur (Q0, F,P) converge en norme LP (on
p > 1) vers une variable X, également sur (0, F,P), si

lim E(||X, — X||?) = 0.

n—oQ

* une suite (Xp,), de variables aléatoires sur (2, F,P) converge en probabilité
vers une variable X, également sur (Q, F,P), si pour tout € > 0,

nl;rrgo P(| X, — X|| >¢€) =0.

15
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* une suite de variables aléatoires (X,,)n, sur (Q,, Fn,Py) converge en loi vers
une variable X sur (Q, F,P), si pour toute fonction continue bornée p sur RP,

lim E(p(X,)) =E(p(X)).

n—00
ps. P LP L .
On note —, =, —, — reSpeCthement ces quatre modes de convergence.

Remarque 2.1.2 La convergence en loi peut donc s’énoncer pour des variables vivant
sur des espaces de probabilité différents puisque la convergence concerne la loi des
variables et non les variables elles-mémes.

On rappelle maintenant les relations générales entre ces différents modes de conver-
gence :

Proposition 2.1.3
1. La convergence presque-siire implique la convergence en probabilité,
2. la convergence L9 implique la convergence LP si q > p, et la convergence en
probabilité,
3. la convergence en probabilité implique la convergence en loi,

4. la convergence en probabilité implique la convergence presque-siire d'une suite
extraite,

5. la convergence en probabilité d’une suite (X, ), telle que (XP),, est uniformément
intégrable implique la convergence 1P,

6. la convergence en loi d’une suite (X,,),, vers une constante ¢ implique la conver-
gence en probabilité vers c.

Rappelons qu’une suite (X, ),, est uniformément intégrable (ou u.i.) si et seulement
si elle vérifie I’une des deux conditions équivalentes suivantes :

lim sup E(| X, |1 x,,|>¢) =0
Cc— 00

Ve > 030 > 0tel que P(A) < § = supE(|X,,|14) < €.

11 est immédiat que s’il existe Y intégrable telle que pour tout n, on a | X,,| < Y
p.s. alors (X,,),, est u.i. Le point 5 de la Proposition étend donc le théoreme de
convergence dominée. La Proposition [2.1.3]est résumée par la Figure [2.1

On rappelle la propriété utile suivante (la démonstration a 1’aide du lemme de
Borel-Cantelli est un classique et est laissée en exercice) :

Lemme 2.1.4 Soit une suite (X,,),, de variables aléatoires sur (2, F,P). Si l'on a
Y on PI X5l > €) < oo, pour tout € > 0, alors X, 220.

Ce résultat s’utilise naturellement : considérant une suite (X, ),, et sa limite éventuelle
X, si 'on veut étudier le mode de convergence, on commence par se demander si
P(|| X, — X|| > €) — 0 en estimant P(]| X,, — X|| > €), puis on exploite I’estimation
pour se demander si la série associée converge.

On donne également les résultats de stabilité suivants :
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La
az=p
p.S.
suite ex%
(XP)n ui.
P
limite constante
loi

FIGURE 2.1 — La Proposition [2.1.3]en image

Proposition 2.1.5 Si f est une fonction continue, alors :
e Si X, "3 X, ona f(X,)™ f(X),
o 5i X, 5 X, ona f(X,) > f(X),
¢ SiX, 5 X, onaf(X,) 5 f(X).
Ces résultats seront utiles si on les combine avec la proposition suivante, puisqu’ils

permettront de discuter par exemple la convergence de (X, + Y5, ), si I’on suppose la
convergence de (X,,), et de (Yy,), :

Lemme 2.1.6
o SiX, ¥ X eV, 3 Y alors (X,,,Y,) 3 (X,Y),

o si X, EXer Y, Ly alors (X0, Y,) 5 X, 7).

Pour la convergence en loi, il n’y a pas de résultat aussi simple, et en particulier
X, 5 XetY, 5 nimpliquepas X, +V, 5 X +V,ni X, xV, 5 X xY.La
raison en est que la loi de X + Y, par exemple, ne dépend pas que des lois de X et de
Y mais de la loi du couple (X,Y"). Considérez par exemple X,, ~ % 01+ % 041 et
Y, = —X,, auquel cas X, i X1,Y, 5 X1 mais X,, + Y,, = 0 ne converge pas en
loi vers 2.X.

Un résultat particulierement utile dans cette direction est le lemme de Slutsky :

Lemme 2.1.7 (lemme de Slutsky) Si X, £> XetY, £> c oul c est une constante,
alors (X,,,Yy) 5 (X, o).

La preuve de ce lemme est donnée dans [[1]].

1. et dont la connaissance est un instrument efficace de discrimination entre candidats a 1’agrégation
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Dans toute la suite, on s’intéresse a une suite (X,,),, de variables aléatoires, dont
on suppose que 1’on sait les simuler. On va voir que les deux modes de convergence les
plus simples a illustrer sont la convergence presque-siire et la convergence en loi. La
littérature passe généralement sous silence la raison pour laquelle on n’illustre pas les
convergences L? et P; ici j’ai voulu expliquer pourquoi, mais comme d’habitude il est
pénible d’expliquer pourquoi “ca ne marche pas”.

2.2 Illustration de la convergence presque-siire

La convergence presque-siire est la plus simple a illustrer. Pour cela, on répete
plusieurs fois 1I’opération suivante :

e on simule une réalisation de la suite (X, ),
e on trace la suite des valeurs obtenues.
Si la convergence a lieu, les tracés doivent tous avoir une asymptote. Cependant :

e Il faut faire attention a ce que, pour chaque réalisation, chaque X} (w) corres-
ponde au méme w, et que ’on ne change pas I’aléa pour chaque k. L’exercice[23|
illustre la différence entre les deux situations.

e On aI’habitude d’illustrer la convergence presque-siire dans des cas du type “loi
des grands nombres”, auquel cas la limite est une constante et les trajectoires
ont toutes la méme asymptote. Il faut faire attention au fait que si X, 22X
mais que la variable limite X n’est pas presque-sirement constante, la limite
peut dépendre du w, donc I’asymptote mentionnée ci-dessus n’est pas forcément
la méme pour toutes les réalisations de suites. Voir les exercices [23]et[30}

Exercice 23 Soit (R,,), une suite i.i.d. de variables de Rademacher P(R; = +1) =
1/2. Pour un a €] — 1, +1][ fixé on pose

X, =a"’Ro+...+a" 'R,_1.

Montrez que la suite X, converge presque-siirement, puis illustrez cette convergence
en simulant plusieurs réalisations de la suite (X,,),,. Supposons maintenant que pour
la simulation de chaque X, on tire a nouveau les R+, ..., R, de sorte que ce qu’on
calcule est
/0t n—1 p/
Xp=aR,o+...+a" R, ,,
ou les (R;L &)n.k Sont indépendants. A-t-on a nouveau convergence presque-sire ? et
convergence en loi ? Enfin, on se pose les mémes questions a propos de

X!=a"R, 1+ ...+a" ' Ry.

2.3 Illustration des convergences L” et P

La convergence L' ou L” et la convergence en probabilité ont ceci de commun
qu’elles sont caractérisées par la décroissance d’une espérance ou d’une famille de
probabilités. Comme ces espérance et probabilité sont inconnues, on ne peut que les
estimer.

On peut donc illustrer la convergence L” via les moyennes empiriques, qui servent
a estimer la quantité E(|X,, — X|?) :
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e on simule, pour différents n et N grand, N réalisations (X,Sk)){j:l et (XN
de X,, etde X,

e on calcule la moyenne empirique % Zszl |X7(lk) — X®)p,

o . el P . e
De méme, on peut illustrer la convergence en probabilité X,, — X via les probabilités
empiriques, qui vont servir a estimer la quantité P(|X,, — X| > ¢) :

e on simule, pour différents n et N grand, N réalisations (Xflk)),g]\r:1 et (XN

de X,, etde X,

, 1ol .. 1 N
e pour un ¢ fixé, on calcule la probabilité empirique + >, ; ]l‘XSLkLX(,C) e

Pour les deux cas ci-dessus, on exploite une propriété asymptotique : les quantités
calculées sont des estimateurs consistants de E(|X,, — X|?) ou P(]X,, — X| > ¢). La
question naturelle est alors de savoir ce qu’est “N grand”; ce choix ne peut se faire
que compte tenu d’un seuil de confiance choisi par ailleurs et on se retrouve a donner
des intervalles de confiance pour ces quantités. On peut déja faire deux remarques qui
soulignent les problemes que 1’on va avoir :

Remarque 2.3.1

e On a supposé ci-dessus que I’on savait également simuler X, or ce n’est en
général pas le cas! En particulier, il n’y a pas en général de moyen d’observer
le X a partir du comportement des (X,,)p, seuls.

e On veut ici des intervalles de confiance pour des quantités dont on cherche a
montrer qu’elles tendent vers zéro : il va donc falloir pouvoir faire tendre le
diametre de lintervalle de confiance vers zéro aussi, et cela sans que le N
croisse trop vite.

o Puisque I’on veut illustrer la convergence des quantités estimées, on voudrait
idéalement pouvoir choisir N tel que les intervalles de confiance donnés sont
valables pour tout n “assez grand’ .

On traitera plus tard dans le cours la question de I’estimation. Ici, on va principalement
expliquer qu’il n’y a pas de bonne méthode pour estimer les quantités ci-dessus.

Pour E(|X,, — X|P), et en I’absence d’information particuli¢re sur les (X,,) et X,
il n’y a pas de méthode générale et efficace. Supposons par exemple que I’on utilise
Iinégalité de Bienaymé-Tchebychev : qui dit que si la suite i.i.d. (Y )N est 1.2,
alors avec Yy la moyenne empirique, on a
- 1
P([Yn —E(YW)| > ) = O(5)
N
Il est alors nécessaire d’avoir des informations supplémentaires, par exemple des bornes
sur les moments des X (%) et de X, pour avoir des intervalles de confiance explicites.
De plus, on voudrait pouvoir appliquer ceci 2 Y () = X,, — X, et cela pour une infinité
de n, or les majorations ci-dessus ne sont en général pas assez robustes pour fournir
des résultats valables avec probabilité grande pour tout n.

Dans le cas de la convergence en probabilité on a un résultat beaucoup plus puis-
sant : I’inégalité de Hoeffding (démontrée dans [2]).
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Proposition 2.3.2 (inégalité de Hoeffding) Soit (Y (*))N_, une suite i.i.d. de variables
a valeurs dans un intervalle [a,b]. Alors siY = < Z]kvzl y k) .

2Nt2
(b—a)?

Celle-ci va nous permettre d’obtenir des résultats pertinents pour illustrer la conver-
gence en probabilité :

P(|[Yy —E(YM)| > t) < 2exp -

Exercice 24 Dans le cadre précédent, on note pour un € fixé

N
1
pn =P(| X, — X[ > ¢), PN = N Z ]llelk)—X<k)|>e'
k=1

Montrez alors que pour A > 1/2 et nyax on a

[Alogn 2 _
P(anNOa ‘pn,n_pn| < Tg) >1- 2)\_1(N0_1)1 >
et

[Alogn 2 _
P(vn S {N07~-~7nmax}7 |pnmax,n_pn| S ng ) Z 1-— 2)\_ 1 (NO - 1)1 2)\-

On peut donc, pour illustrer la convergence en probabilité, choisir par exemple A = 1
et Ny tel que le dernier majorant ci-dessus soit supérieur a un niveau 1 — « fixé au
préalable. On peut alors :

e simuler ny,,, > Ny réalisations de X et Xq,..., X

’ Mmax *
e calculer les p,,,.. .» pour Ng <1 < Nyax.

logn
n

pour tout n > Ng. Si ’on observe p,, , — 0, on sait alors avec probabilité supérieure
al— aque p, — 0, donc que I’on a convergence en probabilité. Le probleme est que

I’on doit effectuer n2 . simulations.

On a alors avec probabilité supérieure a 1 — o que p,, est inférieur a p,, ,, +

Une fois que le choix du Ny motivé, la convergence en probabilité peut étre illustrée
car pn,,...n représente la proportion des x¥ qui n’est pas dans | — €, +€[. On devrait
donc observer, s’il y a convergence en probabilité, que la proportion de trajectoires de
Xflk) qui se trouvent dans | — ¢, +-¢[ tend vers zéro quand n croit, mais a la différence
du cas d’une convergence presque-siire, ce ne sera pas toujours les mémes trajectoires.

Exercice 25 On définit une suite de fonctions (fy,)n sur [0, 1] par le fait que for o est
Uindicatrice de [(/2%, (¢ + 1) /2%] pour ¢ € {0, ... 2% — 1}. Soit (U,,),, une suite de
va. i.i.d. de loi uniforme sur [0,1] et X,, = fo(Ug) + L 3" | Uy,. Montrez qu’on a

Xn L 0 mais pas X, 230 et illustrez ce fait (on pourra prendre ny.x = 100 par
exemple).

La conclusion de cette discussion est qu’illustrer les convergences LP et en proba-
bilité est assez pénible !
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2.4 Illustration de la convergence en loi

1l existe plusieurs méthodes pour illustrer la convergence en loi, dont les plus clas-
siques sont :

¢ le tracé d’histogrammes (que nous avons utilisées au TD 1),
 dans le cas de variables aléatoires discretes, le tracé de diagrammes en baton,
* le tracé de fonctions de répartitions empiriques.

Dans ce cours, nous ne parlerons que de la troisieme méthode, qui a deux avantages
notables : elle fonctionne dans tous les cas et elle est simple a coder.

Détaillons : on considére une suite (X,,),, de variables aléatoires, et X une autre
variable, et I’on note (F},),, F les fonctions de répartition associées. On rappelle que

X, 5 X si et seulement si F), (t) — F(t) pour tout ¢ point de continuité de F'. Si
I’on connait de maniere théorique les fonctions F;, et F', alors on peut tenter d’étudier
la convergence de F,,(t) de maniére théorique, et si I’on ny arrive pas, on peut tracer
directement ces fonctions. Si en revanche 1’une des deux est inconnue, il faut 1’obtenir
par approximation.

On utilise pour cela le théoreme de Glivenko-Cantelli, qui dit que si (Y(’“)),]c\’:1 est
un N-échantillon de méme loi que Y, alors sa fonction de répartition empirique, définie
par

N

=~ 1

F)(fN) (t) = N Z Iy <y
k=1

converge presque-siirement uniformément en ¢, quand N — oo, vers la fonction de
répartition Fy de Y. Formulée en une ligne, la conclusion est

P(sup |[FNV)(t) — Fy (t)] — 0) =1.
(te]}gl y () = Fy ()] ~— 0)

Rappelons que ce théoreéme, s’il est un peu pénible a démontrer, est essentiellement
une application de la loi des grands nombres.

On va donc estimer les fonctions de répartition, par exemple celle Iy de Y, par
la fonction de répartition empirique ﬁéN) associée 2 un N-échantillon YD), ... Y (V)
de Y, et cela en fixant un N assez grand. Grand comment ? une estimation peut étre
donnée par le théoreme de Kolmogorov-Smirnov, qui dit que

VN sup |FMN(t) - By (1) 2.1)
t€[0,1]

converge en loi quand N — oo vers une loi donnée, appelée “loi de Kolmogorov-
Smirnov” quelle que soit la loi de Y. La variable en question ayant des valeurs de
I’ordre de I’unité, on admettra donc que le NV doit étre approximativement égal a I’in-
verse du carré de la précision voulue dans 1’estimation de Fy .

On se demande a présent comment tracer de maniere la fonction de répartition
empirique £V d’un N-échantillon Y1),y (V).
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Exercice 26 Soit YV,... ' YW) un N-échantillon d’une variable Y, et F la fonction

de répartition empirique associée. On note Y1y, ...,Y(n) la statistique d’ordre as-
socice aYV . YWN) (qutrement dit, les Yy, -+ Y sont les YO, YW o
donnés par ordre croissant). Si Y est un vecteur contenant les valeurs Yy oy ()

comment obtenir un vecteur Yord contenant les Y(;) (dans le bon ordre) ? Combien

vaut F' sur 'intervalle [Y(i), Yy [ ? Comment tracer une fonction en escalier ?

La conclusion est que si Y est un vecteur contenant YO, YY) alors
Yord=np.sort (Y)
valeurs=np.arange (0,N) /N
plt.step(Yord,valeurs)
permet de tracer la fonction de répartition empirique associée a Y1) ... YY),

Par Glivenko-Cantelli, pour N assez grand, le tracé obtenu a partir d’un /N -échantil-
lon de Y doit étre proche de la fonction de répartition théorique de Y. On cherche a la
comparer a la fonction de répartition de Y ; encore une fois, si on ne la connait pas de
maniere théorique, on utilise la méme méthode d’approximation décrite ci-dessus.

Exercice 27 Soient Z une variable aléatoire de loi N'(0, 1) et E une variable aléatoire
de loi £(1), indépendante de Z. A quoi ressemble la fonction de répartition de Y =
E+Z?

On va maintenant dire un mot de la maniere de tracer une fonction de répartition
connue théoriquement. On peut bien sir, si I’on connait leur expression, le faire comme
pour toute fonction. Si I’on ne connait pas cette expression mais que la fonction de
répartition est celle d’une loi classique (ou encore s’exprime a partir de fonctions de
répartitions de lois classiques) alors on peut utiliser le paquet scipy.stats, dont
nous allons détailler 1’utilisation (rappellons que nous abrégeons scipy.stats en
sts).

Si I’on définit par exemple Y=st s .norm alors Y est une variable aléatoire de loi
normale centrée réduite, et non une réalisation de cette variable aléatoire : on pourra par
exemple voir ce que donne type (Y) . A partir de 13, un certain nombre d’objets (pour
étre précis, je devrais ici parler de méthodes et non d’objets) associés a cette variable
aléatoire sont accessibles : par exemple,

e Y.pdf estla densité d’une normale centrée réduite,
* Y.cdf safonction de répartition,
* Y.ppf l'inverse de la fonction de répartition (et donne donc les quantiles).

On peut accéder par dir (Y) al’ensemble des méthodes associées a Y.

Exercice 28 Vérifier de deux maniéres que le quantile a 97,5% est bien 1,96 ap-
proximativement, puis tracer [’allure des courbes de la densité et de la fonction de
répartition d’une gaussienne centrée réduite.

Remarque 2.4.1
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e Vous avez intérét a retenir les syntaxes .pdf, .cdf et .ppf qui servent pour
toutes les lois classiques.

e On a tres envie, pour calculer la densité d’une variable X de la forme E +
Z avec E de loi exponentielle E(1) et Z de loi normale N (0,1), de définir
E=sts.expon puis Y=E+Z et de faire appel a Y .pdf. Hélas, ¢a coince car
méme la somme E+Z n’est pas définie sous Python. On est donc obligé de faire
a la main le calcul de la convolée des densités de I et Z.

e Sivous explorez tous les résultats de dir (Y), vous constaterez que Y .rvs ()
donne des réalisations de la loi Y, donc d’une loi normale centrée réduite. Cette
commande fait en interne appel a rnd.normal () (de méme pour toutes les si-
mulations d’autres lois) donc cela ne sert a rien de retenir les syntaxes . rvs ().

On peut a présent résumer I’illustration de la convergence en loi par le tracé de
fonctions de répartitions empiriques. On procede habituellement comme suit. Si I’on
connait la fonction de répartition théorique F’ de la loi limite,

* on se donne une famille finie de valeurs de n (par exemple {10, 100, 1000}),

* on se donne un € > 0 et un niveau de confiance 1 — v > 0 et on choisit N de
telle maniere que la probabilité que pour tout n de la suite, chaque FT(LN) estime
F, aepres,

* on trace les graphes de ces fonctions ﬁ,(LN) etde I : les EEN) doivent appro-
cher F'.

Si ’on ne connait pas F' mais que I’on sait simuler X, alors on estime F et il faut
ajouter les conditions correspondantes au deuxieéme point ci-dessus.

Exercice 29 [llustrez le théoréme central limite pour des sommes de variables aléatoires
indépendantes L.

Remarquons par ailleurs que les techniques ci-desssus peuvent également servir a
identifier la loi d’une variable aléatoire. Dans 1’exercice suivant, nous avons une suite
de variable aléatoires qui converge presque-siirement et cherchons a déterminer la loi
de la limite. Une fois que nous avons intuité que cette loi est une loi j3, il suffit de le
vérifier.

Exercice 30 (inspiré du texte d’agrégation public 2015-A7) On définit deux variables
aléatoires A, par Ay = a, By = b et

An
B((Anir Bur = (An +1,B) | (An. By)) = =2

B,
B((Ans1 Busr = (An, B+ 1)| (An, By)) = —=—,

(le processus (A, By)y est donc une urne de Pdlya).

o Simulez une réalisation de la suite (A,,),. Semble-t-il y avoir convergence presque-
sire de A, /n? (si vous voulez répondre de maniére théorique a la question,

. Apta .
montrez par recurrence que nt+atb est une martmgale).
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e On se place dans le cas a = b = 1. Quelle loi semble suivre la limite de
Ay /n? (si vous voulez répondre de maniére théorique a la question, montrez
par récurrence que A,, + 1 suit une loi uniforme sur {1,...,n+ 1}).

* Dans le cas général, montrez que la limite de A,, /n suit une loi 3(a,b).
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Chapitre 3

Grands théoremes de convergence

Le but de cette séance est de rappeler les grands théorémes de convergence de
variables aléatoires, de les discuter et illustrer. Les différentes familles de résultats de
convergence sont (a chaque fois (a,, ), désigne une suite déterministe) :

. Z N . . w 1 n
* leslois des grands nombres ou théoremes ergodiques, qui sont du type ar Dot Xk
converge vers une quantité déterministe”,

£ 13 3 1 9 b b 13 1 n
* les résultats du type “central limite” qui disent que “;- Y7 ) (Xp — E(Xy))
converge en loi”,

¢ les résultats concernant les valeurs extrémes,
¢ les résultats de grande déviation,

ainsi que les résultats spécifiques aux chaines de Markov ou aux martingales, que nous
évoquerons rapidement ici et détaillerons dans les chapitres correspondants.

Nous allons a chaque fois donner des résultats sous diverses hypotheses, et discuter
autant que possible les vitesses de convergence. Les références sur ces points sont, de
maniere générale, n’importe lequel des livres [1 2 4, |5]. Une lecture tres intéressante
sur ces points se trouve sur le blog de Terence Tao (cherchez “Terence Tao” et “275A”
sous Google), et vous verrez que je lui ai beaucoup emprunté.

3.1 Lois des grands nombres

Dans toute la suite, on considere une suite de variables aléatoires (X, ),,. On notera
S, = X1 + ...+ X,,; laloi des grands nombres concerne de maniere générale le
premier ordre de S,,. Les résultats classiques donnent des conditions sous lesquelles
Sp/n converge vers une quantité p déterministe, auquel cas (si i # 0) on a dit que
S, se comportait au premier ordre comme pun. On verra cependant des exemples (voir
I’exercice ol ce premier ordre n’est pas O(n) mais par exemple O(nlogn). Les
lois des grands nombres concernent en général la convergence presque-siire (si I’on
veut étre précis, on parle alors de loi forte des grands nombres) mais certains résultats
ne donnent que la convergence en probabilité (on parle alors de loi faible des grands
nombres).

Le résultat le plus classique est le suivant, tellement classique qu’on I’appelle en
général loi forte des grands nombres, tout simplement :

27
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Théoreme 3.1.1 (Kolmogorov) Soit (X,,), une suite i.i.d. de variables aléatoires.
Alors la suite (% (Sn — n]E(Xl))n converge presque-siirement si et seulement si X €
LY, et alors la limite est E(X1).
Notez que ce résultat est un “si et seulement si”’. Autrement dit, aucun espoir d’avoir
une convergence presque-siire de S, /n si X7 n’est pas intégrable. On va voir dans le
Théoreéme [3.1.5|que I’on peut avoir une convergence en probabilité.

Il existe des variantes plus ou moins classiques a ce résultat. Le premier affaiblit
I’hypothese d’indépendance :

Théoréme 3.1.2 (Etemadi) Soir (X,,),, une suite de variables aléatoires deux & deux
indépendantes. Alors la suite (%(Sn — nIE(Xl))n converge presque-siirement si et
seulement si X1 € LY, et alors la limite est E(X1).

Ces deux résultats peuvent étre trouvés dans [, 2, S]. L’hypothese d’égalité des lois
peut aussi étre affaiblie, par exemple en utilisant le théoreme des deux séries (ou celui
des trois séries) de Kolmogorov. Ce résultat étant une conséquence de la loi des grands
nombres pour les martingales, que nous donnons plus loin, nous n’en parlerons pas.
Rappelons par ailleurs que le théoreme de Glivenko-Cantelli, que nous avons énoncé
(et utilisé) dans le TP2, est une conséquence simple de cette loi des grands nombres.

Le résultat classique ce type pour les chaines de Markov est le théoréme ergodique.
Nous ne le citons que pour mémoire et reviendrons dessus dans le paragraphe concer-
nant les chaines de Markov.

Théoréme 3.1.3 Soit (X,,),, une chaine de Markov sur un espace d’état dénombrable D.
Si cette chaine est irréductible et admet une probabilité invariante m, alors pour toute
fonction f sur D intégrable par rapport a 7, on a

1 — p.s.
5,;”’“) 23 /fdw.

Ce résultat est démontré par exemple dans [[1} 2]].

Enfin, on peut donner des résultats de ce type pour les martingales. Rappelons que
ceci généralise le cas des sommes de variables indépendantes, puisque si (X, ),, est
une suite indépendante de variables intégrables, alors

My =3 (X~ E(X2)

est une martingale. Ces résultats dépendent de la quantité

n

(M) = E((Mg — My_1)*| Fe-1).
k=1

On a alors le résultat suivant (voir encore une fois |1, 2]) :
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Théoreme 3.1.4 Soit (M,,),, une martingale telle que chaque M,, est de carré intégrable.
Alors :

M, P
ans — 0

o surl’événement [lim,, (M),, = o], ona

o sur l’événement [lim, (M),, < o], la suite M,, converge presque-siirement.

Encore une fois, nous reviendrons plus longuement dessus dans le paragraphe sur les
martingales.

Dans la suite, nous nous concentrons sur les lois des grands nombres pour des
sommes de variables aléatoires, et discutons des variations de ce résultat

Exercice 31 Comment se comporte (au sens presque-siir) Sy, /n quand les (X.,), suivent
des lois de Cauchy ? et au sens de la convergence en loi ? de la convergence en proba-
bilité ? conjecturez le résultat, puis prouvez le (indication : la fonction caractéristique
de X1 estt — e~ ltl).

Le résultat ci-dessus illustre le “si et seulement si” du Théoreme Notons qu’il
existe un analogue faible de ce théoreme :

Théoreme 3.1.5 Soit (X,,), une suite ii.d. de variables aléatoires. Alors la suite

(% (Sn—nE(X11x, \Sn))n converge en probabilité si et seulement silim;_, o, P(| X1| >

£) = 0.

Ce théoreme est démontré dans [5]]. Hélas, des X; vérifiant les conditions du Théoréme
[3.1.5|mais pas du Théoreme [3.1.1| ne sont pas facilement programmables.

Il est par ailleurs instructif de se rappeler comment prouver facilement des ver-
sions non optimales des lois des grands nombres. En effet, confronté a un probleme
de modélisation vous aurez souvent besoin de comprendre de maniere qualitative com-
ment se comporte votre modele, quitte a faire des hypotheses trop fortes. L’exercice
suivant vous fait retravailler des preuves utilisant la méthode des moments. Cela va
nous permettre de montrer une loi des grands nombres pour une somme S, = X ,, +
...+ X, n oules X; ,, sont indépendants pour n fixé mais que les termes apparaissant
dans 5, et ceux qui apparaissent dans S, ne le sont pas.

Exercice 32 Vous rappelez-vous comment montrer la loi faible des grands nombres
pour une famille i.i.d. L2 ? et la loi forte des grands nombres pour une famille i.i.d.
L* ? En déduire que si (Xin)i<n est une famille de variables aléatoires qui ont toutes
la méme espérance E(X1 1) et telle que pour tout n

X1y Xnn estune famille indépendante et sup E(X? ) < oo

. i,n
i,n

alors Sy /n = L3 X}, ,, converge vers E(X1,1) en probabilité si p = 2 et presque-
siirement si p = 4.

Exercice 33 On fabrique une suite (V,,, E,)nen+ de graphes aléatoires de la maniére
suivante :
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* l’ensemble des sommets V,, est {1,...,n} pour tout n,

» 'ensemble d’arétes E,, 1 est donné comme la réunion de E,, avec des arétes
{i,n+1}, chacune d’entre elles étant présente avec probabilité 1/2 et de maniére
indépendante.

Ecrire une fonction Python simulant cette suite. Utilisez cette fonction pour montrer
que #E,/ (5) converge presque-siirement vers 1/2. On peut montrer également que
le nombre T, de triangles (i.e. le nombre de triplets {i,j,k} de sommets tels que les
arétes {i,j}, {i,k}, {j, k} sont toutes dans V') vérifie que T,,/ (%) converge presque-
sitrement vers 1/8.

La méthode des moments permet également de traiter le cas ou S, n’évolue pas
au premier ordre en n. L’exercice suivant est un classique appelé le “collectionneur de
vignettes[T}’.

Exercice 34 Soit (Y},)y, une famille i.i.d. de variables de loi uniforme sur {1, ... ,n}.
On note T,, le premier instant ou les Y ont pris toutes les valeurs possibles :

T, = inf{ktelque #{Y1,.... i} = k}

Ecrire une fonction Python simulant T, ; on aura intérét & utiliser la structure de
données appelée “ensemble”. Explorez le comportement en loi de T, pour n — oo.
On pourra en particulier expérimenter pour voir si T, /(n® logﬂ n) semble conver-
ger, pour des valeurs simples de «, 5. Conjecturez un résultat, puis prouvez le. Pour
cela on pourra montrer que T,, = X,, 1 + ... + X,, , pour des variables aléatoires
indépendantes de loi géométrique, calculer I’espérance de T}, et majorer sa variance.

Exercice 35 On choisit une permutation o,, aléatoirement et de maniére uniforme
dans G,, et on s’intéresse au nombre C,, de cycles dans cette permutation. On codera
une permutation de la maniére suivante :

est représenté par sigma=[3,9,6,8,2,1,5,4,7]. On vous fournit la fonction
to_cycles qui prend en entrée sigma et rend une décomposition en cycles. Obser-
vez empiriquement que l’espérance et la variance de C', sont de ’ordre de logn (on
peut prouver en fait que Cy,, a méme loi que la somme de X, pour k = 1,....,n
ot Xy ~ B(ﬁ) ). En acceptant le résultat de cette observation, montrez que
Cr/ logn tend vers 1 en probabilité. L'illustrer est assez difficile a cause de la lenteur
de la convergence.

La méthode des moments permet souvent d’obtenir des résultats sous des hypotheses
renforcées de moments. Une fois les résultats identifiés, on peut espérer assouplir les
hypotheses, typiquement par un argument de troncation.

1. le terme anglais étant “coupon collector”, on a tendance a parler de “collectionneur de coupons”
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Un point que nous n’avons pas encore abordé est celui de la vitesse de convergence
dans les lois des grands nombres. Celle-ci est essentiellement donnée par un résultat
du type “théoréeme central de la limiteﬂ’ que nous étudions maintenant.

3.2 Théoremes centraux de la limite

Nous avons vu que la loi des grands nombres donne le premier ordre pour S,, =
X1+...+ X, :S,/n — pdonne S, ~ un. Le théoréme central limite donnera le
deuxieme ordre, au sens ou il donne des informations sur .S,, — un (qui ne peut étre que
d’un ordre inférieur a n). Le résultat standard que nous rappelons ci-dessous donne par
exemple S, ~ un + Z/nou Z ~ N(0,1).

Ici aussi, nous allons discuter 1’énoncé standard et les extensions que 1’on peut
obtenir en améliorant ses différentes méthodes de preuve. Nous allons aussi discuter la
vitesse de convergence.

Le résultat standard est le suivant. Nous allons rappeler plusieurs méthodes de
preuve.

Théoreme 3.2.1 Si (X,,),, est une suite i.i.d. de carré intégrable, alors

S%]T}?Xl) A N (0, var(X1))

Nous allons voir une premiere illustration élémentaire, qui servira plus tard :

Exercice 36 Soit (X,,),, une suite de variables i.i.d. de loi de Bernoulli B(p). lllustrez
le théoreme ci-dessus.

La preuve la plus courante et la plus courte utilise les fonctions caractéristiques et
le théoreme de Lévy-Cramér. On rappelle que si Z est une variable aléatoire (réelle ici,
mais ce qui suit s’étend au cas de variables a valeurs dans R par exemple), sa fonction
caractéristique est

by, R — C
t = E(elt?) -

On écrit alors
P spn t) = e VREXD) (g (—))"
Sijgxn() e ( xl(\/ﬁ))

et
)= @, (0) + = Dy (0) + L % (0) + o)
! Jn X on X1 “on

or ¢x, (0) = 1, Py (0) =iE(X,), Px, (0) = —E(X7) et on obtient immédiatement

Sl

2

2

D s, —nr(xy) (t) — e 2var(X1)
v

Cette preuve est la plus courte mais elle n’est pas celle qui s’étend le plus facilement.

2. oui, c’est le terme correct
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Une autre preuve utilise la méthode de Lindeberg. On 1’écrit ci-dessous dans le
cas ol les X, sont centrés et de variance 1 (ce qui ne restreint pas la portée de la preuve
car on peut s’y ramener en translatant et normalisant les X},), et admettent un troisieme
moment (on peut ensuite par troncation qu’il suffit d’avoir un deuxieme moment). Elle
consiste & remarquer pour commencer que si (N, ),, est une famille i.i.d. de loi A/(0, 1)
alors w suit exactement la 1oi (0, 1). Ensuite, pour ¢ une fonction infiniment

dérivable sur R, on écrit :

X, +... +X, Ny +...+N,
A1T - T Anyy gL T
7 ) — E(ep( N )
Xi4+ ...+ X+ N1 +...+ N,
=) E(e( NG
k=1

X1+...+Xk_1+Nk+...+Nn))
N

) —(

puis on donne pour chaque terme de la somme un développement de Taylor au troisieme
ordre. ’avantage de cette méthode est qu’elle permet plus facilement d’arriver a des va-
riations du théoréme, dans lesquelles on s’intéresse a une somme de (f( n,k)k indépendants
pour k fixé mais pas pour différents n. On arrive alors au raffinement qui est le sens

direct du théoréeme suivant :

Théoreme 3.2.2 (Lindeberg-Feller) Soit K, une suite d’entiers avec K,, — oo quand
n — oo, et soit pour tout n une famille X, 1, ..., X, i, devariables aléatoires indépen-

dantes. On note 52 = Zsz”l var(X,1); alors la condition

K
1 «— ~ ~ 2
Ves 0 =3 E((Rnr —EXn) g, ax, e ) =20 G

k=1 >

est vérifiée si et seulement si on a

1 -
&—721 ISIE%}I((TL var(X, k) n:zo 0 (3.2)
et
1 K7L _
—> " (Xuk —E(Xnr)) 5 N0, 1).
In =1
Remarque 3.2.3

* On retrouve le résultat standard donné par le Théoréme en prenant )N(n,;C =
Xi/v/n(c’est pour souligner le fait que les X, ;. contiennent une normalisation
que nous utilisons la notation X ).

* La condition (3.1) est appelée “condition de Lindeberg”. Elle signifie qu’aucun
X i ne joue un role prédominant dans la somme ), ", (ka. — IE(ka)).

* On peut bien stir démontrer ce résultat en utilisant les fonctions caractéristiques,
mais c¢’est moins naturel qu’avec la méthode de Lindeberg.
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. - . , . T, G e
Exercice 37 On utilise les notations de | exerczce On pose X, j, = BV T

utilisant le Théoreme 3.2.2| montrez que C“I_T/ITO*EL" converge en loi vers une variable

centrée réduite puis illustrez ce résultat.

Remarque 3.2.4 Une condition suffisante pour (3.1)) est qu’il existe § > 0 tel que
1 < . .
s D E( X — E(X,0)[7) =0, (33)
In k21

Cette condition (3.3)) est appelée “condition de Lyapounov”.

Exercice 38 On reprend I’exercice |34 mais cette fois-ci le collectionneur ne cherche
qu’a obtenir une proportion p €0, 1] des vignettes disponibles. Montrez que le temps
T,(lp) peut s’écrire comme Xy, 1 + ...+ X, ., avec v, ~ pn. Utilisez le Théoreme
3.2.2| pour montrer que pour tout p €)0,1[ il existe deux constantes m,, et 03 pour

(o) _
lesquelles % A N(0,1). On pourra prouver que la condition (3.3)) est vérifiée
P

avec § = 2 en utilisant | ’ine’galitéE]

pour Gy, suivant une loi géométrique de paramétre p, et K une certaine constante
(indépendante de p). Et pour p = 1? On rappelle que E(T,) ~ nlogn et que
w2 2. . T,—nlogn

var(T),) ~ % n®; a-t-on convergence en loi de Tn/ve ?

La troisieme méthode de preuve du théoreme central limite passe encore par les
moments. Elle utilise le résultat suivant : si une suite de variables aléatoires (Y7,)y,

Lo N L

vérifie E(Y?) — E(ZP) pour toutp € N, ot Z ~ N (0, 1) alors Y,, = Z (et on peut
remplacer ici A/(0, 1) par toute loi “déterminée par ses moments”, i.e. qui est la seule
avec les moments donnés — et c’est le cas de la loi normale). Mea culpa : je n’ai pas
trouvé d’application raisonnablement simple et intéressante.

On verra dans les chapitres concernant martingales et chaines de Markov qu’il
existe des théoremes centraux de la limite pour ce type de processus.

Parlons maintenant de vitesse de convergence dans le théoréme central limite. Le
résultat principal est le théoréme suivant :

Théoreme 3.2.5 (Berry-Esséen) Soit (X,,),, une suite de variables aléatoires i.i.d.

admettant des moments d’ordre 3. On note F,, la fonction de répartition de %
nvar(Xy

et F la fonction de répartition de N'(0, 1). Alors

Cp
Fo(z) - F <
i L

oit C' ~ 0,4748 est une constante universelle et p = E(| X1 — E(X1)[?).

3. facile a montrer.
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Ce résultat montre donc essentiellement que la vitesse de convergence dans le théoréeme

central limite, Théoréme [3.1.1} est en O(1/+/n).

Exercice 39 On reprend le contexte et le code de l’exercice On note Fr(LN) la fonc-
tion de répartition empirique approchant F,, associée au N -échantillon. En utilisant le
fait que sup, |F7$N) (z) — F(x)| est atteint en I'un des points de I’échantillon (faites
un dessin!), donner une estimation de cette quantité pour différentes valeurs de n et la
comparer au majorant donné dans le Théoréme|[3.2.3]

Avant de passer a un autre sujet, mentionnons le fait que dans le Théoreme[d.1.2] on
ne peut renforcer le résultat pour avoir une convergence en probabilité ou presque-sire.
Cela peut se prouver de plusieurs manieres mais nous utiliserons pour cela un résultat
appelé loi du log itéré.

Théoreme 3.2.6 Soit (X,,),, une suite i.i.d. de carré intégrable, et

1

Vh = —————
v2nloglogn

Alors presque-siirement

limsup V,, = ++/var(X;) lirr_1>inf Vi, = —/var(Xy).

n— oo

Exercice 40

1. En admettant le Théoreme montrez que [’on ne peut avoir convergence en
probabilité ou presque-siire dans le Théoréme B.1.2] a moins que les variables
X ne soient déterministes.

2. On voudrait illustrer le Théoréme [3.2.6]; c’est impossible car les échelles de
temps sont trop lentes. On peut en revanche observer que V,, prend des valeurs
“éloignées de zéro” pour des temps arbitrairement grand. Simulez une trajec-
toire de V,, pour des X, de loi de Rademacher.

3.3 Valeurs extrémes

Soit encore (X, ), une famille i.i.d. de variables réelles. Les résultats du type “cen-
tral limite” portaient sur la convergence en loi de (S, — ay,) /by, pour des suites (an ),
et (b, )n- Nous nous intéressons ici a la variable donnant les maxima de la suite :

M, = max X
k=1,.

)

et a I’éventuelle convergence en loi de (M,, — a,,) /b, quand n — oo.
On peut commencer par se demander quel est le comportement de M,, lui-méme.

Exercice 41 Soitzp = sup{z € R|P(X; < ) < 1} €]—00,+0]. Ona M, 5.
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La question de la convergence de (M,, — a,,)/b,, consiste alors a étudier le comporte-
mentde zp — M, (sixp < o0) ou la vitesse de divergence de M,, (si xtp = o0). Le
résultat standard en la matiére est le suivant :

Théoréme 3.3.1 (Fisher-Fréchet-Gnedenko-Tippett) Soit (X,,),, une famille i.i.d.
de variables réelles. S’il existe deux suites, (a,)y, de réels quelconques et (by,), de
réels strictement positifs, telles que (M,, — a,) /by, converge en loi quand n — oo,
alors cette loi limite est nécessairement de l’'un des quatre types suivants :

e une masse de Dirac,
. . . 7z .. — i
* une loi de Gumbel, i.e. de fonction de répartition x — e~°

* une loi de Weibullﬂ i.e. de fonction de répartition x — e~ (=" Ig_(z)+1g, (7)
avec a > 0,

* une loi de Fréchet, i.e. de fonction de répartition z — e~ "1, (z) avec a > 0.

Nous n’allons pas démontrer ce résultat mais 1’illustrer dans des cas correspondant a
différentes situations.

Exercice 42 Dans les cas suivants, prouvez puis illustrez le résultat.
1. Si X1 ~ B(p) avec p €]0,1], on a M, 55,

2. 8i X7 ~ U([0,6]) pour 6 > 0, on a (M, — 9)/% 5 une loi de Weibull avec
a = 1 (qui est la méme chose que la loi de —F pour E ~ £(1)).

3. 8i Xy ~E(X) avec A >0, 0ona (M, — 10%\")/% 5 une loi de Gumbel.

4. Si X1 ~C(1) alors M,, /2 X une loi de Fréchet avec a = 1.

4. c’estlaloi de —X pour X une loi de Weibull définie précédemment; les deux conventions de notation
existent.



36

CHAPITRE 3. GRANDS THEOREMES DE CONVERGENCE



Université Paris-Sud Saclay Master 1 mathématiques et applications

Bibliographie

[1] Ph. Barbe, M. Ledoux, Probabilité.

[2] M. Benaim, N. El Karoui, Promenade aléatoire, chaines de Markov et simula-
tions ; martingales et stratégies.

[3] B. Bercu, D. Chafai, Modélisation stochastique et simulation.
[4] O. Garet, A. Kurtzmann, De I’intégration aux probabilités.

[5] P. Toulouse, Thémes de probabilités et statistiques.

37



38

BIBLIOGRAPHIE



Université Paris-Sud Saclay Master 1 mathématiques et applications

Chapitre 4

Utilisation des chaines de Markov pour la si-
mulation

Dans cette séance, nous abordons 1’utilisation des chaines de Markov pour la réso-
lution de problémes numériques. Nous commencerons par nous intéresser a la méthode
de Monte-Carlo qui permet de calculer des intégrales [ f dr lorsque f est une fonc-
tion sur un ensemble dénombrable E et que 1’on connait une chaine de Markov sur
FE de probabilité invariante 7. Ce probléme va nous mener a étudier deux questions
théoriques, concernant :

e la construction d’une chaine de Markov ayant une probabilité invariante donnée
a priori,

e la vitesse de convergence d’une chaine de Markov vers sa mesure d’équilibre.

Les réponses a ces deux questions nous permettront de répondre a un autre probleme
numérique, qui est la recherche des minima d’une fonction V' sur E par un algorithme
stochastique.

Les notations utilisées dans 1’ensemble du texte seront les suivantes : (X,,),, sera
toujours une chaine de Markov de matrice de transition (P(:z:7 y))wy cp SUr un en-
semble E de cardinal (fini) d, avec la convention P(z,y) = P(Xn41 = y|X, = 2),
de sorte que si pg = (10())zer (Vvu comme un vecteur ligne) est la loi de X alors
n = poP" estlaloi de X,,. De méme, si f est une fonction sur E alors P f sera la
fonction

Pf(z) =Y Plx,y)f(y) = E(f(X1)).

yeE

On notera P, (resp. P,) les probabilités conditionnelles a Xy = x p.s. (resp. sous
I’hypothese que X suit la loi 1), de méme pour E,, (resp. E,,).

Nous commengons avec un paragraphe rapide sur la simulation des chaines de Mar-
kov et sur des théorémes sur le comportement asymptotique de ces chaines.

4.1 Simulation et résultats classiques pour les chaines de Markov
On cherche ici a simuler une chaine de Markov décrite par sa matrice de transition
T, qui est définie par le fait que T; ; = P(X 41 = 1| X, = j).
Rappelons qu’une chaine de Markov peut également étre donnée sous la forme
Xn+1 = fu(Xn, Uny1) ot (Uy), est une suite i.i.d. de loi #([0, 1]) indépendante de

39
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X, cette dépendance étant en général exprimée sous la forme d’un algorithme impli-
quant le tirage de U, 41, comme c’est le cas dans I’algorithme de Metropolis que nous
verrons plus loin.

Supposons que la matrice de transition est donnée sous la forme d’une liste de listes,

par exemple T=[[1/6,1/3,1/21,(1/2,1/4,1/41,1(11/2,1/2,0]1] pour la
1/61/31/2

matrice T' = ( 1/21/4 1/4). Dans ce cas, et si I’on indexe (suivant 1’habitude de
1/21/2 0

Python) les trois sommets comme 0, 1 et 2 alors conditionnellement a X,, = ¢ la

variable X,,; vaut 0, 1 ou 2 avec des probabilités données par T [i]. On peut alors

utiliser la commande rnd.choice (d, T[1i]) ou d est le cardinal de I’espace d’état

(ici d = 3).

Exercice 43 Ecrivez une fonction Python Markov qui prend en entrée Xo, n et T et
simule une trajectoire (Xo, ..., X,).

On rappelle qu’il existe un résultat de type “loi des grands nombres” pour les
chaines de Markov : c’est le théoreme ergodique.

Théoréme 4.1.1 Soit (X,,),, une chaine de Markov sur un espace d’état dénombrable E.
Si cette chaine est irréductible et admet une probabilité invariante T, alors pour toute
fonction f sur D intégrable par rapport a 7w, on a

ikzl (X0 B /f dr.

Notons que I'irréductibilité assure que la probabilité invariante est unique si elle existe.
Dans le cas ou D est fini, il suffit de supposer que la chaine est irréductible, I’existence
de 7 étant alors automatique. Ce résultat est démontré par exemple dans [1} 2].

11 existe également un résultat de type “théoréme central de la limite” :

Théoréeme 4.1.2 Soit (X,,),, une chaine de Markov sur un espace d’état fini D. Si
cette chaine est irréductible et qu’on note  sa probabilité invariante, alors pour toute
fonction f sur D, il existe O’J% tel que

V(> £ = [ £am) S A0.03)
k=1

Le gros défaut pratique de cet énoncé est que oy n’est défini que de maniere implicite,
de sorte que ce résultat ne peut servir pour donner des intervalles de confiance. Pour
des énoncés généraux (dont celui-ci) voir [2].

Exercice 44 On considere la méme chaine que dans [’exercice précédent. Comment
déterminer la probabilité invariante T de cette chaine ? On utiliseranp .linalg.eigq,
dont on pourra consulter le fichier d’aide ; ne pas oublier que la probabilité invariante
est vecteur propre de la transposée de T et pas de T méme. Illustrer ensuite les deux
théoremes ci-dessus dans le cas de la chaine de matrice de transition définie ci-dessus
et pour f = lyoy. La variance oy étant inconnue, on l’estimera par la variance empi-
rigue d’'un N -échantillon de X,, pour n assez grand.
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4.2 Méthodes de Monte-Carlo

Le principe général de la méthode de Monte-Carlo est le suivant : si (X,,), est
une chaine de Markov irréductible sur un ensemble fini F, qui admet une probabilité
invariante 7 sur F (ce qui est toujours le cas si E est fini), alors pour toute fonction f
sur F, le théoréme ergodique donne :

I /fdw. (4.1)
k=1

On peut donc espérer calculer [ f d7 en simulant une trajectoire d’une chaine de Mar-
kov de probabilité invariante 7. Deux questions se posent naturellement :

e puisque 1’objet de départ est 7, sait-on construire une chaine de Markov (irré-
ductible) de probabilité invariante 7 ?

e quelle est la vitesse de convergence dans ({@.1)) ?

Remarquons au sujet du premier point que la méthode ci-dessus ne sera intéressante
que s’il est moins coliteux numériquement de simuler la chaine que de calculer tous les
7(z) et de sommer les f(2)7(z). Nous allons décrire dans la section4.3|une méthode,
dite de Metropolis—Hastings, de simulation d’une chaine de Markov de probabilité
invariante 7, qui aura cette qualité.

Au sujet du deuxieme point le théoreme devrait nous permettre de donner
au moins un intervalle de confiance asymptotique pour [ f dm, malheureusement ce
résultat est en pratique difficile a exploiter. On va donc renforcer nos hypotheses pour

avoir une estimation de ’P" flx)=[f d7r|. Si cette quantité est < ¢, alors si 1’on se

)

donne N réalisations indépendantes Xfll s, X 7(1N) de X,,, le théoreme central limite

appliqué a f (Xy(bk));€ implique

N .
V(5 o5 = [ fa) 2 (0.02) “2)
k=1

ou cette fois-ci
2
Pt = [ (F@) = [ £ dn < 217

et on peut donc obtenir un intervalle de confiance asymptotique pour [ f duy,, qui est
en-proche de [ f dm (mais au prix de N simulations de X,, au lieu de la seule simula-
tionde Xq,..., X,).

Nous donnons dans la section [4.3] 1’algorithme de Metropolis—Hastings, méthode
de construction d’une chaine de Markov de mesure invariante 7 ; on aura méme pour @
une propriété plus forte appelée réversibilité. Dans la section[4.4] nous définissons une
famille de probabilités 7, les mesures de Gibbs, qui a un intérét tout particulier pour les
applications, nous explicitons la méthode de Metropolis—Hastings dans le cas de cette
famille, et I’utilisons pour obtenir notre premiere vraie simulation. Nous donnons dans
la sectiondes estimations de | P™ f(z) — [ f dr|, sous I'hypothése que la chaine est
(ca tombe bien) réversible pour la probabilité 7. Dans la section 4.6 nous explicitons
ces estimations dans le cas des mesures de Gibbs et en tirons la méthode du recuit
simulé, qui permet de trouver les minima d’une fonction.
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4.3 Algorithme de Metropolis—Hastings

Dans cette section, nous allons donner une méthode permettant de construire une
matrice de transition P qui sera réversible pour une matrice donnée 7. Commencons
par rappeler la définition de la réversibilité :

Définition 4.3.1 On dit que la matrice de transition (P(z,y))
rapport a  si pour tous x,y de E on a

P(z,y)m(z) = Py, z) m(y). (4.3)

vy O réversible par
.

Il est immédiat que si P est réversible par rapport a 7, alors 7 est invariante pour P.
Plus précisément, I’invariance de 7 est caractérisée par 1’égalité

Y Plzy)n(a) =) Ply,z)n(y),

yek yek

donc I’invariance de 7 par P correspond a I’égalité “en moyenne” de P, , w(x) alors
que la réversibilité correspond a une égalité terme a terme. Ceci explique que soit
aussi appelée la condition de bilan détaillé.

On part d’une probabilité 7 dont on suppose qu’elle charge tous les points : 7w(x) > 0
pour tout x, et on suppose donnée une matrice de transition (), dite matrice de sélection,
qui a la propriété Q(z,y) = 0 = Q(y,z) = 0. Pour cette matrice, on consideére une
fonction h : R —]0, 1] telle que h(u) = wh(1/u) (remarquons que h(u) = min(1, u)
ou h(u) = i, conviennent) et on pose
m(y)Qy, x) )

(@)Qx,y)

(avec la convention que a(z,y) = 0si Q(z,y) = 0).

a(z,y) = h(

Lemme 4.3.2 On définit

_ | alzy)Q(z,y) siz#y,
Plr,y) = { 1=>, .. P(z,y) sinon. @4

Alors P est un noyau de transition qui est réversible pour T, irréductible si Q) ’est, et
apériodique si h(u) < 1 pour tout u.

La preuve est laissée en exercice :

Exercice 45 Prouvez le Lemme

La matrice de transition donnée ci-dessus correspond a un algorithme d’évolution
tres simple : si’on a X,, = z, alors le choix de la valeur de X, se fait de la maniere
suivante :

1. on choisit y suivant la loi (Q(z, y))yeE,

2. on calcule A(z,y) = h(%) ;
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3. ontire un U de loi U(][0, 1]);
e si U < A(x,y) alors on accepte la sélection et on choisit X,, 11 = y;
e sinon on refuse la sélection et on choisit X,, 11 = .

Cet algorithme simple permet donc de simuler une chaine de Markov qui va étre
réversible par rapport a 7. On verra justement dans la section .5] que 1’estimation
des vitesses de convergence est plus simple pour les chaines réversibles.

Remarque 4.3.3 On n’a pas besoin d’expliciter la matrice Q : il suffit de savoir définir
un algorithme qui simule la chaine de transitions données par @), et de connaitre
les rapports Q(x,y)/Q(y, x). On n’a pas besoin non plus de connaitre explicitement
w(x) : il suffit de connaitre les rapports w(x) /m(y), donc les constantes de normalisa-
tion ne jouent aucun role.

Exercice 46 Soit V = (Z/rZ)? un réseau d-dimensionnel (on considere (Z/rZ)%
plutot que {1, ..., 7} pour se simplifier un peu la vie, vous comprendrez bientot pour-
quoi). On appelle configuration de sphéres dures sur S une application x : V — {0, 1}
telle que x(v) # x(v') si v et v’ sont voisins. La situation x(v) = 1 décrit la présence
env d’une “sphére” qui est assez grosse pour empécher la présence d’une autre sphere
sur les sites voisins (mais pas sur les sites plus lointains). On note M [’ensemble
des configurations de sphéres dures sur V, et w la probabilité uniforme sur M. On
considere ’algorithme suivant, définissant une configuration x,, aléatoire : si ’'on a
X,, =z, alors

1. on choisit v uniformément dans V,
2. si les sites voisins de v ne sont pas tous libres, on ne fait rien,

3. sitous les sites voisins de v sont libres, on donne a x(v) la valeur d’une variable

de Bernoulli (1/2).

Montrez que ceci est un algorithme de Metropolis pour h(u) = H%U et définit donc
une chaine de Markov irréductible apériodique de mesure invariante w. En déduire
une estimation numérique du nombre moyen de sphéres E,. ( Y owev x(v)) (en utilisant
des N = 100-échantillons avec n = 10000 pour r = 10, d = 2). Pour cela on aura

intérét a définir une fonction e qui a k associe le k-ieme vecteur de la base canonique.

4.4 Mesures de Gibbs

Soit V' une fonction de E dans R, et 7' > 0 un parametre appelé la température.
On appelle mesure de Gibbs associée a la fonction V, a la température 7', la probabilité
définie par

1 —Vi(x

mvr(e) = e VT, (4.5)
Z

ou Z est une constante de normalisation :

7= V@i,

zEFR
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L’une des difficultés de 1a simulation directe des lois de Gibbs réside dans la constante Z,
a priori inconnue et dont le calcul est en pratique impossible — ou en tout cas aussi com-
pliqué que le calcul de [ f dmy, 7. Cest 1a que I'on se réjouit de la Remarque
L’algorithme est de plus simplifié par le fait que pour tous x,y de F,

wry) _ ~vw-va)T
7TV,T(£L')

qui ne dépend que des différences V' (y) — V(). Explicitons dans ce cadre 1’algorithme
de Metropolis : partant de x € E, I’évolution est donnée simplement par

1. choisir y € F suivant la loi (Q(:z:, y))yeE;

2. calculer A(z,y) = h(% e” AVEY/T) ot AV (2,y) = V(y) — V(2);
3. ontire un U de loi ([0, 1]);
e si U < A(z,y) alors on accepte la sélection et on choisit X,, 11 = y;
e sinon on refuse la sélection et on choisit X,, 11 = .

Les mesures de Gibbs sont fondamentales en physique, et plus particulierement en
physique statistique ou E représente 1’espace d’état d’un systeme physique, x € F une
configuration donnée et V() I’énergie de cette configuration. Les mesures de Gibbs
sont alors les lois d’équilibre macroscopique du systéme Notre premier exercice de
vraie simulation concerne 1’utilisation de la méthode de Metropolis—Hastings pour si-
muler la loi de Gibbs dans un modele simple d’aimant.

Exercice 47 On consideére un réseau fini R = {1,...,7}2, qui représente les positions
des atomes dans un bloc de métal. On note a ~ b si deux sites a et b sont voisins.
Chaque atome a un moment magnétique (une “micro-aimantation”) qui est orienté
soit vers le haut, soit vers le bas : on note o(a) € {—1,+1} le moment magnétique
(que I’on appelle habituellement “spin”) en a = (i,j) € R. La configuration du bloc
est donc décrite par 0 = (o(a))aeR eton a donc E = {—1,+1}£. On suppose que
les moments magnétiques différents ont tendance a se repousser, de sorte que si deux
atomes voisins ont des spins différents, I’énergie du systeme est plus élevée que s’ils
sont alignés. On suppose en revanche que deux atomes qui ne sont pas immédiatement
voisins n’interagissent pas directement [’un avec I’autre. On modélise ceci en posant

V(o) =— Z o(a)-o(b) (4.6)

(a;b) | a~b
out la somme porte sur I’ensemble des couples a,b de R qui sont voisins.

1. On considére la chaine de Markov dont I’évolution est donnée comme suit :
partant de o, on choisit a € R uniformément et on renverse le spin en ce site,
sans toucher au reste : on passe en o’ vérifiant o’(a) = —o(a) et o' (b) = o (b)
pour b # a. Si l'on note Q la matrice de transition associée (a ne surtout pas
expliciter), a-t-elle la propriété Q(o,0') > 0 = Q(o',0) > 0?2 A-t-on une
relation plus précise entre Q(o,0") et Q(o’,0) ?

1. Au sens ot les mesures 7y, sont les mesures 7 qui maximisent I'entropie S(7) = — [ log w(z) dm
sous la contrainte que 1’énergie totale [V dr est fixée.
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2. Supposons que dans I’évolution o — o' ci-dessus, on ait choisi le site a. Montrez
que
V(o) = V(o) =20(a)- > o(b). 4.7

b|b~a

Définisssez une fonction deltaV qui calcule la quantité donnée en si on
lui donnne o (comme un array Numpy) et a comme un tuple. On pourra définir
avant cela une fonction voisins qui prend en entrée a et retourne l’ensemble
des voisins de a.

3. Reprenez I'algorithme de Metropolis—Hastings avec h(u) = min(1, u) pour Q
et my. 7. Observez que I’évolution de matrice de transition P est définie simple-
ment comme suit : partant de o,

e on choisit un site a € R uniformément,

e on calcule AV = 20(a) - 32|y, 0(b) et on simule une variable de loi
uniforme U ~ U([0,1]),

e silU < e*AV/T, on renverse le spin en a.

4. Montrer que la chaine de Markov définie ci-dessus est irréductible apériodique.
Par conséquent, la loi apres n itérations de I’algorithme converge vers la pro-
babilité invariante quand n — oo. Ecrivez une fonction qui exploite I’algo-
rithme de Metropolis pour tirer une configuration suivant 1’état de Gibbs du
modele d’Ising. Affichez-la en utilisant la commande mat show de Matplotlib,
et comparez-la a une configuration obtenue en choisissant en chaque site un spin
+1 de maniere équiprobable. De maniére authentiquement pifométrique, on vous
recommande les valeurs r = 20, n = 10000 et T variable. Pour un meilleur ef-
fet, commencez avec T' = 10 et diminuez la valeur de 1 en 1 jusqu’a 1.

5. Pour une configuration o donnée, on peut définir I’aimantation macroscopique
A(0) = 5 Y 4er 0(a). Pour différents tirages a différentes valeurs de T, calcu-
lez |A(0)|. La valeur observée indique-t-elle que les spins ont tendance a s’ali-
gner, ou bien peut-il étre simplement [’effet du hasard ? pour répondre a cette
question, donnez un intervalle de fluctuation a 95% pour |A(o)| dans le cas on
o est obtenu en tirant uniformément, en chaque site, un spin 1.

4.5 Chaines réversibles et trou spectral

L’un des intéréts de la notion de matrice réversible est la suivante : si I’on définit
un produit scalaire sur I’ensemble des fonctions de E' dans R par

(F.g)s = [ f90r. (48)
alors on a

Lemme 4.5.1 La matrice P est réversible par rapport a m si et seulement si elle est
autoadjointe pour { , ) en tant qu’application f — Pf.

La conséquence immédiate est que P est diagonalisable dans le groupe orthogonal
pour le produit scalaire { , ), de valeurs propres réelles. On a donc :
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Lemme 4.5.2 Si P est réversible par rapport a une probabilité m, alors ses valeurs
propres peuvent s’écrire

l=vi>2v9>...>20vy > —1.

Si de plus P est irréductible, alors 1 = vy > vso. Si de plus P est irréductible et
apériodique alors vg > —1.

La preuve est laissée en exercice :
Exercice 48 Prouvez le lemme[.5.2] Pour les deuxieme et troisiéme assertions, utilisez
le théoreme de convergence ergodique (qui dit que % Sy P* f converge ponctuel-

lement vers [ f dr) et le théoréme de convergence en loi (qui dit que sous certaines
conditions P" f — [ f dm converge ponctuellement vers [ f dr).

Lintérét de cette notion est donné par le lemme suivant, ot ’on note || f||2 = (f, f)x-

Lemme 4.5.3 Soit P réversible par rapport a . Si l’on note p = max(|va|, |vq4|) alors
pour toute fonction [ sur E on a pour tout n :

lpns~ [l <o is - [ran],. 9)
Preuve. On note ¥y, ..., ¥, une base orthonormée de diagonalisation, ou chaque ¥;
est vecteur propre pour la valeur propre v;.0On a

d

i=1

et comme ¥; = 1, la fonction constante égale a 1, on a

d
£ [rami=Y ().,
=2

d’ot en appliquant P"

d

P f— (/fdw)]l = Z<xpi,f>ﬂv;u1/i

=2
et par Pythagore :

d

d
= [ rasl, = S w0 < oS,
=2

=2

2

=g [ fan|Z. o
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Corollaire 4.5.4 Sous les mémes hypothéses, en supposant de plus que 7(x) > 0 pour
tout x € E, alors pour toute fonction f sur E et tout x € E on a quel que soit n :

E.(f(Xn)) — /fdﬂ‘ <c(z)p" || f - /fdeﬂ (4.10)

ou c(x)? = P%(z,x)/n(x) (attention, P?(x,z) et pas P(z,x)?).

Preuve. Supposons | fdr = 0 (ce qui revient a remplacer f par f — [ fdm). On
pose ® = P*"~1f Ona

0= Py =3 28 a4)n) = (g, 9).

ol g, (y) = P(z,y)/m(y). Donc par Cauchy-Schwarz

[P f(2)]* = [P2(2)]* < llgallZ 1917 < llgall7 0™ 211 F1I7
ol [|g. |7 = >, P(x,y)?/7(y); en utilisant la réversibilité on a P(z,y)*/7(y) =
P(z,y)P(y, )/m(x), donc || gz |7 = c(x)*. O

Le Corollaire montre en particulier que, partant de la mesure ;9 = d,, on a
convergence exponentielle avec taux p de u,, = poP"™ vers 7. La suite va consister a
donner une majoration de p (que I’on veut aussi petit que possible).

On va maintenant définir la forme de Dirichlet associée a P et 7 : ¢’est la forme
quadratique sur 1’ensemble des fonctions de ' dans R, donnée par

Exercice 49 Montrer que, si P est réversible par rapport a une probabilité w, alors
Z |f(z) = f)* Pz, y)m ().
z,yelE

On définit encore le trou spectral

£, f)
)\ =inf{ ——"~~ 1 .
= rrampe |/ # R @12

Cette quantité peut encore se relier aux valeurs propres v; :

Lemme 4.5.5 Si P est irréductible et réversible par rapport a une probabilité w, alors
)\(P) =1- V2.

Preuve. Remarquons que £(f, f) = E(f — [fdm, f — [ f dr). Par conséquent,

, (id — n
{f P)f)

A = inf
) E

| f€ R} =infsp(id— P)|gyyr =1—v. O
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Ces résultats vont étre utilisés de la maniere suivante : on dit qu’on a une inégalité de
Poincaré s’il existe C' > 0 tel que pour tout f

If - /fdwui <CE(f. ).

Une telle inégalité s’ obtient habituellement en estimant directement la forme de £(f, f)
donnée dans 1’exercice Si elle est vérifiée, on a par définition A(P) > C —1 donc
vg < 1—C~1. Sil’on sait par ailleurs que |vg| < |va| (par exemple si vy > 0), alors on
ap < 1—C~1,inégalité que I’on peut injecter dans (#.10). On verra dans la section
que I’on sait obtenir des inégalités de Poincaré pour les chaines de Markov obtenues
par I’algorithme de Metropolis pour des mesures de Gibbs.

4.6 Mesures de Gibbs et recuit simulé

Des calculs plus pénibles que réellement compliqués (voir Théoreme 3.3.11 et sec-
tion 3.3.4 de [1]) permettent de montrer, pour une chaine de Markov obtenue par 1’al-
gorithme de Metropolis a partir d’'une mesure de Gibbs associée a un potentiel dont on
suppose pour simplifier qu’il vérifie

Qz,y) > 0= V(z)# V(y) (4.13)

(hypothese qui n’est pas vraie pour le modele d’Ising), que 1’on a une inégalité de
Poincaré avec C' = d° e“(Y)/T ot d = card E, C(V') est une constante qui ne dépend
que de V' (et en particulier pas de T'), qui est hélas en pratique difficile a calculer. Par
ailleurs, si I’on note Pr la matrice de transition obtenue par I’algorithme de Metropolis,
pT, vT,2 les quantités p, v, associées, alors on a I’observation simple suivante :

Lemme 4.6.1 1] existe Ty tel que pour tout T' < Ty, pr = vr2.

Preuve. On note Py = lim7_,o Pr. On voit facilement que cette limite existe, et a
partir de {#.4) et de I’hypothese que Q(x,y) > 0 = V(z) # V(y) que

Po(z,y) = { (#y € EQr,y) > 0}) ' siQ(z,y) >0 et V(y) < V()
7 0 sinon.

Par conséquent, si I’on ordonne les points x de E par valeurs de V' croissantes, la
matrice Py est triangulaire. Les éléments diagonaux étant positifs, ses valeurs propres
sont positives ou nulles. Par conséquent vg 4 > 0 et la valeur propre de plus grand mo-
dule apres 1 est vg 2, donc les quantités associées pg et vg 2 sont égales. Ces quantités
étant continues en les parametres de la matrice, donc en 7', elles restent vraies dans un
voisinage de 0. O

Les deux observations ci-dessus impliquent (voir la section [4.5) que pour T" assez
petit :
pr <1 —d 3¢ CWVIT, 4.14)

Par ailleurs, si I’on note

Vain = {z € E|V(x) = i%f v}

alors on a immédiatement le lemme suivant :
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Lemme 4.6.2 On a la convergence

def. .. 1
Vo = I T = e Vo 2 O 19
min

s
€ Vinin

Preuve. Soient z, y deux points de E. On a

W (y) _ o~ vw-ve)/T
mv,r(x)

(v)

Par conséquent, si V (y) > V (x) alors limp_, % = O0donc limp_,o my,7(y) = 0.

Cela est nécessairement vrai pour tout y & Viin. Pour 2,y € Viin on a myp(x) =
mv,r(y) pour tout T'. O

On a donc montré les deux points suivants :

1. par le Corollaire [4.5.4] et @.14)), partant de n’importe quelle distribution 4, la
probabilité 11, converge exponentiellement vite vers my 7 — mais avec un taux

L _coyr —3 —C(V)/T
log(1 7° ) o d"’e

donc qui s’approche rapidement de zéro lorsque 7" — 0;

: _ 1
2. ona hrnT_>0 7TV,T = card Vo Vo ZIEme 533

On peut espérer que, si I’on applique I’évolution Pr donnée par I’algorithme de Me-
tropolis en faisant changer la température 1" par paliers, et cela assez lentement pour
qu’entre deux changements on ait eu le temps de s’approcher de 7y, 7, alors en fin
de compte on devrait s’approcher de I’état 7y, . Le résultat suivant prouve que cette
intuition est juste :

Théoreme 4.6.3 Si V a la propriété @.13), que infg V' > 0 et que 'on choisit une
suite de températures (T'(n)),, données par

1
T(n) = T pour =) <y < Ok

avec C > C(V), alors on a

1
card Viin

> f@).

€ Vinin

hrIzn PT(n) ‘e PT(l)f =

Preuve. On note n; = %, et 7w au lieu de my. 7. On se contente de montrer la
convergence aux temps ny. Par le Corollaire (#.5.4), on a

’E(f(Xnk|Xnk—1 = 1‘)) - ff dﬂl/k|2

P?(z,z) 2(ngp—ng_1—1)
< 28 0T g 1%
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On a P?(z,r) < 4 et les majorations grossiéres

1

_ eka(:z:) > (defkian)flefksupV _ dfl efkrﬂ
VAV

7T1/k($)

ol 'onnote 3 = £ (supV —inf V) > O et

N —MNpe—1— 1 — — — - —
f;kk k—1—1) _ (1— ﬁe kC(V))Q(nk ng_1—1) < exp _qek(C=C(V)

pour une constante «. On a donc

< 16d] 7|2, exp(Bk — ackC—CV)

et le majorant tend vers zéro. On conclut donc par le Lemme[4.6.2] O

On obtient donc sous les hypotheéses du Théoréme, que partant de n’importe quel
x € E on atteindra presque-slirement un minimum de V' en appliquant un algorithme
de Metropolis tel que décrit en section [4.4] avec une température variable déterminée
comme ci-dessus. Cet algorithme s’appelle le “recuit simulé”, par analogie avec la
technique métallurgique ou I’ on obtient un métal durci en le chauffant avant de le laisser
refroidir lentement, et ce plusieurs fois.

L’idée qui sous-tend cet algorithme est la suivante : on teste des changements de
configuration en les sélectionnant au hasard suivant (). Si le changement fait baisser
V (cas AV < 0) alors on accepte la nouvelle configuration (car la condition U <
e~AV/Y est forcément vraie). Si le changement fait augmenter 7' (cas AV > 0), on
peut I’accepter ou le refuser, suivant que U < e~*"/T ou non. Le premier mécanisme
tend a faire diminuer V' ; le deuxieme évite que 1’on se retrouve coincé en un minimum
local. Le parametre modifiant la tendance a accepter un changement défavorable est 7'
(on I’accepte d’autant plus que 7" est grand) ; choisir 7" décroissant vers 0 nous assure
que I’on finira par se fixer en un minimum, la décroissance lente doit nous assurer que
I’on aura pris assez de risque pour explorer “toutes” les possibilités avant de se fixer.

Les obstructions techniques sont de deux types :

e On doit choisir un schéma de décroissance par palier avec C' > C(V'), mais
C(V) est inconnu,

e on a la convergence presque-siire, mais on n’a pas explicité la vitesse de conver-
gence (on aurait pu faire mieux dans les démonstrations ci-dessus, mais on n’au-
rait rien eu de trés instructif).

En pratique, il sera facile de voir si ’algorithme converge vers un minimum de V.
En faisant tourner des simulations, on verra si 1’algorithme se comporte bien, et en
particulier s’il semble avoir I’une des pathologies suivantes :

e une convergence trop lente, due a un algorithme qui continue trop longtemps a
acccepter les sélections obtenues par @ (ce qui se produit quand la température
décroit trop lentement) ;
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e une convergence trop rapide, en général vers un minimum local, due a un algo-
rithme qui se met trop rapidement a refuser les sélections obtenues par @) (ce qui
se produit quand la température décroit trop rapidement).

On aura donc intérét a jouer a varier la valeur de C'... ou méme a changer de schéma
de décroissance par palier. Nous allons appliquer ce résultat a un probleme classique,
ou nous observerons ce phénomene.

Exercice 50 Un voyageur doit visiter r villes, que ’on représente par r points M, . . ., M,
du plan. Sa ville de départ doit étre la méme que sa ville d’arrivée, mais on suppose
(cela simplifie les notations) qu’il peut choisir cette ville aussi. Puisqu’il passera dans
chaque ville une et une seule fois, son parcours est déterminé par une permutation o de
{1,...,r}, donc E = &,. Les villes visitées sont alors, dans I’ordre, Myy, My2y - - -

La distance entre les villes i et j sont données par d(i, j) ; le voyageur parcourra donc
une distance

V(o) = Zd(Ma(i)7 My(iv1)) (4.16)
i=1

(ot 'on considére que r+1 = 1 : on prend bien en compte la distance parcourue pour
retourner au point de départ apres avoir visité toutes les villes). On souhaite trouver un
itinéraire o pour lequel la distance parcourue totale est minimale. Il y a r! itinéraires ;
tous les tester serait beaucoup trop long. On va donc utiliser le recuit simulé.

1. Ecrivez une fonction distancetotale qui, pour des variables d’entrée M et
sigma qui sont respectivement une liste de paires de points représentant les
coordonnées (x1,vy1), ..., (zr,y,) de r points My, ..., M, du plan et une per-
mutation de {1, ..., n}, calcule la distance totale V (o) telle que définie par la
relation @.16) (on pourra utiliser un %, qui calcule le “modulo”).

2. On considére la transition dont [’évolution est la suivante : partant de o, on
choisit au hasard et uniformément deux points distincts, qui s’écrivent donc o ()
et o(j). Si par exemple on visitait o(i) avant o(j) (c’est-a-dire si i < j) alors
on échange o (i) et o(j) dans itinéraire (par exemple si le couple choisi est 3,6
alors [2,3,1,4,6,5] devient [2,6,1,4,3,5]). Montrez que I’évolution en question
ala propriété Q(o,0’) = Q(o’, o), puis écrivez une fonction Qpas qui pour une
variable d’entrée sigma représentant une permutation o, retourne sigmap
représentant o' définie comme ci-dessus.

3. Pour un T > 0, reprenez I’algorithme de Metropolis—Hastings pour Q) et Ty, 1.
Observez que I’évolution de matrice de transition Pr est définie simplement
comme suit : partant de o,

(a) on modifie Uitinéraire o en o’ comme ci-dessus,
(b) on calcule AV =V (c') — V(o) et on simule une uniforme U ~ U([0, 1)),
(c) siU < e~ AVIT on sélectionne o', sinon on conserve o.

4. Pour les points My, ..., M., on tire v points au hasard dans [0,1)2. Appliquer
I’évolution ci-dessus avec une température variable suivant le schéma donné

2. Si I’on est un peu plus curieux de vraies données, on peut aller récupérer les positions des villes
frangaises sur data.gouv. fr
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dans le Théoréeme en faisant varier la valeur de C. On pourra essayer
aussi avec une variation plus rapide T(n) = C/n et comparer les résultats.
On pensera en particulier aux éléments de discussion donnés avant I’énoncé de
Pexercice.

4.7 Exercices supplémentaires

Exercice 51 On considere un sous-graphe (G, A) du réseau {1, ...,10}3, donné par
un ensemble de points G et une matrice d’adjacence symétrique A. On veut “ranger”
dans cette boite des boules de diamétre R vérifiant 1 < R < \/2, de sorte que I’on ne
peut mettre deux boules sur des sites voisins mais qu’il n’y a pas d’autre contrainte.
On veut utiliser le recuit simulé pour trouver une configuration permettant de ranger
le plus grand nombre possible de boules dans la boite. On décrit par x : A — {0,1}
une configuration.

1. Montrez que [’algorithme suivant : partant de x,
(a) on choisit un site s au hasard dans G,

(b) si tous les sites voisins (au sens de [’adjacence dans S) sont libres, on
ajoute une boule en s,

définit une matrice de transition Q vérifiant Q(x,y) = 0 < Q(y,x) = 0.
2. Montrez que la fonction V' définie par

V(z) = 1000 — card{s € A|x(s) =1}

(donc le nombre de sites libres dans la configuration x) vérifie bien pour © # vy
la relation Q(x,y) > 0= V(x) # V(y).

3. Appliquez 'algorithme du recuit simulé pour trouver une configuration avec un
nombre maximal de boules. On pourra faire varier le schéma de décroissance de
la température en fonction du comportement observé de I’algorithme. Comme
exemples de (G, A) on pourra partir du réseau cubique {1, ...,10}> et lui en-
lever aléatoirement des arétes et/ou sommets.
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Chapitre 5

Estimateurs paramétriques, intervalles de confiance
et tests d’hypotheses

Dans cette séance, nous abordons les estimateurs de parametres de lois. Comme son
nom I’indique, un estimateur donne une estimation d’un parametre ; or, une estimation
n’est rien sans une indication de ’erreur associée. Les intervalles de confiance ont
justement pour utilité de préciser cette erreur. La seule difficulté conceptuelle est que,
I’estimation étant basée sur des résultats aléatoires, la précision elle-mé&me est aléatoire.
Nous allons discuter la théorie et utiliser la simulation pour illustrer la qualité des
estimateurs et intervalles de confiance obtenus par I’approche théorique.

5.1 Estimateurs : définitions

Nous commengons par rappeler les définitions générales.

Définition 5.1.1 Un modéle paramétrique est une famille de probabilités indexées par
un parameétre 0 qui vit dans un espace de dimension finie :

P:{Pg, 96@},

o © C R? pour un certain d. On dira que le modéle est identifiable si © > 6 — Py
est injective.

Cette définition abstraite appelle déja plusieurs remarques. Tout d’abord, I’identifiabi-
lité est une hypothese naturelle : puisque ce que 1’on observe, ce sont des variables
aléatoires de loi Pg, on n’a aucun moyen de distinguer 6 de 6’ si Py = Py.. Dans la
suite, on supposera par défaut que les modeles sont identifiables. Par ailleurs, en pra-
tique, on travaillera le plus souvent avec un n-échantillon X7, ..., X, d’une loi Py, de
sorte que le modele considéré sera de la forme

PE" — (PE" |9 € O}.

Exemple 1

55
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2

* Si X1,...,X, estunn-échantillon de loi normale N'(m, 0?) avec m, o2 incon-

nus, alors le modele naturel associé est

PO = (PO, | (m,0%) e R x Ry}

m,o?

o Py, .2 est la loi normale N'(m, o?) sur R.

* On considere les n + 1 premiers pas (X},)}}_, d’une chaine de Markov sur un
espace d’état fini I, de loi initiale |1 et de matrice de transition P. Le modele

associé est ’ensemble des lois ]P’I(fl)D :

IP’EZ?I)D(xm cosTn) = (0) Prg.ay - - Prpy 1,505

qui n’est pas de la forme P®™. Il apparait naturellement lorsque I’on veut esti-
mer la matrice de transition d’une chaine de Markov a partir de I’observation
des n premiers pas.

* On considére I’ensemble des lois a support dans [0, 1] qui sont absolument conti-
nues par rapport a la mesure de Lebesgue. Elles ne constituent pas un modéle
paramétrique, donc n’entrent pas dans le cadre de cette séance.

Définition 5.1.2 Si X est une variable aléatoire dont la loi appartient a un modeéle
paramétriqgue P = {Py, 0 € O}, une statistique Z est une variable X -mesurable, au-
trement dit une fonction o(X) de X ; cette statistique est un estimateur d’un parametre
g(0) si presque-siirement Z € g(©).

On formule la notion d’estimateur de g(6) pour couvrir le cas ot I’on n’estime pas tous
les paramétres a la fois : par exemple, dans 1’exemple ci-dessus ot § = (m,o?) on
peut vouloir parler d’un estimateur de m.

Il faut remarquer qu’étre un estimateur n’est pas une propriété bien intéressante :
par exemple, dans le cas d’un n-échantillon gaussien comme ci-dessus, n’importe
quelle constante positive est un estimateur de o2. On va donc définir plusieurs qualités
possibles pour un estimateur. On commence par définir le biais et le risque quadratique :

Définition 5.1.3 Soit P un modeéle comme ci-dessus, et Z un estimateur de g(8). Son
biais est la quantité

b(0) =Eo(Z) — g(0)
et son risque quadratique est
r(0) =Eo((Z — 9(6))?)
ou, dans les deux cas, Eg est I’espérance par rapport a Py.

Différentes qualités éventuelles d’un estimateur Z de g() seront les suivantes :
* &tre sans biais, ¢’est-a-dire avoir un biais b(6) nul pour tout 6,

* avoir un risque quadratique faible.
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Notez que si I’on veut comparer deux estimateurs Z; et Z, par leur risque quadratique,
une inégalité n’a d’intérét que si elle a lieu pour tout # : on dira par exemple que Z;
a un risque quadratique plus faible que Z5 si rz, (6) < rz,(6) pour tout § € ©. On
parlera plus loin d’estimateur UMVB pour “uniformément de variance minimale, sans
biais”, donc pour un estimateur Z de g(6) vérifiant bz (0) = 0 etrz(0) < rz/ (0) pour
tout autre Z' estimateur sans biais de 6.

Lorsque I’on a un modele P, I’estimateur Z,, de g(¢) dépend a priori de 1a taille n
de I’échantillon, et I’on note b, (0) et r,,(0) ses biais et risque quadratique. D’autres
qualités possibles de I’estimateur sont alors :

* étre asymptotiquement sans biais, ¢’est-a-dire vérifier, lim,,_, o b, (0) = 0,
« étre fortement consistant ¢’est-a-dire vérifier que pour tout 6 on a Z,, =% g(9),

R . . s e P
* étre faiblement consistant, ¢’est-a-dire vérifier que pour tout 6 on a Z,, — g().

Toutes ces qualités concernant le biais et la consistance proviennent en général, soit de
théoremes généraux (loi des grands nombres par exemple), soit de calculs explicites.

Exercice 52

1. Montrez que ’on a la décomposition risque-variance suivante pour le risque
quadratique d’un estimateur Z :

() = b(h)? + var Z.
2. Montrez ’'inégalité
P(|Z — g(0))| > €) < e7r(0).

Déduisez-en que si I'on a une suite (Z,,),, d’estimateurs de g(0) avec la pro-
priété lim,,_, o ,,(0) = 0 pour tout 0, alors estimateur est faiblement consis-
tant. Quelle condition suffisante sur r,,(0) peut-on énoncer pour avoir la (forte)
consistance ?

Le point 2. montre que la vitesse de décroissance en n du risque quadratique donne une
indication de la vitesse de convergence de 1’estimateur.

Une derniere qualité recherchée d’une suite d’estimateurs est I’existence d’une loi
asymptotique, c¢’est-a-dire le fait qu’il existe une suite (a,,),, avec a,, — 00, telle que
an (Zn — g(@)) converge en loi, vers une loi non triviale. On dit dans ce cas que la suite
d’estimateurs (Z,),, est de vitesse (ay,),. Lorsque a, = /n et que la loi limite est
une normale centrée, on parle de normalité asymptotique. Nous verrons I’intérét d’une
telle propriété lorsque nous étudierons les intervalles de confiance asymptotiques. Nous
indiquons dans la section[5.3]un résultat général donnant une telle propriété, mais pour
les cas qui ne sont pas couverts par ce résultat, I’existence d’une loi asymptotique se
prouve au cas par cas.

Exercice 53 Soit Uy, . .., U, un n-échantillon de loi U([0, ).

1. Montrez que Z1 = 2U,, est un estimateur sans biais, consistant et asymptotique-
ment normal de 0.
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2. Montrez que Zy = max(Uy, ..., U,) estun estimateur consistant de 0 et que n(Zy—
0) converge en loi vers une loi que I’on identifiera.

3. Pour un 0 quelconque, simulez un 100-échantillon Uq, ..., U, et définissez les
estimateurs Z et Zo correspondant aux 100 valeurs de n. Tracez les trajectoires
de Zy et Zy. Lequel des deux estimateurs semble converger le plus vite vers 0 ?

5.2 Estimateurs : méthodes d’obtention

Nous rappelons rapidement les méthodes les plus classiques d’obtention d’esti-
mateurs. Notons qu’en général, ces méthodes n’assurent aucune bonne propriété aux
estimateurs proposés et qu’il faut, une fois I’estimateur obtenu, I’étudier au cas par cas.
Pour certains types de modeles, la méthode du maximum de vraisemblance assure de
bonnes propriétés a I’estimateur : nous reviendrons la-dessus a la section[5.3]

La méthode la plus simple est la méthode des moments. Elle consiste, si I’on se
place dans le cadre d’'un modele P®", a identifier des fonctions 1 et 1, . . ., @, telles
que

9(0) = ¥ (L (E(X)), ..., pp(E(X7)).

On estime alors g(6) par

g(0) = w(ﬁol(yn)v ce ‘Pp(ﬁn)»'

En gros : si g(6) est une fonction des moments, on estime g(f) par la méme fonction
des moments empiriques. Tout ceci est bien plus compréhensible avec un exemple.

Exemple 2 Soir X1, ..., X,, un n-échantillon de loi B(a,b). On a

a ab
E(X):a—i-b varX:(a—!—b)Q(a—&—b—kl)'
On en tire
n Y s-o-w G

La méthode des moments suggere donc comme estimateurs

a=%, (Rl X gy oo, (Rl Xy,

p— —9 — -2
X2, -X, X2, - X,
Si les fonctions v, 1, . .. sont affines, alors par linéarité, 1’estimateur proposé est
sans biais. Si les fonctions v, 1, ... sont continues et que les lois Py admettent des

moments d’ordre p alors la loi des grands nombres assure la consistance de I’estimateur.
1l faut cependant le rappeler au cas par cas.

Exercice 54

* Montrez que Zy dans ’exercice[53|ci-dessus aurait pu étre trouvé par la méthode
des moments.
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e Soit Py, ..., P, un n-échantillon de loi de Poisson de parametre \. Proposez
deux estimateurs de \ différents, trouvés par la méthode des moments. Ces es-
timateurs sont-ils biaisés ? sont-ils consistants ? Le calcul théorique des risques
quadratiques est pénible ; utilisez une simulation pour les comparer (on pourra
se restreindre a A € A = [1, 3]).

La méthode par insertion est similaire : il s’agit, si g(6) s’écrit comme une fonction
d’un autre parametre h(6), par exemple g(6) = (h(6)), et que I’on connait un esti-
mateur Zp, de h(6), de proposer ¥(Z,)pour estimateur de g(6).Si I’estimateur Z, est
consistant (respectivement faiblement consistant) comme estimateur de h(6)et que v
est continue (respectivement uniformément continue) alors t(Z,) est consistant (res-
pectivement faiblement consistant) comme estimateur de ¢g(#). Encore une fois, rien ne
vaut un exemple :

Exercice 55 Soit Z1, ..., Z, un n-échantillon de loi N'(0,0?). Calculez E(|Z1]) et
déduisez-en un estimateur de . Cet estimateur est-il consistant ? Est-il sans biais ?
si vous n’arrivez pas a répondre de maniere théorique a I'une de ces questions, vous
pouvez utiliser la simulation.

Enfin, la méthode du maximum de vraisemblance est la plus complexe mathé-
matiquement mais aussi la plus universelle. On suppose que toutes les lois Py sont
absolument continues par rapport & une mesure commune p. Cette mesure n’a pas
besoin d’étre une probabilité, et les applications les plus courantes sont les cas ou p est
la mesure de Lebesgue (1’hypothese est alors que toutes les lois Py sont a densité) ou la
mesure de comptage sur N (I’hypothese est alors que toutes les lois Py sont a support
dans N). On note alors fy la densité de Py par rapport a p, c’est-a-dire que fy = %.
Une réalisation X de loi Py étant donnée, on propose comme estimateur de 6 la valeur
(si elle est unique) de 6 qui maximise

V.0~ fg(X)

Encore une fois, en général on travaillera avec un n-échantillon X1, ..., X,,, de sorte
que la densité a considérer sera fej@” et que 1’on maximisera

Vi : 0 — fg(Xl) .. .f(g()(n)7

ou plutdt son logarithme.

Exemple 3 On considere le modeéle {PE™ , | (m, c?) € R x R*}. La fonction a maxi-
m,o
miser est

0 s ﬁ 1 _ (X'i’;”)Q
——C 20
iy V2mo?
On passe donc a la log-vraisemblance
" (X; —m)?
log V,,(0) = _ 2 (Ximm)” nlogo + constante

202
X2 —2mX +m?

=—n( 202

+ log O’) + constante.
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Quel que soit o2, le m maximiseur est X. En réinjectant ce résultat dans I’expression
. Y5 2
on trouve que le o> maximiseur est X2 — X .

On verra a la section que ’estimateur du maximum de vraisemblance possede de
bonnes propriétés pour certaines familles de modeles.

Exercice 56 Reprenez les cas d’un n-échantillon Uy, ..., U, de loi U([0,0]), d’un n-
échantillon Fy, ..., E, de loi £()\), d’'un n-échantillon Py, ..., P, de loi P()\), et
donnez leurs estimateurs obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance.

Exercice 57 On considere un n-échantillon de loi P, de densité 1221 4 ()
avec o € [—1,+1]. Quelle équation doit vérifier I’estimateur du maximum de vrai-
semblance de o.? on verra que I’on ne peut donner son expression explicite (donc pas
prouver ses propriétés a la main). Le fichier xx_alphainconnu donne un 1 000 000-
échantillon de loi P, pour un certain . Comment a été simulé cet échantillon, d’aprés
vous ? En utilisant la fonction scipy.optimize. fsolve pour trouver le o maxi-
misateur, illustrez le fait que I’estimateur du maximum de vraisemblance est consistant.

5.3 Borne de Cramér-Rao et modeles exponentiels

On revient ici sur le risque quadratique associé a un estimateur. On a vu dans I’exer-
cice [52| que la vitesse de décroissance en n du risque quadratique donne une indica-
tion de la vitesse de convergence de I’estimateur. Il est donc intéressant d’avoir un
risque quadratique minimal. La borne de Cramér-Rao donne une borne inférieure pour
ce risque quadratique, montrant que I’on ne peut espérer faire mieux qu’une certaine
quantité.

On se place maintenant dans le cadre d’un modele régulier, c’est a dire que 1’on
suppose :

* que O est un ouvert,

* que toutes les lois Py ont méme support S et sont absolument continues par

rapport a une mesure commune 4, et on note encore fg = %]P;f ,

* que 0 — log fy est deux fois continiment dérivable en p-presque tout point de
S, et de carré intégrable.

On définit alors

Définition 5.3.1 On suppose que le modéle {Py |0 € © C R} est régulier. On appelle
information de Fisher du modeéle la fonction

2
16) = (55 108 fo(X))?) = ~Eo (5108 fo(X)). 6.0
Cette définition valable pour @ réel s’étend immédiatement au cas © C R?. 1l faut alors
remplacer les dérivées par des gradients et les carrés par des produits scalaires (de sorte
que le résultat I(0) est toujours un réel).
On a la borne inférieure suivante sur le risque quadratique :
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Théoréme 5.3.2 (borne de Cramér-Rao) Pour {Py |0 € O} un modele régulier, on
a (sous quelques conditions de régularité supplémentaires) que tout estimateur sans

biais de g(0) a un risque quadratique supérieur & (g’(ﬂ))2/1(9).

La preuve est donnée dans [2]]. Un estimateur sans biais dont le risque quadratique est,
pour tout 6, égal a la borne inférieure ci-dessus sera appelé UMVB, pour “de variance
uniformément minimale, sans biais”.

Exercice 58 Reprenez les trois exemples de 1’exercice Peut-on leur appliquer le
théoreme précédent ? Calculez I'information de Fisher du modéle, puis comparez le
risque quadratique des estimateurs du maximum de vraisemblance a la borne de Cramér-
Rao.

Si I’on se restreint encore quant au type de modele considéré, on peut obtenir un
résultat général qui montre que ces modeles atteignent la borne de Cramér-Rao, au
moins asymptotiquement. Commencons par définir ces modeles : on dit qu’un modele
est exponentiel s’il est régulier avec des densités fy de la forme

fo(x) = ¢(x) exp (a(9)h(x) - b(&)).

Exemple 4 Tout modele P®" associé a des n-échantillons de loi P(X\), N (u,0?),
E(N) est un modeéle exponentiel.

On a les deux théorémes suivants, démontrés dans [2] :

Théoréme 5.3.3 Pour {Py |0 € O} un modeéle exponentiel (avec quelques condi-
tions de régularité), alors h(X) est I’estimateur du maximum de vraisemblance de

b'(0)/a'(0), et il est UMVU.

Exercice 59 Expliquez les résultats de I’exercice[58|a la lumiére de ce théoreme.

Le théoréme ci-dessus montre que la méthode du maximum de vraisemblance four-
nit un estimateur UMVU. .. mais pas forcément pour 6 lui-méme. Le résultat suivant
montre qu’elle fournit aussi un estimateur pour § qui atteint asymptotiquement la borne
de Cramér-Rao :

Théoreme 5.3.4 Soit P = {Py | € O} un modele exponentiel (avec quelques condi-
tions de régularité supplémentaires). On considére P = P®" le modéle associé a un
n-échantillon. L’estimateur du maximum de vraisemblance 0,, de 0 vérifie

V(B —0) 5 N(0,1,(0) 1) (5.2)
ou I1(0) est 'information de Fisher associée a P (donc a une seule variable X1 ).

La preuve utilise la méthode delta décrite dans le Lemme[5.4.3]
L’exercice [68|énoncé plus loin illustre le fait que la normalité asymptotique est un
phénomene général qui ne se limite pas aux modeles exponentiels.
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5.4 Intervalles de confiance : définitions

On commence par donner une définition générale d’un intervalle de confiance as-
socié a une réalisation X d’un modele P.

Définition 5.4.1 Un intervalle de confiance pour g(0) est un intervalle aléatoire I(w),
dont les bornes sont des fonctions mesurables de X. On dit que ’intervalle de confiance
est de niveau (de confiance) 1 — o pour o €]0,1[, siP(g(0) € I) > 1 — o

Notez bien que dans I’expression P(6 € I), c’est I qui est aléatoire !

Un intervalle peut étre bilatere, c’est-a-dire de la forme I(w) = [A(w), B(w)],
ou bien unilatere, c’est-a-dire de I'une des formes I(w) = [A(w), +oo] ou I(w) =
] — o0, B(w)]. Les intervalles de confiance unilateres prendront un sens quand nous
ferons le lien entre intervalles de confiances et tests paramétriques. Pour 1’instant, nous
allons nous concentrer sur le cas bilatere.

Un intervalle de confiance de niveau 1 —« pour le paramétre 6 donne une indication
supplémentaire par rapport a un estimateur 6 - il dit qu’avec probabilité supérieure a
1 — «, on connait # a avec une certaine précision. Il est évident que plus on choisit «
petit (donc plus on veut de certitude sur notre estimation), plus I’intervalle devra €tre
grand (et donc moins on aura d’information — mais avec plus de certitude).

Le lien avec les estimateurs vient du fait que 1’on obtient en général les intervalles
de confiance a partir des estimateurs. Si par exemple on a un estimateur 6 de 6, on
cherchera ¢ tel que P(|0 — 0] > &) < a. Dans ce cas, 'intervalle [ — ¢, + ¢] sera un
intervalle de confiance de niveau 1 — «. Un tel intervalle peut s’obtenir de différentes
facons : soit I’on connait exactement la loi de 6 — 6, soit I’on utilise des inégalités de
type Markov, Bienaymé-Tchebytchev, ou Hoeffding (voir les séances précédentes).

1l est important de remarquer que, lorsque 1’on recherche un intervalle de confiance
ou intervalle de confiance asymptotique de niveau de confiance 1 — «, on impose une
probabilité > 1 — a. Si cette inégalité a été obtenue a partir de majorations peu effi-
caces, on va avoir un intervalle de confiance inutilement grand. Autrement dit on n’ob-
tient pas, pour un niveau de confiance donné, I’information optimale sur la précision
de I’estimation. Dans la suite, nous allons proposer un certain nombre d’intervalles de
confiance de niveau 1 — «, puis utiliserons dans l’exercice@]la simulation pour esti-
mer le niveau réel des intervalles de confiance, c’est-a-dire la valeur de la probabilité

P(g(0) € I).

Exercice 60

1. Soit X1, ..., X, unn-échantillon de loi normale de variance connue N'(m, o2).
On propose I’estimateur X,, de m. Donnez un intervalle de confiance pour m en
utilisant le fait que X,, — m suit une loi connue.

2. Soit X1, ..., X, unn-échantillon de loi normale de variance inconnue N'(m, 03).
Quel estimateur peut-on proposer pour m ? et pour o2 ? Donnez des intervalles

de confiance pour m et o2

3. Soit By, ..., By un n-échantillon de variables de Bernoulli de parametre p. On
propose l'estimateur B, de p. Donnez trois intervalles de confiance pour p :
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* l'un en utilisant I’inégalité de Bienaymé-Tchebytchev et I’inégalité p(1 —
p) < 1/4,

e autre en utilisant I’inégalité de Bienaymé-Tchebytchev et en résolvant une
équation du second degré,

¢ la derniere en utilisant I’inégalité de Hoeffding.

On va aussi s’intéresser a la notion d’intervalle de confiance asymptotique, associé
a une réalisation X7, ..., X, d’'un modele P, (qui n’est pas forcément de la forme
P®" autrement dit les X7, . .., X,, ne sont pas forcément i.i.d).

Définition 5.4.2 Un intervalle de confiance asymptotique pour le parametre 0 est la
donnée pour tout n d’un intervalle de confiance I,(w); on dit qu’il est niveau (de
confiance) asymptotique 1 — o pour v €)0, 1], si liminf,, . P € [,) > 1 — .

C’est pour obtenir des intervalles de confiance asymptotiques que la notion de vi-
tesse prend tout son intérét. Supposons par exemple qu’une suite d’estimateurs (Z, )y,
est de vitesse (ay, ), ¢’est a dire que

an(Zn — 0) 5 loi limite.

Alors si ’on note q, /2, q1—«/2 les quantiles de la loi limite, et que I’on suppose que ce
ne sont pas des atomes[ﬂ on a immédiatement un intervalle de confiance asymptotique :

lim P(0 € [2, — 102 7, — Lol

n—oo n (47%%

Exercice 61 On reprend B, ..., B, un n-échantillon de variables de Bernoulli de
parameétre p et ’estimateur B,, de p. Quelle est la vitesse de B,, comme estimateur
de p ? Donnez un intervalle de confiance asymptotique pour p.

Un résultat utile pour discuter de la normalité asymptotique d’estimateurs est ce
que I’on appelle la méthode delta :

Lemme 5.4.3 Soit (§n)n une suite de variables aléatoires telle que pour tout § € ©,

an(B, — 0) 5 Zy

ot (ay,)y, est une suite qui croit vers +o0 et Zy une variable aléatoire dont la loi dépend

de 0. Soit g une fonction a valeurs dans RY, différentiable sur un ouvert contenant ©.

Ona
L

an (9(8,) — 9(8)) 5 Dg()(Zo).

Autrement dit, en général, si (§n)n est de vitesse (ay, )n, alors (g(0,,)), aussi.

1. rappelons que si X, £ X alors P(X, < z) — P(X < ) n’est vrai a priori que si x n’est pas un
atome de X.
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Exercice 62 On reprend B, ..., B, un n-échantillon de variables de Bernoulli de
paramétre p et lestimateur By, de p. En utilisant la méthode delta, proposez un esti-
mateur qui vérifie une convergence vers une loi qui ne dépend pas de p. En déduire un
nouvel intervalle de confiance asymptotique pour p.

Les exercices suivants utilisent la simulation pour estimer le niveau réel d’un inter-
valle de confiance, c’est-a-dire la valeur de la probabilité P(g(@) el )
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Exercice 63

* Reprenez les quatre intervalles de confiance ou intervalles de confiances asymp-
totiques proposés pour le parametre p d’une loi binomiale (n,p). Pour n =
10, 50, 100 et différentes valeurs de p, répétez N = 10000 fois [’opération sui-
vante : simulez B, ..., B,, calculez les intervalles de confiance associés et la
proportion, sur les N réalisations, de fois oit p est bien dans l’intervalle.

* Dans I’événement ci-dessus, on est en train d’estimer la probabilité P(p € I) a
partir d’un N-échantillon de loi binomiale. Quelle précision donne I’expérience
ci-dessus ?

Exercice 64 Reprenez les différents intervalles de confiance proposés dans [’exer-
cicel[60| et estimez leur niveau réel.

5.5 Tests d’hypotheses : définitions générales

Nous partons d’un modele paramétrique P = {Py, 6 € ©}, et nous donnons deux
sous-ensembles disjoints O et ©1 de ©. Nous ne supposons pas que Oy UO; = O;la
raison en sera plus claire sur des exemples. Nous allons considérer les deux hypotheses
suivantes :

Hy : 0 €0 H, : 0 €0,;.

On verra toujours Hy comme 1’hypothese a priori, et H; comme I’hypothese alternative.

Autrement dit, le test vise “a ne rejeter Hy que si I’on a de bonnes raisons de le faire”,
et le choix des criteres de rejet va dépendre de la forme de H; .

Exemple 5 Dupond et Dupont jouent a pile ou face : pile fait gagner Dupond, face fait
gagner Dupont. A priori, la pile est équilibrée (la probabilité p de faire pile vaut 1/2)
mais les deux policiers se soupconnent de tricher. Si Dupond veut faire le test, il va
naturellement considérer Hg . p = 1/2 contre H} : p < 1/2 (puisque si Dupont
triche, c’est pour gagner). Inversement, si Dupont veut faire le test, il va considérer
HY : p = 1/2 contre H, : p > 1/2. On voit bien que les ensembles O et O1 ne
sont pas complémentaires, ce qui correspond a des hypothéses faites sur le modéle,
hypotheses qu’il va s’agir d’exploiter.

Définition 5.5.1 Un test de Hy contre H; est une fonction ¢(X) a valeurs dans {0, 1},
a laquelle on associe la régle de décision : si ¢(X) = 0, on conserve Hy et si
@(X) = 1, on rejette Hy. On définit les erreurs de premiére espéce et de seconde
espéce associées :

a: Oy — [0,1] B: 61 — [0,1]
6 — Po(a(X)=1) 6 — Po(p(X)=0).

On dit qu’un test est de niveau o si supg, a < a.

Les erreurs de premiere et seconde espece caractérisent les probabilités des deux
maniéres de se tromper : respectivement, rejeter Hy a tort (donc observer ¢(X) = 1
alors que 6 € Oy), ou conserver Hy a tort (donc observer ¢(X) = 0 alors que 6 € ©1).
On parle aussi de la puissance du test, qui est simplement la fonction 1 — 3.
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5.6 Tests d’ajustement a un parametre

Dans cette section, nous considérons uniquement des tests d’ajustement a un pa-
rametre, autrement dit : nous testons si la valeur d’un sous-parametre g(6) est bien une
valeur proposée g(6p). La construction du test va dépendre de ’hypothese alternative,
mais nous commengons par discuter la situation d’un test bilatere, et explicitons le lien
avec les intervalles de confiance. Etudions un exemple :

Exemple 6 On considere le modele associé a un n-échantillon X1, ..., X, de loi
N(m, 03 ), ot 0(2) est connu et m inconnu. On considére les hypotheéses Hy : m = my
contre Hy : m # myg. Un tel test est appelé bilatere. D’apreés la séance précédente, si

I’on note X, la moyenne empirique de I’échantillon, alors Uintervalle [ X,,—u, %7 X+
ua%] (oit o, = q1—qy2, quantile associé a la loi normale centrée réduite), est un in-
tervalle de confiance de niveau de confiance . 1l est par conséquent évident que
(X1s- ey Xn) = Lg%, —ua 22 %o 22
est un test de niveau o, puisque sa probabilité dans le cas m = myg (correspondant ici
a lhypothése Hy) est inférieure a o.
Observons maintenant que

mo &€ [Xn — ua00, Xpn + ua00] & Xy > mo +uqoo  ou X, < mgy — a0
X, —m X, —m
e 27T sy ow 20 oy,
0o 0o
(5.3)

On peut donc définir le test comme basé sur I’observation suivante :

* sous I’hypothése Hy, on sait, grdce a l’estimateur X,,, définir une fonction de
X1,...,X, et de parameétres connus, dont on connait la loi sous Hy : ici, c’est
_ Xa—mo St : 2\ .
Z = S0, qui suit une loi normale N (my, 0§);

* sous I’hypothése Hy, on sait que X,, sera plutot plus grande (si m > mg) que
sous Hy, ou plutdt plus petite (si m < mg) que sous Hy, et la méme chose est
vraie pour Z.

On va donc rejeter I’hypothese Hy au profit de I’hypothése H; si les valeurs observées
de X, sont “trop grandes pour étre crédibles sous Ho” ou “trop petites pour étre
crédibles sous Hy”. On se sert alors de la loi explicite sous Hy pour préciser ce qu’on
entend par “trop grandes/petites pour étre crédibles sous Ho”. C’est ['une des formu-
lations de droite dans (5.3).

La correspondance ci-dessus entre intervalles de confiance et tests bilateres fonc-
tionne encore avec les tests unilateres, c’est-a-dire du type H, : m = myg contre
Hi : m > mg ou bien Hj : m = myg contre HY : m < myg, & condition de
considérer des intervalles de confiance unilatere. Dans ce cas-13, il est cependant plus
intuitif de raisonner sur le comportement des variables aléatoires, qui sont en général
un estimateur du parametre que 1’on veut tester.

En résumé, on construit en général un test d’ajustement a un parametre de la
maniere suivante :
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on propose un estimateur du parametre testé,

on trouve une fonction Z de cet estimateur, qui implique pour seule quantité
inconnue le parametre testé, et dont on connait exactement la loi sous 1’hy-
pothese Hy,

on étudie comment il se comporte sous H; par opposition a Hy (plutdt plus grand,
plutdt plus petit. . .)

on définit la regle de rejet de Hy en conséquence.

On va illustrer ce principe avec des exercices :

Exercice 65 On considére un n-échantillon X, ..., X, de loi N'(m,o?). Rappelez
les estimateurs usuels de m et o2 dans les différents cas (m connu ou inconnu,
connu ou inconnu). Construisez par exemple les tests m = mq contre m > mgy pour
O connu, m = Mg contre m # Mg POUr o INCONNU, 0 = 0y COntre o < 0y POUr m
inconnu.

Exercice 66

1.

4.

5.7

Soit X1, ..., X, un n-échantillon de loi N'(m,a*) avec m et o inconnus. Don-
nez un estimateur de m, et déterminez sa loi. Définissez un testde Hy : m = my
contre Hy : m > my.

Définissez une fonction qui, si on lui donne une variable xech représentant le n-
échantillon X1, ..., X, en entrée, donne le résultat du test. Codez cette fonction
de maniere a ce qu’elle puisse accepter en entrée un tableau N X n représentant
N différents n-échantillons.

On se place dans le cas m = mg = 2, a = 5%, et, pour conserver notre
ignorance de o, on tirera au hasard une valeur dans [1,2]; on veut estimer le
niveau réel a(my). On va donc faire N fois I’expérience qui consiste a simuler
n variables de loi N'(m, a?), a appliquer le test & ce n-échantillon et & compter
combien de fois, sur les N, on rejette (a tort, donc) I’hypothése Hy. Sachant que
la vraie valeur de p = a(myg) est de 'ordre de 0,05, quelle valeur de N choisir
pour avoir un estimation (de niveau de confiance 95%) de p a 0,01 pres ?

Implémentez I’expérience ci-dessus, et estimez le niveau réel du test pour dif-
férentes valeurs de la taille n par exemple (5,10,50,100).

On veut maintenant estimer la puissance du test. Estimez la puissance du test
pour n = 5,10,50, 100 et m variant de 2,1 a 3 par pas de 0, 1. Représentez les
résultats.

Exercices

Exercice 67 Soit X1,. .., X,, un n-échantillon de loi N'(0,0?), oil 0 est un réel stric-
tement positif. La densité correspondante est notée fo(x).

1.

A quels estimateurs pouvez-vous penser pour estimer le parameétre 0 ? Quelle est
leur variance ?
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2. Calculez la log-vraisemblance associée aux observations pour le parameétre 0 et
en déduire que le maximum de vraisemblance 0,, est défini par :

. X 1
O, = —— +/X2+-X2,
5 T

3. Ecrivez un programme simulant N réalisations de I’estimateur 0,, et illustrez sa
consistance, que vous vérifierez également par le calcul. Comparez les conver-
gences vers 0 de 0,, et des estimateurs proposés en 1.

4. Montrez que I1(0) vaut 3/0? puis voyez si le N-échantillon construit en 2. a une
variance proche de (nIy(6)) -

Exercice 68 Reprenez I’énoncé de I’exercice[57] Tracez la fonction de répartition em-
pirique d’un 1000-échantillon de la variable \/n(&,, — «) o Gy, est Iestimateur de
a obtenu pour n = 1000, a partir des données xx_alphainconnu. Qu’illustre ce
tracé?
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Chapitre 6

Martingales et applications

6.1 Quelques résultats de convergence

Les résultats classiques de convergence sont donnés dans [1]], [2]].

Théoréeme 6.1.1 Soit (M,,),, une martingale. Si cette martingale est bornée dans LP
au sens ou sup,, E(| M, |P) < oo, alors :

e pour p = 1, le processus M, converge presque-siirement vers une variable
aléatoire intégrable,

e pour p > 1, le processus M,, converge presque-siirement et dans LP vers une
variable LP.

Attention 2 ne pas affirmer la convergence L! dans le cas p = 1, qui n’est vraie que
sous I’hypothése supplémentaire que (X, ), est uniformément intégrable. Un contre-
exemple standard est M,, = 2%1F+X» on (X,,),, esti.i.d. de loi %5,1 + %5“. On
a souvent I’usage des résultats concernant les sous- ou sur-martingales; on rappelle
qu’une sur-martingale est un processus (4, ), tel que E(A,,41|F,) < A, et une sous-
martingale un processus (B, ), tel que E(B,11|F,) > Bp.

Théoreme 6.1.2 Soit (A,,),, une sur-martingale positive, alors elle converge presque-
stirement vers une variable aléatoire A, intégrable.

Soit (By,), une sous-martingale telle que Y, E(B;}") < oo, alors elle converge
presque-siirement vers une variable aléatoire B, intégrable.

1l existe également des résultats de type “loi des grands nombres” et “central limite”

pour les martingales. Ces résultats dépendent de la quantité

<M>n = E((Mk - Mk—1)2 |-7:k—1)-

NE

~
Il

1
On a alors le résultat suivant (voir encore une fois [[1] ou [2]) :

Théoréme 6.1.3 Soit (M,,),, une martingale de carré intégrable. Alors :

M, P
. — 0,

o surl’événement [lim,, (M),, = o0, ona

71
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o sur l’événement [lim,,(M),, < o], la suite M,, converge presque-sirement.

Donner une vitesse de convergence en général est un peu pénible (voir [2]). On se
contentera de donner un théoreme central limite, qui donne une condition pour avoir
une convergence en loi \/%TM” 5N (0,02). On va y retrouver des conditions dites
“de Lindeberg” et “de Lyapounov” analogues a celles que nous avons rencontrées pour
les sommes de variables indépendantes dans le TP3.

Théoreme 6.1.4 Soit (M, ),, une martingale de carré intégrable, et soit ({(M),)n son
processus croissant. On suppose que (a, ), est une suite de réels positifs croissant vers
Uinfini telle que
M)p »p
Llﬁ%é

an
pour un £ > 0 déterministe, et que pour tout € > 0
1 & 9 P
— D E(AMhan ey | Fit) = 0 (6.1)

" k=1
(o AMy = My, — Mj._1). Alors on a

1

Jin

M, 5 N(0,0)

etsit{ >0

Mn L 1
Van g SN0,

La condition (6.1) est appelée condition de Lindeberg (sur les accroissements A M}, de
la martingale). Elle est vraie s’il existe § > 0 tel que

1 n
— D E(IAMP | Fioa) 5o, (6.2)

" k=1

condition dite de Lyapounov.
Un dernier résultat qui nous sera utile est le théoréme de Robbins-Siegmund :

Théoreme 6.1.5 Soient (V,,)n, (An)n, (Bn)n trois suites positives (Fy,)n-adaptées
telles que presque-siirement V) est finie et

E(Vog1|Fn) < Vi + Ay — By

Alors sur I’événement [y, A, < o], onaV, 22 V.o oit Voo est une variable aléatoire
finie presque-siirement, et de plus

ZB" < 00.
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6.2 Processus de Galton-Watson

Les processus de Galton-Watson ont été introduits par Galton et Watson en 1874,
pour étudier la question de la disparition éventuelle d’un nom de famille en fonction de
la distribution du nombre d’enfants males qu’aura un homme de la famille[ﬂ

Une formulation générale est la suivante : si Z est une variable aléatoire a valeurs
dans N, on dit que (X,),, est un processus de Galton-Watson de loi de reproduction Z
siXg=1et

Xn
Xnt1 =Y Zknir (6.3)
k=1
ol (Zk n+1)k est une suite de variables aléatoires i.i.d., indépendante de Xo, ..., X,

et de méme loi que Z. On notera dans tout le texte et o2 les espérance et variance de
Z. Notons qu’en particulier on utilise la convention qu’une somme 22:1 vaut zéro,
de sorte que si X,, = 0 alors X,, 11 = 0. On notera également

YnZZX,FHZXk (6.4)
k=0 k=1

la population totale jusqu’a la génération n. Les processus de Galton-Watson sont utiles
pour étudier la question de 1’évolution d’une population, que ce soit celle des males de
nom de famille donné, de malades contaminés par un virus, ou de neutrons émis dans
une masse d’atome d’uranium 235. Dans un tel cadre, on s’intéresse naturellement aux
questions suivantes : quelle est la probabilité P(X,, — 0) que la population finisse par
s’éteindre ? si ce n’est pas le cas, la population X, va-t-elle rester bornée ou bien explo-
ser ? et pour la population totale Y,, ? Nous allons, bien sir, répondre a ces questions.
Mais d’abord, un peu de simulation.

Exercice 69 Ecrivez une fonction simulGW qui, pour une variable d’entrée n, donne
en sortie une variable x qui est une réalisation de la suite (Xo, ..., X,). On aura
le droit d’utiliser une boucle. On commencera par ’écrire en supposant qu’on a déja
défini une fonction simul?Z telle que simulZ (k) donne k réalisations indépendantes
de lavariable Z si k # 0 (I'intérét est que, si [’on veut changer de loi pour Z, il suffira
de faire la modification dans simulZ pour qu’elle se répercute partout ot l’on se sert
de 7).

Simulez ensuite des trajectoires du processus (X,,)n, dans les cas suivants :
e dans le cas ou Z prend les valeurs 0,1, 2 avec des probabilités py, p1,p2;

e dans le cas on Z suit une loi géométrique de parameétre p a valeurs dans N,
c’est-a-dire P(Z = k) = p(1 — p)*.

Testez vos programmes avec différents choix de po,p1,p2 dans le premier cas, de p
dans le deuxieme. Notez les valeurs pour lesquelles on semble avoir X,, — 0 a chaque
fois, et celles pour lesquelles ce n’est pas le cas.

1. plus précisément, Galton a posé la question dans le Educational Times en 1873, Watson y a répondu
et ils ont écrit ensemble un article, On the probability of extinction of families en 1874.
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On s’intéresse d’abord a la probabilité d’extinction

g ="P(lim X, =0)=P(3n tel que X,, =0). (6.5)

n— oo

Cette probabilité s’exprime simplement :

Lemme 6.2.1 Si l’on note ¢, = P(X,, = 0), alors la suite (q,,), converge et ¢ =
lim,, qy,.

Preuve. Puisque par définition, X,, = 0 implique X, ;1 = 0, la suite d’événements
(X, = 0), est croissante, donc la suite (g, ), est croissante et majorée par 1, donc
elle converge. De plus, les valeurs de (X,,),, étant entieres, X,, — 0 si et seulement si
X,, = 0 pour n assez grand. On a donc

= 1 = = = = 1 = = 1 . D
q P(nh—>noloXn 0) IP’(LHJ(XH O)) nh_{r;OIP’(Xn 0) hTIlnqn

On va commencer par étudier une situation ou la réponse est simple, en donnant au
passage une identité qui nous servira plus tard.

Exercice 70
1. Montrez Uidentité E(X,,+1]|X,,) = E(Z) x X,..
2. Déduisez-en que E(X,,) = u™, oi p = E(Z).
3. Prouvez que P(X,, # 0) < u™. Déduisez-en que ¢ = 1 si p < 1.
Le cas u < 1 est appelé le cas sous-critique ; on sait déja que ¢ = 1 si u < 1. Dans

le cas p > 1, la théorie des martingales nous donne déja quelques informations. En
effet, le point 1 nous dit que le processus

M, = X /p"
est une martingale.

Exercice 71

1. Montrez que M,, converge presque-siirement vers une variable aléatoire inté-
grable M.

2. Montrez que dans le cas sous-critique, on a M, = 0 presque-siirement. Est-ce
contradictoire avec le fait que E(M,,) = 1 pour tout n?

3. Montrez que E(M?2_ ) = E(M?) + H‘Z—iz Montrez que sup,, E(M?2) < oo si et

n
seulement si (1 > 1.

4. Montrez alors que M,, converge aussi vers Mo, au sens L2, et que M, a pour
espérance 1 et pour variance o2 / (u(pn — 1)) — 1.

5. Pourquoi ne simule-t-on pas un échantillon de M,, pour n grand, afin de vérifier
la convergence ci-dessus ?
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On a donc montré que dans le cas ;> 1 on avait X,, ~ p"Z., mais on ne sait pas
si Z, peut s’annuler, et on n’a pas d’information dans le cas ;1 = 1. Pour régler ces
problémes, on va utiliser la fonction génératrice G,, de X,,. Rappelons ce qu’est la
fonction génératrice :

Définition 6.2.2 Soit A une variable aléatoire a valeurs dans N. Sa fonction génératrice
est la fonction notée G 4 suivante :

Ga: [0,1] — [0,1]

s = E(s?) = Z]P’(A = k) s~
k

On rappelle quelques propriétés des fonctions génératrices :

Lemme 6.2.3 La fonction génératrice G 5o d’une variable aléatoire a valeurs dans N
est une fonction convexe. Elle est strictement convexe a moins que P(A < 1) = 1. Elle
vérifie les relations

Ga() =1, G4(1)=E(A), G4(1)=E(4*)-E(4), G}(0)=kPA= k).
On suppose a partir de maintenant que P(Z < 1) # 1.

Exercice 72 Calculez G dans les deux cas mentionnés dans ’exercice [69| (variable a
valeurs dans {0, 1,2} et loi géométrique dans N). Tracez dans une méme fenétre la
courbe de G dans trois situations correspondant a pn < 1, p = 1 et o > 1, et la courbe
de la fonction s — s.

On note a partir de maintenant
Gn:GX” et G=Ggm.

On a immédiatement, par le Lemme[6.2.3] que ¢,, = G, (0). Le résultat central concer-
nant g est le suivant :

Lemme 6.2.4 Si i < 1, alors ¢ = 1. Si u > 1 alors q est ['unique solution dans [0,1]
de ¢ = G(q).

Remarquez que 1 est toujours solution de s = G(s). D’apres [3]], Watson en avait
conclu de maniere incorrecte que ¢ = 1 dans tous les cas.

Preuve. La premicre étape est prouvée dans I’exercice suivant :

Exercice 73 Montrez que E(s*7+1|X,,) = G(s)*». Déduisez-en que G,, = G°", o
G°" =G o...oG (nfois), puis que g1 = G(qn).

On peut alors utiliser un résultat d’analyse simple :

Lemme 6.2.5 Soit f une fonction convexe, dérivable, de [0, 1] dans [0,1] avec f(1) =
1. Si f n’est pas la fonction identité, alors pour tout s € [0, 1], la suite (f°"(s))

n’
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e convergevers 1si f'(1) <1
o converge vers I'unique solution de s = f(s) sur [0,1] si f/(1) > 1.

Puisque G’(1) = p par le Lemme|6.2.3] 1a preuve est terminée. O

Ce lemme justifie la nomenclature suivante :

e si =1, on dit qu’on est dans le cas critique,

e siy < 1, on dit qu’on est dans le cas sous-critique,
e sip > 1, ondit qu’on est dans le cas sur-critique.

Exercice 74 Reprenez vos simulations de | ’exercice Pour Z de loi G(p), dans trois
situations illustrant les trois possibilités sous-critique, critique et sur-critique, simulez
des 500-échantillons de Xog et calculez la probabilité empirique d’avoir Xo9 = 0.
Quel intervalle de confiance de niveau 95% peut-on obtenir ? Comparez aux valeurs
de q données par le Lemme Pour déterminer les solutions de G(q) = g, on pourra
soit procéder de maniére théorique, soit utiliser la commande scipy.optimize.fsolve.

Une question naturelle est de savoir, dans les cas critique et sur-critique, quel est le
comportement de la population conditionnellement a la non-extinction. Pour répondre
a cette question dans le cas critique, on commence par donner une asymptotique sur la
probabilité de non-extinction :

Proposition 6.2.6 Dans le cas critique, on a
lim nP(X,, #0) =
n—oo
Preuve. On donne une preuve sommaire. D’abord, on a pour s > 0 au voisinage de

Zéro :
o2

G(l—s)—1—5—|— 5 S 2 4 o(s%).
Par conséquent, pour s > 0,
1 1 o2
i=Gi-s s 20

ol r est une fonction vérifiant lims_,4 r(s) = 0. On a donc

1 1 1, 1= 1 1
ﬁ(l—Gn(l—s)75)25;(1—0((}%(1—5)) C1-Gr(l—5)

o? 1 -
ce qui montre que pour tout s €]0, 1] ceci tend vers %-. On utilise maintenant le fait
que
nP(X, #0) = n(1— G (0)) = (E(L )+ l)’l.
n'1—Gn(0) n

Ceci conclut la preuve. O
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Exercice 75 (facultatif) détaillez la preuve ci-dessus.

On peut maintenant vérifier empiriquement ce résultat :

Exercice 76 Reprenez les simulations de I’exercice[69] Pour des choix de paramétres
correspondant au cas critique, simulez des 500-échantillons et estimez empiriquement
la probabilité d’avoir X,, # 0 pour n = 10,20, 30,40, 50. Comparez-la & —2—. La

o?n
comparaison (en termes d’ordre de grandeur des erreurs d’estimation) est-elle perti-
nente ?

Une conséquence simple du résultat ci-dessus est le suivant :

Corollaire 6.2.7 Dans le cas critique, on a
1 2
lim —E(X, | X, #0) = %

n—oo N

La preuve est laissée en exercice :

Exercice 77 Prouvez le lemme ci-dessus. On reviendra a la définition :

E(X, | Xn #0) =Y kP(X, =k|X, > 0).
k

Exercice 78 Reprenez les simulations de ’exercice Pour des choix de paramétres
correspondant au cas critique, simulez des 100-échantillons de X, conditionné a vérifier
X, > 0, pour n = 10, 20, 30, 40, 50. On utilisera pour cela une méthode du rejet.
A partir de ces simulations, estimez empiriquement [’espérance E(X,, | X,, # 0) pour

. . o’n
n = 10, 20, 30, 40, 50, puis comparez-la a 5.

On passe maintenant au cas sur-critique. Les informations obtenues sur le compor-
tement de Z,, = X,,/u™ montrent immédiatement le résultat suivant :

Proposition 6.2.8 Dans le cas sur-critique, conditionnellement a la non-extinction, on
a explosion : plus précisément,

P(X, — 00| X, /4 0) = 1.

6.3 Le bandit a deux bras
6.4 Processus autorégressifs
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Chapitre 7

Enoncés

On trouvera dans les pages suivantes les énoncés, suivis des corrigés correspon-
dants, pour I’année 2018 :

e un “devoir maison”,
* le partiel,
¢ I’examen final,

* I’examen de deuxieme session (I’'unique candidat m’ayant posé un lapin, iln’y a
pas de corrigé pour cet énoncé).

81



Université Paris-Sud Saclay Master 1 mathématiques et applications

MAO Probabilités-Statistiques
DM 1 : le battage de cartes

On va essayer de répondre empiriquement a la question “combien de fois faut-il
battre un jeu de carte pour qu’il soit bien mélangé” si la technique de battage des cartes
est “on coupe et on bat”. On considere un jeu (standard) de 52 cartes qui est initiale-
ment dans un ordre donné (par exemple les pique de 1 a 10 puis roi, dame, valet, puis les
trefle, etc.) et on représente ses états possibles par les permutations o de {1,...,52}.
On définit I’indice d’une permutation comme le nombre de sous-suites maximales
(pour I’inclusion) avec la propriété d’€tre croissantes et faites de nombres consécutifs.
Par exemple, la permutation (7,3, 1, 8,4, 2,5, 6) a une décomposition (7, 8), (3,4, 5, 6),
(1,2) donc pour indice 3.

1. Soit o une permutation de {1, ..., n}. Quelles valeurs peut prendre son indice ?
montrer que celui-ci vaut

l+card{i € {1,....n—1}|o7'(i) > o' (i+1)}.

2. Onreprésente dans Python la permutation comme une liste d’entiers, par exemple
sigma=[7,3,1,8,4,2,5,6]. Ecrivez une fonction qui calcule I’indice d’une
permutation sigma en utilisant numpy . sort et numpy .diff. Vous ne man-
querez pas de tester votre fonction sur des exemples simples.

3. Simulez un nombre N = 10000 de permutations aléatoires de {1, . . ., 52} et cal-
culez leurs indices (il existe une commande numpy . random dédiée). Compter
ensuite, pour chacune des valeurs possibles, la fréquence empirique de cette va-
leur. Ceci nous donne une idée des valeurs “typiques” d’une permutation aléatoire.

Etudions maintenant I’effet d’un battage : on le modélise en supposant que :

* on coupe le paquet en deux tas, mettant dans le premier tas les N premicres
cartes ot N suit une loi B(52,1/2)

* on mélange les deux paquets en choisissant a chaque instant la carte du dessus
d’un tas ou de I’autre, aléatoirement avec des probabilités proportionnelles au
nombre de cartes restant dans le paquet.

Cette méthode s’appelle en francais le “mélange américain” et en anglais le “riffle
shuffle” ou “dovetail shuffle”.

Comme la question du mélange est cruciale, je préfere détailler en prenant I’exemple

hypothétique ol on n’aurait que cing cartes {C1, Co, C3, Cy, Cs }.

¢ le “tirage” de N donne N = 2. Les deux paquets sontdonc {C', Cy} et {C3, Cy, C5}.
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* on choisit une premiere carte : elle viendra du premier paquet avec probabilité

8.

2/5 (auquel cas ce sera Cs) et du deuxieéme paquet avec probabilité 3/5 (auquel
cas ce sera C5). Si c’est le deuxieme cas qui se produit, alors {Cs} devient
le tas “mélangé”, et les deux paquets restants sont {C1,Cy} et {C5,Cy}. On
choisit alors la deuxiéme carte, qui viendra du premier paquet avec probabilité
2/4 (auquel cas ce sera C3) et du deuxieéme paquet avec probabilité 2/4 (auquel
cas ce sera (C'y). Si c’est le premier cas qui se produit, le tas mélangé devient
{C2,C5} et les deux paquets restants sont {C1 } et {C5, Cy}. On continue ainsi
jusqu’a épuisement des deux paquets.

. Ecrivez une fonction Python qui prend en entrée une permutation sigma et rend

la permutation correspondant au résultat d’un battage de s i gma. Remarquez que
le battage est déterminé par la donnée de N ~ B(52,1/2) puis d’un tirage sans
remise de 52 boules parmi 52 dans lesquelles NV sont de type “1” et 52 — N de
type “2”. On pourra utiliser la commande numpy . random. choice.

. Supposons que I’on parte d’un paquet neuf, et qu’on le batte de maniere répétée.

On note o, la permutation apres n battages, et i,, son indice; ces deux quantités
sont des variables aléatoires. En utilisant votre fonction précédente, effectuez
une simulation de o, pour n = 0,...,12 et tracez la courbe donnant les i,
correspondants.

. Simulez un nombre N = 10000 de trajectoires et calculez la loi empirique de %,,

pour ces différentes valeurs.

. On rappelle que 1’écart en variation totale de deux lois a support fini X est

= vlive = 5 3 lnta) ~ vl

zeX

En admettant que les simulations ci-dessus ont donné une bonne estimation de
la loi p de I’indice d’une permutation aléatoire et de la loi v,, de i, tracez la
courbe n — || — vpl|vT-

Combien de fois, en fin de compte, pensez-vous qu’il faut battre un jeu de cartes ?

Remarquons que I’on a étudié ici la loi de I’indice ¢,, plutot que celle de la permutation
oy car la premiere est plus simple & simuler (son support est de cardinal 52 au lieu
d’étre de cardinal 52! ~ 8 x 1057) mais on observe le méme phénoméne de cutoff
(décroissance brutale de la variation totale) sur les lois des permutations (voir a ce
sujet I’article [1], dont le contenu dépasse largement le cadre de ce cours).

Références

[1]

D. Bayer, P. Diaconis. Trailing the dovetail shuffle to its lair, Annals of Applied
Probability 2.
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MAO Probabilités-Statistiques
Corrigé du DM 1 : le battage de cartes

1. Il y a au moins une suite, donc I’indice vaut au moins 1, et la permutation
(1,...,n) a justement pour indice 1. Il y a au plus n suites, donc I’indice vaut
au plus n, et la permutation (n, ..., 1) a justement pour indice n. Il n’est pas
difficile de fabriquer un exemple de suite ayant pour indice k € {2,...,n — 1}
donc I’indice peut prendre les valeurs {1,...,n}.

Pour prouver la formule générale, on peut remarquer qu’une suite telle que
définie par I’énoncé est exactement une suite maximale (i,i+1,...,i+£) telle
que o7 t(i) < o7H(i+1) < ... < o7 (i + ) (cette condition signifie que
1,9+ 1,...,7 + ¢ apparaissent dans cet ordre. Par conséquent, on peut définir
la famille de sous-suites de la maniere suivante : on prend celle qui contient 1,
elle s’arréte au 7 minimal tel que o= 1(i) > o= 1(i +1). Sii < n — 1 alors
on commence une nouvelle sous-suite, etc. On voit qu’on épuise {1,...,n} en
ayant une premiere sous-suite, plus une supplémentaire a chaque fois qu’on a
uni € {1,...,n— 1} tel que 0=1(i) > 0~ *(i + 1). Cela prouve la formule.
Si on trouve I’argument ci-dessus fumeux, on peut prouver la relation par récur-
rence : pour . = 1 elle est triviale ; si maintenant on considere une permutation
de n+ 1 on considere d’abord la liste des images (o(1),...,0(n+1)) dont on
supprime n + 1. Le nombre de sous-suites maximales dans cette liste est donné
par la formule 1 + card{i € {1,...,n — 1}[o~*(i) > ¢~ (i + 1) }. On note
temporairement c,, le cardinal défini ci-dessus. Quand on ajoute le terme n+1 :
si 071(n) < o~ !(n + 1) alors on peut ajouter n + 1 a la suite qui contient n,
donc le nombre de suites ne change pas, mais de méme on a ¢, 11 = ¢, donc la
formule reste vraie. De méme, si 0 ~1(n) > o~!(n + 1) alors il faut créer une
nouvelle sous-suite qui est composée de n + 1 seul, donc le nombre de suites
augmente de 1 mais ¢,41 = ¢, + 1. On a donc la formule générale.

2. Voir la fonction indice. On ne manque pas de le tester sur la permutation de
I’énoncé, ainsi que sur des exemples simples comme (1, ...,10), (10,...,1),
et d’autres pour lesquels on peut calculer I’indice a la main. Remarquez que
toute la suite dépend de la fonction qui calcule I’indice, il est donc rentable de
passer trente secondes a vérifier qu’elle fonctionne.

3. Voir le code. On observe le résultat donné ici en Figure 1. Il semble que les va-
leurs typiques soient centrées autour de 27/28, et dispersées de quelques unités.

4. Supposons qu’on a tiré le N. On peut voir facilement que (conditionnellement
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FIGURE 1 - loi empirique de I'indice d’une permutation uniforme aléatoire

au N), toute séquence de N valeurs “1” et de n — N valeurs “2” (indiquant de
quel paquet vient quelle carte) a la méme probabilité. Par conséquent, il suffit
de se donner les positions des “1” en ordonnant un tirage sans remise de N
valeurs dans {1, ...,52}. Voir la fonction battage.

5. Voir la Figure 2. On observe qu’apres environ huit battages, I’indice varie d’une
maniere qui semble aléatoire, et que 1’amplitude des fluctuations est de 1’ordre
des fluctuations de I’indice d’une permutation uniforme aléatoire (ceci d’apres
la question 3). On peut donc penser qu’apres environ huit battages, les permuta-
tions obtenues en continuant a battre sont a peu pres uniformément distribuées,
et peut-&tre méme (approximativement) indépendantes les unes des autres.

6. Voir le code. On obtient la Figure 3.

7. Apres un plateau (bien compréhensible : I'indice vaut typiquement 2 apres un
battage, 4 apreés deux battages...), on observe une décroissance rapide de la
variation totale entre 6 et 8 battages. Il semble qu’il faille battre les cartes huit
fois au moins.

Un commentaire au sujet de ce résultat, extrait de “Shuffling cards and stopping
times” de David Aldous et Persi Diaconis (ce dernier, avant d’étre probabiliste, a été
magicien professionnel et sait donc de quoi il parle) :

Magicians and card cheats have long taken advantage of such patterns.
Suppose a deck of 52 cards in known order is shuffled 3 times and cut
arbitrarily in between these shuffles. Then a card is taken out, noted and
replaced in a different position. The noted card can be determined with
near certainty! Gardner (1977) describes card tricks based on the ineffi-
ciency of too few riffle shuffles.
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FIGURE 2 - trois simulations de 1’évolution de 1’indice en fonction du nombre de bat-
tages, en partant d’un paquet ordonné
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FIGURE 3 — évolution de la variation totale entre (les estimations de) la loi de 7,, et la
loi de I’indice d’une permutation uniforme aléatoire
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MAO Probabilités-Statistiques
Partiel

Ce sujet est (trés) largement inspiré d’un texte d’agrégation que vous pourrez trou-
veral’adresse http://agreg.org/Textes/public2015-A9.pdf (mais cela
ne vous servira a rien d’aller le voir dans 1I’immédiat).

Je vous demande de faire un effort de lisibilité et de penser votre copie comme un
rapport, plus que comme une suite de réponses. Cela signifie qu’il faut, au minimum,
expliquer a tout instant ce que vous faites, méme si I’explication était déja présente
dans la question : votre copie doit étre lisible seule. En particulier, je ne veux surtout
pas qu’elle ressemble a

1. a=0,48.

2. &, = X2

N[

mais plutot a

1. On s’intéresse a la probabilité théorique de la fin du monde. On
trouve en utilisant la méthode de Philippulus que o = 0, 48.

2. On propose d’utiliser I'estimateur &, = X2 qui, d’apres le
théoreme de Calys, est asymptotiquement normal.

Par ailleurs, je ne veux pas avoir a deviner quelle fonction Python sert a quoi, ni de-
voir faire tourner moi-méme vos simulations pour les exploiter. C’est a vous des les
commenter pour expliquer ce que, d’apres vous, elles illustrent, suggerent, infirment,
ou autre.

Dans la liste ci-dessous, les questions mentionnées comme facultatives sont a traiter
“a la carte”. Elles sont indépendantes les unes des autres et des questions non faculta-
tives.
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On étudie un modele de constitution des partis politiques dans une population (sup-
posée infinie). Dans ce modele, les citoyens entrent en politique les uns apres les autres,
de telle manicre qu’a I’instant n € N*, exactement n citoyens sont membres d’un parti ;
on va noter B,, le paysage politique au temps n, qui sera donné comme une partition
de {1,...,n}. Autemps n = 1, il existe un seul parti by, dont I’'unique membre est le
citoyen 1, et le paysage politique est donc

B; = {b1} avec b ={1}.

Au temps n + 1, le paysage politique B,, 1 est obtenu a partir de B,, en fonction du
comportement, considéré comme aléatoire, du n + 1-ieme citoyen :

* avec probabilité 9+Ln’ ce citoyen crée un nouveau parti : dans ce cas B,y =
B, U {{n + 1}},

* s’il ne crée pas un nouveau parti, alors il adhere a un parti existant qu’il choisit
suivant une probabilité proportionnelle a la taille du parti.

Si par exemple au temps n = 9 on a By = {by, by, b3, by } avec
bl = {1}7 b2 = {2a5a679}7 b3 = {3a4a8}a b4 = {7}

alors avec probabilité ﬁ on a Byg = {b1,ba,b3,by,b5} avec b5 = 10; et condi-
tionnellement au fait que ce ne soit pas le cas, avec probabilité 1/9 on a Byy =
{b],b2,b3,b4} ot by = {1,10}, avec probabilité 4/9 on a B1g = {b1, b5, b3,b4} ol
5 =1{2,5,6,9,10}, etc.

Dans la majeure partie de ce qui suit, on ne s’intéressera pas a la composition
détaillée de B,,, mais seulement a la liste F,, des effectifs de chacun de ces partis.
Autrement dit, plutdt que de dire que By = {{1},{2,5,6,9},{3,4,8},{7}} on se
contentera de dire que F9 = (1,4,3, 1), autrement dit le premier parti a | membre, le
deuxiéme 4,.. . (attention, F,, est bien une famille ordonnée).

1. Décrivez I’évolution de F,,. Dans quel ensemble F,, prend-il ses valeurs ?

2. Ecrivez une fonction Python qui prend en entrée 6 et une famille E d’effectifs et
rend un E’ qui est le résultat de I’évolution donnée ci-dessus. Autrement dit, si
E,, = FE alors la fonction retourne F,, 1 (n devra étre déterminé a partir de F).

3. Quel est le comportement qualitatif de E,, pour 6 trés petit? pour 6 trés grand ?
4. On note |B,| le cardinal de B,, qui est le nombre de partis politiques (dans
I’exemple donné en introduction, |Bg| = 4). Montrez que ’on peut écrire | B,,| =

& + ...+ &, ou les & sont des variables indépendantes de lois de Bernoulli
indépendantes mais pas forcément identiquement distribuées.

5. Déduisez du point précédent que

n—1 1

4 K Ok
B(Bu) =3 o var((Bal) = 3 b M
il el Ul
6. Donnez des équivalents de E(|B,,|) et var(|B,|) puis montrez que % 5 0.

Quelle méthode utiliseriez vous pour illustrer facilement cette convergence ?
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10.

11.

12.

13.

. Question facultative : illustrez cette convergence. Si vous n’étes pas satisfait,

demandez-vous quelle est la vitesse de convergence donnée par la preuve détaillée
au point 6.

. Cette méme preuve du point 6 vous permet-elle de démontrer la convergence

presque-siire ? Que semblent indiquer les simulations a propos d’une éventuelle
convergence presque-sire ?

By |—6log . i
On admet que ‘"‘mﬁ converge en loi vers une normale centrée réduite.

Comment feriez-vous pour illustrer cette convergence? La suite naturelle de
I’exercice serait de vous demander un intervalle de confiance pour 0, mais nous
n’avons pas encore parlé d’intervalles de confiance.

Question facultative : illustrez la convergence en question 9. Vous risquez de ne
pas étre satisfait.

Question facultative : on note U, le nombre de partis qui ont un unique membre
qui est donc leur créateur (dans I’exemple donné en introduction, Uy = 2).
Conditionnellement a U,, = a, quelles sont les valeurs possiblesde U,, 1, et avec
quelles probabilités ? Déduisez-en que E(U,) = — - 9 7+ A-t-on convergence de
U,, vers 6 presque-stirement ? en loi ? pour un autre mode de convergence ?

Question facultative : dans cette question on s’intéresse a la distribution des
tailles de partis. On note C,, ;, le nombre de partis de taille k& (dans I’exemple
donné en introduction, Cy1 = 2, Cgo = 0, Cy3 = 1, Cy 4 = 1). On pro-

pose la loi suivante pour (Cy, 1,...,Cy. ) : pour tout n-uplet d’entiers naturels
ai,...,apvérifiant Y7 kay =n,ona
n! ool 0
P(Chi=a1,...,Chn=an) = — (2
(Cnr=a =) = T @ =) [Ia P

On pourra prouver cette formule ! (par récurrence) et/ou la vérifier empirique-
ment dans le cas n = 5 (auquel cas il n’y a que six possibilités pour la famille
(Cnk)}—_1), en simulant un N-échantillon de B,, avec N choisi suffisamment
grand.

Question facultative et ouverte : on peut se poser de nombreuses autres questions,
soit sur ce modele, par exemple :

* pour un coefficient « €)0, 1], comment croit le nombre de partis ayant au
moins an adhérents ?

¢ a quelle vitesse croit la taille du plus grand parti ?

soit sur des modeles 1égerement différents (qui vous obligeront donc a modifier
votre code) :

* on peut supposer par exemple qu’un parti qui n’a pas enregistré de nouvelle
adhésion depuis un certain temps (qui peut étre fixe ou proportionnel a sa
taille) finit par se dissoudre, ou par se fondre dans un autre,

1. j’avoue que c’est un peu pénible.
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* on peut supposer qu’un citoyen peut changer de parti (2 des moments
déterministes ou aléatoires),

* on peut supposer que si un citoyen ne fonde pas de nouveau parti, il choisit
celui auquel il adhere avec une probabilité non pas proportionnelle a son
effectif mais dépendant de sa composition (dans I’exemple donné en intro-
duction, le dixieme citoyen pourrait choisir le parti auquel il adhere avec
des probas proportionnelles a 1, 24+ 5+ 6 +9, 3 +4 4+ 8, 7, ou encore
proportionnelles a 1,9, 8, 7).

Utilisez des simulations pour conjecturer les réponses aux nouvelles questions
sur I’ancien modele, ou aux anciennes questions sur les nouveaux modeles.
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1. On a By = {1} et E, 1 dépend de E,, de la maniere suivante : si F,, =

(e1,...,eq), alors avec probabilité «94—% onakFE, 1 = (e1,...,epl) et condi-
tionnellement a ce que ne soit pas le cas on a E,11 = (e1,...,ex—1,65 +
1ekt1,---,€0) avec probabilité e‘fn. On peut remarquer que de maniere équiva-
lente, on a conditionnellement & F,, = (eq, . .. ,es)
E ( 1) babilité 0
= (e1,...,eq1) avec probabilité
n ) ) K p 9 + n
.., €
E,i1=(e1,...,ek—1,ex + 1,ekt1,...,e¢) avec probabilité k
0+n
On voit que E,, est a valeurs dans I’ensemble des familles (eq, ... ,e,) d’entiers

naturels non nuls tels que ), e, = n. Sil’on comprend la question de maniére
plus stricte et que 1’on veut I’ensemble exact des valeurs possibles, la réponse est
la méme mais il faut alors justifier que toute famille de ce type une probabilité
non nulle d’étre observée. C’est le cas car par exemple on a une probabilité non
nulle que £, = (1,...,1) et conditionnellement a cela une probabilité non nulle
que le premier parti croisse jusqu’a la valeur ey, etc.

2. Voir la fonction evolution dans le fichier joint.

3. En faisant tourner la fonction evolution avec § = 0,1 on voit qu’il y a peu
de créations de nouveaux partis et qu’en général c’est le premier parti qui récolte
les nouveaux adhérents. Ceci est facile a expliquer : comme les créations de parti
sont rares, le premier parti a en général eu le temps de beaucoup grossir avant
d’étre confronté a la concurrence, mais avec notre modele un gros parti a plus
de chances d’attirer les adhérents. A I’inverse pour § = 100 on a création d’un
nouveau parti presque a chaque tour donc les partis ont presque tous un unique
adhérent et cela restera vrai tant que n est petit devant 6.

En anticipant un peu sur les notations, on trace quelques courbes d’évolution de
| B,,| pour différentes valeurs de 6 (voir code). On obtient la figure 1. On voit que
le nombre de partis augmente beaucoup plus vite quand € est grand que quand il
est petit.

4. A chaque tour, | B,,| peut croitre de 1 (avec probabilité ﬁ) ou rester constant,

et les accroissements aux différents tours sont indépendants les uns des autres.

Onadonc |B,| =& + ...+ &, ou les { sont des variables indépendantes de
: 9

lois Sk- ~ B(m)
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FIGURE 1 — Tracé de | B, |, question 3
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5. On a immédiatement par le point précédent que

n

E(|Bnl) :Z]E var(|By|) = Zvar &k) (1

k=1

(notez que la premiére identité utilise uniquement la linéarité de 1’espérance mais

que la deuxie¢me utilise I'indépendance entre les {). Comme E(&) = 5 +z 7 et
var () = %, on obtient immédiatement
n—1
0k
(1Bn B)=Y — .
E(|Bn]) = ZQM wellBa) =3 G

6. Les termes et ﬁ sont tous les deux équivalents en k — oo a 0/k, qui

0
ork—1
est le terme général d’une série divergente. Par conséquent, E(| B,,|) et var(| B,|)
sont équivalents 2 > ,'_, 6/k, dont on sait qu’il est lui-méme équivalent a 6 log n.

On a

B, 0— |B| — E(|Bx|) n E(|Bn|) — flogn
logn logn logn '
Le deuxieme terme tend vers zéro de maniere déterministe quand n — oo, donc
pour n assez grand

(o] ) xR -

logn logn
var(|Bn|)
~ (¢/2 logn)?

(on a utilisé Bienaymé-Tchebytchev). Par la discussion ci-dessus, ce majorant
est un O( Tog n) donc on a prouvé la convergence en probabilité de l‘oBgJ. vers 0.
On a vu qu’illustrer une convergence en probabilité était pénible mais ici on parle
de convergence vers une constante, donc la convergence en probabilité équivaut
a la convergence en loi. On choisira donc ici d’illustrer la convergence en loi, par
la méthode standard de tracé des fonctions de répartition empirique.

7. Voir le code (le faire tourner est long). On voit sur la figure 2. .. qu’on ne voit pas
grand chose! On voit que le “centre” de la courbe croit lentement vers la vraie
valeur § = 5. Cela nous rappelle que la majoration obtenue au point précédent
nous a donné une vitesse de convergence en 1/ log n, donc une convergence trés
lente. Cela pourrait n’étre que la conséquence de 1’utilisation d’une majoration
grossiere (Bienaymé-Tchebytchev) mais notre simulation semble indiquer que la
convergence est en effet lente.

8. La majoration obtenue au point 6 donne un majorant non sommable. Elle ne
permet pas d’appliquer la méthode standard (par Borel-Cantelli) de preuve de la
convergence presque-siire. De plus, les simulations (voir figure 3) ne montrent
pas a priori de convergence presque-siire (ou alors ce serait vers une variable
aléatoire non constante, mais ce n’est pas possible car on a convergence en pro-
babilité vers une constante). Encore une fois il n’est pas a exclure que la conver-
gence soit simplement trop lente pour étre observée.
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FIGURE 2 — Tracé de | B, |/ log n, question 7
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9.

10.

11.

tracés de |B_n|/log n pour theta=5

0 2000 4000 6000 8000 10000

FIGURE 3 — Tracé de | B,,|/ log n, question 8

. . |Bn|—0logn 2
Pour illustrer la convergence en loi de T TTogn Vers une normale centrée

réduite, on voudrait appliquer la méthode des fonctions de répartition empirique :
pour plusieurs valeurs de n, on simule un /V-échantillon et on trace la fonction de
répartition empirique a partir de I’échantillon (pour IV assez grand — on rappelle
que I’erreur uniforme est en 1/ \/N ).

Voir le code associé (il suffit de modifier le code la question 7). Comme on le
voit en figure 4, la convergence ne saute pas aux yeux. Encore une fois, c’est que
celle-ci est trop lente.

Supposons qu’au temps 7 il y a a partis monomembres. Le n+ 1-ieme citoyen va
soit fonder son propre parti, ce qui ferait un parti monomembre de plus et alors
Un+1 = a+ 1; soit adhérer a un parti qui avait strictement plus d’'un membre,
et alors le nombre de partis monomembre ne change pas, i.e. Up+1 = a; soit
adhérer a un parti qui était jusque 1a monomembre, et alors le nombre de ces
partis diminue d’une unité, i.e. U, 11 = a — 1. Si 'on précise les probabilités
correspondantes, on a conditionnellement & U,, = a

ez 0
a+1 avec probabilité€ 5~
Upy1 = a avec probabilité 4=

a—1 avec probabilité 5

+
3
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FIGURE 4 — Tracé de | B,,|/ log n, question 10
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12.

Par conséquent,

n—U, U,
E n n) — n 1 n ", n_]- o
(Un1]Un) = (Un + )0+n+U 0+n +U )0+n
1 0
U( 6+n)+9+n
et donc
E(U, )—E(U)x(1—L)+ o
nkt) " 0+n 0+n
On trouve donc E(U,,41) — 0 = (E(U,) —0) x (1 — 9_%”), d’ou
on
E{U,) = — .
(Un) 04+n—1

On commence par tracer des trajectoires de U,,. On n’a pas 1’air d’avoir conver-
gence presque-sire (cf. figure 5). On trace alors les fonctions de répartition em-

tracés de U_n pour theta=5

nnnnn

FIGURE 5 — Tracé de U, question 11

piriques pour différentes valeurs de n. Le résultat est la figure 6. Conclusion :
on ne voit pas bien ce qui se passe! On peut tenter d’observer le comportement
de P(U,, = u) pour quelques valeurs de u dans une certaine gamme de valeurs.
On se limite pour des raisons de lisibilité a quelques valeurs de u dans la zone
correspondante, par exemple {3,4,5,6}. Le résultat des simulations est visible en
figure 7 : il semble aller dans le sens d’une convergence en loi.

Donnons une preuve théorique de la formule. On note C,, le n-uplet (C), 1, . .. ,Chp p)-
Pour n = 1 ona C,, = (1) avec probabilité, or on voit immédiatement que
la formule proposée donne bien une probabilité 1 a cet événement. On va en-
suite travailler par récurrence : supposons que la formule est vraie jusqu’au
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FIGURE 6 — Fonctions de répartition empiriques de U, question 11
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nmax=1000, N=1000

0.6 —— P(U_n=3)
—— P(U_n=4)
— P(U_n=5)

0.5 - —— P(U_n=6)

0.4

0.3

0.2 4

0.14

0.0 1

0 200 400 600 800 1000

FIGURE 7 — Probabilités empiriques P(U,, = u), question 11

rang n, et considérons une famille (ay,...,a,+1) d’entiers naturels vérifiant
Zi% kar = n + 1. On va exprimer a partir de quelles valeurs des C,, on peut
obtenir Cy,11 = (a1, ...,an+1). Traitons a part le cas a,+1 = 1 (et ar, = 0 pour
kE <n):siChiipne1 = 1c’estque Cy,, = 1 et que le n + 1-ieme citoyen a
adhéré au parti unique déja existant. Par récurrence cet événement a probabilité
(nt1)! 7%1 qui est la va-

n! [ n . . £ 3
POF) . (0Tn=T) n X T et ceci est bien égal a 20T, (657)
leur proposée par la formule de I’énoncé. Supposons maintenant que a,,+1 = 0.

Alors Cppq1 = (a1, ..,an+1) peut avoir été obtenu (si a; > 1) a partir de
Cpn = (a1 — 1,as, ... ,a,) sile n+ 1-iéme citoyen a créé son propre parti, a par-
tirde C,, = (a1, ...,ap—1,ak+1,ax+1— L agt2,...,a,) (pourk =1,... ,n—1)

si le n + 1-iéme citoyen a adhéré a un parti qui avait £k membres.

Le premier cas a pour probabilité W@H fois

1 aflnigak 0
e kllak!(k‘) “0+n

et le deuxieéme pour probabilité Wgﬂn_l) fois

10 1 Q ap+1 1 0 apii-1 M
: 11 a;! (J') (ar +1)! %) (ag1 —1)! (k+1) “To1n
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L (%) fois

e n! n
et la somme de ces différents termes vaut 0T (0Tn=T) | ad

n—1

a0 Z 1 0 k+1 k(ag +1)
9 0+n w1k T T ogn
1 n—1
- 0+n(a1 + > (k+ Daps)
k=1
_n+1
T 0+n

et la formule de récurrence est vérifiée.

Pour vérifier empiriquement la formule dans le cas n = 5, remarquons que les
seules valeurs possibles pour C,, dans ce cas sont

(0,0,0,0,1), (1,0,0,1,0), (0,1,1,0,0), (2,0,1,0,0),
(1,2,0,0,0), (3,1,0,0,0), (5,0,0,0,0)

Voir le code. Le résultat en est

les probas empiriques pour N=10000 sont

pour (0, 0, 0, 0, 1) 0.0072
pour (1, 0, 0, 1, 0) 0.0495
pour (0, 1, 1, 0, 0) 0.0340
pour (2, 0, 1, 0, 0) 0.1666
pour (1, 2, 0, 0, 0) 0.1253
pour (3, 1, 0, 0, 0) 0.4078
pour (5, 0, 0, 0, 0) 0.2096
les probas théoriques pour N=10000 sont
pour (0, 0, 0, 0, 1) 0.0079
pour (1, 0, 0, 1, 0) 0.049%06
pour (0, 1, 1, 0, 0) 0.0331
pour (2, 0, 1, 0, 0) 0.1653
pour (1, 2, 0, 0, 0) 0.1240
pour (3, 1, 0, 0, 0) 0.4134
pour (5, 0, 0, 0, 0) 0.2067

ce qui compte tenu des approximations semble indiquer que la formule est bonne.

10
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Exercice 1 (loi de Kolmogorov-Smirnov)
Voir le code joint. Le tracé pour n = 50 et N = 500 dans le cas d’une loi
B(2,3) et d’une loi T'(3,1) est illustré dans la Figure 1, on voit qu’on a déja une
bonne adéquation. Rappelons que le n contréle la convergence théorique et que le N
controle la qualité de notre approximation de la loi de \/n sup,cp |Fp,(x) — F(x)|.

1.0 A

0.8

0.6

0.4

0.2 1

0.0

1.0 9

0.8 4

0.6

0.4 4

0.2 1

0.0 4

FIGURE 1 — Illustration de I’Exercice 1

Exercice 2 (points fixes d’une permutation aléatoire)

n=50, N=500
loi beta(2,3)
//
//
.———/’
050 0.75 1.00 125 150 175 2.00
loi gamma(3,1)
0.50 0.75 1.00 125 150 175 2.00

1. Puisque I’on travaill avec une loi uniforme, il suffit de compter : le nombre de
permutations de {1,...,n} qui ont i pour point fixe est en bijection avec le
nombre de permutations de {1,...,n} \ {i}, il y en a donc (n — 1)!. On a
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par conséquent P(i € F,) = w =L don E(f,) = E(XC1 | Licr,) =
Yin=1
2. De la méme maniére que ci-dessus, on trouve P(E C F,) = (";'k)! et donc si

I’on note temporairement Py, (n) I"ensemble des parties & k éléments de {1, . .., n}

et fn.i le nombre de parties a k éléments de F,, ['espérance cherchée vaut

n—k)! n n—k)!
E(ZE€7’k(n) lger,) = ZEG’Pk(n) ( n! L= (k) x | n! 2= %

3. Avec les notations ci-dessus on a fp ) = (fk") = f"(f"*l)','c',(f"fkﬂ), ce qui

répond a la question. On a donc ]E(f,,b(f,,b 1. (fn—Fk+ 1)) =1.

4. Puisque f, est a valeurs dans {0,...,n} ona E(s/) = >"7_ P(f, = k) s*,
donc ,, est bien un polynéme de degré n au plus. 1l est immédiat que 1’on peut
intervertir dérivation et espérance, et alors %gpn(s) =E(fr(fn—=1)...(fn—
k+ 1)) qui vaut 1 par la question précédente. L’unique polynome vérifiant les

(s

. . 1k, . .
deux contraintes ci-dessus est ZZ:O T)’ c’est donc bien ’expression de ¢,

et

5. La fonction génératrice d’une loi de Poisson est EZOZO o sk = e~V Puisque
cette série est convergente pour tout s € [0, 1], on a immédiatement ,,(s) —
E(s?) et donc convergence en loi de f,, vers P(1).

6. Voir le code et la Figure 2 : ¢ca a ’air de converger trés vite.

N=500
n=2

1.0 I
0.8 -
0.6
04 |
0.2
0.0

0 1 2 n=5 3 3 5
1.0 ]
0.8 -
0.6 -
0.4
0.2
004 | .

0 1 2 n=20 3 4 5
1.0
08
0.6 -
0.4
0.2
0.0 1 ‘

0 1 2 3 4 5

FIGURE 2 — Illustration de I’Exercice 2
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Exercice 3 (nombre de triangles dans un graphe d’Erdés-Rényi)

1. Untriangle abc est un triangle du graphe si et seulement si {a, b}, {b, c} et {c,a}
sont des arétes du graphe. Les trois événements sont indépendants et de méme

probabilité %, et c’est le cas pour chacun des (g) choix de triplets a, b, ¢, donc

E(tn) = 2o p.c E(laveer,) = 5(5)-

. L 7. 2
2. Commet, = Za,b,c Lopcer, on aimmédiatement t;, = Za,b,c Zd@’f Lopaer, Laefer,
. , . 2\ _ n(n—1)...(n—k+1)
et on obtient I’expression voulue. Comme pour k fixé ( k) =5 ———on

. , . k — . k]
a immédiatement (}) = % 4+ O(n*~1). Estimons d’abord

E E(]labceTn ]ldefETn)lcard{a,b,c,dﬁ,f}:G'
a,b,c,de, f

Onaabc € Ty, etdef € T, siet seulement si {a,b}, {b,c}, {c,a}, {d, e}, {e, [},
{f, d} sont toutes des arétes du graphe, et la contrainte card{a, b, c,d, e, f} fait
que ces six événements sont indépendants. Par ailleurs, il y a (Z) tels 6-uplets et

(g) maniéres de fabriquer deux triangles avec. On a donc

]. n 6 ]. =
Z E(Lapeer, ]ldefETn)]lcard{a,b,c,d,e,f}:(i =5 (6> (3> =% (3')2n6+0(n0).
a,b,c,d,e,f ’

Si ’on consideére la somme contrainte a card{a,b,c,d,e, f} = 5 on voit que
la probabilité de I’événement “abc € T, et def € T,,” reste la méme, mais
il n’y a plus que (g) tels 5-uplets, (g) manieres de faire un premier triangle
avec, et 3 manieres de choisir le point “double”. Dans la somme contrainte
a card{a,b,c,d,e, f} = 4 on voit qu’il y a nécessairement deux points en
commun donc il n’y plus que cing arétes, donc a a,b,c,d, e, f fixés la proba-
bilité de I’événement est 2% etilya (Z) maniéres de choisir le 4-uplet, (é)
maniéres de faire un premier triangle, et 3 maniéres de choisir ’aréte “dou-
ble”. Dans la somme contrainte a card{a,b,c,d,e, f} = 4 il n’y plus que
trois arétes, donc a a,b,c,d, e, f fixés la probabilité de I’événement est 2% et
ilya (g) maniéres de choisir le 3-uplet. Dans tous les cas on voit que les
termes ou card{a,b,c,d,e, f} < 5 sont au plus des O(n®), donc E(t2) =

Wnﬁ + O(n5)

3. Comme E(t,)? = (g5n® + O(nQ))2 on a var(t,) = O(nd). Par Bienaymé-
Tchebytchev on a alors pour e > 0 :

t 1 1/n n
Pl =<l >€¢) =P(jta =5 (4] >€(}))
| B) 51> ¢ = 5(5)! > s
_ 1 -2
<e 2(23—3!713 +0(n?) " var(t,)
qui, d’apres les résultats précédents, est un O(1/n) donc tend vers zéro. On a
bien la convergence en probabilité demandée.
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4. En conservant les termes en n® ci-dessus, on s’apercoit qu’en fait var(t,) =

(t,?) — %‘ > e) est un
3

O(n*). Dans ce cas la majoration ci-dessus donne que IP’(

O(1/n?) donc est sommable. Par une application standard de Borel-Cantelli, on
a la convergence presque-siire vers zéro de (tT") vers %.
3

5. On voit immédiatement que de maniére générale le coefficient i,7 de AR est
le nombre de chemins (orientés) de longueur k allant de © a j en parcourant
les arétes du graphe. En particulier, le coefficient i,i de A3 est le nombre de
chemins de longueur 3 de © a i. Or un triangle contenant i est exactement un
chemin de longueur i une fois que I’on a oublié I’orientation, et il y a deux sens
de parcours d’un triangle. Ce coefficient i,i de A3 est donc bien le double du
nombre de triangles du graphe qui ont i comme ['un de leurs sommets. Comme
chaque triangle a trois sommets, il apparait trois fois dans y ;- (A3)ijietona
bien t, = +tr(A3).

6. Voir le code joint. En allant jusqu’a n = 100, on obtient la Figure 3. Si I’on
n’est pas satisfait, on peut aller plus loin mais c’est plus long. On semble bien
observer une convergence presque-siire. Et pourquoi a-t-on illustre la conver-

0.25

0.20

0.15 A

0.10 1

| .Ahrﬂ.v.ﬂh\j\h. A oA AA A
[yF I

0.05 A

0.00

FIGURE 3 — Illustration de I’Exercice 3

gence presque-siire plutét que la convergence en probabilité ? il y a deux raisons
a ¢a : d’une part, c’est plus facile, d’autre part la convergence presque-siire im-
plique la convergence en probabilité donc si on illustre la premiere alors on a
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illustré la deuxiéeme. . .

Exercice 4 (résolution du probléme de Dirichlet)

1. Sur I’événement n < Tsp on a X,, € int D. En conditionnant au premier pas,
ona

E(f(Xnt1) | X5) = f(Xn + (0, +1)) P(Xp41 = X, 4+ (0,41) | X,,)
+ f (X +(0,-1)) x P(Xpp1 = X + (0, 1) [ X,)
+ (X + +,0) P(Xni1 = Xn + (+1,0)| X,,)
+ [(Xn + (=1,0)) X P(Xp41 = Xy + (—1,0) | X,,)

- i(f(Xn +(0,41)) + f(Xn + (0,-1))

+ f(Xn + (+1,0)) + f(X, + (—1,0)))

= Pf(Xn)
= f(Xn)

par hypothése que f — Pf = 0 sur int D. On a montré que (f(Xn))n est
une martingale sous P, et, Top étant un temps d’arrét presque-siirement fini,
(f(Xinf(nﬂ—aD)))n en est une aussi. En particulier, en prenant n. — oo ci-dessus

on a par convergence dominée E, (f(X,,)) = E.(f(Xo)), or par définition
de fetde XoonaB,(f(Xr,,)) =E.(9(Xr,)) et Ex(9(Xo)) = f().
2. On a en utilisant la propriété de Markov, pour tout © € int D :

E. (f(Xap)) = E. (Ex, (/(Xan)) )
= Em+(0,+1 ( XaD ) (
+ Ez (o, ( XSD))
+ Eot(41 o)( Xap))
)

+ Ea:—i— ( dD

Xy =z +(0,+1))

Pz( =2+ (0,-1))

P, (X1 =+ (+1,0))

Po (X1 =2+ (-1,0)

donc f(x) = Pf(x) pour x € int D. Par ailleurs conditionnellement & Xo =
x€dDonatop =0don f(x) = Ew(f(Xo)) = g(x).

3. Onva simplement estimer E,, (g(XTBD )) par la moyenne empirique sur un grand
nombre de réalisations de g(X,,,). Comme ce processus est a valeurs dans
[—1, +1], 'inégalité de Hoeffding donne que la probabilité d’une déviation de t

entre moyenne empirique et moyenne théorique est majorée par 2 exp —N—t

Avec un niveau de confiance de 99% on peut donc obtenir une précision 1/ 210’3%
pour une taille d’échantillon N donnée.

4. Voir le code. On obtient pour r = 50 la Figure 4.
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FIGURE 4 — Illustration de 1’Exercice 4



MAO Probabilités-Statistiques
Examen de seconde session

Cet énoncé est basé sur un texte utilisé lors de la troisieme épreuve orale (dite
“de modélisation”) du concours de 1’agrégation. Dans cette épreuve, on vous propose
un texte décrivant un probleme “pratique” a étudier, une modélisation de ce probleme
et quelques résultats mathématiques liés. Le role du candidat est de commenter ces
résultats, ce qui veut dire en démontrer une partie mais surtout discuter la pertinence
de leurs hypotheses et les modifications qu’on peut leur apporter, et les appliquer pour
donner une réponse au probleme pratique de départ.

L’informatique joue la-dedans un rdle prépondérant puisqu’il permet d’illustrer les
résultats mais aussi de conjecturer leurs extensions en testant leurs conclusions sous
des hypotheses modifiées.

De I’énoncé d’origine, nous n’avons gardé que la partie “modele”, et réorganisé le
reste pour mieux vous suggérer le type de questions que vous pourrez vous poser. Le
texte d’origine complet est disponible a I’adresse

http://agreg.org/Textes/public2015-A7.pdf
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Certains insectes comme les fourmis utilisent pour se reconnaitre des signaux chimiques.
Ainsi, chaque fourmi porte sur son corps et dépose partout ou elle passe des quantités infi-
nitésimales d’'une substance, appelée phéromone, qui est caractéristique de la fourmiliere a
laquelle elle appartient. Elle peut ainsi sentir sile chemin qu’elle suit a déja été emprunté par
une de ses congénéres ounon, ou s'il a été emprunté par un individu d’'une autre fourmiliere.
Ceci a des conséquences qualitatives importantes sur la facon dont les fourmis se déplacent
et nous nous proposons d’étudier quelques modeles simples de ce type de phénomenes.

1. Le modele

Considérons la situation o1, pour se rendre d’'un endroit a un autre, les individus d'une four-
miliere ont le choix entre deux trajets disjoints. Chaque fois qu'une fourmi emprunte I'un
des deux chemins, elle y dépose une certaine quantité de phéromone et cette quantité peut
éventuellement dépendre de la quantité déja présente sur le chemin. Nous supposerons que
chaque fourmi choisit de facon aléatoire le chemin qu’elle emprunte, en affectant a chacun
une probabilité qui est proportionnelle a la quantité de phéromone qui y est présente.
Notons a et b les deux chemins possibles. Nous modéliserons les trajets successifs suivis
par les fourmis par une suite X = (Xj, X»,...) de variables aléatoires a valeurs dans {a, b}.
Pour chaque n = 1, notons a;, et 8, les quantités de phéromones présentes respectivement
sur les chemins a et b apres le n-iéme trajet. Ce sont deux variables aléatoires réelles que
nous supposerons strictement positives pour éviter d’avoir a discuter des cas particuliers.
Par convention, les nombres ag et Sy représentent les quantités de phéromones présentes
au début de 'expérience et font donc partie des données du probleme. Lautre donnée est
une fonction r : R} — R, dite de renforcement, qui modélise la fagon dont les fourmis dé-
posent leur phéromone pendant le trajet. Nous ferons ’hypothése que la quantité de phéro-
mone présente sur un chemin apres le passage d'une fourmi est I'image par r de la quantité
présente avant son passage. Il semble donc raisonnable de supposer que r(x) = x pour tout
x € R}. Nous nous intéresserons a trois fonctions particuliéres, qui sont définies par

1) Vx>0, rox)=x, nx)=x+1, r(x)=px,

ol p €]1, +oo| est un parameétre réel.

On construit les variables aléatoires X,,, @, 8, par récurrence sur n. Sachant a, et 8, les va-
riables Xy+1, @n+1 €t Bp41 sontindépendantes de X, ..., Xy, @1, B1, ..., &n, Br et deloi donnée
par

a
P [Xn+1 =a,qp+1 = r(an)vﬁnﬁ = ﬁn| anyﬁn] %T%l
P [Xn+1 =D, an+1 = Ap, Pr+1 = r(ﬁn)| p, Bl L
an+Pn

Notons que la suite de variables aléatoires X = (X, X»,...) n’est pas en général une chaine de
Markov. En revanche, la suite des triplets (X, @n, B))n>1 €n est une.

Dans I’étude du modéle, nous allons nous intéresser en particulier au nombre total de pas-
sages sur chacun des deux chemins avant un temps donné. Définissons les deux quantités
suivantes :

Vnz1l, A,=#kefl,...,n}: Xy =a} et B,=#{ke{l,...,n}: X = b}.

Elles satisfont la relation A, + B,, = n. Nous poserons Ag = By =0.

Dans ce sujet, nous nous intéresserons uniquement au cas des renforcements linéaire
(r(z) = z + 1) et géométrique (r(x) = px). Pour simplifier les notations et les simu-

[IP%1]

lations on remplacera “a” et “b” par “1” et “0” respectivement ; X,, sera donc a valeurs
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dans {0,1} et A,,, B,, représenteront
A, =#{ke{l,....n}| X =1}, B, =#{ke{l,....,n}| Xy =0}.

On va commmencer par écrire deux fonctions permettant de simuler I’expérience
ci-dessus.

Exercice 1

1. Ecrivez deux fonctions trajectoire_lineftrajectoire_geo quiprennent

en entrée des variables n, alpha0, betaO0, plus rho dans le cas géométrique,
et donnent en sortie une variable x qui représente le n-uplet (X1, ...,X,),
dans les cas respectifs des renforcements linéaire et géométrique.

2. Dans le cas linéaire, simulez plusieurs fois des trajectoires de Ay, /n (c’est-a-
dire la suite Ay, /k pour k = 1,... ,n pourn bien choisi), et tracez les courbes
correspondantes; d’abord dans le cas ag = By = 1, puis dans d’autres cas,
par exemple ag = 1 et By = 2. Quel type de convergence semble-t-on avoir
pour (An/n)p?

3. Méme question dans le cas géométrique. On considérera une seule valeur de p,
que ’on prendra relativement faible, par exemple 1,2.

Les deux programmes de simulation ci-dessus sont utilisés dans toute la suite. De-
mandez a votre chargé de cours de vérifier que vos résultats sont cohérents, cela vous
évitera de vous fourvoyer pour la suite.

1 Cas du renforcement linéaire : r(z) = v + 1

On se place dans cette section dans le cas oit r(z) = x + 1. On va montrer la
convergence de A,,/n; on va pouvoir expliciter de maniére théorique la limite dans
le cas ayp = By = 1, puis on la conjecturera dans les autres cas, et on utilisera les
simulations pour vérifier cette intuition.

Exercice 2

1. Exprimez o, + 3, en fonction de oy + Po. Exprimez une relation entre o, et
A, entre (3, et B,.

2. Calculez E(A,, | F,) ou F,, est la tribu engendrée par X1, ..., X,. Montrez

que les suites (J;?Jaf_ﬁn ) et (afj O++ﬁf+n ) Sont des martingales bornées.

3. En déduire que (%)n converge presque-siirement vers une variable aléatoire
intégrable qu’on note L.

On va maintenant chercher a identifier la loi de L. Dans 1’exercice suivant, on va le
faire de maniere théorique dans le cas ag = By = 1.

Exercice 3 On se place dans le cas cg = By = 1.

5 4A, - 1
1. Montrez par récurrence que <357 suit une loi uniforme sur { T

2. Déduisez-en que L suit une loi uniforme sur [0, 1].

2 1+n

PR RN Wiy g
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3. Illustrez le point précédent : simulez un N-échantillon de A, /n (on aura le
droit d’utiliser une boucle), oi vous choisirez n assez grand pour que A, /n
semble assez proche de sa valeur limite, a partir de vos simulations de [’exer-
cice 1. Tracez la fonction de répartition empirique du N -échantillon considéré
et comparez-la a la fonction de répartition (théorique) d’une loi uniforme.

On aimerait identifier la loi de L dans les autres cas. On ne sait le faire de maniére
théorique, mais on a des raisons de penser que c’est une loi Béta. On rappelle qu’une
loi Béta de parametres a > 0 et b > 0, notée 3(a, b), a pour densité

T ——— (1 — I)I’_liﬂ[o’l] (x).

Si I’on connaissait a et b, on pourrait comparer les fonctions de répartition, empirique
de A, /n et théorique de la loi 5(a,b), mais ici a et b sont inconnus. On va donc
commencer par les estimer.

Exercice 4
1. On rappelle que si L ~ ((a,b) alors

a ab

E(L) = et var(B) = CEDHCETESA

ce qui implique

E(L) (1 — IE(L)) 1)

B E(L)(1 - E(L))
a=E(L) (Wi 71).

b= (1-E(L)) (m

Si I’on vous donne un N-échantillon Ly, ..., Ly de loi 3(a,b), quels esti-
mateurs de a et b pouvez-vous proposer? Quelle bonne propriété ont-ils de
maniére (presque) immédiate ?

2. Ecrivez une fonction estimab qui, si on lui donne en entrée une variable 1
représentant un N -échantillon comme ci-dessus, renvoie deux variables achap,
bchap qui sont les estimateurs proposés a la question précédente.

3. Pour ag = 1, By = 2, simulez un N-échantillon de A,,/n pour un n suffisam-
ment grand (on ne fera pas varier n; prenez par exemple n = N = 1000). En
assimilant chaque A, /n a un L de loi $(a, ) (autrement dit, en faisant comme
si chaque A,,/n suivait vraiment une loi B(a, b)) proposez une valeur pour a
et b. Recommencez avec d’autres valeurs de « et 3, puis proposez une formule
(tres simple) pour a et b en fonction de « et .

4. Vérifiez cette intuition : simulez un N-échantillon de A, /n, ot vous choisirez n
assez grand pour que A,, /n semble assez proche de sa valeur limite, & partir de
vos simulations de l’exercice 1. Tracez la fonction de répartition empirique du
N-échantillon considéré et comparez-la a la fonction de répartition empirique
d’une loi 3(a,b) pour les a et b proposés.
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2 Cas du renforcement géométrique : r(z) = px

On se place dans cette section dans le cas ol r(x) = px pour un p > 1. On suppose
jusqu’a la derniére question de cette section que avg = By = 1. On a donc

an=ph B =pP,
de sorte que
P(Apt1 = An+1| A, By) = Api P(A,41 = A4, | An, Bn) = L
pn + pBn pn + pBn

On va montrer que presque-siirement, il existe un rang a partir duquel la suite
(X,,)n est stationnaire, et que la valeur correspondante est 0 ou 1 avec probabilités
1/2 et 1/2. Plus formellement, on va montrer que

IP’(HNanN,Xn:O):% ]P’(ENWnEN,Xn:l):%. (1)

Exercice 5 On note A,, = |A,, — B,|.
1. Montrez que

An .

m S1 An > BTL
An .

m St An < Bn

1 si A, = B,

H:D(AnJrl — A, =+1 | AnaBn) =

(les deux premiere expressions sont bien identiques). Et si [’on remplace +1
par —1 ci-dessus ?

2. En déduire que

A,
A
PA41 —Ap=+4+1|A,) = —F1 Ia -
(Any1 +11An) T o anzo +1a,=0
1
PA41 —Ap=—-1|A,) = —F+1 .
( +1 | ) 1+,0A" An#0

3. On définit une fonction f sur N par f(0) = 0 et f(n) = Zz;é pr.
Vérifiez I’égalité

P (f(n+1) = f(n)) = f(n) = f(n—1)
et montrez qu’elle implique 1’égalité

E(f(An+l) ‘ An) = f(An) + ]IA,L:O-

Peut-on avoir f(m) = f(n) pourm #n?
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4. Déduisez-en que le processus f(A,,) est une sous-martingale positive et bornée,

et converge donc presque-siirement. Montrez que f(A,,) # f(Ap41). Concluez-
k(k+1)

en que f(A,) converge presque siirement vers Y p- o p~ 2, puis que A,
tend presque-siirement vers +00. Déduisez-en que pour tout D, la probabilité
P(An > D) tend vers 1 quand N — cc.

5. Montrez que, pour N fixé,

“+oo
1
P(\V’TLZN,A,,H_l >AH‘AN:d) = Hif
k:d1+p g

6. On note Q(d) le terme de droite. Montrez qu’il définit une suite croissante qui
converge vers 1 en +00. Montrez les majorations successives, pour D € N :

IP’(HN t.qg.Yn > N, Apyq > An) > SupIP’(Vn >N, A1 > Ay)
N

7. Déduisez-en que IP’(EIN |Vn > N, Appq > An) = 1, puis concluez a la pro-
priété (1). Ceci vous semble-t-il cohérent avec Les simulations faites a I’exer-
cice 1?

On conjecture maintenant que la propriété de stationnarité (1) reste vraie pour tous
ap, Po, avec des probabilités différentes de 1/2 et 1/2. On suppose maintenant admis
qu’on a une convergence presque-sire de (X, ),, vers une variable aléatoire G de loi de
Bernoulli, de parametre p, avec d’apres ce qui précéde p = 1/2 lorsque ap = 5y = 1.

Exercice 6

Montrez que le parametre p ne dépend que de By / a. Ecrivez une fonction est imp,
qui, prend en entrée des variables N, alphaO0, beta0, et rho, et donne en sortie une
variable pchap qui estime le paramétre p de la loi G. Comment choisir vos paramétres
pour avoir une estimation a 0,01 prés ? On pourra fixer oy = 1 et tracer la courbe du
p estimé pour différentes valeurs de 3.
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