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Chapitre 2 : Mesura (positives), fonctions mesurables

Axiomes Ensemble E un
tribu (= ~- algèbre) u mesure sur

-

de la théorie 3 celte tribu
.

de la mesure parte de E
=
sone-ensemble de E

Fonction : E->R mesurable
repont à la Pfbu.

Cas particuliers (feet intéressants) : E = R
&

tribu = tribu de Borelsur R
&

mesurez moure de Lebogue ( = volume

i sur (Rd)

constructionrigoureutitre.
Chap .

3 : définir l'intégrate (sur E
, par rapport à une

mesure er

C /
des Fonctions

intégrables) .



SousEnsemble mesurables
,
tribus

E ensemble (now vide) quelconque -

Ensemble des parties de E est noté J (E) .

Défi Une tribu (ou e-algèbre) de E est une famille
A c P(E) /t est un ensemble de sous-ensemble de E)

ayart les propriétés suivantes :

i) E c A

ii) Si Ac t, alors son complimentaire f* Ac = ELA
est aussi dansfa tribu

.

iii) Si (AndueN suite dénombrable d'éléments de A,

alors An est aussi dans t. A at stable par union

dénombrable.



Une fois une tribu o choisie sur E
,

on appelle tout élement
de t un ensemble t-mesurable

,
on un insemble mesurable

↓ 'ilrly a pas d'ambiguite sur le choix de la tribu .

·
La paire (E, t) est appelé un espace mesurable.

Propriétés d'une tribu :

1. De A p = ELE = GE .

2. (AudeN (PAC) - A est aussi date. e
N

3. Si An = 0 pour n >NE An = UA
n -OO

Si An = AN pour uIN => An = An
. -

stabilité de
n=

A
par unionlet par intersection) finies .

: Si on avait affaibli l'axiome iii) par "stabillepar
unions finiel" ,

or obtiendrait les propriétés d'une gebre



Causens de la théorie des ensemble) -

Ici
,

on a une notion plus rich de zafgübede nombrable"
Exemples de tribus sur E

1 .
Tribu complète t = P(E) -

2
.
tribu minimate + = { E , P3

Pour des ensembles "riches" comm R
,

ces 2 tribus ne seront pas
très intéressantes

.

Proposition. Sit et B cent 2 tribus sur E
,

alors
-1

An B = 3 Act et A t B] c 3 (E) est également
une tribu .

Preuve : facile à partir de axiomes d'un tribu .



Définition Soit E c 5(t). Il existe alors une plus petite
tribu sur E contenant C. Cette tribu est unique, définie

I par :

3. =
et

A tribu de E
et>e

a (2) est applié la tribu engendrée par la famille 2.

·
sion a

2 famille In c Y c P(E)
,
alors

2 / 2 , ) = c /2)

·
Tribu des borétien

,
on tribu de Borel

.

On va considérer des ensembles E ayant des structures
supplémentaires :

1 .
E espace topologique : on a défini une topologie eur E,



c'est-à-dire une famille d'ouverts 0 c S(E) .

Rappel sur axiomes d'une topologie :

. EcO ; P + 0 ; (VaYa
+ I

,
ave Un e O

,

alors /par
intersections finiesYetVa - 0 .

/6 stable par union quelconque
Alorsfa tribu a (6)= B(E)/tribu engendre par l'ensemble
est appelée la tribu de Borel

des ouverts)
sur l'apace topologique (E, 6)

~ (0) =
la plus petite tribu qui contient tous ten ouverts de-

z
Les éléments de cette tribu sont appelés les sous-ensembles
boréliens de E

,
ou les boréliens de E

.

2. Cas particulier : E
espace métrique ,

muni d'une stance

di ExE --
IR

+ &d(x , y) > 0
,
d(x

,y) = 0 -si x=
d(x

, y) < d(x
, z) + d(z , y)



r]-a
B (x

, v) = 3 y + E; d(x ,
y) < r] boute

ouverte
, engendrent une topologieeur E.

3. E =
P

,
muni de la distance enctienne

d(x
,y) = 1 x -

y (l .

· Remarquer te différences entre les axiomnes d'une topologie,
et les axiomes d'une tribu

.

Remarque :Corsque E = espace topologique ,
la tribu par

défact sera la tribu de Borel.

: Montrer que pour E = R
,
la tribu des boréliens

B(IR) est aussi la tribu engendrée par la famille de
intervallen 35 -0

.

al ; a + Q 3=
-(2)= -(Or) = B(IR)



indications =
·

Q dense dans R
·
tout ouvert de R est une union finie OW

dénombrable d'intervalles ouverts disjoints
·
Sur la complexit de la tribu de Boref.

E =R
.

Ouverts U = B(IR)-

Fermés Fe B (IR)

Nulna
, o

ouverts
-> Un e B(IR)

,
en

g
énéralc'est

u = 0-> Gj 1 nouvelensemble
.

(Fn)ac
, o

fermes U Fn e B (IR) en génerel, pase e
-

ensemblen E

(Knazo compacts [soku) ensemble Kr

O
m Ge "O Gr" = Goo

n = 0



· Es
,
Es 2 ensemble quelconques
↑tribut et tribute

Product cartésien E
,

< En 2 (21 ,
42) ; x

,
+ E

,, 2
tEr] -

Tribu naturelleour E. xE2 ?

Définition (E, 1) et (E2 ,
t2) 2 espaces mesurables. La

tribe-produitsur EnxE2 est définie par:
t

,
A - = w (t x -1) = a (& AxAn ; & E A)a

~ notation" produit tensoriel"

La tribu t
, A ne contient pas seulement des éléments

de la forme A
, x Az.



& En= IR

6 (A
,
x An) n'est

pas un product carfesien ! Af / A
, x An

A-- ↑ > E
, = IR

A,

·
En
.
En espaces topologiques ma

B(E)
, B(Ez).

Ex E2 -> topologie produit , engendrée par
les produits OnxO2 -topologie naturell

sur E
, x Ez

-> tribu de Borefsur E
,
xE2 -

B(E ,
x E2)

.

B(E) et B(Ez) ma B(E) * B/E2) tribu product .



Facile amontrer = B(E) B/E . ) a B/E,
x En)

En général, l'inclusion inverse est fausse.

· Cas particulier : E
, Ez = IR

.
Dans ce cas

,
on a

11 inclusion inverse : B(IR) * B((R) = B (122) .

#TH
Contre-exemple ? FE

· Mesure (positive) sur une tribu

Espace mesurable (E, +) .

Umesurer" un ensemble

A e t
,
c'est lui donner un "poids".

A1->( (A) > 0 te poids de A
.

y
doitsatisfaire de propriétés d'additivité .



Définition [Mesure]

(E
,
t) espan

mesurable. Une mesure positive est une application

M : + R + US +6] = T = [0
,

+0]
, crifrant

A 1 ((A)
la proprietes suivantes :

i)p(D) = 0

iis Pourtout suite (An)nso de partier mesurables disjointel
deux à deux (Ann Am = 0, Unkm),

a

him
M /HAn) =

<n (2rAn) = m M(An) = Ne (An) 2- additivite

[ unior disjointe

l'espace (E, t ,y) est appelé un espace mesure.
-



Propriete peut avoir des partie mesurable Ate e w(A) = +0.

C
Calors la mesure ju

est dite "

infinie i) .

On a alors ((E) = + 0
.

1 .
Si on prend An = 4

pournNE
An An

An
, --

A N
*

=> ( ) N An) = EoM(An) = 0 M (An) .

=> M
est additive (p/r à une union

disjointe finie).
1

.
L'additivité ne s'étend pas en général aux unions

indénombrables
.

(As) -E - in denombrable (Ac) ?
Ex : mesure de Lebergue sur R : Ja

,
b[ = al?213



de)Mesur
-> x (3x}) = 0 mais x (Ja

,
d[)=

bExa,
3. La mesure n'est pas définie sur tous les sous-ensemble

de E
,
seulement sur les éléments defa tribu it

.

ex : la mesure de Lebesque ou R n'est pas définie sur

tous les sous-ensembles de R
. P/r = par rapport

Propriétés de la mesure ju
aux manipulations d'ensemble

1.

Si A <B
,
alors ( /A) < < (B) .

Si
g (A) <c alors (u (BLA) =

m (B)
- > (A) .

-
-

est fini
-*



2. VA
,
BOct

, - (A) +y (B) =

p /AuB) +
y

(A nB)

C BIA = 9xE,AlB AnB BLA-Ci = Br A

3
. (An)

aso
famille criante de mesurables (An < An+ l

,
Fn)

-

\

⑲ai & j (8An)
= him 4

M
Ae

O⑰ ↑ Limite croissante

4. (Br) nso suite décroissante (Bn > But
,
Un

⑭
et si

< /B0) <
,

alors
&

·==
-

BaC Bo

( )0Bu) = hit y sen ->

Con peut supposer que ( (BN) <0 pour un

certain N (



Contre-ex : surlR
,

Bu = Iny +al suit b .

↓ / Bn) = 0 ,
Un .

% Bn = b = x(oBn) =
0.

5. (Anduso famille quelconque =

> /VAn) < [ / /Au .

Preuves
-

1 .

AcB = B = A +(B)A)
↑ union disjointe

additivité deg -> (B) =

j
(A) + y(B)A)
-

=> M
(B) > y (a) . > O

2. M(B) - p(AdB) + y /B A)

((A) - y(A nB) + m (A)B)

-> ((A) +y(B) = 2y(AnB) + j(B)A) + ju (ALB) =j (AnB) + ↑(AUB)



3
. Or vent fabriquer des ensemble disjoints
(And suite ↑ Co = A

.&A

C i

A, = AorA ,

⑭ C
,

= A
,
7 Au

= CoHC
,

Cn = An >An-
,

y(An) = M)(j)** C =So
I
--

((An)
4. (Bu) surte décroissante .

On considère An = Bol Br -> (An) forme une suile ↑
.

n),

((B0) < C



To Ba = Bo) (VAn) U/B. Bon

p (B0) -

p 2 50Bn) =j)Bon)
= Bo) (fB

Bol Bu= BonB

=SuCetAet (B .
n B) = Bon(Bi

T

=Bon(1B
: him (((B) -y (Bn) -> Bo)(nBn)n - 2

( (B0)
- - ( Bon = (B0) - omgu (B

5. A
,

C, Az As
---↳ ⑭- -S Cz

·
G

Ao = Co

C - Ao
,

C
,

= A
, 7A0 , C2 = Az) /AbuA) . . Cn = An7 Aj

Co 11 C . = As u A ,



Un
, CoHC .

#-- HCn = AoUA
,

0 ... An

=> Cj =, Aj

↑ )ECn) = E M ((n) Eo(u (An)
(ncAn = (n)(n)(((Ar)


