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Théorie des probabilités /1 application de fa theorie de
fa mesure

Nouvelles notations
, spéciales aux probabilités

Th . de la mesure Probabilités

E ,

A
, in mesure de probab .) -

2
,

t
, P) espane de&

espace mesuré prob abilite

A A partie mesurable A = A évènement

1. E, A) -> /F,
B) fonction Variable afiatoin à vateur dans

mesurable (F
,
B) .

Notée X : x -> F

mesurable + -> B.

↑
(A) poids de A IP(A) = probabilité de

l'évènement A.

& à valeurs St dy intégrate E[X] = JXdI espérance
relles (X à valenhel)

de X.
Mesure image fay : meuse

X P = Px meuse our /F, B)
sur (

,
B) -

=
la foi de la variable aléatoire/&

X Mesure de probab sur (F
,
B)

.



éléments et E : x
.

élément de : co représenté
=

point de L une possibilit, on une

éventualité.

& contient tous les résultats possibles forsqu'on fait
une expérience. détermine les résultats de meures

de différentes quantités lors de cette expérience.

·
= tribu des évènements-
Souvent

,
1 évènement A correspondrad une

certaine propriété physique. Ex :

gaz
dans 1 boite.

On mesure lo température. Chaque micro-état du gay =

un certain w .
Mesure de la température : 1 - R

+

ex .

d'évènement =

pour To >
0 fixé

wi +(w) -

A =( + (() > +ob = T /[To
,

+ol) .



·
P(A) [0, 17. Probabilité de l'évènement A .

Expérience aléatoire : en recommençant une expérience fois
,

on peut obtenir à chaque fois des résultats différents.

On essaye de deviner quits sont to résultats possibles
,

et

-i certains résultats sont plus probables que d'autres .

ex : tir ge
de dès
E ( de normal)

.

I
A chaque tirage , j'ai une probabilite d'obtenir te

numéro 1
.

Si ju tire N fois le dé, combier de fois vais-je obtenir1 %
A = ( j'obtiens le résultat "1").

P(A)= . Si je tite N fois ,

sat Na =
le nombre

de fois où j'obtiens A.



I(A) = im Et

Exemples d'espaces de probabilité
1 . Tirages finis d'1 dé
Dès à 6 faces . Jo to tance 1 fois.

-1 = 3 1 .
2

,
3. 4

,
5

, 63 ,

A = (R) tribu totate -

Dé non truqué = P(w) = 1 .

Evinement possible : A
= 3 je tire un nombre pair)
= 22 ,

4
, 63 c M.

Si on a
2 dès

,
ou qu'on tire 2 fois te même des

= =
= 31,

2
,
3
,
4,5,632

Si les dès ne sont pas traqués =
i
,j = 21

, .., 63
,
IP(i, j)) = 5 +3 =36



A
1

= < j'obtiens 1 lors du premier tirage 3
= ((1 ,

1 , (, 2) ,
-

,
(

, 6)] c tu

2. Je tire et retire le de, jusqu'à entenir te chiffre 6.
Qu= combien de temps faut-il attendre avant d'obtenir

un 6 ?
Résultat :

, temps alarrêt S
*

2 +S]
Quel

espare
& utiliser ?

1 = N
*

v1 + 8].
Espace de proba plus gros qui contient tous les résultats
de tous les tirage
r = (1 ,

2
,

3
.

4
,
5

, 63N
*

= (a=w
, wa wa . ..,

awes

wi = (1, 2
,
3

,
4

.

5
.63]



- indénombrable. 4 : 10 , 17

wh- ((w)=
Représentation d'un nombre est 10, 1 en bas 6.

4 est surjective : Va + 50 , 3>
7 Wr

.
Wa .

..
- +

o 4/w) = x.

4 est presque injective = 4 (1666666 ... ) = y(2111(II)
(c en base 2

,
10000 . - = 01((II)-

Quelle tribu mettre sur 2 ?

Événement naturel : considérer les résultats des n premiers
tirages in, ..,

in + (1
,
2

,
- 63

A
in -in

= 2w = in in -- in Wurt - - -. )
-> 2wER +

. g . (1 = in
,
w = 2 - - Wn = i] CR



A : = la plus petit tribu contenant des évènements .

naturette /si le dévient pas traque) :

Achoixde
,
P (Ainin) - Inin ..., in

·(Ai . -in ;
n +

R
, ij + (1 = 16]) = C

C invariante par intersections finte
LM il existe amplus 1 sente IP qui vérifie

=> unicete s cette mer Pourt
,
A)

.

Existence ?

4 ? =F Juin - in , minin En een

n =
X

, /Fi .. in) -

Sur en intervalle Finin ,
Y prend la valeur of X

.



Peut-on aller de X
,

vers IP ? Il fandrant inverse 4.
Or n'est

pas injective -> pb
Le défaut d'injectivité concerne les suites de la forme

w = in in--in 11111 ,
are in 1

.

w = i
,
in - - (i=- 1) 666666

((w) = 4(w) .

e(w) = ain -- in
Ces points win--in forment

un ensemble dénombrable
,

dans x
, -négligeable.

On fabrique un quasi-inverse de P par :

· eix Khain-in 3 = 4 (23) = w

On définit s(x) = 20.

· sin=
in--in ,

on définit s(us) = iniz--in 111/



-> applica 5 = 0
, 1 + i

,
telle que Pos = id

pois
-

Cette application s est mesurable entre BIT0
,
1) et A.

Je définis IP := So 1
.

On a bien IP/A ... in) = X
, [

.. in) = In.
=> P et bien l'unique mesure qui vinfir cette égalètet.

·
Lois continue : en mécanique quantique, or ne peut

dicin la position de

l'ofentron gran par enitedeprobabilité de présence. -
-
,

j
U C B boule

Lamarquantiqdentla probabite
ettransla bout

a = B = 2x + B] <Id w = en position de la particule.



= P
+ (u) . Pro mesure de probat dans la tribe burélienne

B(B) .

En général, 17
Lebergur dans BCR4.

17 = 3 . Xi
↳ (x) densité de probabilis avec (x

· Ex en physique statistique :

particule dans 1 boite ,
soumise à des forces aléatoires.&

contenant exercées par les

& un fluide particules du fluide.*
w = fonction IR

+
->

IR9
Bo t + w(t) - position

de · antemps t.E

w = trajectoir of ma particule.



= <T+, Rd) .

ensemble des trajectoires continues
on 2 = (w = C(IR+, 11)

,
aves w(0) = 20] -

Evènements : ( au temps +- to
,

ma particulete trouve
&

dans une boute BOE I
&

=> it fant que fa fonction to
= -> /IR

,
B/RP) soit mesurable

w -> w(to)
Matribe tour> sera la petite telle que toutes ce

fonctions #t ; to ER +) soient mesurables - > BIR4)
-

·
Variable aléatorn et sa foi

Déf X : (F ,
A) -> (E, &) fonction mesurable ,

est
--

appele variable aléatoire à valeurs dans E .

v
.
a.

Si E-R /et E = B(R)
,

on park variable aléatoire réelle.
Si E =

IR& vertorielle
--



Typiquement, X représente une grandeur physique
qu'on peut mesurer .

Or les motera par la Lettre X (ex : X
1 ,
X

n ,

X3--)

x: tirage 2 dès : on peut consideter la ~ . a.

X (( ,j) =
i + j ,

à vateurs dans E = 32,
3, .., 123

2) Tempsofl arrêt us :

X (2) = inf3n + N
*

+g w
=

= 6] , avec X/w) = + 0

E =

*
= N

& v) +0) ,
de rubr totate

.

si Wi6, i

Ce X est-il merratte + + P(N) ?

E*, (2) E A ?

x
"

(((3) = > w + 7
=

w, + 6, w 2 +6 .
=- Wk- 1 +b, wh = 6]

=
H Ain--6

,
6

est mesurable.
in -

,ilel



* ((+ 03) = 1 weR= wj + 6,je N] .

1 Y
ensemble de Cartor dans [0.]

, qui est borélien
=> x" (2 + 83) = 4 + / Cantor) - A .

Co x" (2001) a pour mesure P (x(0)) = ↑
.
/ Cantor) =

0
.

3) .

Electron dans la boilé : WER est la position de

la particule. V
. a . possible> position X (w) = 2.

r =
B = E.

4) Mouvement de la particule dans le fluide :

On peutvouloir mesuver la position de la particule au

temps E : X (w) = 00 (t) = f + (w)
X : r - Rd mesurabt par definitione



Réf La lo d'une v
. a. X est la mesure image de P par X.

C'est une mesure de proba sur l'espace image/E, E) , qu'on
motera Px-

ABEE
,
Px(B) = P (x"(B)

les
-> IP(X B) ~ etnotationdone.
=PP((w ( R; X(w) + B])

ex = 1(T > To)

La Coi Px
, qui est définirsur E

,
un espan de grandeurs

physiques. Px permet de catcuter la probabilité de

événement ne dépendant que de cette grandeur physique
ex : A = 2 + > To 3.

La loi Px nous fournit la distribution des valeurs de La varX.



Histogramme de
a

mere ré En de lapête I
v

.
a . X

-> Lorsque -HeN-co
,

on obtient une&

approximation de le loi Px. O
F

· Types de -a

· v. a
.

discrètes : E discret (ex : EN) ,
avec la

tribu totate PIE)

Toute loi de probabilité sur E peut s'écrite sone la forma
Px =EE Ro (ex = Px= Po)

avec la normalization Px(E) = 1 = E
E

Px + [0
, 1 -

ABCE
, IP((X = 3) = EP(x =x) =EP(x =n)1(x) = [I(X=x) (



Ex : temps d'arrêt us =
X (w) = in7 2jj wj =6]

↑ mesure sur 2 = 21
,

--63R E

GPx =

>

↑
= Px(x = k) = P(s) = * +

5=
6

, Ph
= 1 = P(X = + 0) = 0 (on b nerat

puis que /Cartor)= 0).
·
V. a. à densité

Défi Une va. à valeurs dans (1
,
B(R) est appels v

. a.

à densité si sa loi Px et absolument continue pr à Xd.

Th - de Radon- Nikodym => : 1 - R +
borélienne

,
telle

que
fB + B(19)

, Px(B) = ( p(x)dxe(a)



On dont avoir (P( &Xd() = 1. = Pestif gratte
p
est bien definin dans 27/R4

, 7 d).
p
est appelée la densité de la loi Px.Ide X

.

ex= d = 1 : p(c = x = B) = (Pp(x)dx , (x) + 50, 1 .

2

· Espérance d'1 v. a .
réelle (on vertorielle) .

Refe Soit x un r . a .

réelle
.
On note alors

E [x] = ( x (2) &P(w) .

Cette intégrate est bien definie :

1) ex 70 = E[X] + R
+

2) si X est intégrablepl: ELIXB = JIXIAP Co



-> en peut tendre aux va-vectorielles X = (X Xz ..d).

E [x] = ()
,

existe -i ... elles
.

tous le EXi] existent .

·
Si on prend la me

. X-1, pour
AeA

,
alon

#[11] =(A) .

. Interprétation de E : la moyenne de
X

, par rapport à la

mesure de proba I.
ex : M = 21 , ... 6] ,

arc P(21]) = t ,
fi.

X : R = 1 x E[X] = 1 X (:)

* Sort X une . a. à valeurs dans /E
, E).

fonction mesurable o
,
la r

.
a . composate f(xE comme

espérance Ef(X] = (f(x) Px (da)
E



Cette espérance est bien définie , puisque fo X est une 0 .a .

positive
Preuse : Si = 1 ,

on BEE
,

on a

#[H
, (x))) = P(X

+

(B) = Px(t) -J
+

&Px

*Bu fonctions étagées sur(E, 3) ~> fonctions mesurable, o

sur (E
, S).
I

· Sif charge de signe ,

la propé rest vraie si

#[1f(x) 1) 20
.

= f(x) + 2' /M
,
P)

= fe 27 (E
, Px) -

La . a . f(x) est dite totalement dépendante de la va . X.

Pour connaitr les propriétés statistiques de far . a . f(x)
,

if

suit de connaître la foi Px.



Inversement oi
, ff fonction "assey générate", on peut

Écrive Ef = Jfdw pour une certain mesure dr

probar
,
alors 5 = Px.

-


