
Intégration et Probabilités

Cours n =F + f

19 +21/03/2024

USTC

S .
Nonnenmacher



Intégrales de forchons dépendant d'1 paramitie
(E

,
A

,p) espace mesuré (x + E)

( 9ei représenteU :

espace,metriqe epof(a E U)
paramètres).3 un espace de

f : UxE - R

M ,
21 H f(n,

variable sur faquelle on ra integrer↑
paramètre (on n'intègre pas dessus) .

Quabirs : comment l'intrêfe
[(u)=(f(u ,a)dy(x) depend-elle

du paramitzEq u ?

integrate à parametre .

Le variables - etu jouent ici des rôles différents.



Ime (E,
A

,p) espace mesure, (V
,
d) espace métrique .

On condire une fonction f : Ux E -> R
,
et on fixe

un point no e U. Hypothèses :

i) Vue U
,

n + f(u , x) est mesurable

ii) pour M-pitouttE, l'application uss f(u , x) est

continue en -lo

iii) 5
g

- 2'+ (E, A, ) tell que ,

VuzU
,
I f(up)/<g(x)

[domination] pour y p . tout as +E -

Alors te fonction us= [(n) = /f(n, 2) dy(x) est bien

définie en tout uzU
,
et est continue en u = 4 ..

-

Remarque : si on prend U = N
, avec distance standard

,

et

considere no = 0. f(u , a) = fu(x) ,
sin GIN,



et f( + 0
,
a) = f(x) .

&

ii) : pour p-tout as +E, fr(x) -> Fo(x)
n-

iii) 7 ge Il, On
, pourp-tout m

,

(fu(x)) < g(x)
et (f(x)l < g()

Le NCD dit alorsque
(7n()dy(x) -> (fak)dy() .

n -10

n -> 8 E) U -> Vo :

recede Théosims :

Hyp i) et iii) => VuzU
, flu , .) +2

*
(E)

,
down

je peux écrire/f(uip) dy(x) .

Choisissons une suite (un)
1
t

. g . Un -> no

n ->



Alors les hypothèse du thm/hyp .

de continuité en 4 .) montrent

que
tel fonctions f(un

,

· ) satisfont te, hypothèses
du TCD

,
avec comme fonction Limite

f(un,
c) -> f(u0,

a)
, p(x) - P-p-

n -> 2

AlorstTCD det
que J f(un

,
<) dy(x) -> / f / 0

,
x) dju(x)

n -> &

Vrai quelque soitfa suits (un) hoisie
n> 1

=> vrai pour
l'ensemble de intégrate [(n)

,

forsque u -> 40 · i

- primitios
d'une foration intégrable .

&Exemple/in),ja) ave

ju une mesure use : Fae e

( (2203) = 0
.



Paramètres : U = R
,

avec la distance endlidienne
.

Prenons 4 + L'(R , ). On considere to integrate

E(u) : = bu(x)((dx) = e(a) &- (x) =)M 15
-0

,

23) (x) d, e
IR

O va montrer que F est continue sur UsR.

Attention : Ey ressemble à la primitive F de la fonction 4,

qui venfie F'(n) = &(2) :
Cette primitive peat

H

s'écrire F(n) = (Y(x)dx = (Y(x)dx()
= Ex(n) , pour

= la mesure de

Lebergue .

Rem : i est diffuse.



Montrons
que E est bien continue en tout a EIR

.

On utilise la famille de fonctions f(4 ,p) = 4 (x) #5
- 0

,
n]
(*)

i) VuzR , 2 + f(u,2) est bien mesurable

iii) g=D => VueR
, (f(n, x)) = g(x) ,

VXf R

domination ok.

i + f(u,) = 4(x)1
j - 0

,
n)(x) = (4() - in>

O sin(a

=> constante par morceaux
, sanf 1 : U = x

Hyp -
dult : Lixons voCIR .

A . d-on continuité de

f (n, 2) en n = Us
, pour pot - x ?

La fonction - (u , >) est continue en u = no
, sauf

si x No .



=>
t seetpoint a pour lequel uny()

-- Vo ... --

en n'a pas continuité en · o
U - 40 ,

est le point x= no
.

>
x = Up i

-négligeable car ju
est diffuseLe singletor 4403 est

=> on a
bien l'hypothèse : f(uze) est continue en

no
,p() - p- partout .

=> on peut aptiquer te the de continuit pIr an paramitte
=> I(n) = F(n) est continue en no .

Yo quel cargue E est continue sur tout UeR
.

· Contrexemple avec une mesure non diffuse :

no
, M = Gu la mesure de Divas enx = no

.

Alors F(n) = 0 ni n < us
,

et Fa(n)= 4 / 0) si n > no



=> Fu n'est pas continue au point no .

Remarque : si
qu mesure de probabilité et U = A

,

Ty est appelée la fonction de répartition de la

mesure y .

DM (R) = 1
, => la fonction constante 4 E [

*

(p)
E: a) Transformée de Fourier sur R

.

4 e 2'(R,) . Y(u) = Je
-
in x

Y(x)d)(x)
-

f(u ,x)
La fonction ut↑(n) est continue et bornee sur R

.



b) [Convolution] 4 - ['(R
, 1) et L : 1 -> R continue

et bornée.

Alors la fonction u + (t * 4) (n) :>/4(x) dx(x)
est continue et bornée sur R. f(u , x)

On appell t + 4 la convolution de 4
par 4 fonoret

On
,
Ux

, If /u, x) < suptt) + /4 (x)/
-

-

g = 21 (R ,
X) .

Dévinabilité d'une intégrate à paramètre
Pour prendre la dérive du I pluèuzU => it faut que
Vait une structure enctidienne : je prendrai ici
U - I intervalle ouvert de R

.



Time (Et,p) espace mesure ICR intervalle ouvert -

f : IxE+
R

,
et on choisit n

.
- I. Hypothèses :

↓) Vue I, flu ,
1) est dans 2 +(E

,p) .

iis Pour (-p-fort + E
, ut f(u,) est dérivable en

no ,
de dérivée If (40

,
x) .

du

ii) 5 ge 21 /E,y) +
. g . ,

Vue l
,

1E (u , 2) - f(n0, x) < g(x) ( n - Uo) , yldz) - p -p -

La domination agitour te taux de variation Flui)e
Alors le fonction F(n) = ( +(n , x) by() est continue et
dérivable au point u = no

,

et sa dérivée en no rant :

* F (n
.) = J (40

,
X) du(x) .di



La dérivée de l'intégrate = l'intégrate de la dérivée
N X
p/r e plan .

Prence: Soit (un) D suili
dans [1440] ,

awes Un -> no
n-

Yn() :2
Tun

,
x) - F (no

,

X) mesurattes et integrattes
Un-Yo

Pour p-tout x
, 14 (x) /2 g(x), Un > 1

=> on definit : 4.(x) : = lim sup In (x) est mesurable
↓ E E n -> 20

=> pour p-tout x +E 14g()) = g(x)-

=> Yo t 2
=

(E
, y) -

D'après ii) : pour p .
tout xEE,

4(x)zhim Yn(x) = (no,
,

*)



TCD appliqué à la suite ((n) :31 :

=> / 4g(x)d(x) = him / 4- (x) d,( )

1of quo ,

xd, · ra Jfloxdeset=
him
n -> 2

--

tauxde variation of F

Vrai A site (Uns choisie
au point no

=> dérivable en no
,
de dérives F'(no) = Je p -

↑
Remarques : on peut remplacer ii) et iii) par
ii) PourputotatE, ut f(k , x) est dérivable sur

/ tout UEI
.



iii)' 7 g - 21 /E
,M) , Ag . pour y-p-tout es ->E,

Fi 1(u , x)) = g(x) .

Facile : ii)) et ii) impliquent te, hypothèses on thecime.
Si 1(n , x)(Eg(x)

Un

=> If (un - f(upi/- /J (u , x) /t=) (u .x) l·X

> théorème des accroissements finis). = /J*g(x) bu
< g(x) /Un-Uol

Ex: a) 4 + 2 (R
,
1)

,

tet
que

x -> 24 (2) est aussi dans [F(IR,
x)

.



Alors on monta
que 4(u) est dérivable sur R .

de dérivee

donnée par 4 (2) = - i) e

- ixux)(x)dx(x)
--

c 21

b) 4 e 2
F
/12

, 1) ,
h = R-R dans < (R) : hethl

sont bornées .
et continues

Alors la convolution &* 4 est dérivable evr R
,
de

dérive : 4 (2 * 4)(u) = (k * 4)(u) .

-

E CD .

a) I mesure diffuse sur (R , B(i) , 40 L' ( R
,m) , telle

que 27 n 4 (x) est aussi dans 2' (R
,p) .

VueR
,

on pose F(u) -(( - x)
+

Y(x)dy(x)



On montre alors que F est dérivable sur R
,
de dérive

F'(n) = ) 4 (a) y(dx) = F (x) -

I- 0
, n] (n - x)

+

H1
- 0

.
(x) i

·

i -s

-



Construction de la mesure de Lebesque
4 - L'unique mesure sur BIR) +-g .

F a < b
,

x (ja . bl) = b
- a .

-On ra construire i
,
done montrer qu'elle existe .

-

-
On va montrer qu'elle est définie sur une tribu

plus grande que B/IR) : la tribu de Lebesque
Stratégie : 1 . on commence par construite une

mesure extérieure
, objet plus général qu'une mesure.

C **, définie sur tout P(E)- Mais pasc-additive .

2
. à partir de *, en définit une tribu M(**), et

on montre que
la retriction de x* à 1/x*) est une

(vraic) mesure. = définit la mesure de Lebesque x .



On montre
que 2/x

*) contient tous ton boriliens .

-

↳ tribu de Lebesque
On vérifie que x (Ja ,b)) = b

- a => est bier la
mesure qu'on
roulait. ②

·
Mesurer extérieures générales

Def E ensemble M
*: P(E) -> [0

,
6]= R+

est appelie
une mesure extérieure (onmaures-additive) si :

i) M
P (0) = 0 ;

li) M
* est croissantes si AcB

,
alors (u

*
(A) <gu

* (B);
iii) yt ent 2-sous-additive : ↓ (AL)

x
suite de parties de E,

(
+ (YAK) E M

* (At)



Comparaison avec axiomes d'1 mesure :

-y est définiesur toute partie A <E

*
si quest définiesur la suite (At) ,

ell

vérifie automatiquement to sous-additivity.

·
Si A

,
B sont dans la tribu d'1 mesure je,

alors

(
(A) < ( (B) i A <B .

· Une meuse
ju vérific ta propriete + forte de

Cadditivile [(AG) suit disjoint
=> M(HAb) = ,2 ((A1) -

->
-

· On impose qu'on a une mesure extérience
,

on va fabrique
une mesure y définie sur une certaine tribu M((P) .



Lef. Une partie BcE est dite ju
*-mesurable si :

NACE
. (uP(A) -

(
* (An) + m

* (AnBY)

-B AMB
AnB

·
=> on vent l'additivity of put p/u à la partition E= BHB

.

On note () ut) la famille des parties de E gu
*-mesurable

·

: l'axiome ici) de -2ous-additivité impose aussi une

sous-addivite pour des unions finies (prendr Ak
=4 Pouret



A = AnB Anc A 1 B
1 1

=>yP A, UAz) =

(
* (A) < <(A1 ) + M (Az)

↳

=

(
*
(A) [((AnB) + (

Y

/AnBY)
Vrai pour tous A ,

B
.

=> pour monther que
Best gut-mesurable,

if fact monther

(*) /(A) > (u
* (AnB) + m

* /Ac B) ,
FA

.

Temp Famille %(jut) est tribu our .
Cette tribu contier t

toutes les parties (ut-négligeables (B + P() +g p
*(B)= 0) .

In La restriction de u
* à la tribu M/gut) est une mesure/12-additive). On la notera M.

u = (
*

/(*)(
La meute j

est
camp Tête · sa tribu Bit) contient tous l négligeable
---



Preuve notation = c ((
F). ensemble

-i

· Montrous que
l contient tous leYut-négligeable.

sig (B) = 0 D VACE

, M
* (A) = gut (Ac 1)

I
croissance 0 =

M (B) <, j (A 1B)
=>(

* (A) > (
*
(An B) + (

+ /AnB)
=> Best y t- mesurable .

· Montrons que
1 est une tribu : ·

-

1) B = P est bien guo-mesurable : /A) Ano)

i) passage an complémentaire l'inégalit (p) est
(

*

(AE
invariant par passage au complémentaite.

iii) Stabilité par union dénombrable ?
Montrons stabilit par union finie



Si Be Be E
,

on ventmonter que B
, UB2 - B

.

A c E quelconque
B

,
Ec

/B,Be)) /Bil+(a,biiBiA
,

L Az -

Az

+ p
*/(B,VB + y

* SA e (B
, UBn))
-

As As
=

M
* /A1) + m

+

(An) + y
*

(its)
-

Ber (
P (A) + m

* (ac WAz)
=

M
*

(A B .) + y
+ ( A 1 B

,3)

EM(A) => B
,

U B2 e
.

B
,
e M



=> I stable par U finies ,
et
par e finies .

Reite à montrer la stabilité par unions dénombrable.

·

Suit (Ak)K
,
01

Ate B
.

Bo = As
,
B

,
= A

,
7 Ao

,
B2 = AsVA

.
UA

, ), - -

Be
sontzahdisjoints,

Bien en.
Enc

,
0
,

In
k =0 k = 0

erment montrer queEs-At=FBt est deen

-
Zn

Montrons que u est additive p/u à cette partition :
(

FACE
, p

* (A)
= (

* (AmBk) +
(

* (A 1 En)
Récurrence :



n = 0 : Bo + b -> YA
, p (A) -

y
* (A 1 Bo) + y

*
/ E.) .

Supposons la propriét vraie àl'ordre n .

Utilisons to fait que But ,
E &

M
*

(AnEn) = m
* /Ane' n Bu+) + M

* /Antin Bui)/
Les Blesent disjoints -> Ina Buti = & Beri)C c= Bu+ c En

-

-

2n+ 1

:=

y
* (Ar Bnx) + M

*

(an Int

=> on a l'expression al'ordre n+ 1
.

Or vent faire tendre n
+ + 0.

On
,
En c Y

j estcroissante = po (22) > p
* /22)



=>
M

* (A)
, MPlanBE) + Plant! ) ,

Un,

n-
0 = m

+ (a)5E (P(Am BK) + qYAnEd
K
- L

-Sous-addit .

* ((AMBK) + M
* (An Id

-

A 1 (Bk) =A

=> M
+ (A) > y

* (A 120) + yt (An [G)
sous-additint-> C

=> p (a) = planto) + y(antG) .

-

= To e B
.

Confusion : M/y*) ent une tribu .



M
=

M
*

/B(nP)
. Vérifions que ju est une mause sur

.

· ((P) =

M
* (0) = 0

.

/BL) suits dans of ,
d'éléments 2 à 2 disjoints .

A = Eo = (2) E0)= BL) +M 3U

k = 0 ( -
m

((#B) = E
.M(BK) + 0 y

Or a mentré la o-additivit de ju sur Ta tribu

=> j
est une mesure -addition .

-(yt) .

Construction de la mesure extérieure de Lebesque sur R.

* meure extérieur de Lebergue surR .

-> en fabriquere la tribu & (
*)

,

et La mesur X = x
*

/A/*)
mesum de Lebenje



Refi :
VACR

,
<*A) : = inf )E /bi-ai) : A c NJai,bil

FACE
,
*
* (A) e [0

,
+87 a :L bi

-> Jai
, ait=

4
*

(p) =
0

Pas Evidents <* /Ja , bl) =
b

- a I m + tard
.

Thème i) * est une mesure extérieure sur R .

in) M/* ) contient B(IR) .

iii) 8 a < b
,

<
*

/[a
,b)) = <

*

/Ja ,b)) = b
- a .

x = x
(M/*)

et la mesure de Lebergue sur R .

Les intervalle Ja , b[ = MY/x*) et < /Ja,bl] =
b

- a .

=>x est l'unique mesure de
Lebesque .



Pm : i) 4 (4) = 0 : Ok
.

in) Si A c Al

Si A'coTai,bil =>
A
cEoJar ,

bit

Les somme
:[(bi-ai) incluses dans la définition de x

* (A')

apparaîtront aussi dans le définition de x* (A).

=** (A) < x
* (1) .

-> croissance OK
.

iii) 2-sous-additivite .

(An) sit de parties de R. Si Fity /Ai) = + 0
=D on aurbier

* /UA) <
m

* An)
n

-> on suppose que
tous le Ai vérifient (* /Ai) < 0.

Ide : approcher chaque x* /Ai) par une union d'intervalles :



Soit >0
. Enco

,
<

+
(An) = inf) ..

- I
=> F reconnement An Ja!"

, bi[ , Eq
**(An) + En 2Elb!*-

E

(Ja"
,

bi l) i
, en

WAn c Ja , b""[

/* /An)+ (bi-ai) L-
*

) An
--

2e + 5 <
*

(An) x
*

/(Ar)
M

Voi E30 = [ <*

(An) > ** /YAn) -Sous-addité !
z

Comit = ** est une mesure extérieure.



ii) Pour monther queu/x
*) contient BCIR)

,

if suffit de monther

qu'elle contient tous le intervalle (J -0
. a] , a cR)

Soit i = J - 0
.
a]. Montrons

que
But ** - mesurable

.

Vérifier que,
FA CR, x

+ (A) > x /A MB) + 4
*

(AmB) .

F Recouvrement de Apar (Tai, bit) + .

g.-

-

x
+

(A) C Elbi - ai) 1 +P (A) + E
.

Fi
,

↓ ↳ ba
A

i
B

ao
a

, ↓,
92

a
93 b3 94 ↓4

Fr
I

axb = min (a, d)

I
N I recouvre A 1 B avb = max(a , b)F = /Jai , a

, bixaien
E= (Jaiva, biva[)

: N
recourse An B



>* (AnB) = =E(bina +
et

-ai
I 2 c + E(bina-ainal

** (AMB') < E =E (biva-aie
bira-aiva + bixa-aixa = bi-ai

ai Bi

ai ② ②

->
X (AnB) + x

* /AnB) = 2 e + bi - ai) = 3 + + 4 (A) .-

Vrai >0
=>

"

(ArB) + x
*

(A1B) Ex
*

(A)
=> B = J- 0

, a] est bien x
*

-

mesurable-

-> tout borélien est * -mesuralle
.



iii) Montrer que x
*

/[a
, b]) =

b
- a .

(a , b) < Ja-t ,
b+ t [ => *

*

([a ,b]) < b - a + 2e

Vrai Vezo => x
*
([a

,bj) < b
- a .

Autre inégalité ? -
Supposons que [a,b] est reconvert par Jai, bit

[a
,b] compact -> par thme de Boref-Lebague, itsuffit

d'un nombre fini d'intervalles : [a , b] co Jai , kit.
N

Or vent vérifier que b-a<[/bi-ai) .
a t J ao ,

bot a ↓

T I
a. < a < bo J

9 b
,

93 /
↓

3

N= 0 Sido > b => bo- 90 > b-a 5

o

[ -
· T
an bz

[a
,
b] c Jao

,
bo[



si bo < b => besoin d' 12 intervall Ja , b i T , avec

bo +Ja, bit : a
,
<boCb

,

Si b
.
> b -> N = 1 : [ab] < Jao

,
boTU Ja ,

b
, [

E by -9
,

+ b0-90 > b
,

- 90 > b
- a

Si b
,

< b => besoin d'1 troisième intervalle Jas
,
but.

Si ba > b = ban + b
i a ,

+ bo-ao > b
- a

.

sinon en continue
, jusqu'à e que bu > b .

N

-> Eldi-ai) > b-a
.

(bi ie 3(b - a)

· infimum sur ces recouvrements !Jai ,bit

=>
x
*

([a , b]) >(b - a) .

Conclusion : ** ([c, b]) = b
- a = x /[a

, b])



En * ([a
, a]) = 0

,
x

*

(lb, b)) = 0

particulier, 1

x (Ta
,
a3) x([b , b])

additivit -> x /Ja
, b) = 1 /[a

,b) -
x /2a)) - x (263)

= b - a

-> On a construit la mesure d Lebergue sur R.

. On a ve que
la tubu de Lebengue

-
contient tousfee borétiens

-
contient les ensemble *-négligeables

Re (E ,
+

,p) espan mesuré. La tribu complète de A par rapport
àye est définie par I = 2 /A v P) ,

où 1 = ensemble
-

-négligeables. Iexistealors I merup qui prolonge ou surfofoet



Comment caractériser le éléments de A ?

mai :Tout étément de F est encadré par 2 éléments de At,

de même mesuse yo :

On définit le dess C = ) A <E; -B ,

B' e A
,

avec

A
BcAc'ety(B B) = 0)

B IC B => A e F
.O

On voit
que

2 T t :
A = B= B'

30 P : sitnégligeable + > B + it
, ju (B)

=

pcAcB
Siltribu = 3

.

M(B))) = 0

.
Montrons

que
Cat une tribu



Si A e L => BcA c B'
, /B, B) = 0

=>
A' e G

.

B > A 'c B'
, (B B") = 0

· (Akhew ,
Al EG

.
B6 < Atkc B'n

, y /Bl(BL) = 0

UBL cUAk c UB

p ( (BI) < (4BL) =

y 4 Q (B) (Bi) <y (U (B) Bk)
·M(B Bt)

=> VAL E E T
Cancl : C est une tribu .

=> 3 s F

Montrons
que

3 c
.



Soit A + E : F B
,

B + +
, tg B c A c B'it y/B' B) = 0 .

=>
A

= B u /ALB)
M - A LB c B' B
A E P

=
A c trop c U (tUP)
-Ec F

--
&

-

m

-
↑

↑

AG or

· Prolongement de (n à + ?
Soit A c F

,
B < A < B

,
alors
y (B') =

y (B) +M/*B)
=> on choisit a /A) ->y (B)

=

m (B)-
O

sion avait choisi une autr paire ,
B'

,
telle

que
BeAcE

, /5B) = 0
,
a-t-on u (B)=

(
(B) ?

C

Oui :



BcAcB
= ()B) <, (u(B)&

-CBEACB = y (B) m (B)
= sont tout égaux .

· j (A) est-elle o-additive ?

(An) suite disjoints de F, chaque Buc A
,

c B

Les Bu cent disjoints =

↑ (UBn) = En (B2)

nOnnait
que (An7 &Be) =U /AnBe] et et

=>a (An) =

m ) HBn) = Ej (Ar) ②
n

-> jo
est bier a - additive

.

Prop = La tribu de Lebarque & (x
*) est la complètete de B(R)

-ï

par rapport à la mesure de Lebesque. On notera cette tribu
--

BCR) (en se souvenant que
la complition est relative à la

mesure de Lebesque) .



Pe : On sait que /
*) > B (1)

> ens-x-négligeable
=> %/x

*) > R)
.

Al'inverse
,
si A + / * )

,

montrons que A R).

1 . Supposons que A est borne : A c J-K
,
K[ : Par K

.

=> x (A) = 2 K
.

On .
3 / Jai bien qui recouvrent A à I pris :

x (A) + 1 > (b) -
a!> x (Bn) <- X (B)

Ssoit Bu : ! Ja" ,

b!"I recouvre A .
Buent borélien

,

e

On considère B' = Po Bu ,
est aussi borélien

,
et B'c A.

(A) + ↓ > X (B). Vrain => X (A)Ex /21)



-> on a trouvé en borétien B'ta B'> A et > (A) =
x /B) .

· Pronous # = J -

K
, KILA. * + &/XP) 1 (1) < 2K

.

On fabriq ne comme ci-dessus un borétien E ↓
4 on peut imposer quei' > A et x ( 5) = x (1)

. B' < J- K
, kt

Alors B := J - K-KIL* vérific BaA et x (B) = x /A) .

2k : x (5) [E
= x (1)

-> on a fabrique > borehews B
,

B)
, Eg .

=> A< BcA Br
X (B) = x (B) A

2
.

Or relâche l'hypothèse de bornitude.
A

m Ax = An J-K .
KI est borné

,

et dans M/x*).

par 1 . = Ake Tr = A
- Ape TR) .



Propi-Soit f : IR-RR fonction borélienne. Supposons que

g
= IR-R et égale a f X-p-p- Alors

q
est mesurable

pour
la tribu de Lebesque TR)

-

Preuve : hijp : 7 borotien At B(IR) +- g.
x /A) = 0

,
et tel que

Flac = 9/Ac

g
:/R

,
TR)

-> (IR , B(IR)
- --

Be B(R)
, g' ( B) = (g)(B) +A') v /5 (B) - A)

:) -ai) r(g(B) - A)
-

borétien u négligeable
E TIR) .


