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·
The de

convergence
monotone : (f) site

fr - f
tim ↑ J En dy = Jfdy

n -> 2

Thème [Lemme de Fatou]

(E,
+

,p) , (fn)
, o

suite de fonctions maurables >0.

Alors Simintfe)di -> Limit e e

Remarque : si la suite (ful at ↑
,

alors on a :

((lim fu) & F
him Tfr in

TCM



Preuve du Lemme de Fatou :

Liming for =himintnft)
In mesurable O

la suit (Felnxo est croissante

(infn .

Eb) inf fle
tz

Enfaet en
TCM sur (Fu) :

Siminfff)dy= /(limtEn) dy = traY) Fry

#In ,

< fud, ..

↓



Sindy = /En dy a .
C be fu

H => limif an a liming be

timing /Endy himing /En dy
n -> a

I

/Fe d

=> Siming fr) dy =him 4/ Endy 5liminf Ifye

n-1 N

IJ
Tremblend'inégalités stricte

En ful
1. En = 1

In ,na1]
M

= x
1

↑ ↑ &

n
+ 1

>
n nt / n

limit fr =tirof = 0

On /fed, = din = 1



0
= iming fr) dis .

< timing /Endi ,
= A.

n - 0

2
.
On prend to = 1 [0

, []
et f. = 1

JE,
Sin impair -> En = f 1. 1

a

fi
pair > fu = fo

O

to i1
Use -> 50, 1)

, fu(x) oscille entre
0 et 1

.

= himinf En (x) = 0
.

Fn ERR([o
,
1]

,
En(x) = 0

n- 20

=> /(timing fu) di ,
= 0

/foda ,
=!
*
1 . di(x) = = = &,

di
,

=> On
, Jfnd) = E

=> /[limif fr) di ,
< liminf Jfu d,



3. En = n #
To, #J f4

Jfn d 1, = 1
,

Un l
.

Fa 30
I
lim inf fr(x) = livofu(x) o 7-

- n-> 2

Un 20 on Fu)1 => fr() = 0
,
On

.

o ins i
>

2 - 0! fr(0)=

fi = linfu = + 0420y . => /fdx, = 0 (car (+0)xD = 0)
finfon

↳ 7. - négligeable

=> Sliminffu) dis ,
< himinf /fud,

= 1



Comment définit l'intégrate de fonctions mesurables
non positives ?

Problème: lorsque les partien positive et négative de f
sont d'intégrales = +G .

f : E-R mesurable

=> fti = max (f, 0) partic positive of f -

f : = max(-f , 0) partie négative def
f-est une foration positive

f =#r- On a : f = f
+
-f-

On pourrait définir /fdy= Jf
,
dy -Jf

. Op.
Problème: si JE+ dy et (f-dy = +C

1 +a) - 1+a) =?



=> Solution : restreindre la classe des fonctions qu'on va

intégrer.

Définition Soit (E
,
A
,p) espace mesure. Soit f = E-R mesurable.

On dit que f est intégrable par rapport àje Cony-intégrabt)
si

/(f)dy <8 .

↳ mesurable car (f) = Et + f-
> O

-

c +oMorsondefiniosud-deieors
integrette

our (E,
A

,p) .

21 (E ,
-

,p) = fonctions intégrable positives.



· Site [[(Et,p) (= 2I(e) = 4) .

alors + = Et , E -

= 0- > Jfdy = Sf1dy ·

.
Or auront

pu supposer que f prend ser valeurs dans Tr

Mais si f integrable Ng = 32 : f(x) = +0 on f(x) = -0]
esty-négligeable .

sige change - -> our Ny , je prends E(x) = 0.

sur El Nf , f(x) = f(x) .

f = E p
- p -

F = E - R
.

If) = (F) Pp-> ((E)dy = S7)dy <c
On peut prendr / Edy = /fdy.



Mortions le propriétes de cette intégrate de fonctions dans
21(E ,

A
,y) -

Prope
-

a) Vfc[F/Et,y), (Jfdg ) < /(f)dy

linégalité triangulair : generee

j j

b) [
F
/Et
,) est un espace vectoriel (réet) ,

et

l'application : f > Ifty est une forme linaire sur 27.

18 , g c 21
,
Fa

,

beR
, aftbgeLT, et

Gaf +bg)dy = a Jfd + b/gdy
6) Si + ,ge

[1 et f <G ,

alors Jfdy 4/gdy .

-si f- 0 = (fdy > 0 .

(positivité if ef).



d) si 7,ge 21, et si f =

0 P-P -

alors JfM =Jgdy -

Preuse : # = f+ -f--> Stdy == Sidy - JE- dy

1 Stdy - 11 .

d
, / = /Je+y) + /SE-G)U

striang)< Stiqu I St- dystandard
I

E ((f+ + f-) dy Ex +f- = (f) -

< J/E1 d
b) fx 27 ,

a GR. SlatIdy = /a)JAldy -> af t &
F

.

Montrons que faf) dy = a Je d.
Cas a 30 . - > a f = a (ft-f) = aft-af-

la linéarité
=> ((af) &p = Saft) di - ((af) di par positive.



= aSt+ d - aff-dy
- a de SEil est
T

Cas a co. (af) = +a)f-et (af)-(a) #t
Saf) dp = ( + a) f-dy -J7 a) + +dy

= (- a) If dy - - a) /f +d
= + a) ((f -dp - Jf + dy)
= a (Jf + dy -Jf- dy)
= a If dj -

· f , ge21 Va
, (f(x) +g(x)) (f(x)) + (g(x))
-

- 21
=> f +g

+ 21
.



On vent monther ((E +g) dp = Jfdy + 1g dy.

(
+
- ff + (g- 5) = f + g

= (1 +g)
+

- (7 +9)-

=> /( +g)
+

+ f
-

+ g)dm=/(f +95 + It + g+ &p Fonction
((f +9) dy + Jfdy + /g dp = ) (f +9)d +/f+d +Jg + da

=

Afft9] - :
F +St
-(gdp

=) Si f Eg intégrables => (9 -7) 0 et intégrable
f <gy

-

+p - > > S -f) dy > 0



=> Sg &p 2) +by + /(g-f) di
-

=>Sgay 2 If du .

d) f =

q P- p- => ft = gt p-p
et 8= 5 p-p-

=> If toy = /gtdy et (f-dy = /5 dy
=> Jdy = /gd-

· Fonctions à valeurs complexe on vectorielle

f : E -> C est meurable si
,
Bc Kborilien,

2

f -(B) = ct .
K = (R + B(K) = B((R) * B (1)

f mesurable > Ref et Imf mesuraltes



&f (E,

A
,p). f :E- mesurable fest integratte si

1 f) : E-1R
+
est integrable .

On note ftL(E,
A

,y)

(Ref, Inf -> <Imf) = (f) et mesurable
.)

On définit l'intégrate (fdy == /(Re7) dy + i SEmf) di
Er effet

,
si (f) < & *

=> (Ref) < (f) 3x(R7 e 22

(Imf) = (f) mf z 27I

Ref e C'et Inf e2' (f) E 2 c f E 2
1

.

Papi Le propriétés a) b) d) de la prope précédents restent valables.
La propriote de linéarit b) s'étend facilement aux fonctions
complexe.

J(f) in = (Rea + : Ima) (Ref+ i Imf) =/ReaRef-Im a Imf) +



+ i (ReaIm+ Ima Ref)) dy
-1 3 +i) 3

= RealRef-Ima/Inf + i) ... )
= (Rea + i Ima) J Ref + i/Inf
- a If dy

a). Montrons l'inégalité triangulaire
On utilise : Fz24

,
(E) = max Re(nz)

UE K

(1= 1

Alon (Std, / = mao Re(n)fdn)
-

(u) = 1

JRef di + i /Inf du
u = Reu + : Imu



1 Std = Max (ReuJRef-Im uSFmf)
(u) = 1

I max S (Reu Ref-Ima Imf) di
uEC

(u) = 1 -

max
z

(n) = 1 JRe(uf) di
Vu

. In =)
, Re(uf) <(f)
=> (Re(ef)dy < /17) di

1 Sed, / =
mai , JRe(nt) dy < JH)dy.

Exercice
: généraliser la notion d'intégrabilité et d'intégrate

pour les functions & > E-RP .



Oubli: si f =

g p-p- -> Ref = Reg P -N
d)

Imf = Img p-p-

=> JRef = JReg et Jimf-/Frg
=> If dy -/g dy .

· Théorème de
convergence

dominée (TCD)

(E ,

t
,p). Suite (fulado de fonctions dans [ (E,

A
,p) .

On fait ter hypothèses :

1)If mesurable ville /on complexe) telle que
fu(x) - f(x) M

- p-p
n-> 2

2) il exist ge [4 (E,A,p) ,
tell

que
Un

,
18e()) < gA) M - p - p

.
(9 tulfi)



Alors la fonction Et &(E,Ay) ,
et on a

fee
convergences :

Studi Fa /f di
et Sif-foldy GO

Preuse : On commence en supposant que (ful q
et

partoutfa -> f

=> (f) <
9 -

est intégrable ·

· Ifu) <g et (f) < g
=> If -En) < 2 q

- - 29 - 17-fu) 0
.

↓ n + a

2q



Apliquons le Lemme de Fatou à la suiti (29-17-7-).
Stiming (29-18-fritydy = liminIfl

I 42g
--/29 di E
4 J2gdy

himinf/(29-18-ful) i = /2gdy -himsup 318-Inl by
n

12gdp 1/2gd - himsup) 18 -In y

=>0climsup)1f-Eli < atruit viele

1 himif(-an) = -limsup (an)
=> (18-fuldy = 0.



.
On pose maintenant In -> f p-p

1fn) < g p-p-

Bu = 4 meEj In A)
< g(x)] ~ bous ensembles

Blim = 2x + E; En() -> f(x)]
Hyp : Bu et Beim sont -négligeables -=

Le Buet Blim sont mesurables
.

Bor ensemble globali (2 Bu) a Blim = B

N = B
=

/U Bi) - Blm est négligeable.
[

M (B)
= En Bi) +M

/Bt2) = 0.

-

O O

On Modifie ur pen les fonctions for et fi



In = fa 1B , f = f #B

fo = For pip-
et F = F P-

=> /En = JEn

Sf-fr) = HF -Fl Jf =JE

On a : En-> f partout
n

(fu) =
g

-

-> or applique la preuve à (E) .

onvergenife-> 7
·

A part of J18-fold, au sensEt.
-

=> 16fdp-Jtrdr) = 1) (7-fr) d- l <JIf-fld,
↳O d



On a morti fi f P 3 => fuf au sens 27 .

et (fu) < q PP

Excis : Reprendre les exemples de suites (En) pour lesquelles
le Lemme de Faton était une mégalit stricte.
A-from alors fr -> f ?(Itu) < 9 pour une certaine ge 24 ?


