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· fonctions étage (E
,

A) -> R

· Intégrafe d'une fonction étage . (linéarité positive -1

positive positivites
-> généralisation aux fonctions mesurables positives.
Notation : E

+ > > fonctions étages positives ]
invariant par

combinaisonslinéaires positives
f , g = E+, a

, 630 -> aftbg e E
+

# : une fonction f : <E
,
A) - TR

,
B()) est mesurable positive

si elle est mesurable et si elle prend se valeurs dans
+

= [0
,

+0]

f : E
-> R

+.



Ref: Soit (E,
A

,p) espace mesure. f : (E
-
A) -> Ty fonction

mesurable positive. Alors l'intégrate of f sur /E, +, ) est

definie par (fdy = Sfdy = hist
,
Jh by

↓ < f
Notations : If by = /f(x) by (x) =

m (7)
= <mi7 &

-
Pas de condition de -it

↳ -> f ,

encorewengee e
convergence uniforme.

Propriét de l'intégrate
1. Si f est une fonction étage? toute foration he Et ,

telk

que h <F , verifie Stdy E/fdj ·



=>

Leur 1h&
= fdp Spin.

2
.

Si f <g sont mesurable >0,
alors If dy < /gdy

Sh + Er ; 2 < f] <14eEx ; 44g]
=> sur C sup

-> positivité de l'intégrate : respecte la relation d'ordre
fkg

3. Si fmaurable positive et si f (50,
+0])

->

p Rax E ; + () > 0]) =
0

,
alors /fdy = 0.

-o mesurable mauralee M-négligeable
En effet, Oh + Et ans 2 < f => MK () >03) = 0

AzHAy H--HAj



42 , Ha 41 = 0
, C ,d ,

.. * 0 .

J

=> (2dy =

, 4j((Aj) ((Az) =m(Az) = - - =y(Ag) = 0

= 0 + y (A) = 0
.

Propriete : les valeurs prises par f sur un som-ensemble AcE

- négligeatte me sont pas pertruentes dans te catuel de

l'intégrale .

Défi. Ou rapelle que un ensemble AcE estgu-négligeable si if existe
Be A

,

tel
que

Ac B et M(B) = 0.

On dit qu'une propriete est wain
-presque partout

(y-p-p . ) , on p-p . loveque pent connue
,
si cette propriété est

vraie en-dehors d'une pe-négligeable. On parte de propriete presque re.



-> pour
la propriété 3, on dire que f = 0

M-p-p-

f = 0 p-p-

Thioème de
convergence

monotone (T(M)
Théorème Soit(tu) suite croissants de fonctions mesurables-i

positives ,
et en definit le fonction - = sup fr = him fr

n n -> 2

( Vx , f(x) = 1 Pfn(x) = tim 4 En(x))n -> N-Alors (fdy = him 4 /fndy .------- fi

-
Preuze :

On sait
que f est mesurable (comme sup de fonctions mesurable

-> If doat bien définie .

· (fr) suit ↑
-> //fndg) Suite ↑ dann TR

+.



=> admet un limite Lim ↑ /fedy
n -> 0

On
. f4fc => Sfon > Jfn dyn

=> If dy > lim t /fon
n ->

On vent monther l'inégalie inverse .

On considère une fonction he Et, h Ef
On choisit e Jo

,
1 [ .

h

On considère l'ensemble Et· 1 =6)h

i im
-

mesuratte
En - 3x + E ; H- t) +(x) < Er()] --

3

La suite des ensembles /En) est En En + 1

croissante.

fu(x) -> F() ,
Ex

n- 0



=>Vi ,
à partir d'un certain rang

n
, ij'aurai Fr(x))-t)h()
=> x -> En

.

prenne
: -cas f(x) = 0 => h(x) = 0

=> toujoursx e En
=> fr(x) = 0 Un

-
cas f(x) >0

, ->
h() 20 => on a toujours m + En

Yoch(x) < f(x)

= ( - E)h(x) <f(x)

=>
a partir d'un certain rang, fu(x)>-th()

=> oEn =
E

.

Par definition des En ,
on a fu(x) > /1- t)2(x) eur En

=>/ ftendy3/( - -) &#Edi
# di > f que -E - E)/bHedy .



2e E
+

b
= -4 #At avec A = E

=> le al Haper +Oxheeen
> 0

.

=> Sh1Edy = , Ch / (Amne)
Comme En suite ↑

qui recoume E => /Ak) = utima ↑ /ALeE

Study > (1 - +) / &Az dy
↓ n= 0

lim 4 (fndy > (1 - E) /te dy Vrai V S < Jo, .

n ->20

0 in /fedy3 Jhdy



h était une fonction de Es , hEf ,
arbitraire

Sta= Tep /h dj
=> on peut choisir une suiti (hc) de fonctions ta <f ,

& EAN ha t St

telle que him Jhad = If de
L

=> Limited, 4 Shady = Ifdy.
i

· Ex : A fulf fut
,
fulx ? 28 , Study +>Jfy

f = 0 our R f : (R++

fr : 1R + TR
+ En suite t



N

fu = 1- 1
En,n] fu

- A
/

! i
>
frai

a i 'uti
(fu) sit I

- n - I - n

limk fr (x) = 0 > f(x) , Os
n -1 x

p
= x mesure de Lebague : /frdx = to

,
Un

Jfdx =Jo .

dx = 0

· Exemple d'application :

f = Hant , qui n'avait pas d'intégrate de Riemann.

Or avait f= tim Fr
,

aves Fr = #
HIN n I
U
-

En(Fr)quil 4
,

car (En)
, suit sous-ensemble de Q



En = R
.

Fr est étagés plu à BCR), et En fini
=> En est négligeattu p/r à X1 -

=>(End) ,
= 0

,

Un
.

TCM => If dx, = 0 .

Autho preven : [MEI; f(x) > 0] = RcI
, quient

X - négligeable ,
car ensemble dénombrahts de I.

= 4
. (RNI) = )

.

Thérême [Approximation par de fonctions étagées]
Soit I fonction mesurable >0. Alors if existe une suite croissante

[fub de fonctions étages > O
,
telles que him +fu(x) = f(x), FXE .



Pure : Remarque : même si f peut prendre ta valeur +8
,

chaque fonction étageat bornée (se valeurs sont finies)-
--- - f = +d

n+1 = - futt
n ->

fett i fr
Pour chaque n 0

,
on

- Œ°

i+·L ↓ = I
-

I

considers A= f "([n ,

+w])- n N
--

-- -

----- -

-

- -ï> I: Ai = f")[ , [) , in 0
...,
ne-1

- -

I (

A Ains ne
Fonction étage associen : In = I 1 an + nai = 1

Clairment
, fr Ef

Découpage (n) -> découpage (n +1)

= frxPfr : suits croissante
.



n2
=

1

Sur Al-HAP = -" ( [0
, 22) ,

or a

par
construction

, fr (x) <f(x) < fr(x) + In sur A(t)

fer (A) sont croissants
,
WA = f "(R + )

40

Pour but2t f "(4 +03) ,
on a Fr() = n -> +0 .

n
-> co

Coust: sur UAP
, fu(x) -> F(x)

n

sur 2 A! = F(20)) , fn(x) = + 0 - f(x) -

=>
One E

, fu(x) - f(x) .

15



[linéarite positive de l'intégrate]
1 . f . g

mesurables positives ,
a

,
b) 0. Alors

1(f + bg) dy = a /Fdy + b) gdg -

2. Silfu) suits de fonctions mesurables positives, alors
L

Sotc) by = Eo/fr d

↑ Vrai pour de fonctions price seulement.

Pense : difficile de monther 6 1
. directement à partir de la

definition de J . die .

2h + 3; 4 caf + bg) --- 44 + E+; h < af]
!comment le --(2 < Sa;¢< kg)

retier ?



·
M

. d'approximation par fonctions étages
=> F (fr)< Et ,

croissant
< fu -> 7

n - 0

G=> (qu Dupo Et - - grEf

=> (afu + bgn) : So
,

- ~ afntge -> af +g

T(M = Ife dy i= If dy

19 - da - /gdy

((afu + bg) dy -> /(2f + bg) dy
linéant

p =

70 des J de /
fonctions c(fi + b) gad>
dans Et ↓

a(t4, + b/gd,-
=



N

2. Fr =Tofr
Grau as 1 : J Fra St
(EN) suits ↑ de fonctions ,

de Limite Fo= En mesurable
> O

=> SFdy Tittim4 JFNdy = hm4
- /fudy .

J

Exemple d'application :

(an
,k)n

,
ke I

double suite de nombre positifs.
Alors on a egalife1 E an

, t) = ant)



·Def: [Mesure modulée par une fonction densité]
Soit

ju
une mesure sur (E

,
A)

,
et f : E-> R

, fonction

I mesurable > 0. Alors on définit fa mesure v = f · je ,

comme suit :

VAcc
,

(A) : ) Aff dy = Safdy .

Interprétation : la fonctionf agit comme une Adensité qui vient

moduler la mesurepr
Ex d'interprétation :

jn
>

te nombre de particules par élément
de volume-

f = masse de chaque partiente.

flu = masse totale par anife de volume.



Il faut vérifier quer= fiy est bien une mesure.

· Vérifier que la fonction of t A est bien incurable positive.
I I

mes-Mel .

-
mer

r(y) =
0 .

(Anduite disjointe d'ens-

mesurables
,
alors

r (An) = (711an) an =J flotan) di
= J (fHAn)
IEo IfHAr(An) -> c-

additivite
2de
is.



j
m

= 1 f. La mesure y vérific la propriete
suivante :

VAE t
, sig(A) =

0 => u(a) = 0 .

Reste vrai même si f = +o sur A ! (Ha) x 0 = 0) .

Prope Soit o fonction mesurable >0 sur (E,
A

,p) .

1. V met a > 0
,

M){n + E 3; E(x > a) = 1 Jfdy .

En théorie de probabilités : inégalité de Markor.
2

.

Si (74 (0 => fx) 0 M
- p- p-

3
.
Si (fdy = 0 <=> f = 0

M
- p- P-

4. Si
q mesurable > 0

,
alors si

g = f p - pp -> /gdm =Jfdy .



Prince : 1
.

Notons An = f' /[a
,

+ 0 [) = 3 xe E
, f(x) > a ] .

Inégalité évidente : f >HA
,

=>S f dy > JaHAd = aJAA
.
&

2
. Un co

,

on prend An = f"/[n ,
+0])

=> a

( (Aa) .

Ap = f"(( + 03)

(Ambus
,

o

site to
,

aves An = As

Markor :
(n (A1) < /fdy < c

=> M
(A

.) < c

p(Ag)
=

=
M (%An) = temst y lit = O



Markor
pour Ani ( (An)

< I Jfdy -

-

&

=> Af est -négligeekte .

Si si f = 0
(

- pp-
-> Sfdy = 0 .

Montrons E

Premous Bu = F"([t ,
+h])

(Bu) suite ↑ d'ensemble
,

ave Bn = f J0,
+0])

Markoo :

( /Br)
< n / fdy == 0 =1 Bu négligeable
To

((F10,
+aiF2 M (B)

= whim4 (n (B2) =
0

=> f = 0
M - PP(



4 h = f - g = h = 0
M

- p-p

Problème : I n'est pas forcement >0

Je ne sais pas encor catculer l'intégrate d'une fonction
qui prend

des valeurs négatives.

-> faire autrement : n'utiliser que des fonctions >0 .

On difinit -G := max (f , g) mesurable

fag : = min (fig) 1- U

Ona : Arg > +ag => AVg - faq >0
-

mesurable et 0

=> ((fvg - fag) dy existe
,

et et >0 ·

f = g( - P-4- = Erg = fag M-P-P.

<E Arg-fig = 0
(u-PP-



3
. => /(fvg - fng) &, =

0

S(7 Vg) by = ([(Av9 - fag) + /f49)] dy
= J (vg - fag) di + /(fng) di
-

= O

=> J(Vg)dy -J (fag) dy .

On a : fag < 1 < fUg
=> Ifagdy EqE/fVg ye

g
=> If dy = Jg du I


