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Fonctions mesurables

mesurable -> espace
E

-> ensemble A
↳
fonction

Pf: (E
,
A) et (F

, B) I espaces mesurables · Abr une

application f : E- F est dite mesuralte si :

VBe B
, f (B) e t .

Si E et F sont des espanes topologique munis de leurs tribus de
Boref

,
ators or dit

que f
est borétienne

./= mesure He par report
aux 2 tribus boréliennes).

Replel : entre I espaces topologiques , une fonction fait continue
-: , Vc F ouvert , f (V) est un ouvert de E .



Exemple de l'introduction f : (R -> R
,
aces tribus de Boref

Or regardant to images iciproque f"(36) = Al
-

E B(IR) E B(IR)

Proposition La composéed 2 fonctions mesurables est mesurable-

(E
,
A)Ac (F

,
B) > (6 , 2)
-

got ->-
B

V < c
, (gof)"(C) = f"(5 (c)

↳
E E
-

Et
Proposition--

Supposons que
B est engendrel par une sous-famili

3 c B. (B = = /3). Alors
, pour vérifier que 7 : E F est

maurable
,
it sufft de verifier que UBCY, f "(B) <> t

.



Preum : or définit la classe des "bons éléments" de B
-

g := 2Be B ; f(B) c t] .

On sait que E c G. On vent montrer que G = B .
Ifsuffet

de monther que & est une tribu

if (F) = E + t = FeG .

ii) Si Be G ,
alors fBY = (B))" + + =>

B + g .

Et

partition de l'ensemble image F = B H B

=> E = F'(F) = f " (B) H f "(B)
aforsiii) (B-)

0quitedans & U (B) (et => &B. e
Et



=> G est une tribu ,
contenant la famille (= G combint - (3)=B.

=> G = B .

=> f est mesurable . T

Corellaire f : (E, A) -> (R
,
B(R) .-i

B (IR) est engendret par ter 43C ,
+0 [

,
<ERR]

=> pour monther que fest mesurable , if suffit of vérifier que
VCeR

, f(]c, + 05) e A .

crollaire : S : E
,
Front des

espaces topologiques munis de Purs tribus
de Borel

,
alors une application f : E - F continue est aussi

mesurable (entre les tribus BIE) et B(F). (fest borétienne) .



Previe : f continue = ↓ Vouvert de F
,
#(V) et un ouvert de E.

=> + B(E)

r (Couverte & F3) = B(F)
Corollaire ci-dessus -> UBEB(F)

,
#(B) +> B(E) .

=> f borétienne. 1
.

·
Tribu définie par une famille de fonctions
F
= famille de fonctions f : E + R . Y a t-il une

tribu t sur E
,
tells que

toutes te fonctions f EF sont
mesurable A-> B(R)!

Soit Fune famill de fonctions f : E-R. Alors it existe une

tribu minimale off sur E, tell que toutes ter fonctions fe F
sont mesurables-



Premie Considérons la famille de sous-ensembles de E :
--

RF = 3 f "(J -0 , c) <E ; < ER , feF] .

oport = a(RE) .

Ffetc . f") 3-0 , 27) +> Af => f est t-mesurable
to est Ta + petiti tribu ayant cette propriete : toute tributrayant
atte propriete doit contenir tous ter ensemble #"(3-0<1).

Re
=> elle contient aussi a (RE) ·

: E-F = R
,
F =
C (1

, (R). On cherche at tolk
que UFEF,

f : (R ,t) -> (R, B (1) mesurable
.

La tribu t minimale ayant atte propriét est la tribu
borélienne B(IR) .



Aure? 8 Ja ,bl , if existe f : ReRR continue +
- g.

f "(3-0, 01) = Ja , b[ .

an ·

bf
=> Ja , b[ doit appartenir à la tribu t .

=>
t > (23a , [3) - B(R) .

Or soit que si t =
B( )

,
alors Ces f continuer sont mesurables.

=> la tribu minimale vendant le f continues maurable
est la tribu B(IR) -

Opérations sur le fonctions mesurables

frcf2 : F -> R -- fonction vectorielle
-

fonctions f = [fr , f2) : E -> IR2
.

sealaires
-

application product



* fi: ( f) - (F1 , B 1) et 82 : (E,+) -> (F2
, Bu) deux

fonctions mesurables . Alors l'application produit :

f : (E, A) --> (FXFz
,
Br * B2) , définie par&

f(x) = (fr(2) , fu(x)
est aussi mesurablee

La réciproque ent vrais : sif est mesurable , alors fi et 72
sont mesurables . 1 f

composantes
def

Preuse : la tribu B
,
* Ba est engendres par la famille de

parés maurables 3 = 3 B
,
x B2 ;

B
,

E B
,,
But Buh

-

paré mesurable
= pour montrer que f est maurable, it fant vérifier que toute
fo f"(B , x B2) sont A-mesurables -



&'(B . x Bn) = 3 x + E ; f(x) = B, x Bu)
= (2 + E ; (f. (x), f> (x) + B

,
x B2]

= (2 + E ; fi(x) E B ,
et f2(x) = Bul

- (2 - E ; f(x) + B, ) n{xEE; fu() = B2)
= fr (B . ) ef2(B2) et
- -

et Et

=> I est mesurable + -> B
, B2 .

Inverse : supposons que fest meserable.

VB
,
e B1

, f(E) = Ex(B) e filF2) : Fi(B .)
-

- B
, Bz - Et

=> I , est mesurable of - B
,

Idem pour fr



Corollaim F, g : /E
,
A) --> /R , B(R) I fonctions mesurables ·

Soit 2
, P , U EIR .

Alorstes fonctions suivantes sort mesurables :

f t = max (f , 0) (partic positive dif27 + pg + Wfq ; (
f - = max(- f , 0) I partie net alive def)

-> l'espace des fonctions mesurables à valeurs rielles Forme une

algebr (= espan
vectoriel + multiplications.

f
=

ft-
Prence :
& (f(t, g(x) meurable + -> B((R) * B((R) = B (1R2)

Rh
2

L'application R -IR est continue
,
donc mesurable

(a , b) -> 2a + Bb + Wah i (IRY- B((R).
-> La composé de 2 applications est mesurable o -> B(R)



IR -> IR
-

/

a + max (a
, 0)

est continue done
mesurable B/IR) -> B (IR)

=> ftat mesurable

a - max(-9
, 0) est continue ...

=> f est mesurable . I

Suites o fonctions
fr :

E -> IR
.

Onwent autoriser to fonctions a prendrele valents to on -0
.

-> or stend IR à R = Ru2-03u/ + oh ,
la droite

réelle achevée
-

In : E -T

R est homjomorphe à [-1
,
1] , par exempts à travers

la bijection + tank (n) .



a tank(x)
topologie sur E , +-

- ....

inclut ten ouverts -x

↑------ -----

ja + 0] +Ja , +o[
-

--x + 2

E0
,
a [ - ,

-B(t)

LimitedepetLimiteihfd'uneweiteen
en e

linsup an-link (sur let - info (ppetu -> C

-

suite décroissante
-

T plu w -

I
&

↑

M

↑

↑

↑

~

↑

- I ↑

& I S I / < ( ( 7

(

&

&

< ↑



limif an = lim4 (inf al) =

no (infa reu + a

suit ↑

limsup an = la plus grande valeur d'adhérence defa
n suit (an) .

him inf an -- -- petit- - -

m

Si (an) a une limite ,
alors timan = timsup an = timif an

n)
,
o

·

En géneral limsep an > timing an

· limsup an et timing an sont dans .

Propi Soit (Fr) suite de fonctions mesurables (E,A) -/, B(R)->

Alors les fonctions suivantes sont mesurables :

sup fo i fn ; limsup fr ; liming fr
n) 0 n - n -1



En particulier, sit" fu(x)- +(x) = f = lim
n ->

(convergence simple), alors la limit f est mesurable.

·
Suits Fu) quelconque ; le sous-ensemble de E :

L
= (xEE; fu(x) admet une limite forsque n -> b) at mesurable ·

Preuve :
-

· f == inffe : E+ R
.

Exte
, f()= (fn()

Montrer que UCHR, F (I-0, <[) est mesurable .

-- f(x) <
inf En (x) <

E> 7 notINtq fr
.

(x) <q

- "(E0,) = U (w + E ; fr
.

() <c) =0Eg,a)
- 40), o

ti -th Et



=> inf fr est mesurable
.

sirto -- inf/- fr)

g- =

Pur the mesuralee

-> -infogr mesurable
limsup En
n - a

xt Lc=> himsup fr(x) = timinf fr()
n --0

g(x) :< himsup tel) - timing Fu(x) est meratte
u

Fas
, g(x) > 0

g(x) =0c= xt L

=) 1 = g')(03) e A
carg

est mesurable

T



. Transport d'une mesure par une fonction -

De E : (E. A)-> (F
.
B) aptication mesurable -

M fol
Soit
ju
une mesure sur

"

(E, A) .

On peut définir la mesure image de y par f, notée /
(parfois +(g) commo ceci :

B + B , (fxy) (B) =m (E(B) .

M
Inch

fD H

,

--/ te
/

Exercice : vérifier que for est bien une mesure our (F
,
B) ·

Con -titine yff")#B-)) = ExtplF"(B-)



f (P) = 0 = fay (P) = 0

·-(F=((f " (F)
= ↑(E) masc totale e

·
it est possible que ge

sot a- finis , mais que fol nete soit
Ex : x

,
mesure de Lebesque sur 10 - Sinie) pas

f : IR-R mesurables.

Décrire la mesure ,
dans les as suivants :

1- f(x) = 0 , Va . f =? 2- finie ?

2. f(x) = 22 · Ex-fot, ? -finie ?



Intégration d'une fonction par rapport à une mesure

ntégration de Lebesque (f intégration de Riemann).
fonctions élémentaires : fonctions étagées .

intégrate de fonctions étagée un intégrate de fonctions
mesurables positives .

ne
motion de fonation intégrable [quote

On considie da fonctions a valeurselles.
3 résultati centraux de la theorie de Lebesque :

-
Home de convergence

monotone

- Lemme de Fatou

- time de convergence dominis.



· Intégration d'une fonction mesurable positive
(Fonction étage)
(E
,
A). f : (E , -) -> R est dite éte sialt

ne prend qu'un nombre fini de vateurs 4 -C .. La
et Vjx1, .., , * = f /(93) est A-mesurable

.

f(x)=
E 4- +- (3), Ajet et E

= Aj
E-

écriture

caronique de
4 -

I
I

< Imefonction étage . 4
,

-

( ! I! I I

Au A
,

As As A, Az2

B
,

Be Bu B4 Be B6



Sot
o

une maure our (E, t) .

Pis Supposons que la fonction étague est à valeurs dans /R+
Alors l'intégrate de 7 par rapport à la mesure ju est :

n

Sfdy = j, <j(n)Aj) E +

4jC, 0 Convention : 0x (to) = 0.
+07y(Aj) <, 0

Si y(tj) = +0 , 6j >
0 => <jy (aj) = +2I dj = 0 = (j(u(Aj) = 0

·
Ecritures now canonique d'une fonction étage :

N
E

-H Bj , Bje t .

= 1

(Pr , .., Bw) vateurs réelles pas forcément différentes



=> fr
,

B; H est une fonction étagee

Pour retrouverta représentation canonique, if fant regrouper
fe Bj que out te même Bj

Ai = i (6) j
[(i) = j = 1..., N; Bj = <i)

Ha
.

=
E V j = l (ci) , Bj = 4:je + (a,)f B,

M (Ai)
= je M ( Bj)(2)

= (fdy =
t

-
Bjy(Bj)



↑ (Linéarit et positivité de l'intégrate des fonctions étagée - )
7 . g 2 fonctions étagées 0 er (E

,

A
,p).

1 . Na
,
beR
+, Sbg) di = a)fdy + bJgdy -

stagén >0
2
.

Si f <g ,
alors Jfdy </gdy .

Preuve : f = Bi #B: g=! A-

représentations de fetg .

art
N

E = it , Bi
E = i

,

B !

Partition raffines E = * BinBj) - ↳ Citi = 1 j= 1

-

F

- Bitie
Cij

Be



= af+ bg= Wij #cij ,
avec Wij = a pi + by > 0

fonction étagée 70 .

((af +bg)dy = [ Wij y) (ij) = (aBi +bpj) (n) 2 :j)
ij

-> a [ Biy(dij) + bEpjy)(ij)
-

I A iPi) +

bB! ien e((Bi)
= aff di t

2. - 39 => 7-g est étagée positive , et
f =

g + (f -9)
1fd = 1gdp +/

**

->Stdy2. 19 qu .




