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La correspondma de
Robinson

-
Schensfed



Soit G un

grape fini .

Comme EG = ④ Him d) VY op
al ' e'gd ite de dimensions :

* E

161 = §, (
din t ) ?

Definition La mesure de Planoheel de G est lamesure de

probtbilite' sur E
Pcb] = (din

d)
'

TGI
'

Dans le
,

as du
grape symitriqve :

I
=
Yc )

;
PCD =

( card STG))
'

n

I



Questions : ① si quoi resemble one partition d
'enters tgpigve

sous cette loi ?

② peyton expdiguer
combinstatement l

' identite remarqslde
^ Eye ,

' stalk ?

n

f-
.

L
'

algorithm RSK
On vs associo si m mot w de taille n avec des lettres dans

Et
,
ND . une partition b E Y Cn)

• deux tableaux Pcw) et Q(w) de f-ome d .



Un tableau semi - standard avec entrees we
.

.
. . Wn et forme b

est un remph issage
des cases do diagramme de Youngde d

qui est - croissant sui vast les tignes
-

striatement croissantsvivant les co tonnes

- area numdrotsge des cases five ,
wz

.

. - -

, why .

± "

as particulier : si les entrees sent

{ 44 . - n

, ng ,

on obtient us tableau

SST Cd
,

N) = ftshleax semi standard defame d ,
standard

.

J entrees dans £1
,

ND )
Sta ) = } tableaux standards de fame by .



theorem ①It exist une bijection
RSK :

ICI
,
ND

"

→ ✓ 8TH ,N)x STA)
XEYCN)

b cpcwl
,
Qlw))

Robinson
W We Wz . . .

Wr X

' schensted
② Sin , n

,

la restriction de RSK I indenture
Knuth

bijection entre Sdn) et U (STAR
.

Kya )

Prove Expliqvons I'algorithm sur l
'

example
w= 57132412 .



On lit k mot w de guiche si droite et on insire une si une les leAro
dans Pcw )

.

P Q

we = 5 g
I

wz = F

comme t s 5 ,
on peut Minster au bout de la premiere ligne

S 17
1 12

Was = I

comme I < 5
,
on doit Yinse're si la place de 5

, qui est
passe

'

sur la secon de ligne .



* th
wa =3

t.si#- till
Ws = 2 : on doit successivement passer 3 poi's

5 :

its IIE
w
.
"

this



* '

t.IE#
us . .

I
w - 57932492

.

Pcw) Qlw) .

etonpevteextra're dans Haute Sens Ws
,
Wf

,
.
.
.

÷t¥
.

It



Seol point delict : monter
que

Pcw ) est toujours semi standard .

II foot monter que lorsqv
'
an insecure hehe i dans un tableau

semi - standard P
,

on garde on tildeau semi - standard .

i
.

Si P← i nee i insert en bout de la premiere ligne de P,
c' est e' rident

.

B- i - ti
area is toutes les entree's de la

premiere ligne .

• .

Si l
'

on doit passer une lettre j vers une ligne superieure : il faut
mater go

'

an n

' obtest
pas

de configuration
a s j s c

b Nec j s b .



Comme j a e'te
poossee ,

elle se travail sur me case de la

ligne de P en dessous de alle an tenant a . Mais j za ,
done j e'to

it or sod - est stridement des :

dans P
: BB

,
I
,

↳
non autoisee pour j .

Si j e'Toit en position I i j a Ete poos
see par

b s j .
Si z 2 : c

' est en core pire .

Dane P← i reste semi standard .



CoroHaire de l' existence de l' algorithm RSK :

N
"

⇐ §y ,yard
SSTCd

,

N ) x card STG)

n ! =§y Card STG))?

Dms 6 second as
,
on a one explication issue de la theorie des

representations de Gcn) :
edn ) = E (din d ) Vd

.

* Y Cn )

On peut re
'

e'ai re ab en Ternes de representations de 861×84) .
On a une structure de bimodule :



Itn)← actions commutates

In) Sdn )

In •E
enyo
o • a = E co Coioo ) .

OES
often)

La decomposition de Est) en bi modules irreducibles est :

684 ) = *④ycn, I
'

④
a
wash )

Sdn )

d son
identite donnie

par
RSR sur Sh) .

Autre bi module : ④ n

GL Cn )
→ Aga,

actions commutates



g
• v.④ ra ④ . - - ④ rn • o = glvoa ,)④g(vote )) ④ - -

-④gland
dislike' de Schur

- Weyl :
canyon . ④ d

'

Yan,*YG) GUN ) I

Nds N
une repatriation irreducible de GUN ,

de dimension Isstain) l
l

U

↳ representation de de dimension
I STAY

dimension
identite donned

par
RSK sur ICI

,

Nan
.



2
.

Plus longs sous - mots croissants
Soit w = we wa . . . Wn un mot de longueur n -

Un sous -mot

croissant dans w est un sous - mot

Wis Wiz . . . Wie Nec is Liz C . . .
< il

Wie s Wiz S n . . S Wil .

example : w = 57-132*412
124

.

theorems ( Greene
,

1994 )
.

Soit b la forme des tableaux Pcw)
et Qlw )

.

Hrs 1
,
b. t . .

. t b . = max { Kw. ) t Hwa ) t . . -t Cher ))



of le maximum est pris sur les r- upshots de sous - mots
croissants disjoints de w .

En particulier , d, = longueur du plus long sous - mot croissantde w
.

Prove
par r=
I et w sass repetition ; w

Est)
.

les Lettres we
,
wz

,
. . . Wr,

sont place
'

es au moment de leur
insertion sur la premiere ligne en position it④ I , d, D .

On appelle sous - mot basi que
Biko) le sous

-

mot de wforme
'

des lettres insides in iti demerit a position i .

Dans Bi Cal
,

les le Hes se sont passe
'

es les unes les autres
,

done chaque Bilal est un sous - mot stridement diooissmt .



example : w = 57932412

B. Cw) = 51
,
Ba Cw ) = -7321

,

B
,
Cw ) = 42 .

-

lemme : Si une lettre we appwait dans Bj⇐ Cw)
,

dors il

y
. one lettre

wie dans Bj. . Cw) area ka e
wks we .

En effet , a moment de son insertion
, we est placee si droite d

'

me

case content une lettre wk .

Ceci impique
l
'

existence d
'

an sous - mot croissant de w de

longueur de C pre
nde
j
=D
,
et constrvie le mot re'cursivement )

.



Ric i
prog

cement
,

tout sous - mot croissant de w a ses Lettres
dans des sous - mots basi

ques disjoints ,

careerx- ai sont b
.

⇒ Kw) s d
.

.

On condit que
l (w) = b D

.

aparte
'

:
autres

prop
rides meveillenses de RSK

.

⑨On a one involution naturelle sur les pairs
de tableaux standards :

CP
,
Q) i- s CQ

,

P )
F- quoi correspond

-

elle sur les permutations ?
-I

theorem : via RS K
,

cette involution correspond s ot> o
tocsin)

,

Pco") = QCo) .



② Autre fason de elater PH

w = 57132442 = s t ( tableau ruban )
I 3

on a

t 2

jen de tagoin : on passe
les cases vers le sud-ouest en anservant

untddeou semi - standard . pad ! !
I 11

' Ii
.

- is

: :# ÷ :
→ Effi



Prob6-me d
'

Ubm ( 1961 )

soit o = on choisie uniformment dans 84 ) .

ln = Non) = longueur d
'

on plus long sous- mot croissant .

Quelle est la distribution de en ?

Spoiler :

ln =
2Tn t X n

't
+ In
" )

Proposition Soit b n Planehere l Cn)
.

Alas
,
b. suit b bi

/ de en .

En effet :



RC b
.
= k ] = E Aa

. .
k )

>EY Cn )

= Iya,
#
ecd.ie

card to : forme Cisco)) ,y
n !

= IT Iga
,
Become = Pan = k ]

.

Question ptusgeherde : si b n Planeherekn )
, quelle est la forme

ty pique de son diagramme de Young ?
Void on diagramme de Young de taille n = 9000 :



- 2in Is remarque
: pour construe

in Pkn)
,

it soffit
depended -_

drsk.CI#ctuAions,NeconUnifcgcnD,

••→,
correlations ?

→ forme limit ?

A

narn



3.Bornessupdrievrespourlntheore.meC Kern
,
Vershik

,
~ 80 )

Hns I
,
EC en ] s 20T

.

Prove : On ra monter
que
th

,

EA
.
] - Elen. .] s£ .

Ceci impique. le risotto ,
car

E. t.SI#=arn .

Notons on ~ Uniform CSG))
on

,
n ,
a n- I premieres lettres

de on
.



II est da i r
que

conditionnelle ment J on Cn ) = k
,

he not

on
,
n - e

est de loi uniform dans l 'ensemble des permutations de
ICI

,
nDYkg .

Dona : Non ) la .

Hon
,
n . . ) Ei

en
- e

Cc
'est wa' conditionnellement
si tous les e'vehement ont ) , k)

.

Ainsi
,
Ean - ln

- ,]
= PC on insereo.cn ) en fin de premiere ligne ]
= PC n est sur la premiere ligne de QCon ) ] .



Regardons pluto't la probboil ite
'

pour que
n soit sur la premiere

ligne de P Con ) get de QCon )
.

C'est In ⇐
PCon Cn ) an ]

.

Akers : nd -2 Dacoits d et n sur
la premiere ligne

*Yen )
de Mon ) et Alon )

=⇐a ,Bacon) . D
DC n C- premiere ligne deNolet on)

P Kon)=D

*, :*.m¥
.

!:
'¥c9¥t:¥;%;D:S

.



=⇐
ya ,PC

Non ) =D Pcn C- premiere ligne de Ion)
Ikon!tf

⇐dry - Schwarz )§a,PAGn) -D PGE
. . . - Oxon) Ikon).gg/zCPCnqpremieelignedeQCon)) )
'

( Ean - en-15
.

D
.

anecdote historique : en 1977
, Logan et Shepp USA

Keroro et Vershik USSR



ont trave' la forme limite de d n PLCn ) et doit le mime
articles in detail pros .

Dans Kerou- Vershik
,
il est doit en supplement qu

'

on wit facilemeat
C ! ) que ECen ] s 2rn , a qui impique :

a¥ proof
I

.

( voir plus Tard ) .

↳ prewe
est publ ice dix ans plus Tard dans un autre article .

Proposition
PC en s 2ern] → O

n - S tas



Eneffet ,

te > I
,

PC en > l ] =
PC on peut tourer on sous-mot

⇐ ni (g) (g) a. e ) ,
croissant delayed

p
Ere' particles autres Lettres

chtoisirks Lettres du sous mot croissant

khoisirbspositiasdeaskltes

see ex sets .



Avec Stirling pour l n 2e rn :

n2eTn

(2K )
her

heir

= rn £+9
.

D


