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La transformed de Fourier

non - commutative .



rappel : pour
tout
grape fini G

:

- l ' ensemble E des classes de representations irreducible de G est fini
- toute representation V de G se de

'

compose
de Jason unique comme :

✓ = ⑤ my
V
"

.

HE E

- en particulier , Q G -

Fithian rejoice g
Nim t ) V ?

I
.

L
'

isomorphism de Fourier

Le dernier point invite I considerer la Somme
d
'

dgebres de matrices
ICE ⇐ ① End CW )
* E ↳

espace
des applications linin

'

res VIS V!



• E G est une algebra ,

et c
' est aussi unespace de Hilbert pour

<Egg lE dgg > ⇐ of, I g- dog
.

GEG g
EG GE G

•
ICE est une atgebre ; on peut voir ses e' b'merits comme des app

licttias

line' a'es ④µ → to V
'

qui at
des md-rices dig ondes parbloc .

NEG NEG

On Equipe chaque es pace
End C V

') du prodoit soda're :

<↳wise. diff kN: pours .

I . > surv? sina.at.

Mors
,
s joy! I ④ U! > = § < U! l K

'
>
EndCW)

*E

mvnit ICE d
'
une structure d

'

espace
de Hilbert

.



theorem II exist one application line'aire F: EG - > ICE

[ qui est un isomorphism d
'

dyebres et une isometric .

On construit cette transformed de Fourier comme suit :

Si fees, f- = §¥glg ,
on

pose film f-Cg ) Pg)
C-End C VD

£ =

,
IG) est m e'b'ment de ICE

.

n
. f- i-s f est di demment linesire ,

etetle est compatible avec le probit :

§f.oh ⇐ f. ffg) Slg ) = {⇐m.gf.cn falk
)] Slg )



- § f-Mfa ) §H g%)
= cff.ch ) {CHIK § f. a) file)) = fin §

A) .

2) Pour monter que f- est un isomorphism et une isometries , on va utilise.
Lemme lorthogomlité ) .

On équipe chaque representation ✓ dine base Ce? )
, , is dint

orthonormal

et on note §!j cgD.si, ; s din,
la matia de §(g) dans cette base .

Akers :

< §. I gIe z, = { a:-,
si d =p ,

i=k
, j =L .

0 sinon



Admeltas provisoirement k lemme .

It impique que
(Bijli , i. j

est mebsseonrthogonde de EG . II soffit hors de monter que
les
images fig. forment one base orthogonal de ICI .

(FINE ¥ gig) feelg) = §Iig ,
skeg )

or d
' est la representation anjuguee de b : 6kg'

.

I ghee >
✓
"
⇐ Vt

"

=
home vd

,

'j

{Tg) cop . ¢ . Bg
-e)

. I ¥1 "

Aa:p ,

ish
, i.e )



~ *

Done
, fig. Cp) ⇐ fo

si p
,
.tt

diff E.j ← notice e' b'mentire

Ainsi : - gig est de norme carrie f?m x dying. = aim
• les g?j sent 2 a- 2 orthogonal . D

Preeve de lemme : en utit isnt les bases athonormiles de V
'
et VP :

< gig I eke > =
I{ fist the Cg)

①G l Gl EG

= %, ⇐Teigglejs call gregled>
=L, §, Lehr

I
g.

e er > se g. et le ?>



Considerons I
'

application linesire

of = %, § , I
g. een s

s g. g
? I

¢Crew ) . %,
E c g. e: Iv > g. ef .

g EG

C
' est un morphism de representations dans hong CW,

Vt ) :

loch . v) = %, { < g. epth.rsg.ee
= E, Eg ch} . ejlvsg.ee

F ni
=L , §, < go . ejlv > hg

's een = h . 0/4 ) .

Si V
'

t VP
, of = O et c

g
?
;

I glee > = 0 .



Sinan
,
si b =p ,

dos hong ( V
'

,
Vd ) = ① id

w
et on determine of = tidy en adalat la trace de f :

dim d

t . ÷, trot =, €
,

⇐ ceilg. ed > egg
'

let >

% Egg dg.ejlg.ee's
= Leg

? lee's = Ay , e )
dim dim

^

On condit
,

si b =p :

< gig. I joke > = Leid lolled ) > = Ci¥= e )
D

.

din d



2
. Applications de la transformed de Fourier
On a w pendant la prewe do the

'

creme d
'

isomorphism que
les gig formaat

one base orthonormed de CIG .

On peut done les utilise pour
de
'

composer
n' importe quelle Gondia f- =§ f-Cg) g E Q

G :

£51 . E. Es!
"

if G'

=£, diz -E
""

€
.

5TH f-Ch) ) Cg )
' i j
- I

- Eon Ying fast. fi; g )
iij
= I



-

- Eon YET §.!
" '

(fall
,

Cgt
-

E, tiny tri fan gig
.D

.

f-ormvk d
'

inversion de
Fourier

.

En particulier, si p est le g
e'neither d ' une marche Rewire sur G

,

on obtest :

pig) . £, dingy
tr CPH) 5cg 'D

=£, dints ftp.ailngcg
'D

.



C.as particulier important :

Si f = §, fog) . g ,
on dit que f- est centrale si l

'

une des

assertions e'
g
vivre rites so ivmtes est verified :

n ) f- E Z ( EG) : f .
x = x

. f tx EGG

a) fight . ffhg ) Hg , he G
s) f- Cghg

" ) = f-Ch ) Hg , h E G C Sanction invariant par
cenjgsisa ) .

theorem the faction f- sur G est centrale ssi c'est une
combina'son line

'

a're des caseteres irreducibles



ch
'

Cg ) = trcgcg) ) .

Ces crackers irreducibles ferment one base orthonormal de#G) .

Prove Si f-E Zico ) , I C- 3-CoE )
⑦ 2-(EndCVM) = ④ ① idp
AEE HE

⇒ Hd
, falsest on multiple de 1amAria i dentate de Vd

.

Plus precise
'ment

, f- Cb) =t ×
id
w

din d

= 1Gt (¥,
Efendi th)) idw

dim S HEG

Alas
,
en applicant la fomule age

'nettle d
'

inversion de Fourier :



ftp.f#%fchlch4hl)trskg7--Efa!%fChldn4hl) dig
* o

< a
..by. > clings .

⇐
Ee "" ' f > digs . D

.

Considerons en particulier une marche histoire sur
G dont le

g'einer
Aur

p
est centra l dans ZCEG)) .

Alas
,



pig) .§, find, trapg)
Y peg

-

9)

on

'"

(⇐ patch"H)
"

ch
'

g-
' l

.

if "Y E. rn IM
'

x'g.)

x.as . g! . didch
'

led
mesure de Planchet

-

, caradore irreducible
renormRise ,

pig ) = §,
Pla ) ( EpExtent )' X' Cg - &) .



example : G = In )
. Quel les sont les fond- ions

centres ?

Deux permutations og et g sont conjugates dans IN ) ssi elles
ont b mime structure de cycles :

e. = % ,

a
.

.

. . .

.
a.) Car. + . ; . . ,

ar
.
. . ) . . .

%?! ? Ine
re t rz t . - - t re = N .

as = goes g-
&

⇐ (
p
Gd

, glad .
. -
- glare)) ( gloat .) .

. . .

g
la
.

. . .

Les classes de conjugal
'son de St N ) sont done en bijection

avec les partitions de l 'entier N :

Y Cn) . { to Cdp das . . . s de)
,

les di entiers
,

d. that . - - t be = N ly



Par exempla ,
Y (4) = { Ch ) , 13 , I ) , (2,2) ,

K
,
I

,

I )
,

( 14g
et ily a cinq

dosses de conjugalson
dans 814 ) :

les fggydes ;
les

, g3, cycles ;
les products de 2 transpositions disjoints ;

(3)

les transpositions , I ' identite

(G ) CI )
'

le generator p
. f- idea ,

na
t fiji ) estzdinsgcn,)

.

Problems : qu
'est
-a

que
In ) ?

comment colder dim d pour
dEston )?

chYo) mu
,

response dans

quelques minutes .
.
.



Proposition .

.

Soit G un

groupefini . I El est sussi le nombre

-

de dosses de conjugal
'son de G

.

Prove : C
'est b dimension de Z1EG ) .

D
.

Dans le as de Sdn)
,

it doit done exister one bijection
entre Icn ) =/ representations irreducibles de Sdn ) }
et Y CN) = { partitions

de l 'enter Ng .

On representera les e' loments de BCN ) par
leers diagrammes deYoung :

Xs
N, do

,

d = (5
,
2

,

2
,

t ) ←> d
,

i:



spoiler : It exist une indention des representations irreducible
dean) tele que

:

s

-
dim d = nbredefogonsdenumdroter -

a ×

↳ cases ded poles enters de ICI ,ND ,

en e'tant croissant savant les tignes et les
-13689

colonies
.

-
ch - co) si deYin)

, odetgpecydique person ) ?
Posons ppcxe .

. - -

,

xn ) a P ) ( *
ri
+ x.
Pit

. .- + x.
Pi )

sofa
.
. . .

,
xn) a dt(xi)nsiijsn

,
n> N

.

det ( xin
- d)
as i. jsn



Akers
, pp

Cx
.

.
. . .

,
xn ) =E ch

'
(o) g Cx. .

. .
.

,
xn ) -

XE Yen )

mrs theorie des fonctions Cpdgnomes) symdtrigues .

3 .

L'algebra des fyonctianssymetigues
On fixe un alphabet X = {* ,

x.
.
. . .

.
xn
,

. . . g an tenant one infinite
'

de variables commetant 2 a- 2 .

Un mon me est un p
rode it fini de as variables :

×
, xzxs ,

22×35
,

etc
; deg (x, = x!

" Kk . . .
xsis ) = it iz t . . . + is

Un polynine
PE REX ) est une combinaison line

'

sire formeHe



G coefficients reels )
de monEmes

,

'eventvehement in-Line mais boned en
deft :

. * ×.
x
,
+4 xixzs ( de degre

' t )

- §? xi
' Ide degree )

mais E
-

K.)
k
n'est

pas
autorise .

-

k -
-I

Le
groupe symdtriqueinfini Sto ) est

l
'

union croissant II. idk!
area o

E Sdn) pour
ant e-te considered comme un e'b'ment de * k )

en passant 0cm> n) s m .

Ses elements sont les permutations ode IN
*

qui ne modified- gu
'

un

nombrefini d
' enters

.



Si o C- Shs )
,

o agit lines irement sur IRCX ] par :

•(Xi Xia . . .
X
id ) = Xoci

. ) XoCia )
- - - Xolid ) -

ParsiHeirs
,
RCXI est une algebra pour le probit des polynices ,

et o. CPQ) ⇐ Co. P) x (o. Q ) VP
,
Q .

Definition Unefonctiansymetrigue est un polynone
PE REX]

te
que o. p ←

p foEsto )

Lesfonctionssgmetigues foment une sous - dgebregradiee
Sgm C Rex] .



example 1
.

Pour k s I
, poisons

pk CX) = §
-

x ; )
k

somme des puissances C Newton )
I

les pk E Sym .

Plus
ge
're
'she ment

,

si d =A. > ha . . . > de )
est une partition d

' enter dans Y = ! Yen ) , Hors
pi# II.

e

psi
Cx) e Sym ; deg p ⇐ IN .€! hi .

exempted Pow k s 1
, poisons

hk CX ) ⇐ [ xiexi. . . - xik fond-ion homagene .

A sissies . .
.

sik

les hk C-Sym ,
et on peut former burs products

ha CX ) = t.tl ha. Cx) C- Sym ; deg has Hl .



example 3 Pour k > I
, posons

ek CX ) a E xixiz - - - xik fanatics elements ire .

As is size . . . Lik

ed Cx) = e

q.
Cx ) C- Sym ; deg e> = HI .

theorem les Cpsboy
,
chalky

,
lesley engen

dent

⇒

line's irement to mime algebra Con vers plus langue c'est Sym ) .

example :
Montross

que
h
.
CX ) = psgcx) t pc¥X) t pcsH) .

On a h
.
CX ) =€, xixjxk .

6



13¥ a 13 § yxixjxk

Ph£ = I §
,xixj-tgfg.xixjxktf.gs?xixjxht&?pxinxjxkPqfx)-= %§µxixi×k

- f-§.

xixh + f-§?
"ht 's xihxjxk

1- { xixjxk .

On condita :

isjck

( isjsk ) ⇐s ( i-j.sk/ooCicj=h)ouCi=jek)ouCisjck) .



Preivegenerde : Introduisons
PCX

,
z ) = E pk¥zk

k = I

ECX
,

z ) = A +§
-

eh Cx ) at
-

.

HCX
,

z ) as I +§ He CX ) zh .

On a ECX
,

z ) a ! (A- taxi )
HCX

,
z ) =,

-

( It exit Exit . - - tExit . -
- )

=¥7
B-
f - Z Xi

'



Dona E CX
,

z) = B-
HCX

,

- z)
⇒ on peut exprime les e

Ris
, log Hey , )

enfonctiadeshetrdaprquement.

=

,

- log ca - zxi) =€!⇐f=§.pk#h..PCx.detHCX.zl=expCPCX,z) )

⇒ on peut exprimer les p es faction desk
etioproquement .

theorem les 3 familles sont des bases lirieoiresgradiees de
Sym .



Sym - ¥

gs.cn??:TsgmetiqeshomogenesdedgidetSgmcdI--
ya ,
Rpx =

ya ,

Rex =
ya ,
Rhd .

Prewe .

D
'

ape
's a qui pre

'code
,
it soffit de le mater pour les p .

On exhibe une autre base de Sgm Cd ) : les fond
-ions monomines .

Si d = dis da s . . - s be C-B Cd )
,

on dit
gu
'

un monone

x
,
= xi
,

' xizm . . . xie
me est de type d si ie s iz e . .

. c ie

et si la re

'

organisation de
'croissante des multiplicate's mi donne

la partition d .



Si P E Sigma, et si x
,
de type d internet dans p

wee coefficient c ,

dos tous les autres monones x
,
de type b

ont assi coefficient c .

⇒ the base linen're de Sgm Cd )
est (my )yEyed ) ,

of my CX) ⇐ E x
,

.

It ⇐ de type >
Par example , Sigma, = Ved- CmaCX )

,
my.

. ,
CX))

Nec ma CX ) = xi
'

; me
, e)
CX ) =§g. xixj .

Fait : II y
a une relation de changement de base triangulate



entre (ma) > eyed ) et (
pi ) > eyed )

'

En effet , Catalans par example Pcs, 3,2)
'

PCs , 3 ,
2)
( X ) I ÷, Xis xg

? xk
'

s

:÷÷"
""

÷÷¥:
"
÷:"
"

tj
+ 2 Mcs , sfx ) t myo CX )
T T
i t j =

k is j
-
k

Tous les m

p qui app
orassert dans p

ve
'
n'fiat :

p est
obtenue s partie de d en re

'
un issont des pats
⇒ attics d

'ordre
.

Ddr


