Feuille d’exercices 2 Chatnes de Markov 2023-2024

Objectifs : savoir classifier les états d’une chaine finie (1), utiliser le critére numérigue avec la série
] q
> P™(x,x) pour déterminer la récurrence ou transience d’une chaine irréductible (2), déterminer
n=1 )
la récurrence ou la transience des états d’une chaine infinie avec des calculs ad hoc (3,4,6), utiliser la
propriété de Markov simple (3,5).

1. Classification des états. On considere la chaine de Markov sur {1, 2, 3,4, 5} de matrice de tran-
sition
10 0 0
0.2 01 0.7 0
P=|0 0 05 05
0 0 0 O
0O 0 06 04 0
Classifier les états de cette chaine. On demande pour chaque état s’il est transient ou récurrent,

et dans ce dernier cas, quelle est sa classe de récurrence. Décrire ’ensemble { X,,, n € N} sous la
loi P3, puis sous la loi P,.

_ o O O

2. Récurrence ou transience de la marche aléatoire sur la droite. Soit (X,,),cx la marche aléatoire
sur la droite X = Z et de parametre p € (0, 1); sa matrice de transition est donnée par

Pk,E+1)=p ; Plk,k—1)=1-p

pour tout k € Z.
(a) Montrer que cette chaine est irréductible.

(b) Dans ce qui suit, on s’intéresse au caractére récurrent ou transient de la chalne; on peut
supposer sans perte de généralité que la loi initiale est dp. On suppose d’abord p # 1.
Rappeler la représentation de X, a l'aide de variables i.i.d. £,>1 a valeurs dans {#1}. En
utilisant la loi des grands nombres, montrer que la chaine (X,,),cn est transiente.

(¢) On suppose a partir de maintenant p = 3. Montrer que P?"*1(0,0) = 0 pour tout n, et
que

1 /2n
P?"(0,0) = — tout n > 1.
(0,0) 4”(71) pour tout n >
(d) En remarquant que (*") = 4 21 (2(":11)) , montrer par récurrence sur n que P2"(0,0) > -
pour tout n > 1. En déduire que si p = 3, alors la chaine de Markov (X, )en est récurrente.

3. Chaine de vie et de mort, I. Soit (pg, g, %) k>0 une suite de triplets de nombre réels positifs
ou nuls, telle que go = 0 et px + gx + rr. = 1 pour tout k € N. La chaine de vie et de mort avec
ces parametres est la chaine de Markov (X,,),en d’espace des états X = N, et de probabilités de
transition

P(k7k+1):pk ; P(k7k_1)ZQk ; P(k7k):rk

pour tout k£ > 0 (on a imposé ¢y = 0 pour ne pas avoir de transition possible de 0 vers —1).

(a) Dessiner le graphe Gp de la chaine de vie et de mort. Quels parametres faut-il choisir pour
retrouver le modele de file d’attente de parametre p € (0,1)?



(b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur la suite de parametres (px., gk, 7k ) k>0 pour
que la chalne soit irréductible. Dans tout ce qui suit, on suppose que cette condition est
O /4
vérifiée.

(c) On définit une fonction ¢ : N — R par:

o(k) 0 stk =0;
= k— l j -
l=01 (szl Z_j) stk >1,

le terme | = 0 d’une somme étant le produit vide, égal a 1. Soit k < [ deux entiers. Montrer
que pour tout x € [k, ],

o) — o(x)
o(l) — o(k)
On pourra utiliser la propriété de Markov simple pour écrire une équation de récurrence

vérifiée par la fonction f(z) = P.[rx < 7 et 7, < 400], puis montrer que la formule ci-
dessus est la seule solution. Les calculs pourront étre simplifiés par I'introduction de d ¢ (x) =

flz+1) = f(x).

P < 1 et 7 < +o0] =

(d) On pose ¢(00) = limy_y 00 d(k) = D12, (Hl L > . Montrer que les conditions suivantes

j=1p;
sont équivalentes :

— ¢(00) = +00.
— La chaine de Markov est irréductible récurrente.
On pourra utiliser en les justifiant les identités suivantes :
Po[rs" < +00] > Py < +00] > lllglo P[0 < 7 et 1o < +00;
1

—IP)()[T(T = +OO] = Pl[T() = +OO] = lim Pl[TO > l] Z lim Pl[TO > Tl].
DPo l—00 |—00

(e) On suppose que ¢(00) < +oo. Montrer que lim,,_,, X,, = +00 avec probabilité 1 sous Py,
pour tout état k € N.

(f) Application. On suppose que 7, = 0 pour tout k, et que py = % + ey, avec g, ~ C k™
lorsque k& — o0, C' > 0 et a > 0 étant deux constantes. Si & > 1, montrer que la chaine
est récurrente. Si a < 1, montrer que la chalne est transiente. Enfin, si @ = 1, discuter de
la récurrence ou transience en fonction de la valeur de C.

4. Matrices sous-stochastiques et critere de transience. Soit X un espace d’¢tats fini ou dénom-
brable. Une matrice sous-stochastigue sur X est une matrice (Q(z,y))syex a coeflicients reels
positifs telle que >, . Q(z,y) < 1 pour tout z € X.

(a) Montrer que si @ est sous-stochastique, alors ses puissances Q™ le sont également. Plus
précisément, montrer que pour tout x € X, les sommes sur une ligne

0gn () = Y Q"(z,y)
yeXx
forment une suite (0 ()),>1 qui est décroissante.

(b) On note h(x) = lim, o 0gn(z). Montrer que h = Qh. Soit k une solution positive de
I’équation k = QF, avec 0 < k(z) < 1 pour tout z € X. Montrer que k(z) < og(x), puis



par récurrence que k(z) < ogn(x) pour tout n > 1. En déduire que k(z) < h(x), et que h
est la solution maximale du systeme d’équations

{kwwzzﬁ¢mmwk@x
0<k(zx)<l.

(c) Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov irréductible sur X, et 7o € X un
état arbitraire. On pose

P(x,y) sty # xo,
@mwz%(> T
sy = xg.
Montrer que @ est une matrice sous-stochastique, et que la fonction
k(x) =P, [Vn > 1, X,, # x|

est solution a valeurs dans [0, 1] du systeme d’équations k = Qk.

(d) En déduire qu’une chaine de Markov irréductible de matrice de transition P est transiente
si et seulement si, pour un état xy € X fixé, il existe une solution non nulle au systeme
d’équations

{umzzwﬁmwmm
0<k(zx)<l1.

(e) Application. On considere le modele de file d’attente, qui est la chaine de Markov sur N de
matrice de transition

Pk,k+1)=p et P(k,k—1)=1—p pourtoutk > 1;
P(0,1) = 1;
p est un parametre réel dans (0, 1). Trouver ’ensemble des solutions du systeme de la ques-

tion précédente avec o = 0. En déduire en fonction de p la récurrence ou la transience de
cette chalne de Markov irréductible.

5. Chaines de Markov et fonctions harmoniques, II. Soit X un ensemble fini, et P une matrice
de transition irréductible sur cet ensemble. On rappelle qu’une fonction f : X — R est dite
harmonique pour P si elle vérifie I’équation Pf = f. Plus généralement, si ) C A C X est une
partie non vide et non pleine et si g : A — R est une fonction, le probléeme de Dirichlet est le
systeme d’équations suivant : on cherche f : X — R telle que :

— pour tout z € A, f(z) = g(z).
— en dehors de A, f est harmonique : pour tout = ¢ A, f(z) =3 .y P(x,y) f(y).

(a) On suppose dans cette question que g est la fonction nulle et que f est une solution du
probléeme de Dirichlet. Soit zy un point de X \ A tel que

f(xo) = max{f(z) |z € X\ A}.

Montrer en raisonnant par I’absurde que f(z0) < 0. En déduire que f = 0.

(b) Montrer que si A # {(), X}, alors il y a au plus une solution au probleme de Dirichlet pour
la paire (A, g) associée a une fonction g : A — R.

(c) On considere la chalne de Markov (X,),en de matrice de transition P sur X, et on note
Ty = inf{n > O’Xn € A}.

Montrer que 74 est fini presque stirement (quelque soit la mesure initiale 7).



(d) Montrer que f(z) = E,[g(X,,)] est bien définie et est I'unique solution du probleme de
Dirichlet pour la paire (4, g).

6. La chaine de Markov des arbres de Galton-Watson. On considére une famille (&,,,,)n>0, m>1
de variables indépendantes identiquement distribuées a valeurs dans N, de loi commune 1 : pour
tout n > 0, toutm > lettout k € N,

Le modeéle de Galton-Watson associé a la loi de reproduction p est la suite de variables aléatoires
(Xy)nen avec Xy indépendant des variables &, ,,,, et

X'VL
Xn+1 - E gn,m
m=1

pour tout n > 0. On convient que la somme est nulle si X;,, = 0. Ce modele correspond a
la situation suivante : X, est le nombre d’individus d’une population au temps n, et chaque
individu m € [1, X,,] de la n-i¢me génération a &, ,,, enfants, ce nombre d’enfants étant aléatoire
et indépendant de tout ce qui s’est passé précédemment et de toutes les autres descendances

gn,m’;ém-

(a) Utiliser un théoreme du cours pour montrer que (X, ),en est une chaine de Markov sur
’espace d’¢tats X = N. Montrer que la matrice de transition de cette chaine est

Pk, = > p(l)p) - plls) = (1),

li+lo++l=l
l1,l2,...,lx >0

ot p** désigne la loi de la somme de k variables aléatoires indépendantes de loi 11 (convolée
k-ieme de la loi p).

(b) Montrer que 0 est un état absorbant : P(0,0) = 1. La chaine (X, ),ey est-elle irréductible?

(c) Dans toute la suite de I’exercice, on suppose que 1(0) > 0, et on se placera sous la loi P; :
Xo = 1. Montrer que 0 est le seul état récurrent de la chaine. En déduire que
Py | lim X, = +oo| + Py | lim X, =0] = 1.
(d) On souhaite calculer en fonction de p la probabilité d’extinction p. = Pq[lim,, 00 X,, = 0].
Expliquer pourquoti

pe = lim (P1[X,, =0]).

n—oo
On pose G, (s) = > 2 P1[X, = k] s, qui est une fonction croissante de s définie au
moins sur intervalle [0, 1]. Montrer que G1(s) = >, (k) s*, puis, par récurrence sur

n:
Gn(s) =G1oGro---0Gy(s) = (G1)™(s).
n fois
Interpréter G,,(0) comme une probabilité. Que vaut p, par rapport a la suite de fonctions
(Gn)nEN >

(e) On suppose que le nombre moyen de descendants m = >~ | k uu(k) est fini. Montrer que
m = (G1)'(1). En déduire qu’il y a dans ce cas équivalence entre :

(pe=1) <= (m<1).

On conseille de dessiner I"aspect de la fonction G : [0, 1] — [0, 1] en fonction du paramétre
m.



