
Q1. Pour montrer que C∗
N a pour cardinal 2N−1, on peut procéder par récurrence sur N , le

cas N = 1 étant trivial puisque C∗
1 = {(1)}. Supposons établi le résultat au rang N , et

considérons une composition c = (N1, N2, . . . , Nl) de taille
N1 +N2 + · · ·+Nl = N + 1.

Si Nl = 1, on peut associer à c la composition c′ = (N1, N2, . . . , Nl−1) de taille N . D’autre
part, si Nl ≥ 2, on peut associer à c la composition c′ = (N1, N2, . . . , Nl − 1) de taille
N . L’application c ∈ C∗

N+1 7→ c′ ∈ C∗
N est surjective, et elle atteint toute composition

c′ ∈ C∗
N deux fois : on peut retrouver c à partir de c′ soit en rajoutant 1 à la dernière

part de c′, soit en rajoutant une part de taille 1 à la fin de c′. On conclut que
cardC∗

N+1 = 2(cardC∗
N) = 2N ,

d’où le résultat au rang N + 1.
Q2. Dans la suite, les programmes écrits fonctionnent dans Sage, et à quelques modifications

près, ils devraient également fonctionner dans Python. On utilisera le programme suivant
pour choisir une part d’une composition c = (N1, N2, . . . , Nr) de taille N , la part i étant
choisie avec probabilité Ni

N
:

def choose_part ( c ) :
N = sum( c )
count = 0
r e s = −1
a l ea = random ( )
while count < a l ea :

r e s +=1
count += c [ r e s ] /N

return r e s

Le programme suivant prend en argument la taille N de la population, le paramètre nu,
un temps T, et en argument optionnel une répartition initiale c0 (le programme utilise
sinon comme répartition initiale une composition aléatoire de taille N). Il calcule toutes
les compositions c(t) pour t ∈ [[0, T ]].
def markov_composition(N, nu ,T, c0=None ) :

r e s = [ ]
#composi t ion i n i t i a l e
i f c0 == None :

comp = [ ]
count = 1
while sum(comp) < N:
i f sum(comp) + count == N:

comp . append ( count )
e l i f random ( ) < 0 . 5 :

comp . append ( count )
count = 1

else :
count +=1

else :
comp = copy ( c0 )

r e s . append ( copy (comp ) )
#t r a n s i t i o n s markoviennes
for t in range (0 ,T) :

i = choose_part (comp)
i f random ( ) < nu :

comp [ i ] −= 1
1



comp . append (1)
else :

j = choose_part (comp)
comp [ i ] −=1
comp [ j ] +=1

r e s . append ( copy (comp ) )
return r e s

Par exemple, avec N = 10, ν = 0.1, T = 20 et c(0) = (5, 2, 3), on obtient comme résultat :
[ [ 5 , 2 , 3 ] ,
[ 4 , 3 , 3 ] ,
[ 3 , 3 , 3 , 1 ] ,
[ 3 , 4 , 2 , 1 ] ,
[ 2 , 4 , 2 , 1 , 1 ] ,
[ 2 , 3 , 2 , 2 , 1 ] ,
[ 2 , 3 , 2 , 2 , 1 ] ,
[ 1 , 4 , 2 , 2 , 1 ] ,
[ 1 , 4 , 2 , 2 , 1 ] ,
[ 1 , 5 , 2 , 1 , 1 ] ,
[ 1 , 4 , 2 , 2 , 1 ] ,
[ 1 , 3 , 2 , 3 , 1 ] ,
[ 0 , 3 , 2 , 4 , 1 ] ,
[ 0 , 3 , 2 , 3 , 2 ] ,
[ 0 , 3 , 2 , 3 , 2 ] ,
[ 0 , 2 , 2 , 3 , 3 ] ,
[ 0 , 2 , 1 , 3 , 4 ] ,
[ 0 , 2 , 1 , 2 , 5 ] ,
[ 0 , 2 , 1 , 2 , 4 , 1 ] ,
[ 0 , 3 , 1 , 2 , 4 , 0 ] ,
[ 0 , 2 , 1 , 3 , 4 , 0 ] ]

On a représenté ci-dessous une évolution de la répartition entre espèces avec N = 10,
ν = 0.1, c(0) = (5, 2, 3) et pour t ∈ [[0, 50]] — le dessin a été produit par un programme
Python qui a écrit le code LaTeX/TikZ à partit du programme précédent.
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On note l’apparition de nouvelles espèces 4, 5, 6, . . ., et aussi la disparition de certaines
espèces (y compris parmi celles qui sont apparues après le temps t = 0).
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Q3. Le processus (R(t))t∈N est une marche aléatoire sur N avec

P[R(t+ 1)−R(t) = 1] = ν

P[R(t+ 1)−R(t) = 0] = 1− ν,

et les variables Vt = R(t + 1) − R(t), t ≥ 0 qui sont indépendantes (et de même loi).
En effet, on rajoute une part à c(t) pour obtenir c(t+ 1) lorsqu’on applique l’étape 2 de
l’algorithme, ce qui arrive avec probabilité ν ; et sinon c(t) et c(t+1) ont le même nombre
de parts.

Par la loi des grands nombres, R(t)−R(0)
t

= 1
t

∑t
i=1 Vi → ν presque sûrement, et de même,

R(t)
t

→ ν presque sûrement lorsque t tend vers l’infini. Par conséquent, R(t) tend presque
sûrement vers l’infini. Or,

R(t)− E(t) = nombre de parts non nulles de c(t) ≤ N,

donc E(t) tend aussi presque sûrement vers l’infini : la plupart des nouvelles espèces qui
apparaissent lors du processus disparaissent rapidement après.

Q4. Fixons une composition c = (N1, . . . , Nl) telle que N1 = k, et fixons une trajectoire
(c0, . . . , ct−1, c) telle que c(0) = c0, . . . , c(t) = c. Alors, la valeur de N1 au temps t+1 est :

— soit k + 1, ce qui arrive si l’indice 1 n’est pas choisi à l’étape 1, s’il n’y a pas de
nouvelle espèce qui apparaît, et si l’indice 1 est choisi dans l’étape 3 de l’algorithme.
Ceci arrive avec probabilité

N − k

N

k

N
(1− ν)

conditionnellement à l’événement {c(0) = c0, . . . , c(t) = c}.
— soit k, ce qui arrive si l’indice 1 n’est pas choisi à l’étape 1 et si une nouvelle espèce

apparaît, ou si l’indice 1 est choisi à l’étape 1 et à l’étape 3, ou si l’indice 1 n’est
choisi ni à l’étape 1 ni à l’étape 3. Conditionnellement à {c(0) = c0, . . . , c(t) = c},
ceci arrive avec probabilité

N − k

N
ν +

(
k

N

)2

(1− ν) +

(
N − k

N

)2

(1− ν).

— soit k − 1, ce qui arrive si l’indice 1 est choisi à l’étape 1 et si une nouvelle es-
pèce apparaît, ou si l’indice 1 est choisi à l’étape 1 et n’est pas choisi à l’étape 3.
Conditionnellement à {c(0) = c0, . . . , c(t) = c}, ceci se produit avec probabilité

k

N
ν +

N − k

N

k

N
(1− ν).

Notons k0, . . . , kt−1, k les tailles des premières parts des compositions c0, . . . , ct−1, c. Si
N1(t) est la taille de la première part de c(t), alors on peut écrire :

P[N1(t+ 1) = k + 1 | N1(0) = k0, . . . , N1(t− 1) = kt−1, N1(t) = k]

=
∑(

P[N1(t+1)=k+1 | c(0)=c0,...,c(t)=c]
×P[c(0)=c0,...,c(t)=c | N1(0)=k0,...,N1(t)=k]

)
=

N − k

N

k

N
(1− ν)

∑
P[c(0) = c0, . . . , c(t) = c | N1(0) = k0, . . . , N1(t) = k]

=
N − k

N

k

N
(1− ν),
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les sommes intermédiaires portant sur les suites de compositions c0, . . . , ct−1, c avec pre-
mières parts k0, . . . , kt−1, k. On montre de même que

P[N1(t+ 1) = k | N1(0) = k0, . . . , N1(t) = k] =
N − k

N
ν +

(
k

N

)2

(1− ν) +

(
N − k

N

)2

(1− ν)

P[N1(t+ 1) = k − 1 | N1(0) = k0, . . . , N1(t) = k] =
k

N
ν +

N − k

N

k

N
(1− ν),

de sorte que (N1(t))t∈N est une chaîne de Markov sur [[0, N ]] avec les probabilités de
transition indiquées ci-dessus.

Q5. Si k ≥ 1, alors P (k, k − 1) ≥ k
N
ν > 0, et si 1 ≤ k ≤ N − 1, alors P (k, k + 1) =

N−k
N

k
N
(1−ν) > 0. Par ailleurs, toutes les probabilités de transition P (k, k) sont positives.

Le graphe des transitions possibles de la chaîne (N1(t))t∈N est donc

· · ·
0 1 2 3 N − 1 N

En particulier, 0 est bien l’unique état absorbant. S’il y avait un autre état k ≥ 1 récurrent
pour la chaîne (N1(t))t∈N, alors comme cet état k communique avec 0 (on a P k(k, 0) > 0)
et comme la relation de communication est une équivalence sur les états récurrents, on
devrait avoir 0 qui communique avec k ; mais ce n’est pas le cas puisque 0 est un état
absorbant. Donc, tous les autres états k ∈ [[1, N ]] sont transients, et la chaîne (N1(t))t∈N
n’occupe plus ses états pour t assez grand (presque sûrement), donc est presque sûrement
stationnaire à l’état 0.

Q6. On calcule facilement :

E[N1(t+ 1) | N1(t) = k]

= k +

(
N − k

N

k

N
(1− ν)

)
−
(

k

N
ν +

N − k

N

k

N
(1− ν)

)
= k

(
1− ν

N

)
.

On en déduit :

E[N1(t+ 1)] =
N∑
k=0

P[N1(t) = k]E[N1(t+ 1) | N1(t) = k]

=
(
1− ν

N

) N∑
k=0

P[N1(t) = k] k =
(
1− ν

N

)
E[N1(t)],

d’où la formule souhaitée par une récurrence immédiate sur t.
Q7. On a E[T ] =

∑∞
t=1 P[T ≥ t] =

∑∞
t=0 P[T > t], et par ailleurs, si T > t, alors N1(t) ≥ 1,

donc
E[N1(t)] = E[N1(t) 1N1(t)≥1] ≥ P[N1(t) ≥ 1] = P[T > t].

On en déduit avec la formule de la question précédente :

E[T ] ≤
∞∑
t=0

E[N1(t)] = N1(0)
∞∑
t=0

(
1− ν

N

)t
=

N1(0)N

ν
.

La borne supérieure croît linéairement avec N1(0), la taille de l’espèce 1 au départ.
C’est un comportement plausible pour E[T ], puisque chaque descente k → k − 1 avec
k ∈ [[1, N1(0)]] augmente le temps nécessaire pour atteindre 0.
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Q8. On ordonne les éléments de P4 = {(4), (3, 1), (2, 2), (2, 1, 1), (1, 1, 1, 1)} comme dans
l’énoncé. La matrice de transition de (p(t))t∈N s’écrit alors :

P =


1− ν ν 0 0 0
3(1−ν)

16
5−3ν
8

3(1−ν)
16

3ν
4

0
0 1−ν

2
1−ν
2

ν 0
0 1−ν

4
1−ν
8

5−ν
8

ν
2

0 0 0 3(1−ν)
4

1+3ν
4


Détaillons par exemple le calcul de P ((3, 1), (3, 1)). Si p(t) = (3, 1), alors c(t) est une
composition avec une part de taille 3, une part de taille 1 et éventuellement des parts de
taille 0. Pour que p(t+ 1) = (3, 1), il faut :
— soit qu’à l’étape 1 ce soit un individu dans l’espèce de taille 3 au temps t qui soit

choisi, et que cet individu mort soit remplacé par un individu dans la même espèce ;
ceci se produit avec probabilité

3

4

(
3

4
(1− ν)

)
.

— soit qu’à l’étape 1 ce soit un individu dans l’espèce de taille 1 au temps t qui soit
choisi, et que cet individu mort soit remplacé par un individu dans la même espèce,
ou par un individu d’une nouvelle espèce ; ceci se produit avec probabilité

1

4

(
1

4
(1− ν) + ν

)
.

La somme de ces deux quantités donne bien 5−3ν
8

. Les autres coefficients se calculent de
la même façon.

Q9. L’entier N étant fixé, on peut passer en un nombre fini d’étapes de n’importe quelle
partition p = (N1 ≥ N2 ≥ · · · ≥ Nℓ) de taille N à la partition (1, 1, . . . , 1) en choisissant à
chaque transition de diminuer d’une unité une part de p plus grande que 2, et en rajoutant
une nouvelle part égale à 1 (apparition d’une nouvelle espèce). Réciproquement, partant
de la partition (1, 1, . . . , 1), pour obtenir une partition arbitraire p = (N1 ≥ N2 ≥ · · · ≥
Nℓ), on peut à chaque étape supprimer une part Ni de taille 1 et augmenter une part
Nj d’une unité, jusqu’à obtenir la partition souhaitée. Ainsi, (p(t))t≥0 est irréductible sur
l’espace d’états PN . Comme à chaque étape il y a une probabilité non nulle de ne pas
changer la partition (ne pas rajouter d’espèces et choisir i = j), la période de chaque état
est égale à 1, c’est-à-dire qu’on a apériodicité.

Q10. On a une chaîne de Markov irréductible, récurrente positive (l’espace d’états est fini) et
apériodique, donc par le théorème de convergence vers la mesure stationnaire, il existe
une unique mesure de probabilité µN,ν sur PN telle que µN,ν P = µN,ν , et telle que
P[p(t) → p] →t→+∞ µN,ν(p) pour toute partition p ∈ PN .

Q11. La mesure ρ4,θ s’écrit :

ρ4,θ =
1

Zθ

(
6, 8θ, 3θ, 6θ2, θ3

)
avec Zθ = (θ + 1)(θ + 2)(θ + 3) = θ3 + 6θ2 + 11θ + 6, donc c’est bien une mesure de
probabilité sur P4. En posant θ = 4ν

1−ν
, on obtient

ρ4,θ =
1

Zθ

(
6,

32ν

1− ν
,
12ν

1− ν
,

96ν2

(1− ν)2
,

64ν3

(1− ν)3

)
,

et on peut vérifier avec un logicel de calcul formel que la matrice de la question Q8. laisse
invariant ce vecteur (pour l’action de la matrice à droite).
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Q12. Un type cyclique (p1, p2, . . . , pℓ) = p ∈ PN étant fixé, considérons l’application sp :
S(N) → S(N) définie par :

sp(σ) = (σ(1), σ(2), . . . , σ(p1)) ◦ (σ(p1 + 1), . . . , σ(p1 + p2)) ◦ · · · ◦ (σ(N − pℓ + 1), . . . , σ(N)).

L’application sp est une surjection sur l’ensemble des permutations de type cyclique p. De
plus, chaque permutation avec ce type cyclique est atteinte

∏N
i=1(mi)! i

mi fois, puisque
dans une écriture

(x1, x2, . . . , xp1)(xp1+1, . . . , xp1+p2) · · · (xN−pℓ+1, . . . , xN),

d’une permutation τ de type p comme produit de cycles disjoints :
— on peut permuter les cycles de même taille sans changer la permutation, ce qui

représente
∏N

i=1(mi)! permutations possibles des cycles ;
— on peut dans chaque cycle (a1, a2, . . . , ai) de longueur i effectuer une permutation

cyclique des entrées aj sans changer le cycle, ce qui représente
∏N

i=1 i
mi possibilités.

On conclut que l’ensemble Cp des permutations de type cyclique p vérifie :

N ! = cardSN =

(
N∏
i=1

(mi)! i
mi

)
cardCp,

d’où la formule pour cardCp.
Q13. On veut montrer que toute permutation σ ∈ SN s’écrit de manière unique sous la forme

σ = (1, n1)◦ (2, n2)◦ · · · ◦ (N, nN) avec ni ≤ i pour tout i. Pour des raisons de cardinalité,
il suffit de montrer l’existence d’une telle écriture, ce que l’on peut faire par récurrence
sur N . Si le résultat est vrai au rang N − 1, étant donnée une permutation σ ∈ SN ,
la permutation σ′ = σ ◦ (N, σ−1(N)) envoie N sur N , donc elle appartient à SN−1. Il
existe donc des entiers n1, . . . , nN−1 tels que σ′ = (1, n1) ◦ (2, n2) ◦ · · · (N − 1, nN−1), et
en posant nN = σ−1(N), on conclut que σ = (1, n1) ◦ (2, n2) ◦ · · · (N, nN).

Montrons maintenant que ℓ(σ) = card {i ∈ [[1, N ]] | ni = i}. On procède de nouveau
par récurrence sur N , le cas N = 1 étant trivial. Si le résultat est vrai au rang N − 1,
considérons σ = (1, n1) ◦ · · · ◦ (N, nN) dans SN . On a par hypothèse de récurrence

σ′ = (1, n1) ◦ (2, n2) ◦ · · · ◦ (N − 1, nN−1)

= (a1,1, . . . , a1,p1) ◦ (a2,1, . . . , a2,p2) ◦ · · · ◦ (al,1, . . . , al,pl)

où l = card {i ∈ [[1, N − 1]] | ni = i}, et où les cycles du produit de la seconde ligne sont
disjoints et recouvrent [[1, N − 1]]. Supposons d’abord nN = N . Alors,

σ = (a1,1, . . . , a1,p1) ◦ (a2,1, . . . , a2,p2) ◦ · · · ◦ (al,1, . . . , al,pl) ◦ (N),

donc ℓ(σ) = l + 1 = card {i ∈ [[1, N − 1]] | ni = i} + 1 = card {i ∈ [[1, N ]] | ni = i}.
Inversement, si nN < N , on peut supposer à une permutation des cycles près que nN

appartient au premier cycle (a1,1, . . . , a1,p1) de σ′, et à une permutation cyclique près des
entrées de ce premier cycle, on peut même supposer nN = a1,p1 . Alors,

σ = σ′ ◦ (N, nN) = (a1,1, . . . , a1,p1 , N) ◦ (a2,1, . . . , a2,p2) ◦ · · · ◦ (al,1, . . . , al,pl),
donc ℓ(σ) = l = card {i ∈ [[1, N−1]] | ni = i} = card {i ∈ [[1, N ]] | ni = i}. On a donc aussi
le résultat vrai au rang N .

Q14. Dans l’algorithme décrit pour la construction de σN , on a :

P[mi = j] =
θ1(j=i)

θ + i− 1
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pour tout j ≤ i, donc la loi de σN s’écrit :

P[σN = σ] =
θ card {i |mi=i}∏N
i=1 θ + i− 1

=
θℓ(σ)∏N

i=1 θ + i− 1
= ρN,θ(σ)

d’après la question précédente.
Q15. Le programme suivant simule une partition aléatoire sous la mesure d’Ewens ρN,θ (on

utilise pour ce programme la classe Permutation de Sage ; dans Python, il faudrait
reprogrammer quelques méthodes pour les permutations, par exemple le produit et le
type cyclique).
def ewens(N, theta ) :

perm = Permutation ( range (1 ,N+1))
for i in range (2 ,N+1):

i f random ( ) > theta /( theta+i −1):
j = f l o o r (1+( i −1)∗random ( ) )
perm = perm ∗ Permutation ( ( i , j ) )

return perm . cycle_type ( )

Un résultat de ce programme avec N = 1000 et θ = 10 est la partition
[ 1 25 , 110 , 106 , 98 , 78 , 74 , 74 , 41 , 40 , 38 , 29 , 25 , 23 , 21 , 19 , 14 , 11 , 9 ,
7 , 6 , 5 , 5 , 4 , 3 , 3 , 3 , 3 , 3 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ] .
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