LICENCE DE MATHEMATIQUES — M307 ORsAY 2018-2019

Corps finis — Exercices théoriques

Exercice 1. Soit p premier et n > 2 entier. On note k le corps a p éléments et K un corps a p"
éléments. On note F' le morphisme de Frobenius de K.

1. Montrer que F™ = Id.

2. Soit F': K[X] — K[X] lapplication définie par F(YX",a;X?) = 32", F(a;)X". Montrer que
F' est un morphisme d’anneaux et que pour P € K[X], F(P) = P si et seulement si P est a
coefficents dans k.

3. Soit P € k[X] et a € K tel que P(a)) = 0.

(a) Montrer que F(«) est également une racine de P sur K.
On note ¢ le plus petit entier j > 1 tel que o’ = a.

(b) Justifier ’existence de ¢ et montrer que ¢ < n.

(c) Montrer que «, a?, . .. ,oszfl sont deux & deux distincts.
(d) Montrer que Q = [T'Z5(X — af') est & coefficients dans k.
(e) Montrer qu'il existe R € k[X] tel que P = QR.

Exercice 2. Soit p un nombre premier supérieur a 6. On considére les nombres de Fibonacci dans IF,,
c’est a dire les éléments de [F,, définis par

Fo=0,Fi=1 e VYnz=0, Fhjo=Fy1+F,.

On pose P = X? — X — 1 € F,[X].

1. Montrer que P est réductible sur F,, si et seulement s’il existe a € F,, tel que (2a —1)? = 5. Dans
ce cas, donner les racines de P.

2. On suppose qu'il existe a € F), tel que (2a — 1)2 = 5. Donner une formule explicite pour les
nombres de Fibonacci dans I, en fonction de a.



