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TD2: Convergence d’estimateurs

Exercice 1.

Soit (X1,Y1), ..., (X,,Y,) un n-échantillon iid de loi meére telle que IE(X?) et IE(Y}?) soient

finis. Soit

C= Ly - -1

i=1

1. Montrer que C,, = %ZLI XY, — XY.

2. Montrer que C,, est biaisé pour estimer cov(X7, Y)).

=~ W

Correction. 1.

Ch

. Montrer que C,, est un estimateur consistant de cov(Xy, Y)).

. Proposer un estimateur consistant et sans biais de cov(Xjy, Y7).

(X = X) (Y- Y)

=1
(i XY, — ZXZY — ZYJ( + n)’(if)
=1 7 7

1 — -
—ZXZ-YZ-—QXYJrXY
n

i=1

S|

SRS

1 & __
EZ}QYZ-—XY

=1

2. Par linéarité de Uespérance et indépendance des (X1Y1,..., X, Yy):

E(Cy)

1 — _
=N TEXY) - B(XY)
n
=1
’]’L 1 n n
EIE(XlYl) - EIE (; X; ;Y;>

E(X,Y;) - % <i E(X;Y;) + ZIE(X%)>
i=1 i#j
n(n—1)

n
E(XY)) — E]E(lel) -

n—1

E(XG)E(Y))

- cov(X1, Y1)

L’estimateur est donc biaisé, mais asymptotiquement sans biais.
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8. Les v.a. X; et Y; admettent une espérance donc IB[|X;Y;]] < 3 (E[X?] + E[Y?]) <
+00. Par indépendance des X; entre eux, des Y; entre eux et des X,;Y; entre eut,
1 <1< n, lalot des grands nombres entraine que

n

_ _ 1
X, = E[X], V, = E[Y], e -Y XV, 2 E[XY]
n—+00 n—+o0 n n——+o0

i=1

Nous en déduisons que (C,)n>1 converge en probabilité vers cov(X,Y"), d’ou la con-
sistance.

4. C~'n = (n —1)/nC, est sans biais, et consistant car si T, est une suite d’estimateur
consistant de 6 et a, une suite de réels convergeant vers a, alors a,T},, est un esti-
mateur consistant de af. Ce résultat se déduit du théoréme de Slutsky qui est un
peu plus général ou se démontre directement. Il sera considéré comme acquis par la
suite.

Si W, est un estimateur consistant de € et si (a,),>1 est une suite de réels con-
vergeant vers a alors a, W, est un estimateur consistant de afl. En effet

Vn > 1 la, W, — ab| = |a,(W,, — 0) + (a, — a)0)| < |a,||W,, — 0| + |a, — al|0).

Soit ¢ > 0. 1l existe n. > 1 tel que, pour tout n > ne, |a, — al||lf] < €/2 et
lan| < |a] + 1. Donc

Vn=n.  |a,W, —af| < (Ja| + 1)|W, — 0] + g
Par conséquent

Vi zne  P(aW—at =) <P ((al + )W, -0 >5) — 0,

n—-+o0o

Variante avec une hypothése supplémentaire: L’estimateur C = -2 est sans

n—1
biais. Si B(X!) < oo et IE(Y') < oo, Var(C,,) < co. On a:

2
~ n n
Var(C') =V Cn| = Var(C,
ar(C) ar(n_l ) (n—l) ar(C,,)
a le méme comportement que celle de C,, et tend donc vers 0. L’estimateur converge
en moyenne quadratique, il est donc consistant.

Exercice 2.
Soit un n-échantillon de loi exponentielle £(A) de paramétre A > 0 et de densité définie
pour tout z > 0 par f(x) = Aexp(—Az). On souhaite estimer \.
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2.
6.

. Construire un estimateur A de par la méthode des moments. Est-il consistant?

Calculer I'estimateur du maximum de vraisemblance.
On rappelle que la somme S = >_" | X; de n variables indépendantes de loi expo-
nentielle £(\) suit une loi Gamma G(n, \) de densité définie pour s > 0 par

n

9(s) = =" exp(—Az)

Calculer le biais de estimateur X

Déterminer un estimateur A\* sans biais et un estimateur \,, qui minimise le risque
quadratique parmi les estimateurs de la forme

~ c

A= ———, ot c>0.
‘ Z?:l Xi’

2* est-il préférable a \? Est-il admissible?

\* est-il consistant?

Montrer que v/n(A/A — 1) 5 A7(0,1)

Correction. 1. LGN (Var(X) = 1/)\? < 0o) donc X lestimateur empirique de l’espérance

converge ps vers IE(X1) = 1/A. Par continuité de la fonction inverse x — 1/x sur

A~

10, +oc[, lestimateur A = 1/X converge vers .

La log-vraisemblance des observations vaut L(A\; X) = nlogA — A>" | X;. En la

dérivant par rapport a X, on trouve A= 1/X. La log-vraisemblance étant strictement
concave, dL(X\; X)/dN\?* = —n/X? < 0, c’est bien un mazimum. L’estimateur des
moments et l'estimateur du mazximum de vraisemblance sont identiques.

La fonction caractéristique de la lor exponentielle est
Vx(t) = E(e™X) = / N dy = (1 —it/\)7!
0

La fonction caractéristique de la somme de n variables indépendantes est le produit
des fonctions caractéristiques de chaque variable

bs(t) = jli[ldjxi(t) = ﬁ (Aiit) B (Aiz’ty

j=1

On reconnait la fonction caractéristique d’une loi I'(\,n) de densité
/\n

P )

n—1_—As
s" e (550
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1 1A
IE - — - n—1_-—2As d
(s) / sTm)” © 0 7
e8] n—1
— A / A Sn—2e—)\5 ds
A

n—1

On en déduit le biais de X = ]E(X) —A=An/(n—1)—=1)=A/(n—1) sin > 1.
Sinon, IE(X) = oo. )
Remarque: X est non biaisé pour estimer IE(X) = 1/\, mais 1/X est biaisé pour

estimer \ .

4. On propose Uestimateur sans biais \* = (n—1)/S. On calcule le moment d’ordre 2
de S

= (%) "o 1?<n 5 <nAn—_z2)>>! e ds = 5 S(n =

o () - () -

Donc, pour tout ¢ > 0,

soit

R(}‘\c) = IE)\((S - )‘)2) = Var()\\c) + [B(/)‘\c)]Q

)\262 2 C ’
= (n—1)2(n—2)+/\ (n_l—l)
:(n—SM—aﬂg—%n—%wﬂn—UW—m)

est minimum en pour 2c —2(n —2) =0, soit c=n—2. On a:

RQm) = R(a) = X/(n = 1)
R(X) = R(a)=N/(n-2)
R(\) = R(O)=Xn+2)/[(n—2)(n—1)

soit

-~ ~ ~

R > R(Y) > R(\n)

Donec \* est préférable a X, mais il est dominé par A = (n—2)/S qui est de risque
strictement inférieur, quelque soit A. Il n’est donc pas admissible.

5. Son risque tend vers 0, donc il est convergent en moyenne quadratique, donc con-
sistant.

Rem: Etant préférable a X et \ étant consistant, Nt est aussi consistant
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6. Application directe du TCL (somme des composantes d’un échantillon iid de loi mére
de variance finie), /(X — 1/A)//Var(X1) — N(0,1) avec Var(X;) = 1/,

Exercice 3.
L’angle 6 selon lequel sont émis des électrons lors de désintégrations est tel que cos € suit
une distribution de densité

1+ ax

frreR— a[—1,1](z).

Le paramétre « est un coefficient de polarisation; pour des raisons physiques, || < 1/3.

1. Vérifier & quelle condition f est une densité.

2. Déterminer I’équation permettant le calcul de I’estimateur du maximum de vraisem-
blance de « & partir de n mesures X;. Comment la résoudre?

3. Construire un estimateur a; de o par la méthode des moments et montrer qu’il est
consistant. Déterminer la loi asymptotique de ajy.

Correction. 1. f(z) >0 et [, f(x)dr =1

2. La log-vraisemblance vaut L(c;; X) = Y"1 log ((1 + aX;)/2). On résout dL(a; X)/da =
0, soit > X;/(1+ aX;) = 0 qui est une équation non linéaire en . La drivée
seconde est bien négative. Elle n’a pas de solution explicite, et on utilise un schéma
numérique (par ex un algorithme de Newton) pour calculer 'EMYV. La log-vraisemblance
étant strictement concave, le point d’initialisation de l’algorithme n’a pas dimportance.

3. IB(X) = «/3 donc ay = 3X. LGN pour consistance (la loi mére est de carré
intégrable Var(X) = (3 — a?)/9 < o0).

TCL pour obtenir la loi asymptotique. Pour n suffisamment grand:
- 3—a?
Bt TN <a, )
n

C’est une loi approchée a distance finie.

Exercice 4.
On considére X7, ..., X, un échantillon dont la loi a pour densité

1) = (=04 37 ) (o), o<1

1. Déterminer par la méthode des moments I'estimateur 0 de 6. Quel est son risque?

2. Etudier sa consistance et sa convergence en loi.
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3. Proposer un estimateur consistant \7n de la variance de 9. Quelle est la loi asymp-
totique de la statistique 7}, = (é\— 0)/\/V,,?

Correction. 1. IE(X) = 1 — 0. Si l'on dispose d’un n-échantillon de méme loi que

X, 0=6(1-X).

- - 36 36 /1 0 602\ 1 6
R(G,H)-Var(@)—%\/ar()()—?Var(X)—g(E—i-%—%)—ﬁ<3+59—9)

2. Applications de la LGN et du TLC + lemme de Uapplication continue (transf.
linéaire).

3. On estime la variance de 0 par \7n = % (3 + g@— 92 , on obtient un estimateur
consistant par application de LGN et du lemme de 'application continue.

-~

La statistiqgue normalisée

a encore pour loi asymptotique une loi gaussienne

—~

Va
centrée réduite par le lemme de Slutsky.



