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TD2: Convergence d'estimateurs

Exercice 1.

Soit (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) un n-échantillon iid de loi mère telle que IE(X2
1 ) et IE(Y 2

1 ) soient
�nis. Soit

Cn =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )

1. Montrer que Cn = 1
n

∑n
i=1XiYi − X̄Ȳ .

2. Montrer que Cn est biaisé pour estimer cov(X1, Y1).

3. Montrer que Cn est un estimateur consistant de cov(X1, Y1).

4. Proposer un estimateur consistant et sans biais de cov(X1, Y1).

Correction. 1.

Cn =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )

=
1

n

(
n∑
i=1

XiYi −
∑
i

XiȲ −
∑
i

YiX̄ + nX̄Ȳ

)

=
1

n

n∑
i=1

XiYi − 2X̄Ȳ + X̄Ȳ

=
1

n

n∑
i=1

XiYi − X̄Ȳ

2. Par linéarité de l'espérance et indépendance des (X1Y1, . . . , XnYn):

IE(Cn) =
1

n

n∑
i=1

IE(XiYi)− IE(X̄Ȳ )

=
n

n
IE(X1Y1)−

1

n2
IE

(
n∑
i=1

Xi

n∑
i=1

Yj

)

= IE(X1Y1)−
1

n2

(
n∑
i=1

IE(XiYi) +
∑
i 6=j

IE(XiYj)

)

= IE(X1Y1)−
n

n2
IE(X1Y1)−

n(n− 1)

n2
IE(Xi)IE(Yj)

=
n− 1

n
cov(X1, Y1)

L'estimateur est donc biaisé, mais asymptotiquement sans biais.
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3. Les v.a. Xi et Yi admettent une espérance donc IE[|XiYi|] 6 1
2

(IE[X2
i ] + IE[Y 2

i ]) <
+∞. Par indépendance des Xi entre eux, des Yi entre eux et des XiYi entre eux,
1 6 i 6 n, la loi des grands nombres entraîne que

X̄n
IP−→

n→+∞
IE[X], Ȳn

IP−→
n→+∞

IE[Y ], et
1

n

n∑
i=1

XiYi
IP−→

n→+∞
IE[XY ].

Nous en déduisons que (Cn)n>1 converge en probabilité vers cov(X, Y ), d'où la con-
sistance.

4. C̃n = (n− 1)/nCn est sans biais, et consistant car si Tn est une suite d'estimateur
consistant de θ et an une suite de réels convergeant vers a, alors anTn est un esti-
mateur consistant de aθ. Ce résultat se déduit du théorème de Slutsky qui est un
peu plus général ou se démontre directement. Il sera considéré comme acquis par la
suite.

Si Wn est un estimateur consistant de θ et si (an)n>1 est une suite de réels con-
vergeant vers a alors anWn est un estimateur consistant de aθ. En e�et

∀n > 1 |anWn − aθ| = |an(Wn − θ) + (an − a)θ)| 6 |an||Wn − θ|+ |an − a||θ|.

Soit ε > 0. Il existe nε > 1 tel que, pour tout n > nε, |an − a||θ| 6 ε/2 et
|an| 6 |a|+ 1. Donc

∀n > nε |anWn − aθ| 6 (|a|+ 1)|Wn − θ|+
ε

2
.

Par conséquent

∀n > nε IP
(
|anWn − aθ| > ε

)
6 IP

(
(|a|+ 1)|Wn − θ| >

ε

2

)
−→
n→+∞

0.

Variante avec une hypothèse supplémentaire: L'estimateur C̃ = n
n−1Cn est sans

biais. Si E(X4
i ) <∞ et IE(Y 4

i ) <∞, Var(Cn) <∞. On a:

Var(C̃) = Var

(
n

n− 1
Cn

)
=

(
n

n− 1

)2

Var(Cn)

a le même comportement que celle de Cn et tend donc vers 0. L'estimateur converge
en moyenne quadratique, il est donc consistant.

Exercice 2.

Soit un n-échantillon de loi exponentielle E(λ) de paramètre λ > 0 et de densité dé�nie
pour tout x ≥ 0 par f(x) = λ exp(−λx). On souhaite estimer λ.
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1. Construire un estimateur λ̂ de λ par la méthode des moments. Est-il consistant?

2. Calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance.

3. On rappelle que la somme S =
∑n

i=1Xi de n variables indépendantes de loi expo-
nentielle E(λ) suit une loi Gamma G(n, λ) de densité dé�nie pour s ≥ 0 par

g(s) =
λn

Γ(n)
sn−1 exp(−λx)

Calculer le biais de l'estimateur λ̂.

4. Déterminer un estimateur λ̂∗ sans biais et un estimateur λ̂m qui minimise le risque
quadratique parmi les estimateurs de la forme

λ̂c =
c∑n

i=1Xi

, où c > 0.

λ̂∗ est-il préférable à λ̂? Est-il admissible?

5. λ̂∗ est-il consistant?

6. Montrer que
√
n(λ/λ̂− 1)

L−→N (0, 1)

Correction. 1. LGN (Var(X) = 1/λ2 <∞) donc X̄ l'estimateur empirique de l'espérance
converge ps vers IE(X1) = 1/λ. Par continuité de la fonction inverse x → 1/x sur

]0,+∞[, l'estimateur λ̂ = 1/X̄ converge vers λ.

2. La log-vraisemblance des observations vaut L(λ;X) = n log λ − λ
∑n

i=1Xi. En la

dérivant par rapport à λ, on trouve λ̂ = 1/X̄. La log-vraisemblance étant strictement
concave, dL(λ;X)/dλ2 = −n/λ2 < 0, c'est bien un maximum. L'estimateur des
moments et l'estimateur du maximum de vraisemblance sont identiques.

3. La fonction caractéristique de la loi exponentielle est

ψX(t) = IE(eitX) =

∫ ∞
0

eitxλe−λx dx = (1− it/λ)−1

La fonction caractéristique de la somme de n variables indépendantes est le produit
des fonctions caractéristiques de chaque variable

ψS(t) =
n∏
j=1

ψXi
(t) =

n∏
j=1

(
λ

λ− it

)
=

(
λ

λ− it

)n
On reconnait la fonction caractéristique d'une loi Γ(λ, n) de densité

fS(s) =
λn

Γ(n)
sn−1e−λs1I(s>0)
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IEλ

(
1

S

)
=

∫ ∞
0

1

s

λn

Γ(n)
sn−1e−λs ds

=
λ

n− 1

∫ ∞
0

λn−1

(n− 2)!
sn−2e−λs ds

=
λ

n− 1

On en déduit le biais de λ̂ = IE(λ̂) − λ = λ(n/(n − 1) − 1) = λ/(n − 1) si n > 1.

Sinon, IE(λ̂) =∞.
Remarque: X̄ est non biaisé pour estimer IE(X) = 1/λ, mais 1/X̄ est biaisé pour
estimer λ .

4. On propose l'estimateur sans biais λ̂∗ = (n− 1)/S. On calcule le moment d'ordre 2
de S

IEλ

(
1

S2

)
=

λ2

(n− 1)(n− 2)

∫ ∞
0

λn−2

(n− 3)!
sn−3e−λs ds =

λ2

(n− 1)(n− 2)
.

soit

Var

(
1

Sn

)
=

λ2

(n− 1)(n− 2)
−
(

λ

n− 1

)2

=
λ2

(n− 1)2(n− 2)

Donc, pour tout c > 0,

R(λ̂c) = IEλ((S − λ)2) = Var(λ̂c) + [B(λ̂c)]
2

=
λ2c2

(n− 1)2(n− 2)
+ λ2

(
c

n− 1
− 1

)2

=
λ2

(n− 1)(n− 2)
(c2 − 2(n− 2)c+ (n− 1)(n− 2))

est minimum en pour 2c− 2(n− 2) = 0, soit c = n− 2. On a:

R(λ̂m) = R(λ̂n−2) = λ2/(n− 1)

R(λ̂∗) = R(λ̂n−1) = λ2/(n− 2)

R(λ̂) = R(λ̂n) = λ2(n+ 2)/[(n− 2)(n− 1)]

soit
R(λ̂) > R(λ̂∗) > R(λ̂m)

Donc λ̂∗ est préférable à λ̂, mais il est dominé par λ̂m = (n− 2)/S qui est de risque
strictement inférieur, quelque soit λ. Il n'est donc pas admissible.

5. Son risque tend vers 0, donc il est convergent en moyenne quadratique, donc con-
sistant.

Rem: Etant préférable à λ̂ et λ̂ étant consistant, λ̂∗ est aussi consistant
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6. Application directe du TCL (somme des composantes d'un échantillon iid de loi mère

de variance �nie),
√
n(X̄ − 1/λ)/

√
Var(X1)

L−→N (0, 1) avec Var(X1) = 1/λ2.

Exercice 3.

L'angle θ selon lequel sont émis des électrons lors de désintégrations est tel que cos θ suit
une distribution de densité

f : x ∈ IR 7−→ 1 + αx

2
1I[−1, 1](x).

Le paramètre α est un coe�cient de polarisation; pour des raisons physiques, |α| ≤ 1/3.

1. Véri�er à quelle condition f est une densité.

2. Déterminer l'équation permettant le calcul de l'estimateur du maximum de vraisem-
blance de α à partir de n mesures Xi. Comment la résoudre?

3. Construire un estimateur α̂M de α par la méthode des moments et montrer qu'il est
consistant. Déterminer la loi asymptotique de α̂M .

Correction. 1. f(x) ≥ 0 et
∫ 1

−1 f(x)dx = 1

2. La log-vraisemblance vaut L(α;X) =
∑n

i=1 log ((1 + αXi)/2). On résout dL(α;X)/dα =
0, soit

∑n
i=1Xi/(1 + αXi) = 0 qui est une équation non linéaire en α. La drivée

seconde est bien négative. Elle n'a pas de solution explicite, et on utilise un schéma
numérique (par ex un algorithme de Newton) pour calculer l'EMV. La log-vraisemblance
étant strictement concave, le point d'initialisation de l'algorithme n'a pas d'importance.

3. IE(X) = α/3 donc α̂M = 3X̄. LGN pour consistance (la loi mère est de carré
intégrable Var(X) = (3− α2)/9 <∞).

TCL pour obtenir la loi asymptotique. Pour n su�samment grand:

α̂M
appr∼ N

(
α,

3− α2

n

)
C'est une loi approchée à distance �nie.

Exercice 4.

On considère X1, . . . , Xn un échantillon dont la loi a pour densité

f(x) =

(
(1− θ) +

θ

2
√
x

)
1[0,1](x), θ ∈ [0, 1].

1. Déterminer par la méthode des moments l'estimateur θ̂ de θ. Quel est son risque?

2. Etudier sa consistance et sa convergence en loi.
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3. Proposer un estimateur consistant V̂n de la variance de θ̂. Quelle est la loi asymp-

totique de la statistique Tn = (θ̂ − θ)/
√
V̂n?

Correction. 1. IE(X) = 1
2
− 1

6
θ. Si l'on dispose d'un n-échantillon de même loi que

X, θ̂ = 6(1
2
−X).

R(θ̂, θ) = Var(θ̂) = 36Var(X) =
36

n
Var(X) =

36

n

(
1

12
+

θ

30
− θ2

36

)
=

1

n

(
3 +

6

5
θ − θ2

)
2. Applications de la LGN et du TLC + lemme de l'application continue (transf.

linéaire).

3. On estime la variance de θ̂ par V̂n = 1
n

(
3 + 6

5
θ̂ − θ̂2

)
, on obtient un estimateur

consistant par application de LGN et du lemme de l'application continue.

La statistique normalisée
θ̂ − θ√
V̂n

a encore pour loi asymptotique une loi gaussienne

centrée réduite par le lemme de Slutsky.
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