Lycée Carnot - ECS1B Matthias Gorny

Correction de quelques exercices de la feuille
de TD 23

I Somme d’espaces vectoriels et supplémentaire

Exercice 2. Notons E I'ensemble des suites réelles convergentes, F' |I'ensemble des suites réelles constantes et G
I'ensemble des suites convergentes vers 0. Montrer que £ = F & G.

Correction : A VENIR

Exercice 4. Notons F = {f € C°(R)|f est constante}, G_ = {f € C°R)]| f est nulle sur [0, +oo[} et
G. = {f € C°R)|f est nulle sur |—oc,0]}. Montrer que F, G_ et G sont des s.e.v de C°(R) et que
COR)=FaG_®Gy.

Correction : On commence par vérifier que F, G_ et G sont des s.e.v de C°(R). Je vous laisse le détailler.
Montrons que C°(R) = F & G_ @ G

e Soit f € CO(R). Posons g1 : t € R — £(0),

e L e R B

Onagi€F,g2€G_,g3€Gret f=g1+ga+gs AinsiC'(R) = F +G_ +Gy4.

e Soient f1 € F, fo € G_, f3 € G4 tels que f1 + fo + f3 est la fonction nulle. En évaluant en 0, on obtient
0= f1(0) + f2(0) + f3(0) = f1(0). Puisque f; est constante, il s'agit donc de la fonction nulle. On évalue
ensuite en ¢ > 0 et on obtient que 0 = f1(0) + f2(t) + f3(t) = f3(t). Ainsi f3 est nulle sur [0, +oc[. Mais
elle est aussi nulle sur |—o0, 0] si bien qu'il s'agit elle aussi de la fonction nulle. Nous en déduisons que fs
est la fonction nulle également. Par conséquent la somme est directe.

Nous avons montré que toute fonction continue sur R s'écrit de maniére unique somme la somme d’une fonction
constante, d'une fonction continue nulle sur |—o0o, 0] et d'une fonction continue nulle sur [0, +oo[.

Exercice 5. Soit (F;)1<i<n une famille de s.e.v de E. Montrer que la somme F; + --- 4+ F,, est directe si et
seulement si, pour tout k € [2,n], Fi, N (F1 + -+ Fx—1) = {0}.

Correction :

e Supposons que la somme Fj + - - - + F,, est directe. Soit k € [2,n] et z € F N (F1 + -+ + Fi_1). Il existe
(1,...,25_1) telquez =21+ -+ 2k_1. Onadonc x1 + - -+ xx_1 + (—x) = 0 et, puisque (—x) € Fy,
nous obtenons que 1 = --- = a1 = —x = 0. Ainsi Fy N (F1 +--- 4+ Fx_1) = {0}.

e Réciproquement supposons que la somme Fj + --- + F,, ne soit pas directe. Il existe alors un vecteur
(z1,...,2y) non nul dans F} X --- x F, tel que 1 + -+ + x, = 0.

Notons k le plus grand entier compris entre 1 et n tel que x, # 0 (et on a forcément k > 2 puisqu'au moins
un des z;, 1 < i < nestnonnul). Onaalors 0 =x; + -+ z; et donc

xp=—(r14+ - +ap_1) EFN(FL+ -+ Fr_1)

tandis que x, # 0. Nous venons de montrer que si F; +- - -+ F), n'est pas directe, alors il existe k € [2,n] tel
que F N (Fy + -+ Fx_1) # {0}. Par contraposée, si F;, N (Fy + -+ Fy_1) = {0} pour tout k € [2,n],
alors la somme est directe.



Il Applications linéaires, image et noyau

Exercice 7. Parmi les applications suivantes, lesquelles sont des applications linéaires ?

) R — R3 6) R — RS
(@,y,2) +— (2y,9,%2) (z,y,2) — (0,24 2,2—-y,0,0,2 + 22)
2) R* — R 7) R? — R*
(v,y,2,t) — 2018(x —y+2z—1) (z,y,2,t,u) +— (Lz+y,z+tt+u)
3) RX] — R[X] 8 R? — M3(R)
P +— P(X+1)-2P(X) 0 a b
(a,b) — —a 0 a+bd
4) My ,p(R) — M,a(R) b a—b 0
A — tA 0
9) C°([0,1],R)
A — A2 - 3A+21, f — /tf

Correction : On note f ces applications. Sauf la derniére que I'on notera ¢.
1) Traité en cours.
2) Traité en cours.
3) Soient (P,Q) € R[X]?> et A€ R. On a

FOP+Q)=(AP+Q)(X +1)+2\P+Q)(X)
=AP(X + 1)+ Q(X +1)+2(A\P' + Q") (X)
=AP(X +1)+Q(X + 1)+ 2\P'(X) +2Q(X)
=AMP(X +1)-2P (X)) +Q(X +1) —2Q"(X) = MNf(P) + f(X).
Ainsi f € Z(R[X]).
4) Traité en cours.
5) Traité en cours.
6) Soient (x,y,2) € R3, (2/,y/,2) e R® et \€ R. On a

f()\(x,y,z)+(:v’,y',z ) f()\:U—I-x Xy +y A2+ 2)
=0,z +2)+ Az +2),(Az+2) = Ay +9),0,0, Az + ') +2(A\z + 2))
= (0,A=z +2)+ (@ +2),Az—y)+ (2" —¥),0,0,A\(z + 22) + (¢/ + 22'))
—)\(O T4+ 2,2—19,0,0,x+22)+ (0,2 + 2,2 —4,0,0,2" +22)
= M(2,y,2) + f(2',y, 7).

Ainsi f € Z(R3,R?).
7) Traité en cours.
8) Soient (a,b) € R?, (¢,d) € R? et A€ R. On a

0 Aa+c Ab+d
f(M(a,b) + (¢,d)) = f(ha+c,\b+d) = (()\a +¢) 0 (Aa+c)+ (Ab+ d))
—(Ab+d) (Aa+c)—(Ab+d) 0

0 Aa Ab 0 c d
= | -)Xa 0 Aa+ b | + | —c 0 c+d
—Ab Aa—Xb 0 —d c—d 0
0 a b 0 c d
=\| —a 0 a+b|+ | —c 0 c+d
b a—0> 0 —d c—d 0
= )‘f(av b) + f(C, d)
Ainsi f € Z(R%, M, (R)).



9) Notons ¢ I'application de cette question. Soient f € CY([0,1],R), g € C°([0,1],R) et A € R. On a

1

1 1 1
<p(>\f—|—g):/0 t()\f+g)(t)dt:/0 ()\t)\f(t)+tg(t))dt:)\/0 tf(t)dt+/0 tg(t) dt

donc p(Af +g) = Ap(f) + (g). Ainsi f est une forme linéaire sur C°([0, 1], R).

Exercice 7. Parmi les applications suivantes, lesquelles sont des endomorphismes de C*°(R) ?

1) f— f' —2f"+3f, 2) f—expof 3) f+— (sin x f)

Correction :
1) Notons ¢ : f +—— [/ —2f" 4+ 3f. Pour tout f € C>®(R), on a f' € C®(R) et f” € C*(R) donc
e(f)=f—2f"+3f € C*(R).

Soient (f,g) € (C*(R))? et A€ R. On a

oA f+9)=Of+9) —200f+9)" +3\f+9)
=M\ +4d)=200"+4") +30\f +9)
=AMf =2f"+3f)+ (¢ — 29" + 39) = Xo(f) + ¢(g9)

Ainsi ¢ est un endomorphisme de C*°(R).
2) Notons ¢ : f +—— expof. Si f1 désigne la fonction constante égale a 1, alors f; € C°°(R). De plug
e 0(2f1) = expo(2f1) est la fonction constante égale a €.
e 2p(f1) =2 expofy est la fonction constante égale a 2e.
Ainsi ©(2f1) # 2¢(f1) et donc ¢ n'est pas un endomorphisme de C*°(R).
3) Notons ¢ : f — (sin x f)' = f'sin+fcos. On a cos € C°(R) et sin € C*°(R) donc, pour tout
f€C®R), onap(f)=[fsin+fcos € C*(R).
Soient (f,g) € (C*(R))?2 et A€ R. On a

O(Af +9g) = (Af +g) sin+(\f + g) cos
= (\f +¢)sin+(\f + g) cos
= A(f'sin+f cos) + (¢' sin +gcos) = Ap(f) + ©(g)

Ainsi ¢ est un endomorphisme de C*°(R).

Exercice 8. Soit f : (z,y,2) € R} — (y — 22,20 +y — 42z, +y — 32).
1) Montrer que f est un endomorphisme de R3.
2) Déterminer une base de Im(f) et une base de Ker(f).
3) A-t-on Ker(f) @ Im(f) = R3? Pouvait-on le prévoir?

Correction :
1) Je vous laisse le faire....
2) e Puisque ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est une base de R?, on a

Im(f) = Vect (f(1,0,0), £(0,1,0), f(0,0,1)) = Vect ((0,2,1), (1,1,1), (=2, —4, —3)).

On remarque que —(0,2,1) — 2+ (1,1,1) = (-2, —4, —3) donc Im(f) = Vect ((0,2,1),(1,1,1)).

Si (a, B) € R? est tel que a(0,2,1) + 3(1,1,1) = 0, alors a = 0, 2a + 8 = 0 donc a = 3 = 0. Ainsi
((0,2,1),(1,1,1)) est une famille libre. Nous en déduisons que ((0,2,1),(1,1,1)) est une base de

Im(f).



e Soit (z,y,2) € R3. On a

y — 2z =0
(z,y,2) € Ker(f) — 2 + y — 4z = 0
r + y — 3z = 0
2¢c + y — 4z = 0 L1 < Lo
= y — 2z =0
r + y — 3z = 0
2 + y — 42 = 0
= y — 2z =0
Yy - 2z = 0 L3%2L3—L1
2 + y — 42 = 0
= y — 2z =0
0 0 L3%L3—L2
{23: + y 4z
<~
y = 2z
= vz
Yy = 2z
= (xz,y,2) = 2(1,2,1)
Ainsi Ker(f) = Vect((1,2,1)).
3) Raisonnons par analyse/synthese.
e Soit (z,y,2) € R3. Supposons que
(r,y,2) = a(0,2,1)+ 5(1,1,1) +~(1,2,1)
N—_——
elm(f) eKer(f)
On a alors
B+ v =z
a + B+ v =z
20 + B + 2y =y Ly < Lo
donc 8 + v = xz
a + B8 + v =z
donc 8 + v =z
,8 = 22—y L3%2L3—L1
donc 8 + v =z
- v = 2z—y—x L3+ Lz — Lo
a = —xr+z
donc B = —y+2z
v = z+y—2z
et donc

(2,92) = (—y+22,—20 —y+ 42,2 -y + 2) + (@ +y — 22)(1,2,1).
Ainsi, si il y a une décomposition, alors elle est unique.
e Réciproquement, on vérifie que, pour tout (x,v,z) € R,
(—y+2z,—2x—y+4z,—x—y+32)+ (zr+y—22)(1,2,1) = (z,y, 2)

-~

elm(f) eKer(f)




e Ainsi Ker(f) @ Im(f) = R3.
On aurait pu remarquer que (—f) o (—f) = (—f) ~» EXERCICE.
Ainsi —f est un projecteur et, d'aprés le cours, Ker(—f) @& Im(—f) = R3. Ainsi Ker(f) @ Im(f) = R3.

Exercice 13. Soit f : (un)nen € RN — (Up11)nen.
1) Montrer que f est un endomorphisme de RY. Est-il injectif ?
2) Soit k € N. Déterminer une base de Ker(f*).
3) Montrer que f est surjectif.

Correction : A VENIR

Exercice 15. Soient F un K-ev. et f € Z(E). Montrer que Ker(f) = Ker(f?) si et seulement si
Ker(f) NIm(f) = {0}.

Correction : cf. exercice 1 du DM n° 15.

Exercice 17. Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E tel que, pour tout = € E, la famille (z, f(x))
est liée. Montrer que f est une homothétie, i.e. il existe A € K tel que, pour tout x € F, f(z) = Az.

Cet exercice est un immense classique. Voici la démarche a suivre : le fait que, pour un x € E donné quelconque,
la famille (x, f(x)) est liée signifie qu'il existe \, € K tel que f(x) = Ayx. Le but de cet exercice est donc de
montrer que A, ne dépend pas de x en fait.

1) Soit (x,y) une famille libre. En s'intéressant a x + y, montrer que A\ = \,,.
2) Soit (x,y) une famille liée avec = # 0 et y # 0. Montrer que A\, = \,.
3) Conclure.

Correction :

1) Supposons que (x,y) est une famille libre. Puisque f est linéaire, on a f(z +y) = f(x) + f(y) donc
Aoty +y) = Az + Ayy. Ainsi (Agiy — Az)x + (Az1y — Ay)y = 0. Puisque (z,y) est libre, nous obtenons
que A\pyy — Az =0 et A\ppy — Ay =0 et donc A\, = A,

2) Supposons que (z,y) est une famille liée avec x # 0 et y # 0. |l existe alors o # 0 tel que x = ay. Puisque
f est linéaire, on a

Aty = A = f(x) = floy) = af (y) = adyy.
Ainsi a(A; — Ay)x = 0 et donc A, = A,
3) Concluons. Choisissons x # 0 quelconque et notons A = \,. Soit y € E.
o Si (x,y) est libre, alors f(y) = A\yy = Aoy = M.
o Si(x,y) est liée et y # 0, alors f(y) = Ayy = Ay = Ay.
e Siy=0, alors f(y) =0=\y.
Ainsi f(y) = Ay. Nous en déduisons que f est une homothétie de rapport \.

Exercice 18. Soient F, E’, F et F’ des K-espaces vectoriels. Soient ¢ un isomorphisme de E sur E’ et 1) un
isomorphisme de F sur F’. Montrer que I'application #(E,F) — Z(F, F’)1 est bien définie et est un
isomorphisme. —> Yo fop”

Correction : A VENIR
Exercice 19. Pour tout f € C°(R,,R), on définit I'application
T(f): Ry — R
N i/o ftydt si z>0, |,
F0) s z=o.

puis I'application 7: C°(R,,R) — CYR,,R) .
f —  T(f)



1) Montrer que T(f) € C°(R4,R) pour tout f € CO(R,,R).

2) Montrer que T est un endomorphisme de C°(R,,R).

3) Montrer que T est injective.

4) Soit g € Im(T)). Montrer que g est de classe C'! sur R*.. Est-ce que T est surjective ?
)

5) Déterminer Im(T').

Correction : Les questions 1 a 4 ont été traitée en cours. Occupons-nous de la question 5.

T

Si g € Im(T"), alors il existe f continue sur R telle que f(0) = g(0) et, pour tout x € RY, zg(x) = / f(t)dt.
0

Cette égalité évidemment reste vraie pour = 0. Nous en déduisons que la fonction 2 +— xg(z) est de classe C'*
sur Ry et que f est sa dérivée. Plus précisément :

Ve e RY, f(z) = z2d' (z) + g(z).

On a déja montré que g est continue sur R et que ¢g(0) = f(0). Par conséquent lim+ zg'(z) = f(0) — g(0) = 0.
z—0
Nous en déduisons que

Im(T) C A= {g c C°(R;,R)

z— zg(x) € CI(R+,R)}.

Réciproquement, donnons-nous g continue sur R telle que 2 — xg(x) est de classe C! sur R,. Notons f la
dérivée de © — xg(x) de telle sorte que

VeeR,  gla) =1 [ F0d=T(H)@),
Par définition, on a aussi

T/(0) = £(0) = tim 2D =990 _ i o) = g(0),

z—0+t z—0 z—0T

puisque g est continue en 0. Nous en déduisons que g = T'(f) € Im(T"). Finalement Im(7") = A.

Il Polyndomes d’endomorphisme

Exercice 20. Soient F un K-e.v. et f € Z(E) tel que le polynéme f? = 5Idg —4f.
1) Montrer que f est un automorphisme et déterminer f~! en fonction de f.
2) Soit n € N. Montrer qu'il existe (a,,b,) € K2 tel que f* = a,f + b, Idg.
3) Exprimer, pour tout n € N, a,, et b, en fonction de n.
On pourra montrer que (ay)nen Suit une relation de récurrence linéaire d’ordre 2.

Correction : A VENIR

IV Projection vectorielle et projecteurs
Exercice 22. Reprendre les exercices 1, 2 et 4 en explicitant les projections sur F' (resp. sur GG) parallelement a G
(resp. F).
Correction :
e Exercice 1.

— La projection sur E parallelement a F' est

T—Y—2 Y—T— 2 z)

: —
p:(2,y,2) < SR 5



— La projection sur F' paralléelement a E est

r+yt+z x+y+=z

)

q:(mayv'z)’—><

2 2

e Exercice 2.
— La projection sur G parallélement a F' est

p: (un)neN — (Un - oo

— La projection sur F' parallelement a G est

lim (7
k—+o00

0 (un)nert — (

e Exercice 3.
— La projection sur F' parallelement a G_ & G4 est
pr o (x> 9(0)).
— La projection sur G_ parallelement a F' & G4 est

o(r) — ¢(0)

pG_Z(pl—><$|—>{ 0

— La projection sur G parallélement a F'® G_ est

p(x) — ¢(0)

pG+:g0i—><£L‘i—>{ 0

lim  uy

o).

)nGN
>n€N

t<0
t>0

)
).

t>0
t<0

Exercice 24. Soit p : (z,y,2) € R — (z+2,y+2,0) € R3. Montrer que p est un projecteur de R3. Déterminer
des sous-espaces vectoriels F' et G tels que p est la projection sur F' parallélement a G (on en donnera des bases).

Correction :
Ensuite, pour tout (z,y,2) € R3,

Remarquons que p € Z(R?) (je vous laisse détailler ce point... c’est ultra classique et facile).

pop(z,y,z)=ppz,y,2)) = ((x +2)+0,(y+2)+0, 0) = p(z,y, 2).

Ainsi pop = p et donc p est un projecteur de R3.

Il s’ensuit que p est la projection sur F' = Im(p) = Ker(Idgs —p) parallélement G = Ker(p).

e Soit (z,y,2) € R3. On a

(r,y,2) € F — (z,y,2) —p(x,y, 2
r—(r+2) =
= y—(y+z) =
z—0 =
= z=0
e

= (0,0,0)

(x7 y? Z) = x(l?()? 0) + y(()? 17 0)

Ainsi F' = Vect((1,0,0),(0,1,0)) et il est immédiat que ((1,0,0),(0,1,0)) est libre.

e Soit (z,y,2) € R3. On a

(x,9,2)€G <= pa,y,2) = (0,0,0)
— {x+z =0
y+z =0
= rT=y=—2
— (x,y,2) = 2(—1,-1,1)

Ainsi G = Vect((—1,—1,1)).



Exercice 27 (symétries et involutions). Soit £ un K-e.v. Soient F' un s.e.v de E et G un supplémentaire
de F' sans E. Pour tout x € FE, il existe un unique couple de vecteurs (u,,v;) € F X G tel que © = uy + v,.
L'application s : € E — u, — v, est appelée symétrie (vectorielle) par rapport a F' parallélement a G.
1) a) Montrer que s € Z(E).
b) Que dire de I'endomorphisme p = (s +1dg)?
c) Montrer que s est un automorphisme de E et que so s =Idg.

d) Montrer que F' = Ker(s — Idg) et G = Ker(s + Idg).

2) Soit u un automorphisme de E tel que u~!

a) Montrer que E = Ker(u — Idg) @ Ker(u + Idg).

= u (on parle d'involution de E).

b) Montrer que u est la symétrie par rapport a Ker(u — Idg) paralléelement a Ker(u + Idg).

Correction :

1) a) Pour tout (z,y) € E?, il existe (ug, ty, vz, vy) € F? x G* uniquement déterminés tels que = = uy + v,
et y = uy + vy. Pour A € K, nous avons Az + y = (Aug + uy) + (Avg + vy) avec (Aug +uy) € F et
(Mvg+vy) € G. Par conséquent s(Az+y) = Aug+uy—(Avg+vy) = Mug—vg)+(uy—vy) = As(z)+s(y).
Ainsi s est un endomorphisme de FE.

1 1
b) Soit z € E. On a p(z) = 5(5(90) +x) = i(um — Uy + Uy + Vy) = uy. Ainsi p est la projection sur F
parallélement a G.

c) Soit z € E. On a sos(x) = s(uy —vg) = ugy — (—vg) = ug + vy = x. Ainsi sos = Idg et donc s est
un automorphisme dont la réciproque est s.

d) e Siz € F alors u = u, et donc s(z) = s(uy) = u, = z, c'est-a-dire x € Ker(s — Idg).
Réciproquement, si s(z) = x alors u; + v, = u; — v, donc v, =0 et donc x = u, € F.

e Siz € G alors u = v, et donc s(z) = s(vy) = —v, = —x, c'est-a-dire Ker(s + Idg). Réciproque-
ment, si s(x) = —x alors u; + v, = —uy; + v, donc u, = 0 et donc = = v, € G.

2) a) Pourtoutz € E, z =y+zavecy = 5(z + s(z)), 2 = 5(s — s(x)) et

1

(s(x) —sos(x)) ==(s(x) —x) = —=z.

(s(x) +505(@) = > (s@) +2) =y, s(2) = :

s(y) = 5

N =
N =

Ainsi E = Ker(s —Idg) + Ker(s + Idg). De plus si z € Ker(s — Idg) N Ker(s +Idg), alors s(z) =z
et s(x) = —z donc © = —x et donc = 0. Ainsi Ker(s — Idg) N Ker(s + Idg) = {0}. Nous en
déduisons que E = Ker(s — Idg) & Ker(s + Idg).

b) Enfin, pour tout z =y + z € E = Ker(s — Idg) @ Ker(s + Idg), s(x) = s(y) + s(z) = y — z. Nous
en déduisons que s est la symétrie par rapport a Ker(s — Idg) parallelement a Ker(s + Idg).
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