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Equations aux dérivées partielles/Partial Differential Equations

Une formulation tourbillon-vitesse-pression pour le
probléme de Stokes

Frangois Dusols

Résumé — On propose une formulation variationnelle mixte tourbillon-vitesse-pression du pro-
bléme de Stokes dans un ouvert borné de R? ou R® qui permet de prendre en compte des conditions
limites trés générales sur ces trois champs. Le probléme obtenu est bien posé et s’approche
naturellement a 'aide d’éléments finis vectoriels

A vorticity-velocity-pressure formulation for the Stokes problem

Abstract — We propose a mixed variational formulation involving vorticity, velocity and pressure
fields in a bounded open set of R> or R® which takes into account very general boundary conditions
for these fields. The problem is well posed and is naturally approximated with help of vectorial finite
elements.

1. MOTIVATION PHYSIQUE ET NUMERIQUE. — Soit Q un ouvert borné de R"(n=2 ou 3)
de fronticre I' réguliére. Le probléme de Stokes, dont la bonne compréhension mathéma-
tique est fondamentale pour aborder I’étude des équations de Navier Stokes d’un fluide
visqueux incompressible (voir par exemple Temam [16] ou Girault-Raviart [9]) s’écrit de
fagon classique a I'aide d’une formulation primale en vitesse-pression (u, p) :

(1) —vAu+Vp=f dans Q
2 diva=0 dans Q
3) u=0 surl

ou v>0 est une constante qui décrit la viscosité cinématique du fluide et f le second
membre. L’'introduction de conditions aux limites en pression a été étudiée par Bégue et
coll. [2]. Toutefois cette étude ne permet que certains couplages entre les conditions
limites en tourbillon, vitesse et pression et suppose une hypothése non triviale de
relévement des conditions aux limites qui semble non optimale.

Par ailleurs de nombreux praticiens de la mécanique des fluides numérique approchent
numeériquement en maillage quadrangulaire cartésien les équations de Navier-Stokes a
Iaide des « grilles décalées » entre la vitesse et la pression, caractéristiques de la méthode
MAC de Harlow et Welch [11], connues en météorologie sous le nom de « grille C » de
Arakawa [1]. Cette discrétisation peut s’interpréter comme une approximation du champ
de vitesses dans I’espace H(div, Q) a I'aide de I’élément fini de degré un de Raviart-
Thomas [15] (et Nédélec [12] en dimension trois) et suppose également une discrétisation
de la pression dans I'espace L?(Q) 4 l'aide d’éléments finis de degré zéro discontinus.
Ceci constitue un crime variationnel pour le probléme (1)-(3), ot I'on suppose classique-
ment que la vitesse appartient a H' (Q). Récemment, Nicolaides [14] a réinterprété la
méthode MAC a I’aide de volumes finis duaux sur un maillage bidimensionnel en triangles
de Delaunay et polyédres de Voronoi. Dans cette Note, nous proposons une formulation
variationnelle triple tourbillon-vitesse-pression du probléme de Stokes qui permet de
prendre en compte naturellement divers types de conditions aux limites en pression (§ 2),
nous montrons que le probléme continu est bien posé dans R? ou R3, établissons un

Note présentée par Jacques-Louis Lions.
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résultat de régularité (§ 3) et envisageons son approximation par éléments finis vectoriels
§4).

2. FORMULATION TOURBILLON-VITESSE-PRESSION. — Comme pour la formulation fonction
courant-tourbillon (voir par exemple Girault-Raviart [9] et Nédélec [13]), nous réécrivons
'opérateur — v Au sous la forme vrot® ou le tourbillon o est défini par la relation :

4 o=rotu dans Q, ot wo(x)eR?"™3
ce qui conduit & réécrire I’équation de 'impulsion (1) sous la forme
(%) vroto+Vp=f dans Q.

Nous multiplions I’équation (4) par une fonction test ¢ appartenant d I’espace H (rot, Q)
(défini par exemple dans Dautray-Lions [4] ainsi que tous les autres espaces de Sobolev
utilisés dans cette Note) et intégrons par parties le second terme, nous multiplions
I’équation (5) par un champ de vecteurs test v dans H(div, Q) et intégrons par parties le
terme contenant la pression et nous multiplions enfin la contrainte d’incompressibilité
(2) par une fonction test ¢ appartenant 4 L? (). En notant (., .) le produit scalaire L?
et { ., . ) les diverses dualités sur la frontiére, nous en déduisons :

(6) oweH(rot, Q), ueH(div,Q), pel?(Q)

@) (®, @)—(u, rot@)={(nxu, ¢, VoeH(rot, Q)

8) v(rotw, v)—(p, divv)=(, vy—<{p, v.n), VveH (div, Q)
Q) (divy, g)=0, Vgel?(Q).

La réécriture sous forme variationnelle (6)-(9) du probléme de Stokes fait naturellement
apparaitre deux conditions de Dirichlet pour le tourbillon et la composante normale de
la vitesse (voir aussi Girault [8]) :

(10) oxn=0, sur [y, 0,e(TH§Z(Ty), divp6,e(Hy )

(1) u.n=g, sur I, goeHY*(T,)

ainsi que deux conditions de Neumann pour la composante tangentielle de la vitesse et
la pression

(12) nxu=c, sur I, o,eTH} (T,

(13) p=m, sur I, meeHF(T)

ou P'on a effectué deux partitions de la frontiére I du type suivant qui généralisent les
hypothéses de Bégue et coll. [2] :

14) F=I—"6UI—',=F,,,UTP, avee LyNI =T, NT,=d.

En introduisant les espaces fonctionnels appropriés, 4 savoir

(15) W={peH(ot, Q), pxn=0 sur Iy}

(16) X={veH(div, Q), v.n=0 sur I, }

an { Y=L*(Q) i mesI?I,%O,
Y={qeL*(Q), (g, N=0} si mesI",=0,

(18) We={@eH(ot, Q), pxn=0, sur I'y}

(19) X,,={veH(div, Q), v.n=g, sur ', }

nous reformulons le probléme (6)-(9) de la fagon suivante :

(20) weW,, ueX,, peyY’

21 (@, @)—(u, rot@)={0o, ®), VoeW
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(22) v(rotao, v)—(p, divv)=(f, v)—{m,, v.n), VveX
(23) (divu, ¢)=0, VgeY'

3. ETUDE DU PROBLEME CONTINU. — Nous avons le

THEOREME 1. — Soient W, X, Y, Z des espaces de Hilbert réels tels que W et X soient
inclus dans Z. On note (., .) [respectivement (., .)o] le produit scalaire dans I'espace Z

(respectivement Y). Soient R:W — X et D:X —>Y deux applications linéaires continues
telles que

@) ImRckerD
(i) dy>0, inf sup _(Dv, q)o Z
acy vex |||kl qlly

(i) 3p>0, inf sup 259 op

vekerD ¢geW HU”x”(P”w
@iv) 38>0, YeekerR, (9, 9)Z8] ol
™) 3a>0, YoeWN(kerR)',  (Ro, Ro)zalo]f
Alors, étant donné E= (A, |, V) appartenant respectivement a W', X' et Y, le probléme
(24) (@, u, p)e WX X XY
25) (@, 0)+w, Re)=(h ¢), VoeW
(26) (Ro, v)+(p, Dv)={y, v), YoeX
@7 (Du, )={v,q), VqeY’
a une solution unique (0 (8), u(B), p(B)) qui dépend continiiment des données :
. 3C>0, VEeW xX'xY,
(28) { — - -

Ne®llw+u@lx+llp @l =CUM lw-+ {1 flx+VIRD-

Nous en déduisons, aprés avoir vérifié la délicate condition inf-sup (iii) (particuliérement
lorsque 'ouvert Q n’est pas simplement connexe ou a une frontiére non connexe, voir
Dubois [6]) le

THEOREME 2. — Soit Q un ouvert borné de R"(n=2 ou 3) de frontiére I réguliére. On
suppose choisies en (14) deux partitions de la frontiére de sorte que I",, N\ 1", contienne une
partie analytique T, de mesure non nulle. Soient 0,, g,, G, et T, quatre traces surfaciques
appartenant aux espaces fonctionnels proposés aux relations (10) a (13), W, X, Y, W, et
X, les espaces de Sobolev définis en (15)-(19) et f un champ de vecteurs appartenant au
dual de l'espace X. Alors le probléeme de Stokes (20)-(23) a une solution unigue (®, u, p)
appartenant a Wy x X, X Y’ qui dépend continuement des données 6,, g4, Cq, T, et f.

THEOREME 3. — Sous les mémes hypothéses qu’au théoréme 2, si de plus f appartient a
L2(Q), si 0, appartient a l'espace fonctionnel THY?(Ty) et si o, est tel que divp o,
appartient ¢ H'?(T,), alors la solution (w, u, p) du probléeme de Stokes (20)-(23) appartient
a HY(Q) x H! (Q) x H (Q) et dépend continuement des données.

4. APPROXIMATION PAR ELEMENTS FINIS. — L’approximation par éléments finis mixtes
du probléme variationnel (20)-(23) s’effectue treés naturellement si on utilise des approxi-
mations conformes des espaces W, X et Y'. Nous précisons maintenant le choix d’une
interpolation de plus bas degré qui conduit pour un maillage rectangulaire et apres
condensation de différentes matrices de masse a la méthode MAC-grille C. Le tourbillon
tout d’abord est approché par éléments finis P, classiques si n=2 (il est alors défini par
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ses valeurs aux sommets du maillage) et grice 4 Pélément fini de Nédélec conforme dans
Pespace H (rot, Q) si n=3 (les degrés de liberté sont dans ce cas les circulations élémen-
taires le long des arétes du maillage). La vitesse est approchée en utilisant I’élément de
Raviart-Thomas-Nédélec, conforme dans H(div, Q) (elle est définie par son flux sur
chaque face du maillage) et la pression peut &tre supposée constante dans chaque élément
fini. Lorsque la frontiére dQ du domaine d’étude est connexe, la conservation de la masse
(2) autorise la représentation du champ de vitesses par une fonction courant. Dans le
cas de deux dimensions d’espace, on obtient ainsi une reformulation de la méthode
MAC-grille C a I'aide de I'opérateur biharmonique (Glowinski [10], Ciarlet-Raviart [3],
Girault {7]). Nous pouvons par ailleurs approcher exactement le domaine Q a 'aide d’un
maillage curviligne en utilisant la généralisation des €léments finis vectoriels précédents
développée dans Dubois [5]. Nous pensons que sous des hypothéses de régularité du
méme type que celles démontrées au théoréme 3 et pour une famille de maillages dont
les angles restent minorés et majorés uniformément, le schéma ainsi obtenu est convergent
et conduit & une précision du méme ordre que I’erreur d’interpolation.

Note remise le 6 décembre 1991, acceptée le 9 décembre 1991,
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