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Algébre de Boole, probabilités et arithmétique

Cours 14 Equaiions booléennes

e Motivation

De nombreux problemes appliqués conduisent a la résolution d’équations booléennees. Citons
par exemple les problémes dits de couverture ou on doit recouvrir un ensemble donné par une
famille de sous-ensembles, les questions de planification en intelligence artificielle, 1’élaboration
de la preuve automatique d’un théoreme, les outils de preuve de cohérence d’un logiciel, les
problémes comme celui du jeu de “sudoku’ qui se généralisent sous la forme de “Boolean SAT-
isfiability Problem”, ou probleme de satisfaisabilité booléenne, la cohérerence d’un circuit de
portes logiques, efc.

Par exemple, les deux circuits de la Figure 1 donent lieu aux équations x Ax=1etxAy=1.La
premiere équation n’a pas de solution puisque pour toute variable booléenne x, ona x A X = 0.
La second équation a pour solution x =y = 1.
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Figure 1. Quelle que soit la variable booléenne x, le circuit de portes logiques logiques de
la figure de gauche ne peut jamais fournir comme sortie la valeur “1” qui exprime la vérité.

Ce n’est pas le cas pour la porte de la figure de droite : avec x =y = 1, on réussit a imposer
xANy=1.

e Etude d’un exemple

On se donne la fonction f de trois variables booléennes a, b et ¢ définie par
fla,b,c)=(aVvbVve)@VvbVve)aVvbVve)(aVbVre). Le probleme présenté Figure 2 est
équivalent a la résolution de I’équation f(a, b, c) = 1.

Figure 2. Est-il possible de trouver des valeurs pour les variables booléennes a, b et ¢ de sorte
que la sortie de ce réseau de portes logiques soit égale a 1 ?

Francois Dubois, janvier 2024.
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al0 00 0 1 1 1 1
b|O O 1 100 1 1
cl0O1 01 01 01
avbve|lO 1 1 1 1 1 1 1
avbvell 1 1 1 1 1 0 1
avbvell 1 1 0 1 1 1 1
avbve|l 1 1 1 1 0 1 1
fla,b,c) |0 1 1 0 1 0 0 1

Table 1. Table de vérité de la fonction booléenne f définie par
fla,b,c)=(avbVvc)@vbvc)(avbVve)(avbVe).

Nous pouvons commencer par construire une table de vérité de la fonction f (Table 1). Il
est alors facile de constater a la lecture de la table de vérité de la fonction f que I’équation
f(a,b,c) =1 aexactement quatre solutions : 001, 010, 100 et 111.
On peut aussi utiliser I’algebre de Boole et transformer 1’expression de f en une somme de
produits. On écrit f(a, b, ¢) = g(a, b, c) d(a, b, c) avec g(a,b,c) =(aVbVc)(@VvbVec) et
d(a,b,c)=(aVbVe)(aVvbVc). Onaalors
gla,b,c)=abVacVab\VbcVacVbcVc=abVabVc et

d(a,b,c)=abVacVabVbcVvacVbcVec =abVabVe. Onen déduit
fla,b,c)=gla,b,c)d(a,b,c)=(abVabVc)(abVab\Vc)

=abc V abc V abc V abc. On a f(a,b,c) =1 si et seulement si 1’'un des quatre
produits de cette expression est égal a 1, c’est a dire si
(a,b,c)=(1,0,0) ou (a,b,c)=(0,1,0) ou (a,b,c)=(1,1,1) ou (a,b,c) =(0,0,1). On
retrouve a I’ordre pres la liste des solutions obtenues grace aux tables de vérité.
e Cas ou la résolution est simple
On veut résoudre une équation de la forme f(xy, x2,..., x,) = 1 avec une fonction booléenne f
qui s’écrit comme somme de produits, c’est a dire f = \/;.”:1 pj-Ona f(xq,x2,...,x,) =1 siet
seulement si (p; =1) ou (pp =1) ou... ou (p,, = 1). Il suffit alors d’expliciter la solution de
I’équation (p; = 1) pour les m produits p;.
Dans I’exemple précédent, on a une somme de mintermes :
fla,b,c)=abcVabeV abcV abc. Légalité a 1 des différents mintermes conduit immédia-
tement a la solution proposée plus haut.
Autre exemple avec f(a, b,c) =ab V ¢. L'équation f(a,b,c) =1 est équivalente & ab =1
ouc=1,c’estadire a=b=1 ou ¢ =0. La liste des solutions s’explicite alors facilement ;
I’équation f(a, b, c) =1 a pour solutions 111, 110, 010, 000, 100. On constate que la solution
(a,b,c)=(1,1,0) satisfait aux deux équations.
e Comment se ramener au cas ol la résolution est simple
On se donne quatre fonctions booléennes f; de n variables pour 1 < j <4. On a donc
fi = fj(x1,x2,...,x,). On suppose qu’on doit résoudre un systeme de quatre équations qui
s’écrivent sous la “forme canonique” f;(x1, x2,..., x,) = 1, ce pour toute valeur de j:
filxr, x0, s x0) =1, fo(x1, %0,y %0) = 1, f3(x1, X250, X)) = 1, fa(x1, X2, ., x5) = 1.
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Proposition. Les quatre équations f; =1, fo =1, f3 =1, f4 = 1 sont équivalentes a I’'unique
équation (fl L f3 f4)(X1, XDyeuns xn) =1.

On peut ramener un systeme de plusieurs équations écrites sous forme canonique f; =1 a une
seule équation obtenue avec la fonction produit f = fi f> f3 fa. Il suffit ensuite de résoudre
I’équation f(x1,x2,...,x,) = 1.

La preuve de cette proposition résulte des propriétés de la conjonction “et”. Ona fi fo f3f1 =1
si et seulement si f; = 1 pour toute valeur de j. Le cas général d’un nombre quelconque
d’équations se traite de facon similaire.

e Rappels d’algebre de Boole

Dans ce paragraphe, nous ne cherchons pas a donner un catalogue exhaustif des propriétés des
principaux opérateurs logiques ; mais juste pointer du doigt des simplifications possibles qui ne
sautent pas toujours au yeux.

On a bien siir d’abord les relations classiques a Va=a, aa=aANa=a, aa=a/Na=0 et
aVa=1.

On dispose des lois de De Morgan: ab=aV b et aVb=aANb=ab.

On a aussi la régle d’absorption a V ab=a;eneffet, aVab=a(l Vb)=aAl=a.

Cette regle prend aussi la forme un peu moins intuitive suivante : a Vab=a V b. Cette relation
résulte du calcul suivant: aVab=aVabVab =aV (aVa)b=aV b.

Enfin, un produit de la forme (a V b) (a V ¢) se transforme en a \V bc puisqu’on a
(avb)(aVc)=aaVacV ab\ bc=(aV acV ab)\V bc=aV bc.

L’inégalité f < g de deux fonctions booléennes est équivalente a chacune des quatre relations
suivantes: fVg=g, fAg=f, fVg=1, fAg=0.

La preuve de cette propriété est d’abord une conséquence des propriétés fondamentales des
treillis. D’une part f < g équivaut a sup(f, g) = f V g = g et d’autre part, f < g équivaut a
inf(f, g) = f A g = f, ce qui établit les deux premires relations.

Si f<g,alors fVg=fV(fVg) =(fVf)Vg=1. Réciproquement,si fV g= 1, alors
f(fVg)=f cestadire fg= f, une des relations qui prouvent I’équivalence avec f < g.
Enfin, si f <g,alors fAg=(fAg)Ng=fAN(gNg) =0cetsi fAg=0,alors fgVg=g.
11 suffit de remarquer que selon 1’une des regles d’absorption énoncées juste au-dessus,
fgVg=fVgetendéduire fV g=g,c’estadire f <g.

e Théoreéme : transformation d’une équation en une équation sous forme canonique

Si f et g sont des fonctions booléennes arbitraires, larelation f = g est équivalente a la relation
fevfeg=1 - L

Si f=g,onadune part fg= ff = f et d’autre part f =g donc fg = f. On en déduit
que fgV fg=fV f=1. Réciproquement, si la relation fgV fg =1 est vraie, on a d’une
part (fgV fg)f=f,donc fg=f. Onad’autre part (fgV fg)g=g et fg=g. Les deux
conclusions partielles expriment que f = f g = g et la propriété est établie. 0
e Un exemple classique

1l sagit du systéme de trois équations a quatre inconnues a(bV d)=1, aVd=bc et

acV bd = 0. Une table de vérité permet de donner la solution de ces équations booléennes.
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alOOOO0OOOO0OO0OT1T1TT1T1T1TT1T1:1

b|OOOOT1T 11T 1O0O0O0O0T1T1T1

c/lOO1 1001 1 0O0T1TT1O0O0T11

dfj0 10101 01TO01O0T1TO0T1O01

bvd|{0 1. 0 1 1 1 1 1 0 1 O 1 1 1 1 1

albvd)|]0 0 0O 0OOOOO0OOT1TO0OT1TT1TT1T1:1

avd|1 1 1 1 1 1 1 1 10101010

bc/0O 00O OO0OT1T1TUO0O0OO0O0OOTO0OT1'1

avd=bc|{0 00 0001 1 01010110

ac{0 01 17001 10O0O0O0O0O0TO0TO

bd|0 0 00OOO1T 01 000 O0O0T1 01

acvbd=0(1 1 0 0 1 0 0 01 1111010

systeme de trois équations |0 O O O O O O O O 1 O 1 O O 1 O
Table 2. Résolution du systeme booléen a(bV d) =1, aVd=bc etacV bd =0.

11 suffit ensuite de lire les trois solutions qui correspondent a la valeur “1” sur la derniere ligne :
1001, 1011, 1110.

On peut étudier le systeme de trois équations en mettant d’abord en évidence les solutions de
chacune des équations avec un diagramme de Karnaugh. Comme chacune des équations a une
structure spécifique, nous faisons trois diagrammes de Karnaugh pour chacune des équations
aux Figures 3, 4 et 5. Puis nous prenons aux Figures 6 et 7 les parties communes aux dia-
grammes de Karnaugh associés a chaque équation. On peut alors lire les trois solutions sur la
Figure 7 : 1001, 1011 et 1110. Ce sont bien celles obtenues avec la table de vérité.

ab ab ab
00| 0111110 00| 0111110 00|01 11110

00 ° 00 00 °
01 ° 01 ° ° 01 ° °
cd 7 . cd =3 « o “T o | o

10 ° 10 10 °

Figure 3. Diagrammes de Karnaugh des relations booléennes ab =1 (a gauche), ad =1 (au
milieu) et a (bVd) =ab V ad =1 (a droite).

ab ab ab
000111110 00011110 0001|1110
00| e ° ° ° 00 00
01| e ° 01 01 ° °
‘d el cd o | o cd . .
10| e ° ° ° 10 ° ° 10 ° °

Figure 4. Diagrammes de Karnaugh des relations booléennes @ \V d = 1 (a gauche), bc =1 (au
milieu) et @ VV d = bc (a droite).
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ab ab ab
00| 01111110 00| 011|111 10 00 |01 11110
00 00 00| e ° ° °
01 01 o | o 01| e °
d e e cd o | o cd .
10| e ) 10 10 ° °

Figure 5. Diagrammes de Karnaugh des relations booléennes ac =1 (a gauche), bd =1 (au
milieu) et ac V bd = 0 (a droite).

ab ab ab
00| 01111110 00011110 00 |01 |11]10
00 ° 00 00| e ° ° °
01 ° ° 01 ° ° 01 | e °
cd = s o “ . o 4 .
10 ° 10 o | o 10 ° °

Figure 6. Diagrammes de Karnaugh des équations booléennes a (b V d) = 1 (a gauche),
aVd=bc (aumilieu) et ac vV bd =0 (a droite).

ab
00|01 11110
00
01 °
d
“ T .
10 °

Figure 7. Diagramme de Karnaugh des solutions du systeme d’équations booléennes
a(bvd)=1,aVvd=bcetacV bd=0 obtenu en prenant I'intersection des trois diagrammes
de la Figure 6.

Enfin, Ialgébre de Boole permet de résoudre le systtme a (b Vd)=1,aV d=bc,ac\Vbd=0.
On I’écrit sous la forme f1 =1, =1 et f3=1 avec fi(a,b,c,d)=abV ad,
fala,b,c,d)=(avd)bcV (@Vd)bc et f3(a, b, c,d)=(acV bd). On transforme les expres-
sions de f> et f3 pour faire apparaitre une somme de produits :
fa=abcVbcdVad(bVe) =abcVbedVabd\V acd,
fs=(aVve)(bVvd) =abVbcVadVed. 1 suffit maintenant d’évaluer la fonction
f = f1 f2 f3 et de la transformer en une somme de produits :
f=(abVad)(abcVbcdV abdV acd)(abV bcV ad V ¢d)

= (abcd V abed V abd \V acd)(abV be V ad V ¢d)

=abcd V abd Vv abcd = abcd V abd.
Les solutions sont alors faciles a expliciter. On a f(a, b, ¢, d) =1 si et seulement si le quadru-
plet (a, b, c,d) est égal a une des trois chaines de quatre bits suivantes : 1110, 1011 ou 1001.
Ce sont bien les trois solutions trouvées avec les autres méthodes.
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e  Méthode de résolution algébrique

Si nous avons a résoudre un systeme de k équations booléennes, on peut suivre la procédure
suivante.

1 - Ecrire toutes les équations sous la forme f ;= 1. Pour cela, on utilise la propriété générale
qui exprime qu’une équation de la forme f = g est équivalent 2 la relation fgV fg=1.

2 - Transformer le systeme de k équations en une seue équation équivalente. On pose

f = fi1f2... fr etil suffit de résoudre I’équation f = 1.

3 - Transformer 1’expression de la fonction booléenne f en somme de produits pour se ramener
a des solutions découplées : f = VJ' | py. Alors I’équation f =1 est équivalente a

(p1=1)ou(pp=1)ou..ou (p,=1)ou..ou (pn=1).

Exercices

e Systeme de deux équations

On se propose dans cet exercice de résoudre le systeme booléen suivant, composé des deux

équations xy =zt et x V y =z V ¢. On utilisera successivement trois méthodes classiques :

a) une table de vérité, b) un ou plusieurs diagrammes de Karnaugh, c¢) 1’algebre de Boole.
[0000, 0101, 0110, 1001, 1010, 1111]

e Systeme de trois équations

Résoudre le systéme booléen @V cd =b a\V ed =b ¢V ab = 1 successivement avec les trois

méthodes classiques de I’exercice précédent :

a) table de vérité, b) diagramme de Karnaugh, c) algebre de Boole.

e Probleme de couverture

Soient x; = 11, xp =22, x3 =31, x4 = 131, x5 =212, x¢ =332 et E = {x1, x2, X3, X X5, X6 }.
On considere les parties suivantes de E :

A; est I’ensemble des nombres qui finissent par 1,

A est I’ensemble des nombres qui n’ont que deux chiffres,

Ajz est ’ensemble des nombres qui contiennent le chiffre 3,

A4 est I’ensemble des nombres pairs,

As est I’ensemble des nombres qui se lisent de la méme fagon de gauche a droite ou de droite a
gauche.

L’exercice consiste a chercher comment choisir des parties A; pour recouvrir I’ensemble E.

a) Dessiner un diagramme cartésien de 6 lignes et 5 colonnes représentant I’appartenance des
éléments x1, xp, X3, X4, X5, Xg aux ensembles A, Ay, A3, A4, As.

On introduit des variables booléennes a; avec 1 <i <5 telles que @; = 1 quand la partie A;
est choisie et a¢; = 0 sinon.

b) Ecrire les 6 équations qui lient ay, az, as, a4 et as.

¢) Résoudre le systeme précédent avec la méthode de votre choix.

d) En déduire toutes les facons de recouvrir E par des parties A;.

e) Comment peut-on choisir le moins possible d’ensembles A; pour recouvrir I’ensemble E ?



