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Applications de I’Analyse a la Géométrie
et Intfroduction a I’Algébre Linéaire

Cours 8 Courbes planes paramétrées

e Introduction

On suppose connu du lecteur I’étude générale des fonctions a une variable x — f(x): tableau
des variations, étude locale, branches infinies, représentation graphique.

Mais cette approche ne suffit pas pour dessiner un simple cercle, par exemple de centre I’ origine
et de rayon unité. Avec I’équation y = V1 —x2 par exemple, on ne dispose que d’un demi-
cercle. Par contre, une représentation avec deux fonctions, comme (x, y) = (cost, sint) permet
la paramétrisation complete du cercle unité.

Dans ce chapitre, nous adaptons les méthodes valables pour les courbes de la forme “y = f(x)”
aux courbes paramétrées. Une courbe paramétrée I du plan euclidien R? est un ensemble
de points M(t) de coordonnées (x,y) représentées par deux fonctions X et Y, de la forme
(x,y)=(X(1), Y(2)). On suppose que les fonctions X et Y sont aussi dérivables que nécessaire.
Noter que cette dernicre hypothese est une restriction dont il faut avoir conscience.

Un cas important de courbes paramétrées est celui ol il existe une fonction # — p(¢) de sorte
que les fonctions X et Y peuvent s’écrire X (7) = p(¢) cost et Y (t) = p(t) sint. On parle alors
de “courbes en coordonnées polaires” ; il est traité au chapitre suivant.

e Réduction de I'intervalle d’étude

Lorsque les fonctions X et Y sont définies sur R tout entier pour fixer les idées, on n’a pas
forcément besoin de les étudier sur tout leur intervalle de définition. Des transformations
géométriques simples permettent de réduire 1’étape d’étude de fonctions. Nous traitons cette
question sur I’exemple d’une courbe de Lissajous, [Jules Lissajous (1822-1880)], définie par
les relations x = X (¢) =cos(3¢) et y(t) =Y (¢) =sin(21).

Tout d’abord, on remarque que les fonctions X et Y sont périodiques de période 2r:
X(t+2m)=X(t) et Y(t+2m) =Y(r). On suppose par exemple ¢t € [-x, r]. Maintenant, on
remarque que X est paire alors que Y est impaire : dans la transformation t — —¢, le point
M(x=X(t),y=Y(z)) setransforme en un point M’ de coordonnées (x’, y’) telles que
x'=X(-t)=x et yy =Y (—t) =—y. Il s’agit de la symétrie orthogonale s par rapport a I’axe
des abscisses : s(x, y) = (x, —y). On se contente donc d’étudier les fonctions X et Y dans
I’intervalle [0, 7] et on effectue cette symétrie sur le premier arc de courbe obtenu.

Dans le cas de cette courbe de Lissajous, la réduction de I’intervalle d’étude ne s’arréte pas
la ! On remarque que dans la transformation ¢ — 7 —t¢, le point M (x = X(t),y =Y(z)) se
transforme en un point M” de coordonnées (x”, y”) telles que x” = X(m—1) = —x et
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y'=Y(n—t)=-y. Onpassede M a M” grace ala symétrie centrale o par rapport a 1’origine :
O'(X, y) = (—X, _y)

On étudie ensuite les fonctions t — X (7) =cos(3¢) et 1 — Y (¢) =sin(2¢) seulement entre 0
et 7. Apres une étude €lémentaire, on a le tableau de variations simultanées suivant.

t |0 /4 /3 /2
x| 1N, -1/N2 N, -1 / 0
ylo / 1 NOV32 N0
La tangente au point X (7/2) =Y (m/2) =0 s’obtient par un simple calcul des nombres dérivés :
X'(n/2) =3 et Y'(n/2) = -2 d’ou une pente de -2/3 en ce point.

On effectue ensuite la symétrie centrale sur ’arc de courbe obtenu a I’issue de la premicre

étape. Puis on applique la symétrie orthogonale par rapport a 1’axe des abscisses. Ce processus
est illustré avec les trois graphiques de la Figure 1.

) Y Y
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N _

Figure 1: Courbe de Lissajous ; début de la représentation graphique (a gauche), apres la
symétrie centrale (au centre) et apres la symétrie orthogonale par rapport a 1’axe des abscisses
(a droite)

e Formule de Taylor

On se donne un point g € R, un nombre @ > 0, un intervalle fixé |7 — a, fo+ [ et une applica-
tion f définie de |7p—a, to+ [ et a valeurs dans R. On dit aussi que la fonction f est définie
“au voisinage” du réel t5. On suppose cette fonction assez réguliere, quatre fois continuement
dérivable pour les applications dans ce chapitre.

On peut montrer (voir le cours d’ Analyse) qu’alors la fonction f est “proche” d’un polyndme
de degré inférieur ou égal a4 : f(¢) ~ P(t), avec

P(t) =ao+ai (t—to) +as(t —to)> +az (t —t9)> + a4 (t —t9)*. On écrit cette propriété avec la
notation de Landau :

f(t) =ao+ay (t—to) +as (1 —19)* +az (t —10)* + a4 (t —10)* + O((t - 10)°),

ou O((t - to)”) est une notation générique pour une fonction £ “de I'ordre de (¢ —1y)"” : il
existe une constante positive C de sorte que pour tout ¢ € |ty —a, to+ |, |e(t)| < C |t —1o]".
On peut dériver la relation
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f(t)=ao+a) (t—to)+ax (t—t9)* +as (t —t9)> +as (t —19)* +O((¢ —10)°), & condition de dimi-
nuer d’une unité a chaque fois I’ordre de précision du reste :

f(t)=ai+2ax(t—to)+3az (t—t9)> +4as (t —t9)> +O((t —10)*),

/(1) =2a+6a3(t—to) +12a4 (t —10)> +O((t —10)?),

(1) = 6az+24as (t —19) +O((t —19)?) et f@ (1) =24a4+0((t—1t0)). En prenant t = 1,
dans les relations précédentes, il vient : ag = f(t9), a; = f'(to), ar = %f”(to), as = %f’”(to),
as = 2—14 F®(10) et de facon tres générale, a,, = % £ (t0). La formule de Taylor 2 ’ordre quatre
s’écrit finalement :

f(t) = f(to)+ £ (to) (t—t0) +5 £ (t0) (t—t0)> + £ [ (t0) (t —10) + 55 ¥ (t0) (t —19)*

2 +O((1 - 19)°).
(),

==
M
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Figure 2: Point régulier ordinaire

e Etude locale : point régulier ordinaire
On se donne ¢y € R, une courbe paramétrée I" définie au voisinage de My = M (ty). On note

(dé‘;’ )o le vecteur des dérivées premleres des fonctlons X et Y au point fg:

(), = (%(10), L (1)) et ( o M), = ((glé( (1o), & dt2 Y (t0)) celui des dérivées secondes au point

de référence. On suppose que le parametre ¢ est voisin de ty : t =ty+6, ou 6 est une variable
“tres petite” puisque nous nous intéressons a ce qui se passe si 6 tend vers zéro. On développe
les deux fonctions X et Y qui déﬁnissent le point M (t) au voisinage de fy et on obtient a
3
Pordre deux : M(tg+6) = Mo+6 (%), +% ( i ) +0(6°).

On dit que le point M est régulier si le vecteur (d—M) o est non nul. De plus, le point My est

dr
, . . . . 2
régulier “ordinaire” si les deux vecteurs (4£) et (L4

F)O sont linéairement indépendants. On
fait cette hypothese dans la suite de ce paragraphe.

On prend comme repere affine du plan d’une part le point de référence My et d’autre part la base
(a priori non orthogonale 1) ((4£),, (d;—g’) ). Alors tout point M du plan a des coordonnées ¢
et 7 dans ce repére : M = My+¢ (42, +77( 3 2) .. En particulier les points M(f9+6) de la
courbe I' on des coordonnées que 1’on peut noter £(6) et 77(0)

Quand on rapproche les relations M(to +0)=Mo+6 (), + % (dd—g’) +0(6%) et

M(tg+6) = My+£(0) (d )o+n(6) ( i A1) . il vient en identifiant les coordonnées dans la base

((42),, (L4)): £(6) =6+0(6°) et n(6) = S +0(6%).

3
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Comme 7(6) est positif au voisinage de 8 = 0, la courbe est localement d’un seul c6té de sa
tangente ; le point My est un point régulier ordinaire.

Figure 3: Point régulier avec une inflexion

e Etude locale : point régulier avec une inflexion

On reprend les notations du paragraphe précédent. On suppose toujours le point My régulier :

(d(ft/[ ) # 0. On suppose maintenant que la famille des deux vecteurs ((‘L—Af) 0> (dj—l[g’) 0) est liée :

le vecteur (d A dM) : il existe @ € R de sorte que

2 ., .
(‘L—y)o =a (%—Af)o. On ne peut pas refaire le raisonnement précédent car on ne dispose plus a

priori de base locale bien adaptée a la courbe I' au voisinage du point M. On pousse donc le

o peut donc s’exprimer en fonction de (

développement de Taylor un cran plus loin :
M(to+0) = Mo+6 (LL), + 9—22 (dz—M)O + % (‘P—M)O +0(6*). Compte tenu de la condition

2 dr? a3
(ddT[g) =a (%) , on peut écrire aussi :
M(10+6) = Mo+6 [1+a §] (441), + 5 (54),+0(6").

Afin d’extraire de I’information de ce développement, on suppose maintenant que les deux

3 ., . . . N
vecteurs (d—M) o €t (dd—[];’[)o sont linéairement indépendants. On se place dans le repere affine

dt

3 . . z £ H : :
(Mo (45) - ($24),) et on introduit les coordonnees (encore notées ¢ et 1) d’un point arbi-

traire M dans ce repere : M = Mo+& (92) +7 ( LAL) - Alors pour un point de la courbe T, on
a £(6)=0+a% +0(6%) et n(6) = £ +0(6").

Lorsque 6 change de signe au voisinage de zéro, les deux coordonnees &£(6) et (6) changent
de signe ; la courbe traverse sa tangente. On dit que le point régulier M, est un point d’inflexion.

e Point singulier ; rebroussement de premiere espece

Avec les notations des paragraphes précédents, on suppose maintenant que le vecteur dérivé
( dé‘;’ ) est nul. Le point M est un point singulier de la courbe I". On suppose que le développe-
ment du point de la courbe M (fp+6) au voisinage de 6 =0 peut étre mené jusqu’a I’ ordre trois.

Compte tenu de l’hypothése (%—AI”) =0, il vient

M(to+6) = Mo+ % (djg)o +& (djﬁ )o+0(6*). On suppose dans ce paragraphe que les deux

i dz3 )0 qui apparaissent dans ce développement sont non nuls et

premiers vecteurs (
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(%)
dr3 0

(5
2
M, )

Figure 4: Point de rebroussement de premiere espece

forment un systéme libre. On peut donc introduire le repere affine (Mo; (d—M)O, (d;—g’)o) et les
coordonnées g et n d’un pomt arbitraire du plan dans ce repere :
M= My+&($4 o+ (%5),. On compare cette derniere relation et le développement de

Taylor d’un point de la courbe M (to+6) = Mo+ % ( d;z )ot+ & (dd%) +0(6*). On en déduit

£&0)=% +O(94) et n(0) =% +O(94) La coordonnee £(6) le long du vecteur tangent (%)0
reste positive si 6 est assez petit : la courbe I" rebrousse chemin au point M. De plus, I’autre
coordonnée 77(#) change de signe si # change de signe au voisinage de zéro donc la courbe

traverse sa tangente. On dit que le point singulier M est un point de rebroussement de premiere

(%)
dr4 0

espece.

My
Figure 5: Point de rebroussement de seconde espece

e Point singulier ; rebroussement de seconde espece
(d_M
dr
qui le suit dans le développement de Taylor est non nul :
&M
dr’

On suppose toujours que My est singulier : ) o = 0 on suppose aussi que le vecteur dérivé
(dzM
dr?

)0 des dérivés troisiemes est lié au vecteur

)0 # 0. Contrairement au para-
graphe précédent, on suppose que le vecteur (
(‘g—g)o des dérivés secondes : il existe B € R tel que (ds—t];”)o =p (dj—g)o. On pousse au qua-
tricme ordre le développement de Taylor pour les points de la courbe M (t9+6) voisins de My:

M(to+0) = Mo+6 (M), + % (djﬂ) +Z (d§t3) +% (d;[4) +0(6°). On prend en compte les

)
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hypothéses faites ici et il vient M (to+6) = Mo+ [9 +p3 93] ( dg’)o+ & ( = i1),+0(6°). On sup-
pose que les deux premiers vecteurs de ce développement, a savoir (dd—g[)o et (%)0 forment
une famille libre et on se place dans le repere affine local approprié :

M =M, +§( i ), +r]( T i1) . Le point M (19+6) ades coordonnees (£(6), 1n(6)) qui satisfont

aux relations &(6) = 7 + ﬁg +0(6°) et n(0) = ﬂ +0(6°). Ces deux coordonnées restent
positives pour 6 voisin de zéro. D’une part, la courbe I" rebrousse chemin au point M, et
d’autre part, elle reste toujours du méme c6té de sa tangente. On dit que le point M est un
point de rebroussement de seconde espece.

e Points singulier : étude générale

Le lecteur attentif constatera que nous n’avons mené dans les paragraphes précédents qu’une
série de cas particuliers. Si on suppose les fonctions X et Y autant dérivables que de besoin,
on peut compléter cette étude et la généraliser a tous les cas possibles, tout en restant dans le
cadre des fonctions tres régulieres. Nous renvoyons par exemple au Cours de mathématiques
(tome 3 : géométrie et cinématique) de J. Lelong-Ferrand et J.M. Arnaudies [Dunod, Paris,
1975]. Remarquons simplement que les divers cas qu’on rencontre dans cette étude générale se
ramenent aux quatre cas qualitativement différents étudiés ici : point régulier ordinaire, point
d’inflexion, points de rebroussement de premiere et de seconde espece.

e Branches infinies : asymptotes

Apres I’étude locale menée aux paragraphes précédents, on suppose que pour ¢ tendant vers f
(avec éventuellement 7y = +oo ou 7y = —o0) I’'une des deux coordonnées x ou y du point M(t)
tend vers I’infini : X(¢) — 400 ou X(#) — —o0 ou bien Y () — 400 ou Y () — —o0. Dans
ce premier paragraphe, on suppose simplement que 1I’une de ces deux fonctions tend vers I’infini
et que I’autre a une limite finie.

Par exemple, X (1) — xo et Y () — +oo si t tend vers ty. Alors la courbe présente une
asymptote d’équation x = xg, parallele a 1’axe des ordonnées. Le cas ou Y () — —oo conduit
a la méme conclusion.

Si on suppose maintenant que X () — +oo et Y () — yq si ¢ tend vers #y. La courbe I' a
une asymptote parallele a 1’axe des abscisses, d’équation y = y.

e Branches infinies : direction asymptotique
On se place dans le cas ou les deux composantes X(¢) et Y (¢) tendent vers I’infini si ¢ tend

X((t)) et on suppose qu’il a une limite quand ¢t — #g. Si 0]

vers to. On étudie alors le rapport X()
tend vers une limite finie @ si ¢ tend vers g, on dit que la droite d’équation y = ax est une
direction asymptotique pour la courbe I'.

On étudie ensuite la différence z(7) =Y (t) —a X (¢) si t tend vers ty. Si z(7) tend vers une
limite finie B si ¢ tend vers t(, les deux fonctions Y (¢) et a X(¢)+ B sont infiniment proches si
t tend vers fg. La droite d’équation y = @ x+ f est une asymptote a la courbe I'.

Si z(¢) tend vers I'infini lorsque ¢ tend vers 7, on dit que la courbe présezlge une une branche

Y(

(de forme) parabolique dans la direction de la droite y = a@x. Enfin, si X0 tend vers I’infini

si t tend vers fg, I’axe des y est une branche parabolique pour la courbe I'.



APPLICATIONS DE L’ANALYSE A LA GEOMETRIE ET ALGEBRE LINEAIRE

e Etude d’un exemple

On se donne la courbe I d’équations x(7) = X(¢), y(¢) =Y (¢) avec X(¢)=t—1+ # et
Y(t)=1t+ % Il y a deux branches infinies, d’une part pour ¢ tendant vers I’infini et d’autre part
pour ¢ tendant vers z€ro. Dans les deux cas, X et ¥ tendent vers I’infini. De plus, si ¢ tend vers
I’infini, le rappport % tend vers 1 etladifférence Y —1-X =Y — X tend également vers 1. Donc
la droite d’équation y =x+ 1 est asymptote a la courbe I'. Dans le second cas, pour ¢ tendant
vers z€ro, le rapport § tend vers z€ro et I’axe des abscisses est une direction asymptotique.
Dans ce second cas, Y —0- X (¢) = Y(¢) tend vers 'infini si ¢ tend vers zéro : la courbe I
présente une branche parabolique selon I’axe des abscisses. Enfin, on doit distinguer le cas ou ¢
tend vers z€ro par valeurs supérieures et celui ou ¢ tend vers zéro par valeurs inférieures. Dans
les deux cas, X(¢) tend vers +oco et on constate que Y (¢) tend vers +oco dans le premier cas et
Y(t) tend vers —oo dans le second. La courbe I' admet deux branches paraboliques selon 1’axe
des abscisses.

Exercices

e  Une courbe paramétrée
On pose x(7) = % + % et y(r) = ﬁ + % et on considere la courbe I' paramétrée par ces deux
fonctions.
a) Que valent x(—t) et y(—t)?
b) En déduire que la courbe I admet une symétrie par rapport a une droite que 1’on précisera.
[symétrie orthogonale par rapport a la seconde bissectrice d’équation x +y = 0]
¢) Montrer que si ¢ tendant vers 1, la courbe I' a pour asymptote la droite d’équation x = %
d) Montrer que pour ¢ tendant vers zéro, la courbe I" admet pour asymptote la droite d’équation
y=x-2.
e) Montrer que pour ¢ tendant vers zéro, la courbe I' est en dessous de son asymptote.
[sionpose e(f) =y—(x—2),0ona &(t) = —21t_—2t2
f) Sit tend vers I'infini, la courbe I" se rapproche de plus en plus de I’origine. Quelle est la
tangente en ce point ? [la premiere bissectrice y = x.]
g) Si ¢ tend vers I’infini, montrer que la courbe I" est localement au dessus de sa tangente.
[avec e(t) = y—x,ona &(t) = ﬁ qui tend vers zéro avec &(¢) > 0 si ¢ tend vers I’infini]
h)  Etudier les variations conjointes des fonctions x(z) et y(¢) pour ¢ positif.
[il suffit de supposer ¢ > 0; la fonction x(7) décroit de +c0 a 0 si 0 <t < oo et la fonction
y(t) décroitde +oco a —oc0 si 0 <t <1 puisde +co a —co si 1 <t < 00.]

i)  Construire géométriquement I’arc de la courbe I' obtenu pour ¢ positif.

qui est négatif si ¢ tend vers zéro]

j)  Compléter cette construction géométrique lorsque ¢ parcourt I’ensemble des nombres réels.
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zty =0

= 34,

e Un point de rebroussement
On pose X(t)=t—-1+ # et Y(t)=t+ % On étudie la courbe I' d’équations paramétriques
x=X(t) et y=Y(1).
a) Calculer les dérivées %—f et %.
b) Montrer qu’elles sont nulles en ¢ = 1. Préciser les coordonnées du point
(x1,y1) =(X(1),Y(1)) delacourbe T.
c) Afin de connaitre la tangente au point (xi, y), calculer la limite de I’expression
_ Y(@®)-n
p(t) = O lorsque ¢ tend vers 1.

d) Construire le graphe local de la courbe I" pour ¢ voisin de 1.




