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Examen de Mathématiques - Corrigé des exercices

EXERCICE 1
la. Soit A un réel strictement supérieur & 2. Par intégration par parties, on obtient :

sin ¢ - [—{:mst}’i_f” xrcost dt
(it o], ~Jp "
 —cos A cos 2 4 neost
= [nAr  (2e ‘£ {in )=+
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Comme ¢ > 0, le premier terme tend vers 0 et l‘intégra.le E Teerrdt est absolu-

ment convergente. En effet, |cost| < 1 et [J7 i :} ———df est une intégrale de Bertrand
convergente. Par conséquent, pour o = ), I'intégrale I est convergente. (1,5 pt)

1b. Pour tout entier £ = 1 et tout réel t compris entre x; et yg, on a ain.t De
plus, comme o < (), la fonction { — est croissante. Comme 1; = T + 27 = ¢, on

l.\.‘llin-*

(In)™ *)“"
obtient pour tout £ € [z4, yil, Ui-:l% > ;. Ainsi, pour tout entier k > 1, on obtient :

jy:.- sint dt > 31 ot dﬂﬂ{:-. Inf {f”“ gio {'.I‘.f ke N® } } 0. {‘ﬂ 75 pﬂ)

T (Int)= {lmo
Si I'intégrale [ était convergente, les suites de termes généraux [;* 55dt et [* 2hdt

seraient convergentes de méme limite. Mais alors la suite de terme général ": {;';‘;;, ot

devrait tendre vers (0 gquand %k tend vers l'infini. Ce qui est impossible car cette suite est
minorée par %, donc I'intégrale I diverge si o < 0. (0,75 pt)

EXERCICE 2
2a. Aprés caleul, le palynéme caractéristique vaut : P(A\) = —A(X® —4A+ 4 —ab). (0,5
pt) Le nombre de racines réelles de ce polyndéme dépend du discriminant du polynéme

A* — 4\ + 4 — ab. Comme ce discriminant vaut A = 4ab, on étudie les différentes valeurs

possibles de ab.

(1°" cas) Siab < 0, le polyndme caractéristique n'est pas scindé sur R et g, n'est pas
trigonalisable (et donc pas diagonalisable). Dés que ab = 0, g, est trigonalisable. (0,5
pt)

(2% cas) Siab > 0, comme ab +# 4, les racines de P{\) sont réelles et distinctes, g, est
done diagonalisable. (0,5 pt)

— Siab = 0, les valeurs propres sont () de multiplicité 1 et 2 de multiplicité 2. Déterminons
la dimension du sous-espace propre E,. Pour cela, il suffit de déterminer le rang de la
matrice :

-1 —1 b
Gy — 21 -1 =1 0
a —a



(3°cas) si b # 0 et ab = 0, alors rg(Chy — 2I) = 2 (car
dim Fy = 1 et g, n’est pas diagonalisable.(0,5 pt)
(4° cas) sia # 0 et ab = 0, alors rg(C.p — 2I) = 2 (car

dim Ey = 1 et g., n'est pas diagonalisable.(0,5 pt)
(5% cas) sia=b=0, alors rg(C,; — 21) = 1, donc dim E; = 2 et gog est bien diagona-
lisable.{0,5 pt)
En conclusion, 'endomorphisme g, est done trigonalisable si et seulement si ab = 0. De
plus, elle est diagonalisable si et seulement si a = 0 = b ou si ab > 0 et ab # 4.
2b. Un vecteur de coordonnées (x,y,z) appartient & E, si et seulement si z + y = 0.
Les deux vecteurs we = € — €3 et us = ey forment donc une base de E- (car F est
de dimension 2). De plus, on montre facilement que le vecteur 4, = e, + ¢; engendre
le sous-espace propre Ey, car a = 0. Les vecteurs u,, iz, 43 constituent une base de B*
constituée de vecteurs propres de gog. Dﬂnc une hase de 'ensemble des solutions du
systéme différentiel X' = CyoX est (uy, e us, e®uy). (1 pt) La solution générale s’écrit
donc :

ji 3 f = b # 0). Donc
-1 -1

‘a & = 2a # 0). Donc

A + Be*
X=| 4A-Be* |, ot A, B, C sont des réels.
r_‘)ﬁzt

1l reste & déterminer les constantes A, I3 et € en fonction des conditions initiales, on a :
T1(0) =1=A+ B.25(0) = 0= A — B,23(0) = 1 = C. D'otl la solution recherchée :

2c. On sait d&ja que f; = e; + &, forme une base de E, et que fo = ¢, — e, forme une
base de E5. Soit xe; +yes + zes le troisiéme vecteur de la base recherchée. 1l doit vérifier
Iéquation goa(ze; + yea + zes) = 2(ze; + yeq + ze3) + (61 — ¢2). En résolvant le systéme
d'équations linéaires précédent, on trouve que le vecteur f3 = £; +e5 convient. La matrice
de passage de B 4 B’ = (fi, fy, f3) est alors :

1 1 1 : 1 1
P=|1 -1 0 |.(05pt) dinverse P~ =5 | 1 -1 -1 |.(05p)
0 0 1 0 0 2

et la matrice de gy dans la base B’ est bien B. On peut écrire B = D + N, ol

0 0 0
et N=1[]0 01
000

= o

D=

= o
=k o
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Ona DN = ND et N? = 0. On peut donc appliquer la formule du binéme de Newton :

00 0
B*=D"+nND""' = 0 2* n2~' | (0,5 pt)
00 2

Par conséquent, Cpp = PBP~',C}, = PBP™!, et on obtient
-l _gn-1 gn-l(p 4 1)
Cnas=| =271 281 @e=lf ) | J(0.588)
0 0 g

2d. On montre par récurrence que Y, = Cy,Y5, done :

-t el vl 4 1) 1 2 Y n+1)
o= | =Pl oand anclioog) 1= 2 ({1—n)
0 0 an 1 i

Par conséquent, lim, .. o= limy, . ﬁ = —1 et on a bien u, équivalent & —v,..(1 pt)

EXERCICE 3
3a. On a, pour tout entier n, f,.(0) = % —arctan 1 = Z. De plus, pour tout réel z > 0, 1 +nx
tend vers +oo quand n tend vers l'infini. La suite ( f,),.>0 converge donc simplement vers
la fonction f telle que f{0) = F et f(z) = 0 pour tout réel > 0. (0,5 pt)
3b. Comme chaque fonction f, est continue sur [0, + oo/ et comme f n’est pas continue
sur [0, +-oc|, la suite de fonetions f, ne converge pas uniformément sur [0, +ac|. (0,5 pt)
Soit & = (. Comme la fonction arctan est croissante, chaque fonction f,, est décroissante.
Ainsi, on a :
Sup |fu() ~ f(2)| = | Fa(8)] — 0.
b, 4o e
Ainsi, la suite (f,) converge uniformément sur tout intervalle de la forme [b, +o0[ avec
b>0.(0,5 pt)
3c. Comme a > 0), on a pour tout réel y = a :
1 i 1
1+2y+42 S 1472 ¢

En intégrant cette inégalité entre o et oo, on obtient 'inégalité requise.(0,5 pt)
De plus, la fonction arctany est une primitive de ;- et on déduit donc 'encadrement
suivant :

I s
l+ﬂ£§—ﬂ[‘{,¢aﬂﬂ§¢ s
d'ofl I'inégalité suivante pour tout n € M et x =0 :
1
& fale) < 0,5 pt
2+-rm..'h‘“"f|:j J'."i'TP.lL'r Pt)



3d. Pour tout x > (), I'inégalité de la question précédente montre que u,(x) < ﬁ—; = néx,

Comme 3 -5 est une série de Riemann convergente, la série de fonctions 3 u, converge
simplement sur |0, +oo[.(6,75 pt)

Comme chaque fonction f, est décroissante, chague fonction 1w, est décroissante. Il en
est done de méme pour chagque somme partielle et la somme u de la série est décroissante
sur |0, +ocl. (0,5 pt)

3e. Soit b > 0, comme u,, est décroissante, on a: Sup |u,(z)| = u,(b). Comme la série
b oo
&

> u,(b) est convergente, la série ) u, est normalement convergente sur [b, +oc[. (0,5
pt)
Chacune des fonctions wu, est continue et dérivable. Comme }_ wu, converge uniformé-
ment sur chaque intervalle [b, +0c/, la somme u est continue sur chaque intervalle [b, 400,
et done sur |0, 400l ({? 25 pt) D'autre part, la dérivée de u, vaut u),(z) = mm—s.
Comme |u),(z)| € —=, la série }_ u),(z) converge simplement. De plus, ju!,(z)| est dé-
croissante, de sorte que > u) est normalement convergente sur tout intervalle [b, +ool
(comme ci-dessus). En appliquant le théoréme de dérivation term 4 terme sur un segment,
b,e] avec b < ¢, on en déduit que u est dérivable sur tout segment [b, ] avec (0 < b < ¢,
done sur |0, +ool. (1 pt)

3f. D’aprés l'inégalité obtenue 4 la question 3¢, ona: | f.(1)z" < E% Cette suite est donc
bornée si et seulement si |z| € 1.
La série entiére > f,(1)z" diverge donc si |z| > 1, elle converge absolument si |z| < 1.
Le rayon de convergence est donec égal a4 1. 1l reste 4 étudier la convergence de la série
pour |z| = 1. (1 pt)
Pour z = 1, d’aprés la question 3¢, on a: f,(1) = 24~1—ﬂ et la série » f,.(1)1™ diverge.
Pour z # 1, on peut écrire z = £, Comme la suite f,(1) est decroissante et tend vers 0,
on peut appliquer le critére d’Abel 4 la série 3~ f.(1)¢", qui est donc semi-convergente. (1
pt)
Pour prouver la derniére question, montrons que la série >~ f,(1)z" converge uni-
formément sur [—1,0]. Soit ¢t € [0, 1], et considérons la série alternée %~ f,(1)#"(—1)".
[Y'aprés le critére des séries alternées, le reste de la série satisfait la majoration suivante :
| S r ey fel (=10 € fasr(1)t™! £ foura(1). On en déduit donc la majoration :

Sup | > o SlLF(—1)¥ € fura(1). Comme f,(1) tend vers 0, on a prouvé que la
t[0,1]

série Y o= fa(l)z™ converge uniformément sur [—1,0]. Comme toutes les fonctions w,
sont continues en —1, il en est de méme pour la somme de la série et on a bien :

lim v(z an 1—R)".(1 pt)
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