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Mai, o belasso! au-mai t'aluque,
Au-mai, pecaire! m'emberluque!...
Veguére uno figuiero, un cop, dins moun camin,
Arrapado a la roco nuso
Contro la baumo de Vau-Cluso:
Maigro, pecaire! i lagramuso
I¢é dounarié mai d'oumbro un clot de jaussemin!

Un cop pér an vers si racino
Vén flouqueja I'oundo vesino;

E l'aubret secarous, d l'aboundouso font
Que mounto d-n-éu pér que s'‘abéure,
Tan que n'en vou, se bouto a béure...

Mistral, Miréio, Cant II






Abstract

This thesis deals with effective computation of meromorphic inva-
riants of linear meromorphic differential systems. The question is double :
what to compute? How to do it ?

In part I we build a natural isomorphism between the (non abelian)
cohomological classifying set of Malgrange-Sibuya and the product of
Stokes groups. The proof proceeds by selecting in each cohomology class
a special cochain which we call fundamental and it gives an explicit
algorithm for this selection. The invariants to be computed appear then
as the components of this fundamental cochain in a basis, which we fix,
for the structure of finite linear affine space induced by this construction
on the classifying set.

In addition, we prove some others consequences of both this isomor-
phism theorem and the constructivity of its proof : an abstract theory of
summation for formal solutions of linear differential systems which coin-
cides with the multisummation of Martinet-Ramis and then too, with the
accelero-summation of Ecalle; the level-by-level factorization of formal
solutions (Ramis) and the Galois properties of the corresponding Stokes
matrices (Ramis et Deligne), obtained here through almost only pure al-
gebra; an explicit well-fitting correspondence betwween the cohomological
classifying set of Malgrange-Sibuya and the savage 71 of Ramis.

The second question, developped in part II, is algorithmic and nu-
merical : the quantities to be computed being mainly transcendental we
look forward approximate, yet informative, numerical values. After a brief
description of the method by summation - a priori the most direct and
natural method but still embarassed with serious problems of numerical
stability (Thomann, Richard-Jung) - we detail our infinitesimal method
which, though is does not always allow the calculation of all the invariants,
except in dimension two, induces a very good numerical stability. The va-
lues appear as limits of linear recurrences. The stability seems to be related
to good formal initial choices. We study extensively several examples in
dimensions two and three.
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Introduction

Dans cette these, nous présentons une étude locale des systemes
différentiels linéaires méromorphes complexes d’ordre un et de dimen-
sion n

X
A] = = ax

ou A est une matrice n x n a coefficients méromorphes et ou ’incon-
nue X est une matrice colonne de dimension n, au voisinage d’un point
singulier irrégulier o du corps des nombres complexes C. Le point de
vue cohomologique de Malgrange-Sibuya permet de classifier les systémes
méromorphes a équivalence méromorphe prés a partir d’un ensemble de
cohomologie non abélienne qu’on appelle le “classifiant” cohomologique.
Nous montrons, et la démonstration que nous donnons est constructive,
comment on peut choisir dans chaque classe de cohomologie un 1-cocycle
que nous appelons la cochaine fondamentale. Nous mettons ainsi en bijec-
tion naturelle le “classifiant” cohomologique avec un ensemble, le produit
des groupes de Stokes, qui est a la fois un groupe de Lie unipotent et une
variété linéaire affine. Nous en déduisons par des arguments algébriques
simples quelques résultats établis ailleurs avec des arguments d’analyse
beaucoup plus délicats : théoréme de factorisation des solutions formelles
en produit de facteurs k-sommables, propriétés galoisiennes des matrices
de Stokes ( [Ra p85], [RS89], [Ra85], [MR90], [De86], [Sib90]). Puis,
par comparaison avec la théorie de la multisommabilité ((MR90], [Ec90)),
nous en déduisons une correspondance entre la classification cohomologi-
que de Malgrange-Sibuya et la classification par le 7; sauvage de Ramis.

Enfin nous présentons deux méthodes de calcul numérique de la cochaine
fondamentale.

Nous plagons toujours la singularité zo a ’origine o =0 de C.
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Deux systémes [A] et [B] sont dits méromorphiquement, analyti-
quement ou au sens de Birkhoff équivalents s’il existe une transformation
méromorphe, analytique ou de Birkhoff de I'un en 'autre : on passe de [A]
4 [B] par un changement d’inconnue X = F~!Y ol la transformation
F (dite aussi transformation de jauge) est méromorphe, analytique ou de
Birkhoff (i.e. analytique avec F'(0) égale a ’identité I'). La matrice B du
systéme [B] est alors égale &

Fa=Ep1y par
dz
et inversement A est égale a
- d
rp— _p % pipr
dx

On définit de méme ’équivalence méromorphe formelle, formelle ou au
sens de Birkhoff formelle & partir d’un changement d’inconnue X = F~'Y
méromorphe formel, formel ou de Birkhoff formel. Un tel changement est
appelé une transformation (méromorphe formelle,...) du systéme [A] des

lors que le systeme transformé [F A] est a coefficients méromorphes (soit
convergents).

La classification méromorphe formelle (respectivement formelle ou
de Birkhoff formelle) des systémes méromorphes est bien connue : on la
réalise en choisissant dans chaque classe formelle un systéme particulier
qu’on appelle une forme normale. Nous choisirons ici une forme normale
[Ao] particuliere appelée une forme normale d’Hermite. Celle-ci a pour
propriété caractéristique d’admettre une solution fondamentale de la forme

Xo(z) = P(z)z U2/

ou
Q@ = diag(qi,...,qn) a pour coefficients des polynémes ramifiés de la

variable 1/z ( c’est-a-dire des polynémes d’une puissance fractionnaire de
1/z) et sans termes constants,

U est une matrice constante universelle tenant compte des “symétries”
associées aux ramifications contenues dans @,

J est une matrice de Jordan dite des exposants de monodromie formelle,
normalisée en imposant aux valeurs propres A la condition 0 < ReA < 1;
la notation z” signifie e/L°97,

P(z) est l'identité ou une matrice méromorphe suivant que I’on veut
repérer la classe méromorphe formelle ou 'une ou 'autre des classes
formelle ou de Birkhoff formelle.
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Une telle solution Xy n’est pas unique mais la matrice @, appelée
partie irréguliére de X est, elle, déterminée de maniére unique a ’ordre
pres de ses éléments diagonaux. Le point zg = 0 est un point singulier
irrégulier si la partie irréguliere @ est non nulle. C’est un point singulier
régulier si Q = 0 et J # 0 et c’est un point régulier (ou singulier
“apparent”) si @ = J = 0. Les directions oscillatoires (en fait leurs
projections sur C) des exponentielles exp(g; — ge¢) pour tous les couples
(g5,9¢), q; # qe extraits de @ sont appelées directions de Stokes et leurs
directions de décroissance maximale sont appelées directions anti-Stokes.
Directions de Stokes et directions anti-Stokes sont communes a tous les
systémes d’une méme classe formelle. On trouvera dans ([Jur78]) une
démonstration de ’existence d’une forme normale d’Hermite. A partir
d’un systéme quelconque, on obtient sa forme normale d’Hermite par
un algorithme algébrique (fini). Ce choix d’une forme normale d’Hermite
présente dans la suite deux avantages : il simplifie ’étude théorique dans
le cas d’une classe formelle dite avec ramification (Q est effectivement
ramifiée) et il permet de normaliser au mieux certaines formules de calcul
explicites, par exemple pour le calcul des invariants de Birkhoff fait au
chapitre V.

A priori, la classification méromorphe (resp. analytique ou de Bir-
khoff) raffine la classification précédente. C’est un résultat bien connu
que, lorsque @ = 0, c’est-a-dire lorsque le point zo est régulier ou sin-
gulier régulier les transformations de [Ag] sont toutes méromorphes (soit
convergentes) et les deux classifications coincident. Lorsque @ # 0, c’est-
a-dire lorsque le point zo est singulier irrégulier, il existe toujours des
transformations méromorphes formelles de [Aq] qui ne sont pas conver-
gentes et la classification méromorphe raffine strictement la classification
méromorphe formelle. C’est pourquoi nous limitons notre étude au cas
d’un point singulier irrégulier.

En ’absence de critére de choix algébrique ou quelque peu naturel,
on ne réalise pas cette classification par le choix dans chaque classe d’un
représentant particulier. Divers points de vue réalisent de telles classifica-
tions : ainsi en est-il du point de vue cohomologique de Malgrange-Sibuya,
de I’équation du pont d’Ecalle et du m; sauvage de Ramis. Dans cette
theése, nous nous attachons essentiellement au point de vue cohomologi-
que de Malgrange-Sibuya et nous en déduisons une correspondance avec
le point de vue du m; sauvage de Ramis; une correspondance entre le
71 sauvage et I’équation du pont d’Ecalle ayant été établie par Ramis
(IMR*]), on achéve ainsi d’élucider la relation entre les trois points de
vue.

Dans P'interprétation cohomologique de Malgrange-Sibuya le “clas-
sifiant” cohomologique apparait comme 1’ensemble de cohomologie non

8
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abélienne H'(S; A(Ao)) du cercle des directions issues de 0 dans C & va-
leurs dans le faisceau A(Ao) des sections d’isotropies plates de [Ao] c’est-
a-dire le faisceau des germes de transformations analytiques plates de [Ao]
en lui-méme. Ce “classifiant” classifie non pas les systémes méromorphes
mais les mémes systémes munis d’un isomorphisme de leur formalisé. Les
systemes méromorphes quant a eux sont classifiés par les classes de conju-
gaison des éléments de H'(S?; A(Ao)) par le groupe Ao des isotropies de
la forme normale [Ag], c’est-a-dire le groupe des transformations méro-
morphes formelles de [Ao)] laissant fixe [Ao]. Il est utile de remarquer que
les classes méromorphes de systémes munis d’un isomorphisme de leur for-
malisé s’identifient aux classes de transformations F' d’une forme normale
[Ao] fixée avec pour relation d’équivalence la multiplication & gauche par
les matrices méromorphes inversibles. Et que les classes méromorphes de
systémes s’identifient aux classes de transformations F' avec pour relation
d’équivalence la multiplication & gauche par les matrices méromorphes
inversibles et a droite par les matrices de Ag. Le groupe Ag qui est sou-
vent petit voire trivial se calcule facilement, et par un algorithme algébri-
que, a partir de la forme normale d’Hermite [Aq]. L’analyse de I’ensemble
de cohomologie H'(S';A(Ao)) que nous présentons ci-dessous est moins

immédiate; elle est I'objet de la premiere partie de cette these (chapitres
I, 11, III).

On appelle phénoméne de Stokes le phénomene de discontinuité sui-
vant : on sait, grace au théoreme fondamental des développements asymp-
totiques que toute transformation formelle F* de [Ao] en un systéme [4]

(A= F Ao) “s’incarne” dans toute direction issue de 0 dans C en au
moins un germe F' de transformation méromorphe : F' est une transfor-
mation de [Ao] en [A] (A = FA4y) définie, holomorphe et asymptotique
3 Fen 0 sur un petit secteur autour de la direction choisie. Le théoreme
d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz affirme que ce germe peut étre
prolongé analytiquement au voisinage de 0 sur le revétement universel c*
de C*. Mais ce prolongement ne demeure pas asymptotique a F sauf dans
le cas exceptionnel ol F est elle-méme méromorphe donc convergente. On
constate des sauts brusques du comportement asymptotique de F' en 0
lorsqu’on traverse les ou seulement certaines lignes de Stokes. Ces sauts
étant au moins de type exponentiel, ne sont pas affectés par des trans-
formations méromorphes : ils sont communs a toutes les transformations
de [Ao] méromorphiquement équivalentes. Les matrices constantes inver-
sibles reliant deux solutions F! (:v)Xo(:c) et F?(z)Xo(z) associes a deux
“incarnations” F! et F? d’une méme transformation formelle F' sont ap-
pelées des matrices de Stokes usuelles. Le phénomene de Stokes n’existe
qu’aux points singuliers irréguliers. Il a pour origine le comportement de la
fonction exponentielle : la fonction e~1/% qui est plate, c’est-i-dire asymp-
totique a zéro comme la fonction nulle 0 dans toute direction issue de 0
et contenue dans le demi-plan Rez > 0, devient non bornée a croissance

9
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exponentielle lorsqu’on traverse I’'un ou ’autre demi-axe imaginaire.

Un résultat fondamental de la théorie est que ces sauts suffisent
A caractériser la classe méromorphe d’une transformation F' de [Ao].
Le théoréme d’isomorphisme de Malgrange-Sibuya donne un sens précis
a cette affirmation en établissant que le “classifiant” méromorphe des
transformations de [Ao] est exactement I’ensemble de cohomologie non

abélienne H'(S'; A(A)).

Nous donnons ici (théorémes III.3 -III.17) une description de cet
ensemble de cohomologie en caractérisant chaque classe de cohomologie
par 'une de ses 1-cochaines, en fait un 1-cocycle, que nous appelons la
cochaine fondamentale. Ce choix est naturel et ce faisant nous répondons
a une suggestion faite par Malgrange dans [Mal79]. Citons : “ Dans le cas
ou les valeurs propres de la partie principale de Ay sont distinctes, ces
questions ont été étudiées par Balser, Jurkat et Lutz grice a une analyse
précise du “phénomene de Stokes”. Dans le cas général une étude analogue
s’imposerait.”

Cet ensemble de cochaines fondamentales apparait comme un produit
fini de groupes que nous appelons les groupes de Stokes de [Ag] et qui sont
des sous-groupes des fibres du faisceau d’isotropie A(Ag) au-dessus des
directions anti-Stokes. Dans cette description, on repére donc les sauts non
par les directions en lesquelles ils se produisent et qui sont les directions
de Stokes mais par les directions qui les gouvernent, a savoir les directions
anti-Stokes. Les groupes de Stokes se calculent aisément & partir de [Ao].

En choisissant une solution fondamentale de [Ao] et une détermi-
nation de ’argument au voisinage de chaque direction anti-Stokes, on
représente les éléments des groupes de Stokes par des matrices constantes
inversibles et unipotentes appelées matrices de Stokes. A la cochaine fon-
damentale on associe ainsi une famille finie de matrices codifiées d’une
facon bien déterminée : on les appelle les matrices de Stokes “du systéme”
(en fait d’une transformation de [Ag] conduisant & ce systéme). Ces ma-
trices de Stokes sont des matrices de Stokes usuelles mais la codification
est restrictive : on n’obtient pas des matrices de Stokes usuelles quelcon-
ques représentant des sauts arbitraires. En compensation, les matrices de
Stokes ainsi sélectionnées ont des propriétés particuliéres : elles appartien-
nent au groupe de Galois différentiel du systéme. On dit alors qu’elles sont
galoisiennes.

A Tlorigine de ce travail fut la question posée par Ramis du cal-
cul numérique effectif des invariants analytiques d’un systeme. L’étude
précédente répond a la question préliminaire : que convient-il de calculer ?
Dans I'interprétation cohomologique, le classifiant apparait comme un en-
semble de cohomologie non abélienne. Comment déterminer les éléments

10
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de cet ensemble infini par le calcul d’un nombre inévitablement fini de
certaines quantités et quelles quantités?

Nous avons vu que la cochaine fondamentale permet de codifier
chaque classe de cohomologie par un nombre fini de matrices constantes :

les matrices de Stokes du systeme. Il s’agit donc de calculer ces matrices
de Stokes.

On peut énoncer le méme résultat différemment : en construisant
la cochaine fondamentale, on a en fait muni le “classifiant” cohomologi-
que d’une structure naturelle de variété linéaire affine de dimension finie.
Cette dimension N est calculable directement et en outre algébriquement
a partir du systéme. Elle est d’ailleurs égale a l'irrégularité du systeme
[EndA] : % = AoX — X Ao, ce que 'on voit immédiatement en combi-
nant les calculs de cette irrégularité faits respectivement par Malgrange
([Mal74]) et par Deligne ([De77], [BV89]). Ainsi, par le choix d’une
base de cette variété linéaire affine, la question se rameéne au calcul des N
composantes d’une cochaine fondamentale associée au systéme dans cette
base. Il est a remarquer cependant que si la structure linéaire est naturelle,
les bases ne le sont pas. Nous avons vu d’ailleurs que, bien que la cochaine
fondamentale soit naturelle, les matrices de Stokes ne le sont pas : elles
dépendent de la solution normale choisie et de choix de déterminations
de 'argument. On choisit ici une base construite sur les matrices élémen-
taires concernées et on appelle tnvariants de Birkhoff les composantes de
la cochaine fondamentale dans cette base généralisant ainsi la terminologie
adoptée par Balser, Jurkat, Lutz et Peyerimhoff dans le cas de certains
systemes de dimension deux ([JLP76]). La famille des invariants de Bir-
khoff d’un systéme est évidemment équivalente a celle de ses matrices de
Stokes. Les formules de passage sont immédiates (Proposition V.2).

Remarquons qu’on a ici un phénomeéne inhabituel : le “classifiant” co-
homologique est ’ensemble de cohomologie non abélienne H'(S'; A(Ao)).
Le faisceau A(Aq) est un faisceau de groupes non abéliens qui sont des
groupes de Lie unipotents ayant une structure de variété linéaire affine.
Grace a la construction de la cochaine fondamentale, le classifiant coho-
mologique hérite a la fois d’une structure naturelle de groupe non abélien,
produit fini des groupes de Stokes qui sont des sous-groupes de Lie unipo-
tents de certaines fibres du faisceau A(Ao), et d’une structure naturelle
de variété linéaire affine. Ce phénomene est exceptionnel : en général, un
ensemble de cohomologie non abélienne n’hérite pas des structures algébri-
ques du faisceau.

Les invariants analytiques, matrices de Stokes ou invariants de Bir-
khoff sont transcendants. Pour leur calcul numérique effectif, on propose
deux méthodes avec, pour chacune d’elles, ses avantages et ses limites.
Celles-ci sont explicitées au chapitre V que nous présentons ci-dessous.
Les deux méthodes imposent au départ la détermination d’une solution
fondamentale formelle. On pourra bientét utiliser pour cela le code DESIR,
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logiciel construit sous REDUCE par 1’équipe de calcul formel de 'PIMAG de
Grenoble.

Nous détaillons maintenant le contenu de chaque chapitre.

Dans le chapitre I, nous rappelons les définitions et résultats servant
de base a I’étude proposée. Nous commencgons par relier la notion de
systeme différentiel au point de vue géométrique des connexions. Nous
précisons les notions de classifications “formelles” et “analytiques” des
systémes. Nous énoncons les résultats sur les classifications formelles,
puis nous explicitons le point de vue cohomologique de la classification
analytique y compris le théoreme d’isomorphisme de Malgrange-Sibuya.

Dans le chapitre II nous étudions le faisceau des isotropies A(Ao)
d’une forme normale d’Hermite [Ag]. Nous introduisons la notion de
niveau et nous montrons comment le faisceau d’isotropie A(Ap), qui est un
faisceau de groupes non abéliens unipotents, se décompose en un produit
semi-direct de groupes du méme type, niveau par niveau. Nous définissons
les groupes de Stokes comme des sous-fibres particulieres de ce faisceau.

Ces deux chapitres ne présentent pas de résultats originaux. Nous y
explicitons des concepts ou résultats plus ou moins “bien connus”.

Dans le chapitre III nous établissons le théoréeme fondamental d’iden-
tification naturelle du “classifiant” H!(S;A(4o)), ensemble de coho-
mologie non abélienne, au produit des groupes de Stokes de [Ao]. No-
tre démonstration construit explicitement la cochaine fondamentale qui
représente de facon naturelle sa classe de cohomologie. Dans le cas d’un
seul niveau la solution est la suivante : parmi tous les recouvrements suffi-
sants pour le calcul de la cohomologie il en existe un moins fin que tous les
autres; on choisit pour cochaines fondamentales les 1-cochaines associées
a ce recouvrement. Ce résultat est di & Malgrange qui ’établit en termes
de systémes I-filtrés au sens de Deligne dans [Mal83] (lemme 5.1 p.391).
Dans le cas de plusieurs niveaux nous procédons par récurrence descen-
dante sur les niveaux. Nous utilisons la structure de produit semi-direct
suivant les niveaux du faisceau A(A4¢) pour décomposer ’ensemble H*
lui-méme niveau par niveau. Il y a plusieurs algorithmes de décomposi-
tion suivant qu’on utilise une factorisation en produit semi-direct dans un
sens ou dans un autre. Le produit final est unique et naturel. Nous étu-
dions d’abord le cas sans ramification (les g;j — g¢ sont de vrais polynémes
non ramifiés). Nous en déduisons le cas avec ramification par un argument
classique de descente : ’existence d’une forme normale d’Hermite permet
en effet de n’avoir & considérer, comme dans le cas sans ramification, que
de vraies transformations c’est-a-dire des transformations non ramifiées
F(z) de Ao . Il est alors immédiat de voir que la cochaine fondamentale
associée a F(t?) ou p est l'ordre de la ramification est invariante sous
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Paction du groupe de Galois de la ramification t?» = z. On peut donc
la faire “descendre” du revétement ramifié & p feuillets en la variable t
au plan de la variable z. Malgrange nous a fait remarquer qu’en accord
avec 1’équivalence entre la catégorie des connexions et celle des systémes
[filtrés ([Mal83]), il est possible d’obtenir cette décomposition de fagon
tout a fait analogue directement en termes de systemes I-filtrés : le résul-
tat se démontre par récurrence croissante sur les niveaux, le passage d’un
niveau au suivant se faisant par une variante du lemme 5.1 [Mal83] cité
ci-dessus.

De fagon indépendante et pour un objectif tres différent —la réso-
lution de problemes de modules— Babbitt et Varadarajan ont été eux-
aussi conduits a une version abstraite de ce théoréme. Leur démons-
tration donnée dans [BV89] repose sur des idées dues & Deligne (cf.
aussi [BV p85]). Notre approche différe substantiellement de celle-ci dans
le cas avec ramification. En outre, elle explicite un algorithme algébrique,
permettant de réduire n’importe quelle 1-cochaine a la cochaine fonda-
mentale.

Mentionnons aussi I’étude antérieure faite par Jurkat dans [Jur78].
Celle-ci décrit chaque classe de cohomologie par le choix d’une 1-cochaine
privilégiée indiciée par les directions de Stokes et non pas par les directions
anti-Stokes. Lorsqu’il y a plusieurs niveaux, ce choix est en général
différent du notre. Le passage de cette cochaine a la notre est parfaitement
déterminé et pourrait étre détaillé dans un algorithme. Mais ce choix
a entre autre inconvénient de ne pas conduire en toute généralité aux
formules de sommation par accélération.

Le chapitre IV est consacré a quelques applications théoriques du
théoréme précédent : nous explicitons d’abord les structures algébriques,
structure de variété affine, de variété linéaire affine et de groupe de
Lie unipotent induites par celles du faisceau A(Ao) sur le “classifiant”
cohomologique H'(S*;A(Ao)).

Nous montrons que la cochaine fondamentale s’obtient par comparai-
son de sommes F, de la transformation F C'est-a-dire de transformations
méromorphes F, asymptotiques & F sur les différents ouverts V,, du re-
couvrement fondamental et que ces sommes sont déterminées de maniere
unique. On obtient ainsi un procédé de sommation par des moyens pres-
que exclusivement algébriques, le seul argument d’analyse utilisé étant le
théoreme des développements asymptotiques classique.

Nous montrons ensuite que les automorphismes de Stokes un ou
automorphismes de passage d’une solution fondamentale Fy Xo & de (A) a
la suivante sont des éléments du groupe de Galois différentiel du systeme.
On note ici Xz la vraie fonction définie par I’expression formelle X,
via le choix d’une détermination & de ’argument «. Ces automorphismes
sont représentés dans les bases Fo Xz par les matrices de Stokes, celles-
la mémes qui représentent la cochaine fondamentale. Rappelons que,

13
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selon Chevalley, une construction sur un systeme est tout systeme obtenu
comme somme directe et produit tensoriel d’un nombre fini d’exemplaires
du systéme et de son dual. L’interprétation géométrique de Chevalley des
groupes algébriques permet de définir le groupe de Galois différentiel d’un
systeme comme étant le stabilisateur des espaces de solutions de tous
les sous-systemes de toutes les constructions sur le systéme considéré. Les
propriétés galoisiennes des matrices de Stokes résultent alors du fait que le
passage a la cochaine fondamentale “commute” aux sous-systemes et aux
constructions. Nous donnons en outre un exemple de matrice de Stokes
usuelle non galoisienne.

L’existence et 'unicité des sommes F, nous permet par ailleurs
de transcrire la décomposition en facteurs des différents niveaux k de
la cochaine fondamentale en une décomposition de la transformation F'
elle-méme en un produit de transformations k-sommables ((MR82]). Ce
produit est ordonné suivant les niveaux k décroissants; il est unique a des
modifications triviales prés. On retrouve ainsi par un argument algébrique

un théoréme de Ramis ([Ra pr85]) démontré par des arguments d’analyse
fine ([Ra85], [Ra80], [RS89], [Sib90]).

Un corollaire de ce théoreme de factorisation est que la transforma-
tion F est multisommable. Il résulte alors de 1'unicité des sommes F, et
d’un résultat de Martinet-Ramis ((MR90]) que celles-ci coincident avec les

sommes obtenues par multisommabilité & partir des formules d’accéléra-
tion d’Ecalle.

Ce résultat justifie la correspondance proposée entre cochaines fon-
damentales et lacets du m; sauvage : & chaque composante f, de la
1-cochaine fondamentale ¢(F) = (f,)aca correspond laction d’un la-
cet global, pointé en zo = 0, autour de la Eartle infinitésimale de
la direction anti-Stokes «. A chaque facteur f d’une décomposition
f = fk1 fk2 fk' de f suivant les niveaux correspond ’action d’un
lacet élémentaire autour de la singularité infinitésimale de niveau k; dans
la direction a. Ce lacet doit contourner les singularités inﬁnitésimales de
niveau inférieur & k; en laissant & gauche (resp. & droite) celles dont le
nlvea.u ke correspond a un facteur f ! écrit a gauche (resp. a droite) de
f J

Le chapitre V présente deux méthodes numériques de détermination

de la cochaine fondamentale sous forme de matrices de Stokes ou d’inva-
riants de Birkhoff.

La premiere méthode consiste & calculer numériquement les sommes
Fo, ellessmémes par les formules intégrales de Borel-Laplace ou leur
généralisation a I’aide des noyaux d’accélération d’Ecalle puis & comparer
leurs valeurs deux & deux sur les directions anti-Stokes. La difficulté est
le contréle de l'instabilité des algorithmes lorsqu’on est proche du point
singulier o = 0 et surtout d’une direction anti-Stokes a c’est-a-dire,
hélas, lorsqu’on est proche des seules régions du plan qui nous intéressent.
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On maitrise bien le cas des séries admettant une seule direction singuliere
et, on sait par ailleurs toujours se ramener a cette situation dans le cas
des systemes de dimension deux. Le cas général est actuellement étudié
par Thomann & qui 'on doit le logiciel existant ([Tho90], [Tho91]).

La deuxieme méthode s’inspire d’un calcul fait par Martinet et Ramis
sur un exemple de dimension deux ([MR82]). Elle consiste a déduire les
invariants locaux, en général une partie d’entre eux seulement, du calcul
des invariants infinitésimaux. Au niveau infinitésimal la situation est plus
confortable parce que le classifiant est un groupe de cohomologie abélienne
et qu’on dispose de formules intégrales explicites, les formules de Cauchy-
Heine, donnant I’expression de la transformation infinitésimale a partir
d’une classe de cohomologie. Il est nécessaire de préparer la situation pour
tirer le meilleur profit des informations rendues ainsi accessibles. Nous
détaillons les transformations méromorphes et les changements de variable
a effectuer sur le systéme et sur la forme normale (ce ne sont pas les mémes
en général) pour se placer dans un cas relativement agréable dit cas séparé.
Nous explicitons alors les formules de récurrence permettant de calculer
les invariants de Birkhoff du systéme et les conditions nécessaires pour
pouvoir mener a bien un tel calcul. Nous étudions plus particulierement
les cas des systémes de dimension deux et trois et nous établissons la
liste des invariants accessibles par cette méthode : tous les invariants en
dimension deux, tous, quelques uns ou pas du tout en dimension trois
suivant le type du systéme. Pour terminer, nous illustrons la méthode par
quelques exemples numériques en dimension deux et en dimension trois.
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Classification cohomologique et applications
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Les couples (V,V) formés d’'un K-espace vectoriel V et d’une
connexion V sont appelés des K-vectoriels a connexion (on dira aussi des
connexions méromorphes).

Un morphisme de K-vectoriel @ connexion de (V1,V,) dans (V2,V2)
est un homomorphisme h : Vi — V2 de K -espaces vectoriels qui com-
mute avec les connexions Vi et V; :

Le diagramme o
Vi — W

hl lh
V, 2, W,

commute.

La catégorie des (germes de) connexions méromorphes est la catégorie
C dont les objets sont les K -vectoriels a connexion et dont les fleches sont
les morphismes de K -vectoriels a connexion. Dans cette catégorie C on a
les notions de somme directe @, de produit tensoriel @, de dual * et de
K -vectoriel d’homorphismes Hom définies comme suit :

e somme directe:

V=VioW
V =V; & V; est donnée par

V(X: & Xs2) = Vi(X1) @ Va(X2)
e produit tensoriel :
V=@V
K
V =V; ® V; est donnée par
V(X1 ® X2) =Vi(X1) ® X2 + X1 ® Va(X32)

e dual:
V* = dual du K-espace vectoriel V

V* est donnée par
V()(X) = 21(X) - S(VX) , fe V"

e K-vectoriel d’homomorphismes: Notons Homg (V;, V) le K -espace
vectoriel des applications K -linéaires de V; dans V3

V = Homg (W1, V2)

V1,2 est donnée par
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Chapitre |
Vi12(¢)(X1) = Va(p(X1)) = ¢(V1(X1)) , ¢ € Homk(V1,V2) .

Ainsi ¢ est un morphisme de (V1, V1) dans (V2,V2) si et seulement
si ¢ est une section horizontale de V; ;.

Dans la catégorie des K -espaces vectoriels, V; ® V;* est isomorphe
a Homg(Vi,V2). De facon analogue, dans la catégorie des connexions, le
K -vectoriel & connexion (V; @ V5*, V1 ® V3) est isomorphe & (Homg (V1,V2),Vi1,2).

On montre que la catégorie C des (germes en 0 de) connexions
méromorphes est une catégorie tensorielle abélienne ([DeMi80]).

Si on choisit des bases v; et v, dans V; et dans V, et si on note
—A; la matrice de Vi, —A3 celle de V2 et F la matrice d’un élément
v € Homg(V4,V2) on a

d
V1X=d—X-—A1X , V2Y=—}:—A2Y ,
dz dz

dF
Vi2(p)(X) = (E —AF+ FA;)X pourtout X e Vj

et, quand ¢ admet un inverse ¢! dans Homg(V4,V3),

dF—1
Vg,l(cp"l)(Y) = (T:c- — A F 14 F~1A5)Y pour tout Y € V;

d
- _F-l(-dé + FA; — A, F)FY

et donc !

Via.

Ainsi pour un choix fixé des K -bases dans V; et dans V2 on peut
énoncer de fagon équivalente

est une section horizontale de V21 dés que ¢ en est une de

¢ ¢ € Homg(V1,V2) est un isomorphisme de (Vi,V;) dans (Vz, V)
si et seulement si sa matrice F', i coefficients dans K, est inversible
(F € GL(n,K)) et vérifie 4 = A, F — F 4, .

o V), est transformée de V; par ¢ si et seulement si sa matrice —A; est
donnée par Az = %F'l + FA1F~! ou F, matrice de ¢, est inversible

a coefficients dans K.

2. Généralités sur les classifications méromorphes des connexions
et des systémes

Une question importante de la théorie est celle de la classification
des K -vectoriels a connexion a isomorphisme prés : c’est la classification
méromorphe des connexions méromorphes. Bien siir, on peut se restreindre
aux connexions de dimension fixée (dimgV = n fixé).
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Il existe plusieurs méthodes pour réaliser une telle classification.
Citons celles

1. par linterprétation cohomologique (MALGRANGE-SIBUYA)
2. par I’équation du pont (ECALLE)

3. par le m; sauvage (RAMIS).

Ces méthodes sont substantiellement différentes. Elles ont en com-
mun le point de départ qui consiste a réaliser d’abord une classification
moins fine : la classification méromorphe formelle. Dans chaque classe
méromorphe formelle on caractérise ensuite les classes méromorphes. Il
y a une raison fondamentale a cela : la classification méromorphe formelle
est algébrique donc “facile”. On dispose d’algorithmes algébriques pour la
mener a bien. Ces algorithmes sont implantés sur ordinateur sous REDUCE
dans le code DESIR ([T87]). La classification méromorphe est transcen-
dante : on ne peut espérer aucun algorithme général algébrique pour la
mener a bien. Il n’est pas évident de prime abord de voir comment ces
différentes méthodes de classifications se correspondent. Le lien entre 2.
et 3. sera fait dans un livre de Martinet et Ramis & paraitre; le lien entre
1. et 3. sera fait au cours de ce texte (cf. IV.5).

Rappelons brievement ce qu’on entend par classification méromorphe
formelle des connexions méromorphes. Nous énoncerons en détail 4 I’alinéa
suivant les résultats de cette classification en termes de systémes.

A une connexion (V,V) on associe sa formalisée (V,V) obtenue par
une extension du corps des scalaires K muni de d% a son formalisé
K = C[[z])[%] muni de 4. Ainsi V =V®K et si —A est la matrice

K

de V dans une base v du K-espace vectoriel V : VX = % — AX |

C’est aussi la matrice de V dans la base p=v®1 du K -espace vectoriel
V.VX = % - AX.

Un isomorphisme entre les formalisés (171,61) et (172,§2) (on dit
aussi une fransformation méromorphe formelle de (V1,V1) en (V2,V2))

est un isomorphisme ¢ = V; — V', de K -espaces vectoriels qui commute
avec Vj et V,:

Le diagramme

7, Vi, P,
ol £
7, Yo, 7,

commute.

Ainsi de fagon équivalente, on peut énoncer pour un choix de bases
arbitraire :
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* ¢ est un isomorphisme méromorphe formel de (V1,V1) dans (V2,V,)
si et seulement si sa matrice F est dans GL(n, K) et vérifie

E— = A, F — FA,
dz

o V3 est une transformée méromorphe formelle de Vi par ¢ si et
seulement si A2 est donnée par

A; = (cll—FF' + FA F™!

ol la matrice F' de ¢ est dans GL(n, K).

La classification méromorphe formelle des connexions méromorphes
est la classification modulo isomorphismes méromorphes formels.

Traduisons ce qui précede en termes de systémes :

e la formalisation ne nécessite pas l'introduction de systémes a coeffi-
cients méromorphes formels. Tous les systémes considérés sont a coeffi-
cients méromorphes;

e lisomorphisme ¢ correspond au changement d’inconnues X = F~'Y
qui transforme le systeme

dX
[A1] Fr A1 X
en le systéme
d dF
[A42] : Y =AY ot Ay =—F14+FAF™!

dz

On notera A, = FA;. Cette notation fait référence & la correspon-

dance entre les solutions : si X est une solution de [A;], FX est une
solution de [FAl] .
Nous dirons que F' est une transformation méromorphe ou méro-

morphe formelle du systtme [A] en le systtme [A;] = [FA;] suivant
que F est dans GL(n,K) ou dans GL(n, K).

e Les classifications méromorphe formelle et méromorphe des connexions
méromorphes sont équivalentes a celles des systémes (méromorphes) a
transformations méromorphes formelles ou méromorphes pres. En parti-
culier a un changement de base du K -vectoriel (V,V) correspond une
transformation méromorphe sur le systéeme différentiel associé.
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Par ailleurs, sur les systémes de dimension fixée n, on peut faire agir
les transformations méromorphes formelles ou méromorphes de I’'un des
types suivants :

- transformation formelle : sa matrice F' est & coefficients séries formelles
(F € GL(n,C[[z]])), |

- transformation de Birkhoff formelle : sa matrice F est a coefficients séries
formelles et vérifie en outre F(0) = I (F € GL(n,C|[z]])),

- transformation analytique : sa matrice F' est analytique en 0

(F € GL(n,C{z})),

- transformation de Birkhoff (analytique) : sa matrice F' est analytique et
vérifie en outre F(0) =1 (F € GLi(n,C{z})).

Les changements de base dans V étant généralement méromorphes
ne respectent pas ces différents types de transformations et les classi-
fications correspondantes ne se transportent pas aux connexions méro-
morphes. Nous nous proposons maintenant d’expliciter les classifications
des systémes de dimension n modulo I'action de ces transformations.
Nous les relierons ensuite aux classifications méromorphe formelle et méro-
morphe des connexions.

3. Classifications formelles des systéemes différentiels
Rappelons qu’une matrice F a coefficients méromorphes formels
(F € GL(n,K) avec K = C[[x]][-i:]) est une transformation d’un systéme

méromorphe [A4] si le systéme transformé [FA] est encore & coefficients
méromorphes.

Dans ce paragraphe, nous énoncons les résultats concernant les clas-
sifications

e méromorphe formelle des systemes i.e. modulo transformations méro-
morphes formelles (F € GL(n, K)),

o formelle des systémes, i.e. modulo transformations formelles

(F € GL(n,C[[=]))),

o de Birkhoff formelle des systémes, i.e. modulo transformations de

Birkhoff formelles (F' € GL(n,C[[z]])).

Ces classifications sont des raffinements les unes des autres. On les
réalise en choisissant dans chaque classe un systéme d’un type particulier
qu’on appelle forme normale du systéme. Cette forme normale n’est pas
unique : elle est liée & des conventions de choix. Nous adoptons ici des
conventions conduisant a une forme normale d’Hermite telle qu’elle est
fixée par Jurkat dans [Jur78]. Un tel choix, a priori sans importance,
simplifiera fondamentalement I’étude du cas ramifié.
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3.1. Solution formelle fondamentale

La recherche des solutions d’un systéme différentiel [A] dans K™, ou
K est Panneau des séries méromorphes formelles en z, au voisinage d’un
point régulier conduit & n solutions C-linéairement 1ndependantes (C est
le corps des constantes de K )- On sait en outre que ces séries solutions
sont convergentes, leur somme fournissant n vraies solutions linéairement
indépendantes. Au voisinage d’un point singulier les séries formelles so-
lutions sont en général divergentes. Mais surtout, elles ne forment pas a
elles seules un systéme de n solutions linéairement indépendantes. Pour
obtenir n solutions linéairement 1ndependantes on dit encore une solution
fondamentale, il faut agrandir le corps K en un corps L et il est naturel
d’imposer que :

1. Dextension L de K soit une extension de corps différentiel (L est muni
d’une dérivation dont la restriction & K coincide avec la dérivation de K );

2. la notion d’indépendance linéaire ne change pas (le corps C]’: des

constantes de L est égal au corps C 7= C des constantes de K);

3. Dextension soit minimale.

Le théoreme de Kolchin [Kol73] établit qu'une telle extension existe
(car K est de caractéristique nulle avec un corps des constantes algébri-
quement clos) et qu’elle est unique & K -isomorphisme prés. On P’appelle
'extension de Picard-Vessiot formelle du systéeme [A] et on la note K (A).

THEOREME 1.1. L’eztension de Picard-Vessiot formelle I?(A) d’un
systéme différentiel [A] est une eztension de la forme K (A) = K (y1,---,Yn)
obtenue par adjonction & K d’un nombre fini d’éléments y; vérifiant une
condition de l'un des types suivants :

(i) y=t ou t vérifie t» =z (adjonction d’une ramification d’ordre p

de z)
ii "= L1 (adjonction d’un logarithme formel Logz
) z 7 g g
(iii) %’ ek (t) (adjonction de Uezponentielle d’une primitive ramifiée).
On peut préciser ce résultat :

THEOREME 1.2 : Forme d’Hermite ([Jur78]). Tout systéme méro-
morphe [A] : 4X = AX admet une solution formelle fondamentale de
la forme

X = HzLe®

ou Q = diag(ql(%), .. ,qn(%)) est une matrice diagonale dont les termes
sont des polyndmes ramifiés en 1 ( g;j(1) = §;(3) od ?jj(%) est un

L
polynome en -1- avec t = z% ,p; € N*) sans terme constant, L est
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