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Tan que n'en vdu, se bouto ά beure...
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Abstract
This thesis deals with effective computation of meromorphic inva

riants of linear meromorphic differential systems. The question is double : 
what to compute ? How to do it ?

In part I we build a natural isomorphism between the (non abelian) 
cohomological classifying set of Malgrange-Sibuya and the product of 
Stokes groups. The proof proceeds by selecting in each cohomology class 
a special cochain which we call fundamental and it gives an explicit 
algorithm for this selection. The invariants to be computed appear then 
as the components of this fundamental cochain in a basis, which we fix, 
for the structure of finite linear affine space induced by this construction 
on the classifying set.

In addition, we prove some others consequences of both this isomor
phism theorem and the constructivity of its proof: an abstract theory of 
summation for formal solutions of linear differential systems which coin
cides with the multisummation of Martinet-Ramis and then too, with the 
accelero-summation of Ecalle; the level-by-level factorization of formal 
solutions (Ramis) and the Galois properties of the corresponding Stokes 
matrices (Ramis et Deligne), obtained here through almost only pure al
gebra ; an explicit well-fitting correspondence betwween the cohomological 
classifying set of Malgrange-Sibuya and the savage πχ of Ramis.

The second question, developped in part II, is algorithmic and nu
merical : the quantities to be computed being mainly transcendental we 
look forward approximate, yet informative, numerical values. After a brief 
description of the method by summation - a priori the most direct and 
natural method but still embarassed with serious problems of numerical 
stability (Thomann, Richard-Jung) - we detail our infinitesimal method 
which, though is does not always allow the calculation of all the invariants, 
except in dimension two, induces a very good numerical stability. The va
lues appear as limits of linear recurrences. The stability seems to be related 
to good formal initial choices. We study extensively several examples in 
dimensions two and three.
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Introduction

Dans cette these, nous presentons une etude locale des systemes 
differentiels lineaires meromorphes complexes d’ordre un et de dimen
sion n

IA! : §  = "
ou A est une matrice η x n a coefficients meromorphes et ou l’incon- 
nue X  est une matrice colonne de dimension n, au voisinage d’un point 
singulier irregulier xq du corps des nombres complexes C. Le point de 
vue cohomologique de Malgrange-Sibuya permet de classifier les systemes 
meromorphes a equivalence meromorphe pres a partir d’un ensemble de 
cohomologie non abelienne qu’on appelle le “classifiant” cohomologique. 
Nous montrons, et la demonstration que nous donnons est constructive, 
comment on peut choisir dans chaque classe de cohomologie un 1-cocycle 
que nous appelons la cochaine fondamentale. Nous mettons ainsi en bijec- 
tion naturelle le “classifiant” cohomologique avec un ensemble, le produit 
des groupes de Stokes, qui est a la fois un groupe de Lie unipotent et une 
variete lineaire affine. Nous en deduisons par des arguments algebriques 
simples quelques resultats etablis ailleurs avec des arguments d’analyse 
beaucoup plus delicats : theoreme de factorisation des solutions formelles 
en produit de facteurs fc-sommables, proprietes galoisiennes des matrices 
de Stokes ( [Ra p85], [RS89], [Ra85], [MR90], [De86 ], [Sib90]). Puis, 
par comparaison avec la theorie de la multisommabilite ([MR90], [Ec90]), 
nous en deduisons une correspondance entre la classification cohomologi
que de Malgrange-Sibuya et la classification par le πι sauvage de Ramis. 
Enfin nous presentons deux methodes de calcul numerique de la cochaine 
fondamentale.

Nous plagons toujours la singularite xq a l’origine xq =  0 de C .

6



Introduction

Deux systemes [A] et [B] sont dits meromorphiquement, analyti- 
quement ou au sens de BirkhofF equivalents s’il existe une transformation 
meromorphe, analytique ou de BirkhofF de l’un en l’autre: on passe de [A] 
a [B] par un changement d’inconnue X  =  F _1Y  ou la transformation 
F  (dite aussi transformation de jauge) est meromorphe, analytique ou de 
BirkhofF (i.e. analytique avec .F(O) egale a l’identite I ). La matrice B  du 
systeme [I?] est alors egale a

f A =  ^ F " 1 +  F A F -1 
ax

et inversement A est egale a

f~1B = - F ~ 1^ -  +  F~1BF. 
ax

On definit de meme l’equivalence meromorphe formelle, formelle ou au • \ · ^ ̂  1sens de BirkhofF formelle a partir d’un changement d’inconnue X  — F  Y  
meromorphe formel, formel ou de BirkhofF formel. Un tel changement est 
appele une transformation (meromorphe formelle,...) du systeme [A] des
lors que le systeme transforme ["^A] est a coefficients meromorphes (soit 
convergents).

La classification meromorphe formelle (respectivement formelle ou 
de BirkhofF formelle) des systemes meromorphes est bien connue : on la 
realise en choisissant dans chaque classe formelle un systeme particulier 
qu’on appelle une forme normale. Nous choisirons ici une forme normale 
[Ao] particuliere appelee une forme normale d’Hermite. Celle-ci a pour 
propriete caracteristique d’admettre une solution fondamentale de la forme

X 0(x) =  P (x )xJUeQ{l!x)

ou
Q =  diag(5i,...,gn) a pour coefficients des polynomes ramifies de la 

variable l/x ( c ’est-a-dire des polynomes d’une puissance fractionnaire de 
1/x) et sans termes constants,

U est une matrice constante universelle tenant compte des “symetries” 
associees aux ramifications contenues dans Q,

J est une matrice de Jordan dite des exposants de monodromie formelle, 
normalisee en imposant aux valeurs propres Λ la condition 0 < Re Λ < 1 ; 
la notation x J signifie eJLogx,

P(x) est l’identite ou une matrice meromorphe suivant que l’on veut 
reperer la classe meromorphe formelle ou l’une ou l’autre des classes 
formelle ou de BirkhofF formelle.
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Une telle solution X q n’est pas unique mais la matrice Q , appelee 
partie irreguliere de Xq est, elle, determinee de maniere unique a l’ordre 
pres de ses elements diagonaux. Le point x0 =  0 est un point singulier 
irregulier si la partie irreguliere Q est non nulle. C’est un point singulier 
regulier si Q =  0 et J φ 0 et c’est un point regulier (ou singulier 
“apparent” ) si Q =  J =  0. Les directions oscillatoires (en fait leurs 
projections sur C ) des exponentielles exp(qj — qt) pour tous les couples 
(qj, qt) , qj φ qt extraits de Q sont appelees directions de Stokes et leurs 
directions de decroissance maximale sont appelees directions anti-Stokes. 
Directions de Stokes et directions anti-Stokes sont communes a tous les 
systemes d’une meme classe formelle. On trouvera dans ([Jur78]) une 
demonstration de l’existence d’une forme normale d’Hermite. A partir 
d’un systeme quelconque, on obtient sa forme normale d’Hermite par 
un algorithme algebrique (fini). Ce choix d’une forme normale d’Hermite 
presente dans la suite deux avantages : il simplifie l’etude theorique dans 
le cas d’une classe formelle dite avec ramification ( Q est effectivement 
ramifiee) et il permet de normaliser au mieux certaines formules de calcul 
explicites, par exemple pour le calcul des invariants de BirkhofF fait au 
chapitre V.

A priori, la classification meromorphe (resp. analytique ou de Bir- 
khoff) raffine la classification precedente. C’est un resultat bien connu 
que, lorsque Q =  0 , c’est-a-dire lorsque le point xq est regulier ou sin
gulier regulier les transformations de [Ao] sont toutes meromorphes (soit 
convergentes) et les deux classifications coincident. Lorsque Q φ 0, c’est- 
a-dire lorsque le point Xq est singulier irregulier, il existe toujours des 
transformations meromorphes formelles de [Ao] qui ne sont pas conver
gentes et la classification meromorphe raffine strictement la classification 
meromorphe formelle. C’est pourquoi nous limitons notre etude au cas 
d’un point singulier irregulier.

En l’absence de critere de choix algebrique ou quelque peu naturel, 
on ne realise pas cette classification par le choix dans chaque classe d’un 
representant particulier. Divers points de vue realisent de telles classifica
tions : ainsi en est-il du point de vue cohomologique de Malgrange-Sibuya, 
de l’equation du pont d’Ecalle et du π\ sauvage de Ramis. Dans cette 
these, nous nous attachons essentiellement au point de vue cohomologi
que de Malgrange-Sibuya et nous en deduisons une correspondance avec 
le point de vue du π\ sauvage de Ramis; une correspondance entre le 
7Γι sauvage et l’equation du pont d’Ecalle ayant ete etablie par Ramis 
([M R*]), on acheve ainsi d’elucider la relation entre les trois points de 
vue.

Dans l’interpretation cohomologique de Malgrange-Sibuya le “clas- 
sifiant” cohomologique apparait comme l’ensemble de cohomologie non
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abelienne i f 1 (S'1; Λ(Αο)) du cercle des directions issues de 0 dans C a va- 
leurs dans le faisceau Λ(Αο) des sections d’isotropies plates de [Ao] c’est- 
a-dire le faisceau des germes de transformations analytiques plates de [Ao] 
en lui-meme. Ce “classifiant” classifie non pas les systemes meromorphes 
mais les memes systemes munis d’un isomorphisme de leur formalise. Les 
systemes meromorphes quant a eux sont classifies par les classes de conju- 
gaison des elements de H 1(S1;A(Ao)) par le groupe Λο des isotropies de 
la forme normale [Ao], c’est-a-dire le groupe des transformations mero
morphes formelles de [Ao] laissant fixe [Ao]. II est utile de remarquer que 
les classes meromorphes de systemes munis d ’un isomorphisme de leur for
malise s’identifient aux classes de transformations F  d’une forme normale 
[Ao] fixee avec pour relation d’equivalence la multiplication a gauche par 
les matrices meromorphes inversibles. Et que les classes meromorphes de 
systemes s’identifient aux classes de transformations F  avec pour relation 
d’equivalence la multiplication a gauche par les matrices meromorphes 
inversibles et a droite par les matrices de Λο. Le groupe Λο qui est sou- 
vent petit voire trivial se calcule facilement, et par un algorithme algebri- 
que, a partir de la forme normale d’Hermite [Ao]. L’analyse de l’ensemble 
de cohomologie i f 1 (S'1; Λ(Αο)) que nous presentons ci-dessous est moins 
immediate; elle est l’objet de la premiere partie de cette these (chapitres
I, II, III).

On appelle phenomene de Stokes le phenomene de discontinuite sui- 
vant: on sait, grace au theoreme fondamental des developpements asymp- 
totiques que toute transformation formelle F  de [Ao] en un systeme [A]
(A  =  Ao) “s’incarne” dans toute direction issue de 0 dans C en au 
moins un germe F  de transformation meromorphe: F  est une transfor
mation de [Ao] en [A] ( A =  FAq ) definie, holomorphe et asymptotique 
a F en O  sur un petit secteur autour de la direction choisie. Le theoreme 
d’existence et d’unicite de Cauchy-Lipschitz affirme que ce germe peut etre 
prolonge analytiquement au voisinage de 0 sur le revetement universel C* 
de C *. Mais ce prolongement ne demeure pas asymptotique a F  sauf dans 
le cas exceptionnel ou F  est elle-meme meromorphe done convergente. On 
constate des sauts brusques du comportement asymptotique de F  en 0 
lorsqu’on traverse les ou seulement certaines lignes de Stokes. Ces sauts 
etant au moins de type exponentiel, ne sont pas affectes par des trans
formations meromorphes : ils sont communs a toutes les transformations 
de [Ao] meromorphiquement equivalentes. Les matrices constantes inver
sibles reliant deux solutions ^ (xJX oi^ ) et 1&{x )Xq(x) associees a deux 
“incarnations” F l et F 2 d’une meme transformation formelle F  sont ap- 
pelees des matrices de Stokes usuelles. Le phenomene de Stokes n’existe 
qu’aux points singuliers irreguliers. II a pour origine le comportement de la 
fonction exponentielle: la fonction e-1 / 1 qui est plate, c’est-a-dire asymp
totique a zero comme la fonction nulle 0 dans toute direction issue de 0 
et contenue dans le demi-plan Re x >  0, devient non bornee a croissance
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exponentielle lorsqu’on traverse l’un ou l’autre demi-axe imaginaire.
Un resultat fondamental de la theorie est que ces sauts suffisent 

a caracteriser la classe meromorphe d’une transformation F  de [Ao]. 
Le theoreme d’isomorphisme de Malgrange-Sibuya donne un sens precis 
a cette affirmation en etablissant que le “classifiant” meromorphe des 
transformations de [Ao] est exactement l’ensemble de cohomologie non 
abelienne H 1 (S1; A (Ao)).

Nous donnons ici (theoremes III.3 -III. 17) une description de cet 
ensemble de cohomologie en caracterisant chaque classe de cohomologie 
par l’une de ses 1-cochaines, en fait un 1-cocycle, que nous appelons la 
cochaine fondamentale. Ce choix est naturel et ce faisant nous repondons 
a une suggestion faite par Malgrange dans [Mal79]. Citons : “ Dans le cas 
ou les valeurs propres de la partie principale de Ao sont distinctes, ces 
questions ont ete etudiees par Balser, Jurkat et Lutz grace a une analyse 
precise du “phenomene de Stokes” . Dans le cas general une etude analogue 
s’imposerait.”

Cet ensemble de cochaines fondamentales apparait comme un produit 
fini de groupes que nous appelons les groupes de Stokes de [Ao] et qui sont 
des sous-groupes des fibres du faisceau d’isotropie A(Ao) au-dessus des 
directions anti-Stokes. Dans cette description, on repere done les sauts non 
par les directions en lesquelles ils se produisent et qui sont les directions 
de Stokes mais par les directions qui les gouvernent, a savoir les directions 
anti-Stokes. Les groupes de Stokes se calculent aisement a partir de [Ao].

En choisissant une solution fondamentale de [Ao] et une determi
nation de l’argument au voisinage de chaque direction anti-Stokes, on 
represente les elements des groupes de Stokes par des matrices constantes 
inversibles et unipotentes appelees matrices de Stokes. A la cochaine fon
damentale on associe ainsi une famille finie de matrices codifiees d’une 
fagon bien determinee: on les appelle les matrices de Stokes “du systeme” 
(en fait d ’une transformation de [Ao] conduisant a ce systeme). Ces ma
trices de Stokes sont des matrices de Stokes usuelles mais la codification 
est restrictive : on n’obtient pas des matrices de Stokes usuelles quelcon- 
ques representant des sauts arbitraires. En compensation, les matrices de 
Stokes ainsi selectionnees ont des proprietes particulieres : elles appartien- 
nent au groupe de Galois differentiel du systeme. On dit alors qu’elles sont 
galoisiennes.

A l’origine de ce travail fut la question posee par Ramis du cal
cul numerique effectif des invariants analytiques d’un systeme. L’etude 
precedente repond a la question preliminaire: que convient-il de calculer ? 
Dans ^interpretation cohomologique, le classifiant apparait comme un en
semble de cohomologie non abelienne. Comment determiner les elements
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de cet ensemble infini par le calcul d’un nombre inevitablement fini de 
certaines quantites et quelles quantites?

Nous avons vu que la cochaine fondamentale permet de codifier 
chaque classe de cohomologie par un nombre fini de matrices constantes : 
les matrices de Stokes du systeme. II s’agit done de caiculer ces matrices 
de Stokes.

On peut enoncer le meme resultat differemment : en construisant 
la cochaine fondamentale, on a en fait muni le “classifiant” cohomologi- 
que d’une structure naturelle de variete lineaire affine de dimension finie. 
Cette dimension N  est calculable directement et en outre algebriquement 
a partir du systeme. Elle est d’ailleurs egale a l’irregularite du systeme 
[EndAo] : ^  =  AqX  — X A q, ce que l’on voit immediatement en combi- 
nant les calculs de cette irregularite faits respectivement par Malgrange 
([Mal74]) et par Deligne ([De77], [BV89]). Ainsi, par le choix d’une 
base de cette variete lineaire affine, la question se ramene au calcul des N 
composantes d’une cochaine fondamentale associee au systeme dans cette 
base. II est a remarquer cependant que si la structure lineaire est naturelle, 
les bases ne le sont pas. Nous avons vu d’ailleurs que, bien que la cochaine 
fondamentale soit naturelle, les matrices de Stokes ne le sont pas : elles 
dependent de la solution normale choisie et de choix de determinations 
de l’argument. On choisit ici une base construite sur les matrices elemen- 
taires concernees et on appelle invariants de Birkhoff les composantes de 
la cochaine fondamentale dans cette base generalisant ainsi la terminologie 
adoptee par Balser, Jurkat, Lutz et Peyerimhoff dans le cas de certains 
systemes de dimension deux ([JLP76]). La famille des invariants de Bir
khoff d ’un systeme est evidemment equivalente a celle de ses matrices de 
Stokes. Les formules de passage sont immediates (Proposition V.2).

Remarquons qu’on a ici un phenomene inhabituel: le “classifiant” co- 
homologique est l’ensemble de cohomologie non abelienne H l (S1\A(Ao) ) . 
Le faisceau A(Ao) est un faisceau de groupes non abeliens qui sont des 
groupes de Lie unipotents ayant une structure de variete lineaire affine. 
Grace a la construction de la cochaine fondamentale, le classifiant coho- 
mologique herite a la fois d’une structure naturelle de groupe non abelien, 
produit fini des groupes de Stokes qui sont des sous-groupes de Lie unipo
tents de certaines fibres du faisceau A(Ao), et d’une structure naturelle 
de variete lineaire affine. Ce phenomene est exceptionnel: en general, un 
ensemble de cohomologie non abelienne n’herite pas des structures algebri- 
ques du faisceau.

Les invariants analytiques, matrices de Stokes ou invariants de Bir
khoff sont transcendants. Pour leur calcul numerique effectif, on propose 
deux methodes avec, pour chacune d’elles, ses avantages et ses limites. 
Celles-ci sont explicitees au chapitre V que nous presentons ci-dessous. 
Les deux methodes imposent au depart la determination d’une solution 
fondamentale formelle. On pourra bientot utiliser pour cela le code DESIR,
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Michele Loday-Richaud

Nous detaillons maintenant le contenu de chaque chapitre.
Dans le chapitre I, nous rappelons les definitions et resultats servant 

de base a l’etude proposee. Nous commengons par relier la notion de 
systeme differentiel au point de vue geometrique des connexions. Nous 
precisons les notions de classifications “formelles” et “analytiques” des 
systemes. Nous enongons les resultats sur les classifications formelles, 
puis nous explicitons le point de vue cohomologique de la classification 
analytique y compris le theoreme d’isomorphisme de Malgrange-Sibuya.

Dans le chapitre II nous etudions le faisceau des isotropies Λ(Αο) 
d’une forme normale d ’Hermite [Ao]. Nous introduisons la notion de 
niveau et nous montrons comment le faisceau d’isotropie A (Ao), qui est un 
faisceau de groupes non abeliens unipotents, se decompose en un produit 
semi-direct de groupes du meme type, niveau par niveau. Nous definissons 
les groupes de Stokes comme des sous-fibres particulieres de ce faisceau.

Ces deux chapitres ne presentent pas de resultats originaux. Nous y 
explicitons des concepts ou resultats plus ou mo ins “bien connus” .

Dans le chapitre III nous etablissons le theoreme fondamental d’iden- 
tification naturelle du “classifiant” A(Ao)), ensemble de coho
mologie non abelienne, au produit des groupes de Stokes de [Ao]. No
tre demonstration construit explicitement la cochaine fondamentale qui 
represente de fagon naturelle sa classe de cohomologie. Dans le cas d’un 
seul niveau la solution est la suivante : parmi tous les recouvrements suffi- 
sants pour le calcul de la cohomologie il en existe un moins fin que tous les 
autres; on choisit pour cochaines fondamentales les 1-cochaines associees 
a ce recouvrement. Ce resultat est du a Malgrange qui l’etablit en termes 
de systemes I-filtres au sens de Deligne dans [Mal83] (lemme 5.1 p.391). 
Dans le cas de plusieurs niveaux nous procedons par recurrence descen- 
dante sur les niveaux. Nous utilisons la structure de produit semi-direct 
suivant les niveaux du faisceau Λ(Αο) pour decomposer l’ensemble H 1 
lui-meme niveau par niveau. II y a plusieurs algorithmes de decomposi
tion suivant qu’on utilise une factorisation en produit semi-direct dans un 
sens ou dans un autre. Le produit final est unique et naturel. Nous etu
dions d’abord le cas sans ramification (les qj — qt sont de vrais polynomes 
non ramifies). Nous en deduisons le cas avec ramification par un argument 
classique de descente : l’existence d’une forme normale d ’Hermite permet 
en effet de n’avoir a considerer, comme dans le cas sans ramification, que 
de vraies transformations c’est-a-dire des transformations non ramifiees 
F (x ) de Aq . II est alors immediat de voir que la cochaine fondamentale 
associee a F(tp) ou p est l’ordre de la ramification est invariante sous
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Paction du groupe de Galois de la ramification tp =  x. On peut done 
la faire “descendre” du revetement ramifie a p feuillets en la variable t 
au plan de la variable x . Malgrange nous a fait remarquer qu’en accord 
avec l’equivalence entre la categorie des connexions et celle des systemes 
I-filtres ([Mal83]), il est possible d’obtenir cette decomposition de fagon 
tout a fait analogue directement en termes de systemes I-filtres : le resul- 
tat se demontre par recurrence croissante sur les niveaux, le passage d’un 
niveau au suivant se faisant par une variante du lemme 5.1 [Mal83] cite 
ci-dessus.

De fagon independante et pour un objectif tres different —la reso
lution de problemes de modules— Babbitt et Varadarajan ont ete eux- 
aussi conduits a une version abstraite de ce theoreme. Leur demons
tration donnee dans [BV89] repose sur des idees dues a Deligne (cf. 
aussi [BV p8S]). Notre approche differe substantiellement de celle-ci dans 
le cas avec ramification. En outre, elle explicite un algorithme algebrique, 
permettant de reduire n’importe quelle 1-cochaine a la cochaine fonda- 
mentale.

Mentionnons aussi 1’etude anterieure faite par Jurkat dans [Jur78]. 
Celle-ci decrit chaque classe de cohomologie par le choix d’une 1-cochaine 
privilegiee indiciee par les directions de Stokes et non pas par les directions 
anti-Stokes. Lorsqu’il y a plusieurs niveaux, ce choix est en general 
different du notre. Le passage de cette cochaine a la notre est parfaitement 
determine et pourrait etre detaille dans un algorithme. Mais ce choix 
a entre autre inconvenient de ne pas conduire en toute generalite aux 
formules de sommation par acceleration.

Le chapitre IV est consacre a quelques applications theoriques du 
theoreme precedent : nous explicitons d’abord les structures algebriques, 
structure de variete affine, de variete lineaire affine et de groupe de 
Lie unipotent induites par celles du faisceau A(Ao) sur le “classifiant” 
cohomologique H1 (S1 ] A(Aq)) .

Nous montrons que la cochaine fondamentale s’obtient par comparai- 
son de sommes Fa de la transformation F  e’est-a-dire de transformations 
meromorphes Fa asymptotiques a F  sur les differents ouverts Va du re- 
couvrement fondamental et que ces sommes sont determinees de maniere 
unique. On obtient ainsi un procede de sommation par des moyens pres- 
que exclusivement algebriques, le seul argument d’analyse utilise etant le 
theoreme des developpements asymptotiques classique.

Nous montrons ensuite que les automorphismes de Stokes ua ou 
automorphismes de passage d’une solution fondamentale FaXo,a de (A) a 
la suivante sont des elements du groupe de Galois differentiel du systeme. 
On note ici Xo,a la vraie fonction definie par l’expression formelle Xo 
via le choix d’une determination a de l’argument a . Ces automorphismes 
sont representes dans les bases FQXot% par les matrices de Stokes, celles- 
la memes qui representent la cochaine fondamentale. Rappelons que,
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selon Chevalley, une construction sur un systeme est tout systeme obtenu 
comme somme directe et produit tensoriel d’un nombre fini d’exemplaires 
du systeme et de son dual. L’interpretation geometrique de Chevalley des 
groupes algebriques permet de definir le groupe de Galois differentiel d’un 
systeme comme etant le stabilisateur des espaces de solutions de tous 
les sous-systemes de toutes les constructions sur le systeme considere. Les 
proprietes galoisiennes des matrices de Stokes resultent alors du fait que le 
passage a la cochaine fondamentale “commute” aux sous-systemes et aux 
constructions. Nous donnons en outre un exemple de matrice de Stokes 
usuelle non galoisienne.

L’existence et l’unicite des sommes Fa nous permet par ailleurs 
de transcrire la decomposition en facteurs des differents niveaux k de 
la cochaine fondamentale en une decomposition de la transformation F  
elle-mem^ en un produit de transformations fc-sommables ([MR82]). Ce 
produit est ordonne suivant les niveaux k decroissants; il est unique a des 
modifications triviales pres. On retrouve ainsi par un argument algebrique 
un theoreme de Ramis ([Ra pr85]) demontre par des arguments d ’analyse 
fine ([Ra85], [Ra80], [RS89], [Sib90]).

Un corollaire de ce theoreme de factorisation est que la transforma
tion F  est multisommable. II resulte alors de l’unicite des sommes Fa et 
d’un resultat de Martinet-Ramis ([MR90]) que celles-ci coincident avec les 
sommes obtenues par multisommabilite a partir des formules decelera 
tion d’Ecalle.

Ce resultat justifie la correspondance proposee entre cochaines fon-
damentales et lacets du πι sauvage : a chaque composante f Q de la
l-cochaine fondamentale c(F) =  ( f a)a£A correspond l’action d’un la-
cet global, pointe en xo =  0 , autour de la partie infinitesimale de
la direction anti-Stokes a . A chaque facteur f j  d’une decomposition
fa  =  fc* · · · far de fa  suivant les niveaux correspond l’action d’un
lacet elementaire autour de la singularite infinitesimale de niveau kj dans
la direction a . Ce lacet doit contourner les singularites infinitesimales de
niveau inferieur a kj en laissant a gauche (resp. a droite) celles dont le
niveau ke correspond a un facteur ecrit a gauche (resp. a droite) de
f ki.J a *

Le chapitre V presente deux methodes numeriques de determination 
de la cochaine fondamentale sous forme de matrices de Stokes ou d’inva- 
riants de Birkhoff.

La premiere methode consiste a calculer numeriquement les sommes 
Fa elles-memes par les formules integrales de Borel-Laplace ou leur 
generalisation a l’aide des noyaux d’acceleration d’Ecalle puis a comparer 
leurs valeurs deux a deux sur les directions anti-Stokes. La difficulte est 
le controle de l’instabilite des algorithmes lorsqu’on est proche du point 
singulier xq =  0 et surtout d’une direction anti-Stokes a c’est-a-dire, 
helas, lorsqu’on est proche des seules regions du plan qui nous interessent.
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On maitrise bien le cas des series admettant une seule direction singuliere 
et, on sait par ailleurs toujours se ramener a cette situation dans le cas 
des systemes de dimension deux. Le cas general est actuellement etudie 
par Thomann a qui Ton doit le logiciel existant ([Tho90], [Tho91]).

La deuxieme methode s’inspire d’un calcul fait par Martinet et Ramis 
sur un exemple de dimension deux ([MR82]). Elle consiste a deduire les 
invariants locaux, en general une partie d’entre eux seulement, du calcul 
des invariants infinitesimaux. Au niveau infinitesimal la situation est plus 
confortable parce que le classifiant est un groupe de cohomologie abelienne 
et qu’on dispose de formules integrates explicites, les formules de Cauchy- 
Heine, donnant l’expression de la transformation infinitesimale a partir 
d’une classe de cohomologie. II est necessaire de preparer la situation pour 
tirer le meilleur profit des informations rendues ainsi accessibles. Nous 
detaillons les transformations meromorphes et les changements de variable 
a effectuer sur le systeme et sur la forme normale (ce ne sont pas les memes 
en general) pour se placer dans un cas relativement agreable dit cas separe. 
Nous explicitons alors les formules de recurrence permettant de calculer 
les invariants de BirkhofF du systeme et les conditions necessaires pour 
pouvoir mener a bien un tel calcul. Nous etudions plus particulierement 
les cas des systemes de dimension deux et trois et nous etablissons la 
liste des invariants accessibles par cette methode : tous les invariants en 
dimension deux, tous, quelques uns ou pas du tout en dimension trois 
suivant le type du systeme. Pour terminer, nous illustrons la methode par 
quelques exemples numeriques en dimension deux et en dimension trois.
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Classification cohomologique et applications
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Les couples (V ,V) formes d’un K -espace vectoriel V  et d’une 
connexion V  sont appeles des K-vectoriels a connexion (on dira aussi des 
connexions miromorphes).

Un morphisme de K-vectoriel a connexion de (Vi, V i) dans (V2, V 2) 
est un homomorphisme h : V\ — > V2 de K  -espaces vectoriels qui com
mute avec les connexions V i et V 2 :

Le diagramme
Vl Vx

h[ l·

v2 — v2
commute.

La categorie des (germes de) connexions meromorphes est la categorie 
C dont les objets sont les K -vectoriels a connexion et dont les fleches sont 
les morphismes de K -vectoriels a connexion. Dans cette categorie C on a 
les notions de somme directe φ , de produit tensoriel ® , de dual * et de 
K  -vectoriel d’homorphismes Horn definies comme suit:
• somme directe:

V =  V! 0  v2
V =  V i 0  V2 est donnee par

V (X i 0  X 2) =  V i p f i )  0  V 2(X2)

• produit tensoriel:

V =  Vi ® V2
κ

V = Vi (2) V2 est donnee par 

V (X i ® X 2) =  V l {X l ) ® X 2 +  X l ® V 2(X 2)

• dual:
V* =  dual du K  -espace vectoriel V 
V* est donnee par

V ’ ( / ) W  =  4 ζ Κ χ ) -  f W  ■ /  e v*

• ϋΓ-vectoriel d’homomorphismes : Notons Homi<-(Vi, V2) le if-espace 
vectoriel des applications K  -lineaires de V\ dans V2

V =  EomK{Vu V2)
V i(2 est donnee par
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Vi,2(<P)(Xi) =  V2M X1)) -¥>(V!(X i)) , Ψ € Hom/£'(Vi, F2) .

Ainsi φ est un morphisme de (Vi, V i) dans (V2, V 2) si et seulement 
si φ est une section horizontale de V i,2 .

Dans la categorie des K -espaces vectoriels, V\ 0  V2* es  ̂ isomorphe 
a Horn a-(Vi, V2) . De fagon analogue, dans la categorie des connexions, le 
ϋΤ-vectoriel a connexion (Vi ® V^*,Vi 0  V|) est isomorphe a (Homif(Vi, V2 ), V i^ ).

On montre que la categorie C des (germes en 0 de) connexions 
meromorphes est une categorie tensorielle abelienne ([DeMi80]).

Si on choisit des bases yx et y2 dans Pi et dans V2 et si on note 
—A\ la matrice de V i , —A 2 celle de V 2 et F  la matrice d’un element 
φ G Homif(Vj, V2) on a

dX dY
V 1X  =  —  - A 1X  , V 2Y = - ^ - A 2Y  ,

dF
Vi,2(y>)(X) =  (-5-----A2 F  +  FA\)X  pour tout X  G Viax

et, quand φ admet un inverse φ -1 dans Homi^Vi, V2) ,

JP -l
V 2,i(</?_ 1)(F ) =  -  A1F~1 +  F~1A2)Y  pour tout Y  G V2

dF
= - F ~ 1(—  +  FAi -  A2F )F~1Y  

ax

et done φ~ι est une section horizontale de V 24 des que φ en est une de
V i ,2 ·

Ainsi pour un choix fixe des if-bases dans V\ et dans V2 on peut 
enoncer de fagon equivalente
• φ G Hom i^Vi,V2 ) est un isomorphisme de (V i,V i) dans (V2,V 2) 
si et seulement si sa matrice F , a coefficients dans K , est inversible 
( F  G GL(n, K ) ) et verifie £  =  A2F  -  FA\.

• V 2 est transformee de Vi par φ si et seulement si sa matrice —A2 est 
donnee par A 2 =  F ~1 +  FA\F~l ou F , matrice de φ, est inversible 
a coefficients dans K .

Chapitre I

2. Generalites sur les classifications meromorphes des connexions 
et des systemes

Une question importante de la theorie est celle de la classification 
des K -vectoriels a connexion a isomorphisme pres : e’est la classification 
meromorphe des connexions meromorphes. Bien sur, on peut se restreindre 
aux connexions de dimension fixee ( dimi^V = n fixe).
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II existe plusieurs methodes pour realiser une telle classification. 
Citons celles
1 . par Interpretation cohomologique (M a lg ran ge -S ibu ya )

2. par 1’equation du pont (ECALLE)

3. par le πχ sauvage (Ramis).

Ces methodes sont substantiellement difFerentes. Elies ont en com- 
mun le point de depart qui consiste a realiser d’abord une classification 
moins fine : la classification meromorphe formelle. Dans chaque classe 
meromorphe formelle on caracterise ensuite les classes meromorphes. II 
y a une raison fondamentale a cela : la classification meromorphe formelle 
est algebrique done “facile” . On dispose d’algorithmes algebriques pour la 
mener a bien. Ces algorithmes sont implantes sur ordinateur sous REDUCE 
dans le code DESIR ([T87]). La classification meromorphe est transcen- 
dante : on ne peut esperer aucun algorithme general algebrique pour la 
mener a bien. II n’est pas evident de prime abord de voir comment ces 
difFerentes methodes de classifications se correspondent. Le lien entre 2. 
et 3. sera fait dans un livre de Martinet et Ramis a paraitre; le lien entre
1. et 3. sera fait au cours de ce texte (cf. IV.5).

Rappelons brievement ce qu’on entend par classification meromorphe 
formelle des connexions meromorphes. Nous enoncerons en detail a l’alinea 
suivant les resultats de cette classification en termes de systemes.

A une connexion (V, V) on associe saformalisee (V, V) obtenue par 
une extension du corps des scalaires K  muni de a son formalise 
K  =  C[[x]][-j] muni de Ainsi V  =  V  ® K  et si —A est la matrice

de V dans une base v du K -espace vectoriel V  : V X  =  ^  — A X ,
e’est aussi la matrice de V dans la base y =  v <g) 1 du K  -espace vectoriel
V :V X  = ^  -  AX.

Un isomorphisme entre les formalises (V i,V i)  et (1̂ 2, V 2) (on dit 
aussi une transformation miromorphe formelle de (V i,V i) en (V2 , V2) ) 
est un isomorphisme φ =  V\ — > V 2 de K -espaces vectoriels qui commute 
avec Vi et V 2 :

Le diagramme
V x ? !

4 λ Ιφ
V 2 —2 a-» V2

commute.
Ainsi de fagon equivalente, on peut enoncer pour un choix de bases 

arbitraire:
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• ψ est un isomorphisme meromorphe formel de (Vi, V i) dans (V2, V 2) 
si et seulement si sa matrice F  est dans GL{n, K )  et verifie

dF t , 
—  =  A 2F  -  F A i  
αχ

• V 2 est une transformee meromorphe formelle de V i par φ si et 
seulement si A 2 est donnee par

dF 
A 2 = — F  +  F A iF  

dx

ou la matrice F  de ψ est dans GL(n, K ).
La classification meromorphe formelle des connexions meromorphes 

est la classification modulo isomorphismes meromorphes formels.

Traduisons ce qui precede en termes de systemes :
• la formalisation ne necessite pas l’introduction de systemes a coeffi
cients meromorphes formels. Tous les systemes consideres sont a coeffi
cients meromorphes;

• l’isomorphisme φ correspond au changement d’inconnues X  = F~lY  
qui transforme le systeme

en le systeme

[A2] : ¥  = A2Y  ou  A2 =  —̂ F ' 1 +  FA\F~l . dx ax

On notera A2 =  fA i . Cette notation fait reference a la correspon- 
dance entre les solutions : si X  est une solution de [Αχ], F X  est une 
solution de [FAi] .

Nous dirons que F  est une transformation meromorphe ou ntiro- 
morphe formelle du systeme [Ai] en le systeme [A2\ =  [f Ai] suivant 
que F  est dans GL(n,K)  ou dans GL(n,K).

• Les classifications meromorphe formelle et meromorphe des connexions 
meromorphes sont equivalentes a celles des systemes (meromorphes) a 
transformations meromorphes formelles ou meromorphes pres. En parti- 
culier a un changement de base du K -vectoriel (V, V) correspond une 
transformation meromorphe sur le systeme differentiel associe.
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Par ailleurs, sur les systemes de dimension fixee n, on peut faire agir 
les transformations meromorphes formelles ou meromorphes de l’un des 
types suivants :
- transformation formeUe : sa matrice F  est a coefficients series formelles
(F eG IK C R * ] ] ) ) ,
- transformation de Birkhoff formeUe: sa matrice F  est a coefficients series 
formelles et verifie en outre ^(0) =  I  (F € GLi(n,  C[[x]])),
- transformation analytique: sa matrice F  est analytique en 0 
(F  € GL(n,C{x})),
- transformation de Birkhoff (analytique) : sa matrice F  est analytique et 
verifie en outre -Ρ(Ο) =  I (F € GLi (n ,C{x } ) ) .

Les changements de base dans V etant generalement meromorphes 
ne respectent pas ces differents types de transformations et les classi
fications correspondantes ne se transportent pas aux connexions mero
morphes. Nous nous proposons maintenant d’expliciter les classifications 
des systemes de dimension n modulo Faction de ces transformations. 
Nous les relierons ensuite aux classifications meromorphe formelle et mero- 
morphe des connexions.

3. Classifications formelles des systemes differentiels
Rappelons qu’une matrice F  a coefficients meromorphes formels 

(F  € GL(n,K)  avec K  =  C[[z]][±]) est une transformation d’un systeme
meromorphe [A] si le systeme transforme [^A] est encore a coefficients 
meromorphes.

Dans ce paragraphe, nous enongons les resultats concernant les clas
sifications
• meromorphe formelle des systemes i.e. modulo transformations mero-

/N

morphes formelles (F  € GL(n,K)) ,

• formelle des systemes, i.e. modulo transformations formelles

• de Birkhoff formelle des systemes, i.e. modulo transformations de 
Birkhoff formelles (F  € GL/(n ,C[[x]])).

Ces classifications sont des raffinements les unes des autres. On les 
realise en choisissant dans chaque classe un systeme d’un type particulier 
qu’on appelle forme normale du systeme. Cette forme normale n’est pas 
unique : elle est liee a des conventions de choix. Nous adoptons ici des 
conventions conduisant a une forme normale d’Hermite telle qu’elle est 
fixee par Jurkat dans [Jur78]. Un tel choix, a priori sans importance, 
simplifiera fondamentalement l’etude du cas ramifie.
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3.1. Solution formelle fondamentale
La recherche des solutions d’un systeme differentiel [A] dans K n, ou 

K  est l’anneau des series meromorphes formelles en x , au voisinage d’un 
point regulier conduit a n solutions C -lineairement independantes ( C est 
le corps des constantes de K).  On sait en outre que ces series solutions 
sont convergentes, leur somme fournissant n vraies solutions lineairement 
independantes. Au voisinage d’un point singulier les series formelles so
lutions sont en general divergentes. Mais surtout, elles ne forment pas a 
elles seules un systeme de n solutions lineairement independantes. Pour 
obtenir n solutions lineairement independantes, on dit encore une solution 
fondamentale, il faut agrandir le corps K  en un corps L et il est naturel 
d’imposer que:

XV XV >s
1. 1’extension L de K  soit une extension de corps differentiel (L est muni 
d ’une derivation dont la restriction a K  coincide avec la derivation de K ) ;

2 . la notion d’independance lineaire ne change pas (le corps des
/V .— v

constantes de L est egal au corps C g  =  C des constantes de K)\

3. l’extension soit minimale.
Le theoreme de Kolchin [Kol73] etablit qu’une telle extension existe 

(car K  est de caracteristique nulle avec un corps des constantes algebri- 
quement clos) et qu’elle est unique a ΑΓ-isomorphisme pres. On Pappelle 
Vextension de Picard-Vessiot formelle du systeme [A] et on la note K  (A).

Th£orem e  1.1. L ’extension de Picard-Vessiot formelle K  (A) d’un/S x-v
systeme differentiel [A] est une extension de la forme K  (A) =  K  (y i , . . .  ,yn) 
obtenue par adjonction a K  d’un nombre fini d’elements yj verifiant une 
condition de I’un des types suivants :

(i) y =  t ou t verifie tp = x (adjonction d’une ramification d’ordre p 
de x )

(ii) y' = i  (adjonction d’un logarithme formel Logx)

(iii) £ ft (adjonction de Vexponentielle d’une primitive ramifiee).

On peut preciser ce resultat:

Theorem e  1.2 : Forme d’Hermite ([Jur78]). Tout systeme mero
morphe [A] : ^  =  AX  admet une solution formelle fondamentale de 
la forme

X  = H xLeQ

ou Q =  diag(5i ( - j ) , . . . ,  ^n(-i)) est une matrice diagonale dont les termes 
sont des polynomes ramifies en j; (  qj{\) — Qj(\) 0  ̂ Qj(\) est un 

i —polynome en -j avec t =  x T> ,pj € N*)  sans terme constant, L est
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