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• Le sujet comporte deux parties indépendantes, à rédiger sur des feuilles différentes.

• Seulement les notes de cours sont autorisées. Les notes de TD ne sont pas autorisées.

• Durée : 3 heures.

• Dans un même exercice, on peut admettre pour traiter une question les résultats des questions
précédentes même s’ils n’ont pas été démontrés.

Partie A

Exercice 1. 1.1 Soit X un espace de Banach réflexif et C ⊂ X un ensemble convexe fermé non vide.
Montrer que pour tout x ∈ X, il existe un point de C le plus proche de x , soit y ∈ C avec:

d(x,C) = ‖x− y‖.

1.2 Soit X = C([0, 1]; R) l’ensemble des fonctions réelles continues sur [0, 1] muni de la norme
uniforme. Soit C ⊂ X l’ensemble des f ∈ X avec ‖f‖ ≤ 2 et satisfaisant:∫ 1/2

0
f(t)dt−

∫ 1

1/2
f(t)dt = 1.

Montrer qu’il n’existe pas d’élément de C de norme minimale.
En déduire que X n’est pas réflexif.

Exercice 2. Soit X un espace de Banach réflexif et T ∈ L(X,X) avec ‖T‖ ≤ 1.
Pour tout n ≥ 1 on pose:

Sn =
Id+ T + ...+ Tn−1

n
.

2.1 Soit {un} une suite dans X qui converge faiblement vers u. Montrer que u appartient à
l’enveloppe convexe fermée de Un = {uk, k ≥ n} donc il existe une suite {vn} avec vn ∈ coUn
(enveloppe convexe de Un) qui converge (en norme) vers u.

2.2 Soit x ∈ X. Montrer qu’il existe une sous-suite Snk
x qui converge faiblement vers une limite

notée y puis que TSnk
x converge faiblement vers Ty.

Vérifier que pour tout m,n ≥ 1 :

(∗) ‖SnTmx− Snx‖ ≤
2m
n
‖x‖.

Etablir que limk→∞ (TSnk
x− Snk

x) = 0.
En déduire que y est un point fixe de T .

2.3 Déduire de (∗) que limn→∞ (SnAx− Snx) = 0, pour tout A ∈ A = co{Id, T, ..., Tm, ...}.

2.4 Utiliser 2.1 pour la sous-suite Snk
x pour en déduire qu’il existe une suite {yk} de la forme

yk = Akx avec Ak ∈ A qui converge en norme vers y.

2.5 En déduire que Snx converge en norme vers y.
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Partie B

Exercice 3. Soit (ui)i∈N une suite de fonctions de W 1,1(]0, 1[). On suppose qu’il existe une fonction
u de W 1,1(]0, 1[) telle que

(1) ui tend faiblement vers u dans W 1,1(]0, 1[) quand i tend vers +∞.

On veut montrer que

(2) ui(0) tend vers u(0) quand i vers +∞.

1. Montrer que

(3) pour tout i ∈ N,
∫ 1

0
ui(x)dx = ui(0) +

∫ 1

0

(∫ x

0
u′i(s)ds

)
dx.

2. En déduire (2).

Exercice 4. Pour tout entier n strictement positif, on définit en : [0, π]→ R par

(4) pour tout x dans [0, π], en(x) =

√
2
π

sin(nx).

On rappelle que

(5) (en)n∈N\{0} est une base hilbertienne de L2(]0, π[).

Soit f ∈ L2(]0, π[). On définit la suite (αk)k∈N\{0} de nombres réels par

(6) pour tout k ∈ N \ {0}, αk =
∫ π

0
f(x)ek(x)dx.

Puis on définit, pour tout entier n strictement positif, fn ∈ C∞([0, π]) par

(7) ∀x ∈ [0, π], fn(x) =
n∑
k=1

αkek(x).

On rappelle que (5) implique que

(8) fn converge vers f dans L2(]0, π[) quand n tend vers +∞.

Dans tout cet exercice, on suppose que f ∈ H1
0 (]0, π[).

1. Montrer que

(9) pour tout k ∈ N \ {0}, kαk =

√
2
π

∫ π

0
f ′(x) cos(kx)dx.

2. Vérifier que

(10)

{√
2
π

cos(kx); k ∈ N \ {0}

}
est un système orthonormal de L2(]0, π[).
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3. Montrer que

(11)
+∞∑
k=1

k2α2
k 6 ‖f ′‖2L2(]0,π[).

4. Montrer que la suite (fn)n∈N\{0} est une suite de Cauchy dans H1
0 (]0, π[).

5. Montrer que la suite (fn)n∈N\{0} converge uniformément vers f sur [0, π].
6. On suppose maintenant que f ∈ H2(]0, π[).

6.1. Montrer que

(12) pour tout k ∈ N \ {0}, k2αk = −
∫ π

0
f ′′(x)ek(x)dx.

6.2. Montrer que, pour tout entier m strictement positif et pour tout entier n > m,

(13) ‖f ′n − f ′m‖2L2(]0,π[) 6
1

(m+ 1)2
‖f ′′‖2L2(]0,π[).

6.3. Montrer l’existence de C > 0 tel que

(14) pour tout m ∈ N \ {0}, ‖f − fm‖H1(]0,π[) 6
C

m+ 1
‖f‖H2(]0,π[).
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