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TD2. Suites d’ensembles.

Échauffements
Exercice 1. Un sous-ensemble A ⊆ N est cofini si NrA est fini. Montrer que :
a) l’intersection de deux ensembles cofinis est cofinie ;
b) tout ensemble contenant un ensemble cofini est cofini.

Est-ce encore vrai avec des ensembles finis ? avec des ensembles dénombrables ? codénom-
brables ?

Exercice 2.? Soit (an)N une suite de R.
a) Montrer que lim inf ]−∞, an] ⊆ ]−∞, lim inf an], mais que l’inclusion peut être stricte.
b) Montrer que ]−∞, lim inf an[ ⊆ lim inf ]−∞, an[, mais que l’inclusion peut être stricte.

Exercice 3. Soit (An)n≥0 une suite de parties d’un ensemble X. Classer par ordre d’inclusion
les parties suivantes de X :

∅, X,
∞⋃
n=0

An,
∞⋂
n=0

An, lim inf An, lim supAn.

Est-il possible que toutes les inclusions soient strictes ?

Suites d’ensembles
Exercice 4. Soient (An)n≥0 et (Bn)n≥0 deux suites de parties d’un ensemble X. Soit C une
partie de X. Que pensez-vous des assertions suivantes ?

a) lim
n→∞

Ac
n =

(
lim
n→∞

An

)c
b) lim

n→∞
(An ∩ C) =

(
lim
n→∞

An

)
∩ C

c) lim
n→∞

(An∪Bn) = lim
n→∞

An∪ lim
n→∞

Bn d) (∃n0 ≥ 0 ∀n ≥ n0 An ⊂ Bn)⇒ lim
n→∞

An ⊂ lim
n→∞

Bn

Exercice 5.? Soient (An)n∈N une suite de parties d’un ensemble X et ϕ : N→ N une extraction.
a) Montrer que lim supAϕ(n) ⊆ lim supAn.
b) Montrer que lim inf An ⊆ lim inf Aϕ(n).
c) On suppose que (An) converge vers B ⊆ X. Montrer que (Aϕ(n))n∈N converge aussi vers

B.
d) Trouver un cas où (Aϕ(n)) converge mais pas (An).
e) On suppose que (A2n)n et (A2n+1)n convergent vers le même ensemble B. Montrer que

(An) tend aussi vers B.

1



Exercice 6.?

a) Déterminer limn

[
− 1

n
, 1
]

et limn

]
− 1

n
, 1
]
.

b) Donner un exemple de suite non constante de parties de R dont la limite est ]0, 1].
c) Déterminer les limites supérieure et inférieure de la suite (Bn)n≥1 de parties de R définie

par

B2n−1 =

]
−2− 1

n
, 1

]
et B2n =

[
−1, 2 + 1

n2

[
.

d) Existe-t-il une suite d’ensembles de limite supérieure [−1, 2] et de limite inférieure [−2, 1] ?
e) Trouver une condition portant sur les suites réelles (an)n∈N et (bn)n∈N qui soit nécessaire

et suffisante pour que l’on ait

lim
n

[an, bn] = [−1, 1[.

f) Est-il possible que limn[an, 6] n’existe pas quand la suite réelle a converge vers 5 ?

Pour aller plus loin. . .
Exercice 7. Existe-t-il une suite (An)n∈N de sous-ensembles de N infinis et deux à deux
disjoints ?

Remarque. On peut même montrer qu’il existe une famille A de sous-ensembles de N telle
que :
– si X 6= Y sont dans A, alors X ∩ Y est fini
– la famille A a le cardinal de R !

2


