EI-SE3 / PROBABILITES / CONTROLE 2-BIS

13 juin 2016

Exercice 1 [7 points|

(a) On considere une suite d’évenements (A,) dans un espace probabilisé (2,7, P).

Avec X, = 1,4, a quelle(s) condition(s) la suite (X,,) converge vers X = 0,
1. en probabilité ?
2. presque slirement, ?

Solution :
Soit € €]0, 1[.
1. P(|X,, — 0] >¢) =P(X,=1) car X,, > 0 et X,, € {0,1}.
Or X,(w) =1<we A,, ce qui implique P(X,, = 1) = P(A,).
La condition s’écrit donc P(A4,,) — 0.
2. P(sup,,>p, [ Xm — 0] > €) = P(sup,,5, Xrm = 1) = P(@m > n /w € Apn).
Donc la condition s’écrit P(limA,) = 1, ou encore P(limA,,) = 0.

Soit (U,,) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].

(b) Etudier la convergence de la suite de variables aléatoires (X,,) définie par
X, = maxj<;<, U;, d’abord en loi puis en moyenne quadratique.

Solution :
On commence par déterminer la fonction de répartition. Soit x € R :

(0sixz <0,

p (1I£1§JL<X U; Sx) =P (Vie[1,n]U; <x)

=a"siz e |[0,1]

(lsiz>1,

par hypothese sur les U; (iid.).

Sur [0, 1], Fx, (z) = 2™ converge ponctuellement vers la fonction égale a 0 partout
sauf en 1. Donc Fl, converge ponctuellement vers 1,>;, continue a droite en 1
et fonction de répartition de la variable aléatoire X = 1. On en déduit que X,
converge en loi vers X = 1.
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(c) Soit o > 0. Montrer que la suite (X,,) définie par X,, = (Uy x- - -xU,)» = ([[12, Us)
converge presque sturement et donner sa limite. Indication : s’intéresser a In X,,.

Bonus : Montrer que la suite (Yy,) définie par Y, = (X,e*)V"™ converge en loi et
déterminer la loi limite.
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On conclut alors en appliquant le TCL + continuous mapping theorem :
Y,, = eZ" converge en loi vers LN (0, a?).

Exercice 2 [3 points]

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires ou chaque X,, suit une loi géométrique G(p,)
avec p, — 0. On suppose que a,p, — A €]0,+00| pour une suite (a,) de réels
strictement positifs. Montrer que % converge en loi, et déterminer la loi limite.

Solution :
On pose Y, = f—: OnaP(Y, <0) =P(X, <0) =0 par définition de la loi géométrique.
Soit alors x €]0, +o0.

P(Y, < ) = P(X, <
= P(X, < |a,x]) (car Xn est a valeurs entieres)
=1-P(X, > [ax])
=1-(1 _pn)tangfJ .

)

apr — 1 < |ayx] < apx + 1, done p,la,z] — Az (théoreme des gendarmes). On en
déduit d’apres la propriété rappelée au tableau que P(Y, < x) converge vers 1 — e,
qui n’est autre que la fonction de répartition de la loi exponentielle £(\).

Ainsi, 2= a pour loi limite (X).

Exercice 3 [4 points]

Un sac contient n jetons numérotés de 1 a n. On en tire deux successivement avec remise,
obtenant les numéros N; et Ny. On note alors X = min(Ny, Na) et Y = max(Ny, Ny).

(a) Trouver la loi du couple (X,Y). Vérifier que la somme des probabilités vaut 1.

Solution :

On commence par remarquer que (X,Y’) a pour support ’ensemble des couples
(i,4) € [1,n]?* vérifiant « < j. Notons E cet ensemble, et D C E I'ensemble des
couples "doubles” du type (k, k). Soit alors (k,¢) € E. Si k = ¢ il n’y a qu'un
seul tirage menant a (X,Y) = (k,¢) : Ny = Ny = k. Sinon, il y exactement
deux tirages menant & (X,Y) = (k,¢) sur les n? possibles : (Ny, No) = (k,{) ou
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(b) Calculer les lois marginales de X et Y. Ces variables aléatoires sont-elles indépendantes ? 2]

Exercice 4 [6 points]

On définit un couple (X,Y") de variables aléatoires de densité de probabilité f :

flz,y) =ae¥size[0,1] et y € [z, +00]
0 sinon
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(a) Calculer les densités marginales fx et fy respectivement de X et Y en fonction de 2]
«. En déduire la valeur de la constante a. X et Y sont-elles indépendantes ?

(b) Déterminer la densité de Z =Y — X. Quelle loi (connue) suit Z 7 2]
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(c) Calculer P(Y > 5X) pour § > 1. Dessiner le domaine d’intégration avec § = 2. 2]
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