MAP553 Apprentissage Statistique

PC5 : Estimation adaptative de la régression

1 Le critere C, de Mallows

Considérons le modele de régression :

f(Xy) Y1 &1
y:f+£a ol f: y Y= ’ 5: )
f(Xn) Ya, &n

ou les X; sont des points déterministes, les ; sont des variables aléatoires indépendantes de
moyenne 0 et de variance o2. Soit S une matrice donnée déterministe de taille n x n et fs = Sy
un estimateur linéaire de f. Le risque quadratique de l'estimateur fg est défini par

” ~ o2
R(f, fs) = Elfs = fII* = ISf = fI” + —Tx(S"S),

ot [[f]1* = 5 X2 SA(X).

Considérons une famille d’estimateurs { fg, S € 8§} o1 S est une classe finie de matrices symétriques
n X n (pensez par exemple & différents estimateurs & noyau correspondant & différents choix de
fenétre). Idéalement, on aimerait choisir le "meilleur” estimateur dans cette famille, & savoir celui
ayant le plus petit risque. Comme le risque de chacun des estimateurs nous est inconnu (il dépend
de f), nous ne pouvons pas directement choisir celui ayant le plus petit risque. Mallows a introduit
un estimateur sans biais du risque de fg (A un terme additif pres)

N 202
Cp(S) = Ilfs —ulP + = -tx(3), (G, de Mallows)

et il a proposé de sélectionner

f= fs ot S = argmin Cy(8S).
ses

Lorsque les hypotheses suivantes sur I'ensemble S sont vérifiées, un résultat de Kneip (1994)
permet de controler le risque de f.
Hypotheses d’ordre

1. 0<vTSv <vTy, VSeS, VveR",;

2. Les matrices S,S’ € S commutent : SS' = S'S, VS,S' € S;

3. Pour tout S,S’ € S on a ou bien S > S’ ou bien S’ > S.

Sous ces hypotheses nous avons alors ['inégalité oracle suivante.

Théoréme 1 (Kneip 1994) Supposons que la classe S vérifie les hypothéses d’ordre, et supposons
que les &; sont i.i.d. de loi N(0, 022. Alors, il existe une constante d < oo telle que, pour tout f et
tout € > 0, l'estimateur adaptatif f vérifie

; . d
E|lf = fII" < 1+ ) minE| fs — I+ . (1)
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1. Soit 1, ..., un systeme de M fonctions données et notons ®; = (¢, (X1),...,¢;(Xn))T
Soit Sy € R™*™ la matrice de projection sur I'espace engendré par @y, ..., ;. Alors,

fsa = Smy

est l'estimateur des moindres carrés de f. Considérons la famille d’estimateurs { fs w M =
1,...,n — 1}. Montrer que la famille S correspondante vérifie les hypothéses d’ordre et
donc Pestimateur adaptatif correspondant f vérifie 'inégalité d’oracle (1) si les & sont i.i.d.
N(0,0?).

2. Soit maintenant {¢;}; la base trigonométrique orthonormée sur [0,1] et X; = i/n,i =
1,...,n. Expliciter la trace tr(Sys) et la forme du criteére C, dans ce cas.

3. On rappelle que, sous les hypothéses de la question précédente, pour tout § > 1, L > 0, et
pour Mg = [n!/(25+1)]

o _ 28
sup ]EHfSMB - f||2 < C(B,L)TL 28+
fewW(B,L)

ou W (3, L) est la classe de Sobolev (cf. Définition 2.10 du cours). Montrer que f, lestimateur
adaptatif par la méthode C, sur Uensemble S = {Sy;, M =1,...,n — 1}, vérifie

sup  E||f — fII? < C(B, L)n" %1, VB>1,L>0.
few(g,L)

Commenter le résultat.

2 Validation croisée pour la régression non-paramétrique

Le critere C), n’est applicable qu’aux estimateurs linéaires de la régression, i.e., les estimateurs de
la forme Sy. Considérons maintenant une autre méthode, celle de validation croisée, qui permet
d’obtenir un estimateur adaptatif dans une situation plus générale.
On se met dans le méme cadre que dans I’Exercice 1, mais on suppose maintenant que les X; sont
aléatoires et

E(&|X1,...,X,) =0 et E(&&k|Xq,..., Xn) = 0.
Soit {fn,T, 7 € T} une famille d’estimateurs basée sur ’échantillon (X1,Y7),...,(Xp,Y,) i.id. et
dépendant d’un parametre 7 € 7. Supposons que fn,T est entierement déterminé par la donnée de
(X1,Y7),...,(X,,Y,) et de 7 et que les couples (X;,Y;) sont i.i.d. Définissons le risque quadratique
de Destimateur f,m par

rar(f) =E / (For () — F(2))2 Py (da),

ou Px désigne la distribution des Xj.
Notre but est de choisir le parametre 7 de facon adaptative, afin qu’il donne une valeur proche du
minimum du risque quadratique. Le critere de validation croisée ”leave-one-out” est défini par

12 Yi— fuori(X0))2,

3

ou fnm_i est lestimateur de la méme forme que fnJ basé sur ’échantillon de taille n — 1 :
(Xl, Yl), ceey ()A(i_l’ }/i—l)v (Xi+17 sz'—&—l), ey (X7L7 Yvn) En supposant que fn,‘r,—i(l') a la méme dis-
tribution que f, ; —1(x) pour tout ¢, z, montrer que

E[CV(r)] = T'n—l,T(f) + 0%

Commenter le résultat.



