MAP553 Apprentissage Statistique

PC2 : Estimation d’une densité

Pour une fonction g € L?(IR), nous noterons JF|g] sa transformée de Fourier. En particulier,
si g € LY(R) N L%(R),

Flgl(w) = /OO eg(t)dt, weR.

—0o0

Rappels transformée de Fourier

[ ¢ = 5 [

O Flglw) = Fl(iz)*g(x)(w) si /R|»’Uk\g($)|d$<+00
Flo*glw) = (~iw)"Flgl(w)

Flg(z = )(w) = e Flgl(—w)

Flg(./M)](w) = hFlg](hw)

1 Analyse Fourier du risque des estimateurs a noyau

Soient X1,...,X, des variables aléatoires i.i.d. de densité de probabilité p par rapport a
la mesure de Lebesgue sur R. Considérons ’estimateur a noyau de p défini par

1 & X;—x
in(t) = — S K .
Po(2) nh; < I )

Supposons que K € L*(R) et que c’est une fonction paire (un noyau symétrique). Soit ¢ la
fonction caractéristique associée a la densité p,

p(w) = /OO eit“’p(t)dt, w e R.

— 00

Définissons la fonction caractéristique empirique
1 &
On(w) = — Zele“’, weR.
n
j=1

On écrira, pour abréger,
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1. Montrer que, pour tout noyau symétrique K € L%(R),

~

f[ﬁn] (w) = ¢n(w)K(hw)
2. Montrer que les premier et le deuxiéme moments de ¢, (w) valent :
Elpn(w)] = o(w),
g _(1_1 2, 1
Ellon(@) = (1 1) 6P + %

et, par conséquent,
1

n

(1—[p(w)?).

3. Mesurons 'erreur de l'estimateur p,, par son risque quadratique intégré :

E[[¢n(w) — ¢(w)?]

MBE:E/@%@)—M@VM;

Montrer que, pour toute densité de probabilité p € L?(R) et tout noyau symétrique
K € L*(R),

MISE = % [/\1—1?(hw)|2}¢(w)‘2dw+i/\f((hw”?(l— |6(w)[*)dw

2 Les noyaux d’ordre /

Soit £ > 1 un entier. On dit que K : R — R est un noyau d’ordre £ si les fonctions
ur— wWK(u),j=0,1,...,¢, sont intégrables et vérifient

/K(u)duzl, /qu(u)cm:O7 j=1...,¢

1. Soit B > 0 et K € L?(R) un noyau symétrique vérifiant K € L*°(R). Montrer que la

condition
1-K
sup ‘xﬁMSA (1)
wer\{0} Wl

est équivalente a

11— K(w)]

d wpy, Ag < 00 : sup W_AO.

0<|w|<wo

2. Montrer que, pour un entier  la condition (1) est vérifiée si K est un noyau d’ordre
B—1et

/WMKmmm<m.
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3. Pour quelles valeurs de 3 les noyaux suivants vérifient-ils la condition (1) :

K(u) = \/% exp(—“;) (le noyau gaussien),
sin u . ~
K(u) = (le noyau sinc), [rappel : K(w) = 11 (w)]
U
K(u) = 23(1- u?)I(Ju| <1) (le noyau parabolique ou d’Epanechnikov).

Méme question pour les noyaux définis par leurs transformées de Fourier (o > 0) :

~ 1
K = — 1 ”spline”

(w) FARE (le noyau ”spline”),
Kw) = (1—|w|®)4 (le noyau de Pinsker).

4. Chercher 'ordre maximal du noyau de Silverman
K(u) = 5 exp(—|ul/v2) sin(lul/V2 + 7/4).

Indication : on admettra que la transformée de Fourier de K est de la forme

3 Vitesses de convergence sur les classes de Sobolev

Supposons que la densité p appartient a une classe de Sobolev définie par :

Ps(3.0) = {p[ p2 0, [ plaar =1 ana [ oo aw < 2022}

ou 5> 0et L > 0 sont des constantes fixées et ¢ = F|[p] désigne la fonction caractéristique
associée a p.

1. Soit # € N. Commenter sur le lien entre la condition [ |w|2ﬂ}¢(w)‘2dw < 2rL? dans la
définition de la classe de Sobolev et la condition sur la dérivée de p :

/ (p(ﬂ)(u))2du < L2

La classe de Sobolev est ainsi une classe de densités suffisamment régulieres.
2. Supposons que, pour un 3 > 0, la condition (1) est vérifiée et que K € L?*(R) est un
noyau symétrique. Montrer que, si p € Ps(3, L), alors
~ 2 23 Co
E [ (pale) — p(a))do < 112+ =2
avec les constantes C7 > 0 et Cs > 0 que 'on précisera.

3. Proposer un choix optimal de la fenétre h et montrer qu’avec ce choix,

sup E/ (Pn(z) —p(m))2 dz < C’n_$il
peps(ﬂvL)

ou C > 0 est une constante ne dépendant que de L, A, 3 et du noyau K.



