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Vecteurs aléatoires & valeurs réelles. Lois conditionnelles.

EXERCICE 1 -

1. Soit X une variable aléatoire uniforme sur | — 7, 5[. Quelle est la loi de tan X ? Que peut
on dire de son espérance ?
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2. Soit X une variable aléatoire de densité f(z) = . Montrer que — — |=| a

(In2)(1 + z) X X
méme loi que X.

EXERCICE 2 -Loi log-normale
Soit X une variable aléatoire de loi N'(0,1).

X

1. Calculer la densité de la variable aléatoire Z = e” : cette loi s’appelle la loi log-normale.

2. Pour a € [~1,1], soit f,(z) = f#(x)(1 + asin(27Inx)). Montrer que si Z, est de densité
fa, alors Z, et Z ont mémes moments, et donc que les moments ne caractérisent pas une
loi de probabilité.

EXERCICE 3 -
Soient X et Y deux variables indépendantes identiquement distribuées et centrées. Montrer que

E(X =Y][) > E(X]).

EXERCICE 4 -
Soient X et Y des v.a. indépendantes de loi N'(0,1). Déterminer la loi du couple (X/Y,Y") puis
celle de X/Y. Les variables aléatoires X/Y et Y sont elles indépendantes?

EXERCICE 5 -
Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires de densité de probabilité :
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ol D est le premier quart du disque centré en 0 de rayon 2. Les variables X et Y sont-elles

indépendantes ? Déterminer la densité de probabilité de la variable R = v/ X2 + Y2, puis celle de
Z=R%



EXERCICE 6 -

Soit pour 1 < k < n des v.a. réelles indépendantes T}, telles que P(Tp = x) = 0 pour tout
1<k<netxeR. (Cestlecassicesont des v.a. a densité.)

1) Montrer que P(T; = T};) = 0 pour tout 1 <i < j <n, puis que P(3i # j : T; =T}) = 0.

Nous pouvons donc définir une v.a. M qui est I'indice de la plus petite des Ty, 1 < k < n, et

S = mlnTk—TM, J%Z':TZ'—S7 1§Z§TL
1<k<n

Nous supposons désormais que T} est exponentielle de paramétre oy, > 0 pour 1 < k < n.
2) Montrer que pour tous indices j et toutes fonctions positives f et g; pour i # 7,

<1M gf ng ; ) _ Ozj/ f —(a14+an)t dt x Haz /IRJF gi(u)e—am du .
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3) En déduire que {M = j} est un événement indépendant de la v.a. S, que
Qj
oy + .o + (a7 ’

et que S est de loi exponentielle de paramétre aq + - - - + .
4) En déduire aussi que conditionnellement & {M = j}, pour i # j les v.a. S et R; sont
indépendantes et les R; ont des loi exponentielles de paramétres «;.

EXERCICE 7 -(difficile)
1) Soient X1, ... X, des variables aléatoires i.i.d de loi exponentielle

u(dr) = 1,50 *da.
Calculer la loi du vecteur Uq,...,U,_1,S, défini par
i=1

En déduire la loi de U = (Uy,...,U,—1) puis celle du vecteur V = (Uy,...,U,) ou U, = X,,/S,.
2)(*) Soit T un triangle équilatéral de sommets a, b, c. On choisit un point v au hasard dans 7.
Déterminer la loi de la surface du triangle de sommets a, b, v.



