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Conventions. Dans cet article, si A est un anneau commutatif ,  
�9 une A-alg~bre est une A-alg6bre associative, commutat ive  et unitaire, 
�9 un groupefini  sur A est un sch6ma en groupes commutatifs,  fini et plat sur 
Spec A, 
�9 s i p  est un nombre  premier, un p-groupe f ini  sur A est un groupe fini sur 
A tu6 par  une puissance de p. 

Introduction 

0.1. L'6tude des repr6sentations /-adiques associ6es aux courbes elliptiques 
avait conduit  Serre /t conjecturer quelle doit atre l 'action de l'inertie mod6r6e 
sur la cohomologie  6tale l-adique ([Se2], n ~ 1.13); en d6montrant  cette conjec- 
ture pour  le degr6 1, Raynaud  [ R ]  a mis en 6vidence certaines propri6t6s de la 
fibre g6n6rique des groupes finis sur l 'anneau des entiers d 'un corps local de 
caract6ristique 0. 

Le but  principal de cet article est d'6tablir une autre propri6t6 de cette fibre 
g6n6rique; celle-ci signifie en gros que l 'action de Galois est <<tr6s peu 
ramifi6e>>. De fagon pr6cise, soit K un corps de caract6ristique 0, complet  pour  
une valuation discr6te, /l corps r6siduel parfait k de caract6ristique poe0 et soit 
e l'indice de ramification absolu de K;  soient /s une cl6ture alg6brique de K, 
G = G a l ( I s  et, pour  u r6el > - 1 ,  Gu les groupes de ramification en 
num6rota t ion sup6rieure au sens de Serre ( [Se l ] ,  chap. IV); posons enfin G (u) 
=GU-1. 

Th6or6me A. Soit n u n  entier > 1 et soit J un groupe f ini  sur l'anneau des entiers 

de K,  tu~ par pn. Si u > e ( n + p - - ~ ) ,  G (u) opdre trivialement sur J(K).  g?K 

Si L e s t  le sous-corps d e / s  engendr6 par les points de J ~t valeurs dans / s  
ce th6or6me fournit une majorat ion de la diff6rente ~L/K de l 'extension L/K.  
On a en effet: 
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Corollaire. Soit v o la valuation de L normalisOe par Vo(P) = 1. Alors 

1 
Vo(~L/K) < n + - - .  

p- -1  

Ce th6or6me et ce corollaire sont 6tablis au w (Thm. 1) comme 
cons6quences d'un r6sultat plus g6n6ral qui est l'objet du w 1 (Prop. 1.7): 

Soit B une D~-alg6bre finie et plate, localement d'intersection compl6te; 
supposons qu'il existe a~D K annulant f21 tel que (21 est un (B/a)-module B/IDK B/I~K 
localement libre. Soit alors S une DK-algbbre finie et plate et I un id6al de S 
admettant des puissances divis6es topologiquement nilpotentes; alors, pour 
tout homomorphisme (de DK-alg6bres ) u : B ~ S / a I ,  il existe un et un seul 
homomorphisme fi: B--* S tel que u et ~ induisent le m6me homomorphisme de 
B dans S/I. 

On en d6duit que si L d6signe le plus petit sous-corps d e / (  qui contient les 
images de tousles  DK-homomorphismes de B d a n s / (  et si H = Gal (K/L), alors 

G(")~H d6s que u > e ( v o ( a ) + p  l l ) .  

0.2. On sait le r61e jou6 par les r6sultats de Raynaud dans diverses questions 
de g6om6trie arithm6tique et, en particulier, dans la d6monstration par 
Faltings [Fa] de la conjecture de Shafarevich. 

Au w nous appliquons le th6or6me ci-dessus (ou, plus exactement, son 
corollaire) pour d6montrer une autre conjecture de Shafarevich: il n'existe pas 
de vari&~ ab~lienne sur I1~, de dimension g> 1, ayant bonne rdduction partout (et, 
par cons6quent, il n'existe pas non plus de courbe de genre g > 1, d6finie sur ~ ,  
ayant bonne r6duction partout, ce qui r6pond A une question pos6e par 
Shafarevich au Congr6s de Stokholm ([Sh], voir aussi [Pa])). 

Nous d6montrons, en fair, un peu plus: soient E un corps de hombres, J un 
groupe fini tu6 par p sur l 'anneau des entiers D E de E et F l e  sous-corps d'une 
cl6ture alg6brique fix6e/~ de E engendr~ par les points de J /t valeurs dans /~. 
Si m=[F:l l~]  et si dv est le discriminant du corps F, le corollaire ci-dessus 
fournit une majoration de Idvl TM. Quand on la compare aux minorations 
fournies par la m6thode d'Odlyzko-Poitou-Serre, on en d6duit, pour certaines 
valeurs particuli6res de E et p, une majoration de m. I1 en r6sulte que, dans 
cette situation, il n'existe qu'un nombre fini de classes d'isomorphismes de 
groupes finis tu6s par p sur DE, ((ind6composables)); quitte /~ restreindre un 
peu la liste des couples (E, p) que l'on regarde, il est alors facile de d6terminer 
effectivement toutes ces classes (du moins si l'on veut bien utiliser les r6sultats 
de Raynaud). Par d6vissage, on peut alors classifier les p-groupes finis sur D E. 

Nous montrons ainsi (w Thm. 4 et remarque b) d u n  ~ 3.4.5): 

Th~or~me B. Soit J un p-groupe fini sur D e. 

i) Si E = Q  ( r e s p . ~ ( ] / -  1), Q (V/ - 3)) e tp~{3 ,  5, 7, 11, 13, 17} (resp. p~{3, 5, 7}, 
p6{5, 7}), alors J e s t  somme directe d'un groupe constant (i.e. somme direete 
de groupes du type 7Zip ~7I) et d'un groupe diagonalisable (i.e. somme directe de 
groupes du type/Jr.); 

ii) si E = Q  et p = 2  ou si E=Q(] /5 )  et p=3,  J est extension d'un groupe 
constant par un groupe diagonalisable. 
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En appl iquant  ce th6or6me au noyau de la mult ipl icat ion par  p" (avec n 
suffisamment grand), on en d6duit: 

Corollaire. Si E=Q, I1~(~-1) ,  Q ( 1 / ~ 3 )  ou Q(]/5), il n'existe pas de varidt~ 
ab~lienne sur E de dimension >= 1 ayant bonne rkduction partout. 

1. Groupes de ramification et majoration de la diff&ente 

Dans  ce paragraphe,  K est un corps complet  pour  une valuat ion discr6te, /t 
corps r6siduel parfait  k de caract6ristique p 4 0 .  On note v K la valuat ion de K 
normalis6e par  vK(K*)=Z,  ainsi que son unique p ro longement  /t toute exten- 
sion alg6brique de K. 

Pour  toute extension alg6brique L de K, on note ~D L l 'anneau de ses entiers, 
nl L son id6al maximal ,  k L son corps r6siduel; si a est un id6al principal de if?L, 
on note vK(a ) la valuat ion d 'un g6n6rateur quelconque de a ( remarquons  que si 
L/K est finie, tout  id6al de ~D L est principal); si m est un nombre  r6el > 0 ,  on 
note aT/K l'id6al de ~3i. form~ des x v6rifiant vr(x)>=m. 

1.1. Fixons quelques nota t ions  et rappelons  quelques propri6t6s des groupes  de 
ramificat ion (cf. [Se l l ,  Chap.  IV; nous utilisons des d6finitions 16g6rement 
diffdrentes de celles de Serre; voir la remarque  (i) d u n  ~ 1.2 pour  un dictionnai- 
re entre celles-ci et celles-1/0. 

Soit L une extension finie galoisienne de K et soit G = Gal (L /K) .  Pour  tout  
gcG,  soit ag l'id6al de ~?L engendr6 par  les ( g - 1 ) x ,  pour  x e ~  Le t  soit iLm(g ) 
=vK(ag ) (si elm est l ' indice de ramificat ion de l 'extension L/K, elm. iL/K(g)eN 
U { +  oO}). Pour  tout iclR, posons 

G( i  ) = {g~G l iL/K(g ) >= i}. 

Alors les G(~) sont des sous-groupes invariants  de G, on a G(c)cG,) si i'>i, 
G,) = G si i <  0, G(~ = 1, pour  i suff isamment grand. 

Pour  tout  ie~/ ,  posons 

(oL/r(i) = ~ min {i, iL/K(g)}. 
geG 

La fonction (OL/K:N-*IR est lin6aire par  morceaux,  s t r ic tement  croissante, 
bijective. Pour  tout  geG,  on pose 

nL/K(g ) --= ~oL/r(iL/r(g)) 

(en convenant  que UL/r(1)= + Oe), et, pour  tout  u ~ ,  

G (u) = {g~G I UL/~(g ) _--> U}. 

Si ~L/K d6signe la fonction r6ciproque de (OLin, et si i, u e N ,  on a 

G (u) = G(~L/K(u)  ), G(i) = G(OL/Ktl)) 

et 
i u dy 

(OL/K(i)=~(G(x): 1)dx, ~L/K(U)= ~ 
o o ( G(y): 1)" 
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Enfin, on pose 

iL/K=supiL/r(g) et urm=supuLm(g); 
g~: l  g~  l 

on voit que ill K (resp. uLm ) est le plus grand nombre  r6el i (resp. u) tel que 
G(1)=~ 1 (resp. G (") =61) et que UL/K=(pL/K(iL/K). 

1.2. Remarques. i) Si j e t  v sont des nombres  r6els > - 1 ,  on a, avec les 
nota t ions  du chapitre IV de [Se 1]: 

G ~ = G(~ + 1) Gj = G((s+ 1)/eL/K)' 
et 

ii) Si E est une extension finie galoisienne de K contenant  L et si 
G'=Gal(E/K) ,  pour  tout  u~ l / ,  l ' image de G '(") dans G est G (") ( [Se l l ,  Prop. 14, 
p. 81); si / (  est une cl6ture s6parable de K et si G~=Gal(I( /K) ,  on peut  donc 
d6finir, pour  tout  u ~ R ,  le sous-groupe fermb G~ ) de Gic par  

G~ ) = lim Gal  (L/K) ("), 

pour  L pa rcouran t  les extensions finies galoisiennes de K contenues d a n s / ( .  
Si L e s t  l 'une d 'entre elles, UL/K est alors le plus peti t  nombre  r6el u tel que 

G~ +') = Ga l  (K/L), pour  tout e > 0. 

1.3. Proposition. Soit L une extension finie galoisienne de K, et soit ~Lm la 
diff6rente de l'extension L/K. On a 

I) K (  ~ L/K) = U L/K - -  i L/K. 

D6monstration. On a ([Se 1], Prop.  4, p. 72) 

VK(~L/r) = ~ iL/K(g) 

= ~ min { iLl r, iLm(g)} -- iL/K = (aLm(iLm) -- iL/K 
gEG 

= blL/K - -  iL /K.  

1.4. Soit L une extension finie galoisienne de K de groupe de Galois  G et soit 
un 616ment de 13 L tel que ~ L = ~ K [ g ]  (un tel 616ment existe, cf. [Se l l ,  

Prop. 12, p. 66) et soit P l e  po lyn6me  minimal  de c~ sur K. 

Proposition. Conservons les notations ci-dessus et soit fl un 616ment appartenant 
d u n e  extension alg6brique de K contenant L. Si l'on pose i=supvK( f l -gc  0 et 
u = vx(P(fl)), alors g~G 

u=CpL/r(i) et i=~Lm(U). 

D6monstration. C o m m e  ~ L = ~ r [a],  iLm (g) = vK ((g - 1) ~), pour  tout  g ~ G. Q uitte 
fl remplacer  fl par  un conjugu6, on peut  supposer  que i = v r ( f l - c  O. Pour  tout  
g~G, on a f l - g ~ = ( f l - c ~ ) - ( g - 1 ) c t  et vx( f l -gcO=min{i ,  iLm(g)}; c o m m e  P(fl) 
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= I-I (3-gc~), on a u = v K ( P ( 3 ) ) =  ~ min( i ,  iL/r(g) }=~0Lm(i ), d'ofi aussi 
g e G  g e G  

i = O L i n ( u ) .  

1.5. Proposition. Soit L une extension finie galoisienne de K et soit m un hombre 
rdel >=0. Consid&ons la propri~tO 

[pour toute extension algebrzque E de K, zl ex~ste 

(Pro) ~ un homomorphisme (de ~K-algdbres) de ~L dans 
[ ~ / a ~ / K ,  alors il existe un K-plongement de L dans E. 

Alors " 

i) si m>uLm, (P,,) est vraie: 
-1  ii) si (P,,) est vraie, m > uLm--eLm. 

D6monstration. Choisissons c~ c o m m e  au n ~ 1.4. 

Montrons (i)  : 

Soient donc m>ur/K, E une extension algdbrique de K (que l 'on peut 
supposer  contenue dans une extension alg6brique F de L) et 

un h o m o m o r p h i s m e  de ~K-alg6bres. Soit fl un relavement dans ~E de rt(e). On 
a vK(P(fl))>m>ULm, et, d 'apr6s la proposi t ion pr6c6dente, si l 'on pose 
/ = s u p  vK(fl-g00,  on a 

gEG 

i =  ~L/,,(v,,(P(~))) > ~ L/,,(U~/g) = i~/,,. 

I1 existe donc gosG,  tel que 

vr(fl -go  ~ > iLm--= sup VK((g -- 1) C 0 = sup VK((g -- 1) gO C0- 
g=~l g:k l  

D'apr6s  le l emme de Krasner  (cf. par  exemple, [L],  p. 43), on a donc go~eK(fl), 
d'ofi L = g (c 0 = K (go c0 ~ g (3) c E. 

Montrons maintenant (ii) : 
_ e - 1  I1 suffit de v6rifier que, pour  m=uLm Lm, (I'm) n'est pas vraie. Si K '  

d6signe l 'extension maximale  non ramifi6e de K contenue dans L, on a UL/w 
�9 t =uzm et elm, =eLm= [L.  K ] e t  on peut  supposer  L/K to ta lement  ramifi6e et 

choisir pour  c~ une uniformisante  de L;  en particulier, P e s t  un po lyn6me 
d'Eisenstein. 

�9 Si L = K ,  il n'y a rien ~t d6montrer ;  

�9 si L/K est mod+rfiment ramifi6e, on a UL/K = 1 ;  on voit  que si E est une 
extension to ta lement  ramifi6e de K de degr6 e l m -  1 et 3 une uniformisante  de 
E, il existe un ~ g - h o m o m o r p h i s m e  de ~ L  darts ~E/a~/K qui envoie e sur 
l ' image de B; il n 'y a pour tan t  pas  de K-p longement  de L dans E; 

�9 supposons  enfin eLm=[L: K] divisible par  p; les eLmiLm(g), pour  geG,  g~e 1, 
sont des entiers > 1 et p - 1  d 'entre eux au moins  sont > 2 ;  on en d6duit que 
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eL~Kin est un entier >eL/K. Posons  eL/Km=eL/Kr-t-S , a v e c  r, seN,  O~S<eL/K; o n  

a r >  1, avec l'in6galit6 stricte si s = 0 .  Si l 'on choisit a e K  v6rifiant vK(a)=r, on 
en d6duit que le polyn6me R = P - a X  ~ est encore un polyn6me d'Eisenstein de 
degr6 eLm. Si l 'on choisit une racine fl de ce polyn6me darts une extension 
alg6brique convenable de L, le corps E=K(f l )  est encore une extension totale- 
ment ramifi6e de K, de degr6 eL/K = [L : K]  et fl est une uniformisante de E. On 
a P( f l )=af l  s, donc vr(P(fl))=Vr(a)+s/eL/K=m; il existe doric un homomorph i -  
sme de la ~K-alg6bre ~L  dans ~?E/a"~/r qui envoie c~ sur l ' image de ft. S'il 
existait un K-plongement  de L dans E, on  aurait  L = E ,  donc f l - g e e L ,  pour  
tout  g dans G, d'ofl elm- VK( ~ - g ~ ) s z .  On aurait  donc 

eL m " ~ L/K(m) = eLl K . ~L/K(vK(P(fl))) 

=(Prop .  1.4) eLm. sup VK( fl --gc0~T.. 
geG 

Un calcul simple mont re  que eL/K'~L/K(m)=eL/KUL/K--d -1, en notant  d le 
cardinal de G(iL/K); comme eL/KUL/KeTZ., ce n'est pas un entier, d'ofl une 
contradiction. 

1.6. On suppose d6sormais K de caract6ristique 0 et on  note e=vK(P) l'indice 
de ramification absolu de K. 

Soit S une ~K-alg~bre finie et plate; elle s'identifie donc /t un sous-anneau 
de S K = K @ S .  Rappelons que l 'on dit qu 'un  id6al I de S est /~ puissances 

s 
divisdes si, pour  tout x e I  et tout  n e N ,  l'616ment 7,(x)=xn/n! appartient /t I ;  
pour  tout entier m > l ,  on note alors I t'~] l'id6al de S engendr6 par  les 
7,~(xl)" 7,~(x2)... 3',,(x,), avec xl ,  x2, . . . ,  x, eI  et ~ nj>m; c'est encore un id6al 
fi puissances divis6es de S; on  dit que I est & puissances divis~es topologique- 
ment nilpotentes si (~ I [ml = 0. 

Par  exemple, si S = ~ L ,  anneau des entiers d 'une extension finie de K, 
l'id6al aT/K a des puissances divis6es (resp. des puissances divis6es topologique-  
ment  nilpotentes) si et seulement s im >= e / ( p -  1) (resp. m > e / ( p -  1)). 

1.7. Proposition. Soit B une ~K-algkbre finie et plate, localement d'intersection 
compldte. On suppose qu'il existe a ~ K ,  annulant f2 ~ tel que f2 ~ BJ2?K, B/.~ K e s t  u n  

(B/a)-module plat. 
i) Si S est une ~K-algkbre finie et plate et si I e s t  un idJal de S admettant 

des puissances divisdes topologiquement nilpotentes, alors : 
a) pour tout ~3K-homomorphisme u de B dans S/aI, il existe un et un seul 

homomorphisme ~: B--* S rendant le diagramme 
u 

B ~ S/aI 

S _p~oj ..... ~ S/I 

commutatif ; 
b) rapplication canonique de l'ensemble des !~r-homomorphismes de B dans S 

dans celui des ~r-homomorphismes de B dans S/I est injective. 
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ii) La K-algdbre B K = K ( ~ B  est dtale; si L e s t  le plus petit sous-corps d'une 
O K  

cl6ture algObrique donnOe I(  de K contenant les u(B), pour u ddcrivant l'ensemble 
des 9r-homomorphismes de B dans K, alors L / K  est galoisienne et UL/K <=VK(a ) 
+ e/(p -- 1). 

Ddmonstration. 
�9 Montrons d'abord le (a) de l'assertion (i): il est clair que l 'on peut supposer 
que B est un anneau local et que, si m Best  son id6al maximal,  B/m B = k. 

Alors O 1 est un (B/a)-module libre. Soient Xl, x2, x h des 616ments de B/S~ K . . . ,  

m B qui rel6vent une base de ms/ (m~+mKB);  les dxj engendrent  f21B/IZK" Si 
bl, b 2 . . . .  , bhEB et si ~ b j d x ~ = O ,  on voit  (par exemple en regardant  l ' image de 

b~ dxj dans le module  des diff6rentielles de B / ( m Z + m r B ) )  que les br ims;  on 
en d6duit que les dxj  forment une base du (B/a)-module libre Y21 B / O K "  

Notons  
~: ~ f l X  1, X 2 . . . . .  Xh~ ~ B  

l 'unique ~ r - h o m o m o r p h i s m e  continu qui envoie X~ sur xj; il nous permet 
d'identifier B au quotient  de ~K[[X1, X 2 . . . . .  Xh]] par un id6al J. C o m m e  B e s t  
fini d'intersection compl6te, il existe P1, P2 . . . . .  Ph ~ ~ K[[ X1,  X 2 . . . .  , X h ]] tels que 
J soit l'id6al engendr6 par les Pj. 

Pour tout  i, 2 y ~ - ( x l , x 2  . . . .  , xh ) ' dx i=O,  ce qui implique que les 
0P~ 

c~X; O~Pi (x~, x 2 . . . .  ,Xh)eaB. I1 existe donc des p i F B  tels que ~ (xx, x z . . . . .  Xh) 

=ap~.  C o m m e  adx~=O, pour  tout  j, il existe des qnr  tels que 

(qti) (a Pi;) = aI h 

(en notant  In la matrice unit6 ~t h lignes et h colonnes). C o m m e  B est un s 
module  libre, on peut diviser cette 6galit6 par a et cela signifie que la matrice 
des pq est inversible dans B e t  que la matrice des q~ est son inverse. 

Pour  montrer  l 'assertion, il suffit de v6rifier que, pour  tout  entier n >  1, si 
u : B ~ S / a I  ~'1 est un 9 r - h o m o m o r p h i s m e ,  il existe un unique 9/~- 
homomorph i sme  u': B ~ S / a I  t"+~l tel que u et u' induisent le m6me h o m o m o r -  
phisme de B dans S/I  t"~. 

Si, pour  tout i, u i d6signe un rel6vement dans S de u(x~), cela revient 
montrer  que, si u~, u 2 . . . .  , u h sont des 616ments de S v6rifiant 

Pi(ux, u 2 . . . .  , Uh)=a,~i, avec )~i~I ['], pour tout  i, 

alors il existe fll,~U2 . . . . .  #h~I tnl, uniquement  d6termin6s m o d I  E"+11 tels que 
P~(Ul + gl ,  u2 +/~2 . . . .  , Uh + #h)Ealt,+ 11, pour  tout  i. 

Pour  tout  r=(r~, r 2 . . . . .  rh)~lN het  tout  P~f2r[[X1, X 2 . . . . .  XhH, posons 

Orp c31rl p 
I r i = ~ r j ,  g X - ~ X ] , . . . O X ~  ~ et 7,(#)=?,,(#l). . .Trh(#h). 
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Comme les puissances divis6es sont topologiquement  nilpotentes,  la s6rie de 
Taylor  converge et l 'on a 

,~P~ 
avec R j =  ~ ~ X  V (u 1 . . . .  , Uh). y~(#). 

OP 
Si P 6 J ,  on a - ~ j  (x 1 . . . .  , Xh)~aB, donc 

OP 

{~Xj 
- -  ( X  1 . . . . .  Xh)C?-a,~K[[.X 1 . . . . .  Xh]] +J; 

par r6currence sur Irl, on en d6duit que, si [rl > 1 et si P e J ,  

I1 en r6sulte que 

~3*p 
~X ~ (X1 . . . . .  X h ) ~ a ~ [ [ X 1  . . . . .  Xh]] + J .  

(~rp /  ( U l  . . . . .  Uh) ~ a S + a l r " ] = a S ;  
~X . 

si Irl ~ 2, 7r(#)E(Itn]) [21 = I  t"+ 1] et R j e a I  t'+ 1]. 
Si P~j d6signe un  rel6vement de Plj dans ~3KI[X 1 . . . . .  Xh]], on a 

aP, 
a X~ (x 1 . . . . .  Xh) = aPij(x 1 , ' " ,  Xh), 

d aPi onc - -  = aP~j + R~j, avec R i y J  , d'ofl exj 

O~Pi (u 1 . . . .  , Uh)-- aPij(u 1 . . . . .  Uh) m o d a I  r"] 
OXj 

et 
~P, 

~ X j  
- -  (u 1 . . . . .  uh). # j -  aPij(ua, . . . ,  Ua) #j  mod a i  r'+ 1] 

car (I[n])2cI r"+ 1]. On a donc 

Pi(u i . . . .  , Uh) =-- a (2 i + ~ Pi j (u l  . . . . .  Uh) . # ; )  m o d  air" + l r; 
J 

comme S est plat  sur ~ r ,  les condi t ions  que doivent  v6rifier les #j sont donc 

2, + __ ~ ~ (u 1 . . . .  , uh). #j = 0 rood I E" § 1] pour  tout  i. 

Comme la matr ice des p ~ j = - f v - ( x l  . . . . .  Xh) est inversible, la matrice des 

~P, ~ j  

c~X-~ (ul . . . .  , Uh) est inversible modu lo  alVq; l 'existence des # j ~ I  r"] et leur unicit6 

m o d I  r"+lj est alors 6vidente. 
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�9 Le (b) de l'assertion (i) r6sulte immgdia tement  du (a): si fi et ?~ sont deux O K- 
h om om orph i smes  de B dans S qui ont  m~me r6duction u rood l,  l 'unicit6 du 
rel6vement de u implique ~ = ~. 

f21 - K @ ~ 2 ~ I ~ , , = 0 ,  BK �9 Montrons (ii): c o m m e  B res t  finie sur K et comme  B,,/K-- 
est &ale sur K. On peut  donc 6crire ~"  

B K = ILl L s, 
s = l  

o6 chaque L s est une extension finie de K, que l 'on peut  supposer  contenue 
dans / ( ;  alors L est le compos~ des fermetures galoisiennes d a n s / (  des 
extensions L,/K. Par  suite L/K est galoisienne. Si a est une unit~, ~ / ~ K = 0 ,  
donc B e s t  6tale sur ~ ,  L/K est non ramifi6 et uLm=O. 

Supposons  donc que a E m  K et montrons que, pour tout m~IR vdrifiant 
m > vK(a ) + e/(p - 1), L/K v&ifie (Pro) (cf. n ~ 1.5). 

Pour  toute  extension finie E de K, notons  J(E) l 'ensemble des O K- 
h o m o m o r p h i s m e s  de B dans O~. On volt  que 

J (E) = HomeK_,lg(B, O~) = Homr_~xg(B K, E) 

= I~I {K-plongements  de L~ dans E}. 
S = I  

Mais le nombre  de K-p longements  de L~ dans E est __< au degr~ de l 'extension 
LJK,  avec l'~galit6 si et seulement si E contient un corps K- i somorphe  g la 
fermeture galoisienne de L,/K d a n s / ( .  On a donc 

~J(E) <:~J(L), 

avec l'6galit6 si et seulement  s'il existe un K-p longement  de L dans E. I1 suffit 
donc de v6rifier que, s'il existe un OK-homomorph i sme  

q: O L - '  OE/a~/~:, 

on a ~J(E)>=:~J(L). 
m __ Mais %/K-aI ,  oil I e s t  un id6al /l puissances divis6es nilpotentes. On a 

donc une appl icat ion 
UI---~ U q 

de J(L) dans J(E):  si u :  B--*OL, u":B--*OE est l 'unique h o m o m o r p h i s m e  ren- 
dant  le d i ag ramme 

B ~~ , OE/aI 

~ ) E  p r o j  . . . . .  , ~)E/I 

commutat i f .  I1 suffit main tenan t  de v6rifier que cette appl icat ion est injective. 
C o m m e  t/ induit un p longement  du corps r6siduel de L dans celui de E, il 

existe un K-p longemen t  de l 'extension maximale  non ramifi6e K '  de K conte- 
nue dans L dans E; il est clair que l 'on peut  choisir ce p longement  pour  que t/ 
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soit un D w - h o m o m o r p h i s m e .  Soit alors a une uniformisante  de D L et soit P l e  
po lyn6me min imal  de a sur K ' ;  si n - - - - e L / r  = [L: K'] ,  on a 

P = a  o +a  1X  +. . .  +a ._  I X " -  I + X ~, 

avec les a f i D r , ,  v6rifiant vr(as)> 1 et v r (a0 )=  1. 
Si fl d6signe un rel6vement dans D E de t/(a), on doit  avoir  P(fl)~aI, donc, 

c o m m e  a 6 m r  et I c m ~ ,  vK(P(fl))>l; on v6rifie que ceci implique vK(fi)=vr(a ) 
= 1/n. 

Si I '  est le noyau  de l 'appl icat ion compos6e 

OL__~ DE/aI proj . . . . .  ~ D r / i  ' 
on a alors 

I '=  {XeDL I VK(X) > m -- vK(a)} 

et I '  est un id6al ~ puissances divis6es topo log iquement  nilpotentes. Mais  si 
u ,v~J(L)  et si u"=v ~, on a qou==-qovmodI ,  donc u = - v m o d I  ', d'ofi u=v,  
d'apr6s le (b) de l 'assertion (i) et L / K  v6rifie bien (P,,). 

D 'apr6s  la Proposi t ion  1.5, on a doric m > u L m - - n  -1 si m>vr(a )+e / (p - -1 ) ,  
d'ofl ULm <__ vr(a ) + e/(p -- 1) + 1/n. 

- S i n  est p r e m i e r / l  p, L / K  est mod6rhment  ramifi6e et 

UL/K = 1 < vK(a ) <--_ vK(a ) + e/(p -- 1). 

- Supposons  donc que p divise n. Alors, si G = G a l ( L / K ) ,  n. iL/r(g ) est entier 
pour  tout  g ~ : l  et l 'ordre de Gti ) est divisible par  p s i  i<=iL/K; on en d6duit 
facilement que nULl K doit  4tre un entier divisible par  p, donc  aussi n ( p -  1)ULm. 
C o m m e  on doit  avoir  

n(p --1) UL/K <= n(p --1) vr(a) + ne + p --1 

et c o m m e  n(p--1)vK(a ) + n e  est un entier divisible par  p, il faut 
n(p - 1) uL/r < n(p - 1) vx(a ) + ne, d'ofi ULm < vK(a ) + e/(p -- 1). 

1.8. Corollaire. Conservons les hypothOses et notations de la Proposition 1.7 et 
soit 7~L/t~ la diffdrente de l'extension L/K.  On a 

Vr( 7~ L/ K) < vK(a ) + e/(p -- 1). 

DOmonstration. C'est  clair si L / K  est non ramifi6e. Sinon, on a iLl ~ > 0  et (Prop. 
1.3) 

VK(~L/K) = UL/K -- iL/g < HL/K ~ vt((a) + e/(p -- 1). 

1.9. Remarques. Conservons  les hypoth6ses et nota t ions  de la Proposi t ion  1.7. 

i) Si G r = G a l ( K / K ) ,  l 'assert ion (ii) signifie que, si u > v r ( a ) + e / ( p - 1 ) ,  alors 
Gal  (K/L)  (cf. rem. (ii) d u n  ~ 1.2). 

G~'ii)= Soit B ~ le normalis6 de B dans B K. Si B r = - - [ I  L~, avec les L~ des 
f l  S=I 

extensions finies de K, on a B"r D L .  C o m m e  chaque L~ se plonge dans L, 
S=I 

on a VK(~L,m)<vr(~L/r)<vK(a)+e/(p--1) .  C o m m e  ~L~/r est l ' annulateur  de 
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f2~L~/e, ̀  ( [Se l ] ,  Chap.  III ,  Prop. 14), on en d6duit que si c e s t  un 616ment de 
~ :  v6rifiant VK(C ) > e / ( p -  1), alors ac annule f21 B W  /~3K �9 

2. Application aux p-groupes finis sur l'anneau des entiers d'un corps local 

Dans  ce paragraphe,  K est toujours  un corps de caract6ristique 0, comple t  
pour  une valuat ion discr&e, /t corps r6siduel parfait  k de caract6ristique p #:0. 
On note e=vr(P)  l ' indice de ramificat ion absolu de K et /~ une cl6ture 
alg6brique fix6e de K. 

2.1. Th~or~me 1. Soit n u n  entier >= 1 et soit J un groupe f in i  sur 0 K tu~ par p". 
Soient H l e  noyau de Faction de G K = G a l ( K / K  ) sur J(K),  L = / (  H, ~L/r  la 

diffkrente de l'extension L/K.  On a G(" ) cH  pour tout u > e  n et 

D~monstration. I1 est clair que l 'on peut  supposer  le corps r6siduel k de K 
alg6briquement  clos. 

Soit B l 'alg~bre affine de J e t  soit O)s le module  des diff~rentielles invarian-  
tes de J ;  rappelons  (cf., par  exemple, [Fo] ,  n~ que si m* (resp. 
i~, i~): B --* B @ B  est le coprodui t  (resp. l 'application b~---~b| 1, l 'appl icat ion 
bw-, 1 | b), ~" 

~o, = {cos O~/e,, I m* co = i* o~ + i* ~o}. 

a) Supposons d'abord que o)j est un (DK/p")-module libre. 
L'alg6bre B e s t  finie et plate sur D~ par  hypothese. On sait (cf. par  exemple,  

[De] ,  Chap.  II) que la fibre sp6ciale Jk de J e s t  le produi t  direct d 'un groupe 
6tale a~t par  un groupe connexe J~,, ce qui implique que son algebre affine 
B k = k @ B  est i somorphe  /~ (B~) s~tk), en notant  B~, l 'alg6bre affine de Y" k' on sait 

~K 
aussi (loc. cit.) qu'il  existe des entiers h et r l, r 2 . . . . .  r h tels que B~, ~-k [ X 1 . . . .  , Xh-] / 
( X V ~ ' , X f  2, ...,XP*~); on en d6duit que B k est localement  d ' intersection 
compl6te,  donc aussi B. On salt enfin (cf., par  exemple, [Fo] ,  n ~ 4.3) que Y21 B / O K  

s'identifie & B @ ~ s ;  c'est donc un (B/p~)-module libre. 
~K 

On peut  donc appl iquer  la Proposi t ion 1.7 et son Corol laire  1.8 avec a=p"  
et le th6or~me en r6sulte. 

b) Passons main tenan t  au cas g6n6ral. D 'apr6s  un r6sultat de Gro thendieck  
(cf. [ B B M ]  ou [I]), J peut  se plonger darts un groupe de Barsot t i -Tate  F. On a 
alors J ( K ) c F p , ( K )  (en notant  Fp, le noyau  de la mult ipl icat ion par  p" dans F) 
et il suffit de prouver  le r6sultat pour  le groupe fini et plat  Fp,. Mais  la suite 
exacte (pour  la topologie  f p p f )  

0 ,Fp, , F  r , F  , 0  

induit une suite exacte 

0 ~ r ~ 2 ~ r - - - ~ r p ~  ,0.  
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Comme  o r e s t  un  O r - m o d u l e  libre, eJr,. est libre sur OK/p" et on est ramen6 
a u  c a s  (a).  

2.2. Remarques. a) Nous  n 'a l lons  utiliser le Th6or6me 1 que lorsque e = n  =1. 
Dans  ce cas, il n'est pas n6cessaire d'utiliser l 'existence d 'un  p longement  dans 
un Barsott i -Tate;  l ' anneau  OK/p est le corps r6siduel k et le (OK/p)-module to s 
est n6cessairement libre. 

b) Soit X un  sch6ma propre et lisse sur O K et soit ) ~ = X |  Si i, h e N ,  
soient Hn, i le noyau  de l 'act ion de GK=Gal(K/K ) s u r  Hi()(et, Z/pnZ), L,, i 
=I( n",', U,,i=UL,,,/K et d,,i=vK(OL,,,m). Le Th6or6me 1 mont re  que u , , l <  

e n + et d., 1 < e n + ; il me semble ra isonnable  de conjecturer que 

u.,i<e n + ~ _  1 etd. , i<e n + ~ _  1 �9 

c) Soit U un  2gp-module libre de type fini muni  d 'une  act ion lin6aire et 
cont inue  p: G K ~ GL(U). Soient 

H,={geG[p(g)=l  modp"}, L , = K  n", u,=uL,m; 

d'apr6s un  r6sultat de Sen (cf. [-Sen]), il existe c, c ' e N  tels que 

e(n+c')<u,<e(n+c), pour  tout  n. 

Si U est le module  de Tate d 'un  groupe de Barsott i -Tate F sur OK, le 
Th6or6me 1 mont re  que l 'on peut  choisir c=l / (p-1)  (en particulier on peut  
choisir c ind6pendant  de F). Si la conjecture ci-dessus est vraie et si 
U=Hi(X~,,7Zp)/torsion, on peut choisir c=i/(p-1) (en particulier, c ne 
devrait  d6pendre que de i e t  non  de X). 

3. Groupes finis et schemas ab61iens sur Z* 

Dans  ce paragraphe E est un  corps de nombres  et O l ' anneau  de ses entiers. 

3.1. Commen~ons  par rappeler et /ou t raduire  dans ce contexte quelques-uns 
des r6sultats de R a y n a u d  ([R],  w 2 et 3) sur les groupes finis sur les anneaux  de 
valuat ion discr6te. 

3.1.1. Soit J un  sch6ma fini et plat  sur SpecO et soit N E un  sous-sch6ma 
(n6cessairement ferm6) de sa fibre g6n6rique J E = J @ E .  L'adh6rence 

* Le lecteur, uniquement int6ress6 par la d6monstration de la non-existence de vari6t6s 
ab6tiennes de dimension >0 sur Q ayant bonne r6duction partout - et familier avec les d6vissages 
de sch6mas en groupes commutatifs finis et plats, peut, au lieu de lire ce paragraphe 

i) remarquer que si J est un 3-groupe fini sur Z, et si L est le sous-corps de Q engendr6 par 
les points d'ordre 3 de J, la majoration du discriminant de l'extension L/Q que l'on peut d6duire 
du Th6or6me 1, compar6e aux minorations de Diaz y Diaz, implique que[L: Q] <6; 

ii) en d6duire, par un d6vissage facile, que Jest somme directe d'un groupe constant et d'un 
groupe diagonalisable; 

iii) constater alors qu'une telle vari6t6 ab61ienne aurait <~beaucoup trop~ de points d'ordre une 
puissance de 3, rationnels sur I1~. 
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sch6matique N de N e dans J e s t  le plus petit sous-sch6ma ferm6 de J conte- 
nant ArE: si J = Spec B, JE = Spec B E, avec B E = B @ E ,  et N e =Spec B J I t ,  alors 

N = S p e c B / I ,  avec I = I E c ~ B  (on a utilis6 la platitude pour identifier B / t u n  
sous-anneau de BE); en particulier B / 1 - , B J I  E est injectif, donc B/1 est sans 
torsion et N e s t  plat sur ~3; enfin N E s'identifie/t la fibre g6n6rique de N. 

Si d est un groupe f ini  sur 9 et N E un sous-groupe de J~, N e s t  un sous- 
schema en groupes fermO de J, f ini  et plat sur 9 ,  et le quotient J / N  (pour la 
topologie f p p f )  est reprOsentable par un groupe f ini  sur 9 (que l'on note encore 
J/N).  

3.1.2. Soit J un groupe fini sur K et soient J et J '  deux groupes finis sur 9 
qui prolongent J (i.e. dont la fibre gOnOrique s'identifie /l J ,  ce qui permet de 
considOrer les algObres affines de J e t  J '  comme des sous-9-algObres de 
l'alg6bre affine (9(~r de J ) .  On dit que J domine J' si (9(J')~(_9(J), ce qui 
revient/ t  dire que l'identit6 sur la fibre g6nOrique se prolonge en un morphisme 
de J dans J'.  

On a ainsi une relation d'ordre partiel sur les prolongements finis et plats 
de J .  Si J e t  J '  sont deux tels prolongements de J ,  ils admettent une borne 
sup~rieure et une borne infOrieure [rappelons briOvement comment on les 
construit ([R], Prop. 2.2.2): on consid6re le produit J X J '  et sa fibre gOn6rique 

i X  J ;  la borne supOrieure de J et J '  s'obtient en prenant l'adh6rence 
E 

sch6matique darts J X J '  du noyau N~ du morphisme 
~3 

J X J ~ J ,  
E 

qui /t (g, g') associe g - g ' ;  la dualit~ de Cartier 6change borne sup6rieure et 
borne inf6rieure]. 

3.1.3. Th~or+me 2. Soit p un nombre premier tel que l'indice de ram~i'cation de 
chaque place p de E au-dessus de p est < p -  1. Alors 

i) si J est un groupe f ini  sur E tuO par une puissance de p, il admet au plus 
un prolongement f ini  et plat sur 9 ;  

ii) le foncteur ~fibre gdn&ique)) (de la cat~gorie des p-groupes f inis  sur 9 
dans celle des p-groupes finis sur E) est pleinement fiddle et son image essentielle 
est stable par sous-objet et quotient (en particulier, la catdgorie des p-groupes 
f inis sur 9 est abOlienne). 

Ddmonstration. Pour montrer i), il faut v6rifier que si J et J '  sont deux 
prolongements finis et plats de or on a J = J ' .  Grfice /t 3.1.2, on peut supposer 
que (_9(J')~(9(J). Comme (_9(J)/(9(J') est un 9-module  de longueur finie, il suffit 
de v6rifier que, pour tout id6al premier p de 9 ,  on a (9(J')@~)~---(9(J)@~)p (en 

notant ~p le compl6t6 du localis6 en p de 9). 
I1 suffit donc de v6rifier que, si Jp est un p-groupe fini sur le corps des 

fractions K~ de ~)~, admettant  un prolongement fini et plat sur ~p, ce prolon- 
gement est unique: 
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- s i  t0 ne divise pas p, cela r6sulte de ce qu'un tel prolongement est 
n6cessairement &ale; 
- s i p  divise p, c'est un r6sultat de Raynaud ([R], Thin. 3.3.3). L'assertion ii) se 
d6duit, par des arguments standards, de i) et de 3.1.1. 

3.1.4. Remarques. a) Soit/~ une cl6ture alg6brique de E; comme tout p-groupe 
fini sur E est 6tale, on voit que, sous les hypoth6ses du Th6or6me 2, tout p- 
groupe fini J sur !C est enti&ement d6termin6 par la connaissance du module 
galoisien J (/~). 

b) Pour un corps de nombres fix6 E, il n'y a qu'un nombre fini de hombres 
premiers p qui ne v6rifient pas les hypoth6ses du th6or6me (en particulier, pour 
E = ~ ,  il n'y a que p=2) ;  pour chacun de ces p l/t, le Th6or6me2 reste 
~presque)~ vrai: on peut montrer  qu'il existe un entier r tel que, quels que 
soient les p-groupes finis J e t  J '  sur 9 ,  le conoyau de l 'homomorphisme 
injectif 

H~ J')-'~ HOmE-groupes(JE, JE) 

est tu6 par p '  (par exemple, si la ramification en p est mod6r6e, i.e. si les indices 
de ramification des p divisant p sont tous premiers fi p, il semble que l'on 
puisse choisir r =  1). 

3.2. Donnons maintenant un r6sultat local, 6galement cons6quence des travaux 
de Raynaud: 

3.2.1. Proposition. Soient k un corps alg~briquement clos de caractdristique p ~: O, 
W =  W(k) l'anneau des vecteurs de Witt ~ coefficients dans k, K = Frac W, /(  une 
cl6ture algObrique f ix~e  de K. Soient J_w un groupe f ini  tu~ par p sur IV,, H l e  
noyau de l'action de Gal( / ( /K)  sur Jw(K)  et L - - K  H. On suppose que Jw contient 
un sous-groupe isomorphe d pp. On est dans l'un des cas suivants: 

i) L / K  est cyclique de degr~ p - 1  et il existe des entiers r et s tels que 

Jw~-(Z/pZ)"  | l,~ ; 
ii) [ L : K ] = p ( p - 1 )  et il existe des entiers r et s tels que Jw est une 

s . extension non triviale de (Z/pTZ)" par pp, 
iii) L / K  est cyclique de degrd p2 _ 1 ; 
iv) [L: K ] > p 2 ( p - 1 ) .  

Ddmonstration. Soit G = G a l ( K / K ) .  Commen~ons par rappeler la classification 
des lFp[G]-modules simples: pour tout entier h > 1, notons IFph l'unique sous- 

corps de k ayant ph 616ments; choisissons un 616ment Ir h de /( v&ifiant zr~ 'h- 1 

= p  et notons 
Zh: G ~ IF*~ 

le caract&e de G dans lF*h qui /~ g associe l 'image de gTzh/Tr h dans le corps 
r6siduel. 

Soit M un IFp[G]-module simple et soit h = d i m F  M; alors Endr~tG~(M ) est 
isomorphe ~t IFph; si l 'on choisit un tel isomorphisme, M devient un I F f e s p a c e  
vectoriel de dimension 1 et l 'action de G sur M est donnhe par une puissance 
du caract&e Zh; avec des conventions 6videntes, on peut l'6crire 

ZihO + p i l  + . , .  + p h -  1 ih  - 1 
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avec jr--, ij une fonction de Z/hTZ dans lq v6rifiant 0__< i j__< p - 1  et les ij pas tous 
6gaux ~t p - 1 ;  changer l ' isomorphisme de EndFpE~1(M ) sur lFp~ revient fi faire 
une permutat ion circulaire sur les ij; la simplicit6 de M se traduit  par le fait 
que la p6riode de la fonction fl--*ij est exactement h. 

3.2.2. Venons-en maintenant  ~t la d6monstrat ion de la proposi t ion pour  p=62. 
Ici encore, la cathgorie des p-groupes fn is  sur Wes t  ab61ienne ([R],  Thm. 3.3.3 
et Cor. 3.3.6); notons  (Jm)rn=l,2 ..... t u n e  suite de Jordan-H61der de Jw; alors 
J,,(/s est un IFp[G]-module simple; si l 'on pose hm=dimF J,,(/(), Faction de G 
sur Jm(K) est donc caract6ris6e, comme ci-dessus, par une fonction 
ira: 7 I / h , , Z ~ N ,  de p6riode exactement hm, d6finie /l permutat ion circulaire pr6s, 
et, grgtce/l Raynaud  ([R],  Cor. 3.4.4), on sait que is=im(j)~{0, 1}, pour  tout  j. 

Pour  tout  m, notons L m le sous-corps de K engendr6 sur K par  les racines 
p-i6mes de l'unit6 et les points de J,,(K); il est clair que L m est une extension 
mod6r6ment  ramifi6e, donc cyclique, de K contenue dans L. Posons dr,= 
[L,,: K] .  

3.2.2. Lemme.  Si h,,> 3, alors dm>p2(p-1) .  

D~monstration. Posons h = h,., i = i m, ij = i'~, d = d,,. Comme Z 1 = 
)~+p+p2+...+p~,, d est le plus petit entier _>1 tel que p h - 1  divise 
simultan6ment d (1 + p +. . .  + ph 1) et d (i o + p il +. . .  + ph- 1 ih_ 1)' 

- s'il existe deux entiers cons6cutifs j et j + l  tels que i j = i j + l = 0 ,  on peut, 
quitte /L remplacer les ij par  une permutat ion circulaire, supposer que ih_ 2 
= i h _ l = 0 ;  on a donc 

io + Pil + ... + ph-1 ih -1 <1 + p + . . .  + ph-S = ( p h - 2 _  1)/(p-- 1). 

Comme les ij ne sont pas tous nuls, le fait que ph--1 divise d(io+Pi 1 
+. . .  + ph- 1 ih_ 1) implique d(i o + p i 1 +. . .  + ph- 1 ih_ 0 > ph __ 1, d'ofi, a for t io r i ,  

d~(p  h -  1). ( p -  1)/(p h 2 _ 1 ) > p 2 ( p _  1). 

- S i n o n ,  comme la p6riode de i e s t  exactement  h, il existe deux entiers 
cons6cutifs j e t  j +  1 tels que ij=i4+ a = 1, et, comme pr6c6demment,  on peut 
supposer i h_2=ih_ l=l ;  mais, si p~-- i  divise d ( l + p + . . . + p  h- l )  et d(io+pi 1 
+ . . . + p h - t  ih_l), il divise aussi leur diff6rence qui est de la forme d(io+pi'  1 
+ . . .+ph-1  i,h_ 0 avec i )=1 - - i j e{0 ,  1} et i ~_2= i~_1=0 ;  le marne argument  que 
ci-dessus montre  que l 'on a encore d > p 2 ( p -  1). 

3.2.3. Fin de la dOmonstration de la proposition pour p + 2 :  Si l 'un des h,, est 
__>3, il r6sulte du lemme que l 'on est dans le cas iv). On peut donc supposer 
tous les  h,, N 2. 

a) Supposons que les h mne  sont pas tous 6gaux /l l :  si h , ,= 1 (resp. 2), on 
voit que Lm/K est cyclique de degr6 p - 1  (resp. p 2  1); si Jw est semi-simple, 
on en d6duit que L / K  est cyclique de degr6 p 2  1 et on est dans le cas iii); 
grfice ~t la pleine fid61it6 du foncteur ~tfibre g6n6rique)) (JR], Cor. 3.3.6), si Jw 
n'est pas semi-simple, le IFp[G]-module Jw(K) ne l'est pas non plus et p divise 
[L: K] ;  c o m m e  p2 _ 1 divise aussi [L: K],  p(p2 _ 1) divise [L:  K]  et on est dans 
le cas iv). 
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b) Supposons enfin t o u s l e s  hm 6gaux fi 1. I1 n 'y a que deux possibilit6s 
pour  l 'action de G sur J,,(/() 

- ou bien elle est triviale et J,,~-Z/pZ, 
- ou bien elle est donn6e par )~1 et J,,-~pp; 

le semi-simplifi6 de Jw est donc  isomorphe/~ 

(Z/pZ)r @ t~;, 

pour  des entiers r et s convenables. 
Si J est semi-simple, on est dans le cas i); sinon, toujours gr~ce /~ la pleine 

fid61it6 du foncteur fibre g6n6rique, [L:  K]=p"(p-1) avec u entier > 1; si u > 2 ,  
on est dans le cas iv); si u- -1 ,  comme il n'y a pas d'extension non triviale, tu6e 
par p, de Z/pTZ. par lui-mame, ni de/~p par lui-mame, ni d 'extension non triviale 
de/~p par  Z/pZ, on est dans le cas ii). 

3.2.4. D~monstration de la proposition pour p = 2 :  soit J~v la composante  
connexe de l'616ment-neutre de Jw; on a une suite exacte 

O~ Jw ~ ~t c Jw-+ Jw--~ 0 

o~ J~  est un groupe fini 6tale tu6 par 2; il existe donc  un entier r tel que 
Jw-~t ~ (Z/ZZ)L 

Soient H c le noyau  de Faction de Ga l ( / ( /K)  sur J~v(/() et L c = / (  R~. Le marne 
raisonnement  que pour  p + 2, appliqu6 /t J~v, montre  que l 'on est dans l 'un des 
cas suivants: 

c ~ s cl) L~=K et il existe un entier s tel que Jw-P2, 
c2) LJK est cyclique de degr6 2 2 -  1 = 3, 
%) [Lc: K ] > 2 z ( 2 - 1 ) = 4 .  

Si on  est dans le cas %), comme  LccL, on a iv). 
Si on est dans le cas c2), on a iii) ou iv) suivant que Faction de Gal (K/K) 

sur Jw(K) est ou non semi-simple. 
Si on  est dans le cas c~) et si la suite exacte (de modules galoisiens) 

O ~  J ~ ( / ( ) - ,  - ~t - Jw(K)--~ Jw(K)---~ 0 

n'est pas scind6e, on est dans le cas ii) off le cas iv). 
Reste le cas c 0 avec la suite exacte ci-dessus scind6e. Si l 'on note J~ (resp. 

jK, j~t) la fibre g6n6rique de Jw (resp. ~t Jw, Jw), cela implique que la suite exacte 

c 6t 0--~ JK-~" Jr--* JK 0 

est scind6e. Le choix d 'un  scindage q: j~t ~ JK permet d'identifier J~  ~t un sous- 
groupe de J r ;  soit N l 'adh6rence sch6matique de ce sous-groupe dans Jw; 
comme J ~  est le prolongement  minimal de j~t, l 'identit6 sur j~t se prolonge en 
un morphisme de J ~  dans N ~ Jw; ceci d6finit un scindage de la suite exacte 

0 _ _  ~ c 6t Jw--~ Jw--~ Jw-~ 0 
et on est dans le cas i). 

3.3. Donnons  maintenant  la t raduct ion globale du Th6or~me 1. 
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3.3.1. Th6or6me 3. Soient p u n  hombre premier, n u n  entier > 1, et ff~ une cl6ture 
algObrique de E. Soient J un groupe f ini  sur ~ tuk par p", H l e  noyau de l'action 
de Gal(/~/E) sur J(ff~) et F=ff f l .  Pour tout ideal premier p de 9 ,  soient G 
l'indice de ramification absolu de p e t  r~ l'exposant de p dans l'id~al discriminant 
de l'extension FIE. On a: 

i) rp = 0 s i p  ne divise pas p; 

ii) % < [ F : E ] ' G "  ( n + p ~ l )  si p divise p. 

Dkmonstration. La premi6re assertion est claire puisque tout groupe fini sur ~p 
(s6par6 compl6t6 de ~ pour la topologie p-adique), tu6 par un entier premier 
la caract6ristique r6siduelle, est 6tale. 

Supposons donc que p divise p e t  soient ~31, ~2 . . . . .  ~g les id6aux premiers 
de F au-dessus de p. Avec des conventions 6videntes, soit ~m ~31 la diff6rente de 
l'extension E~/E~. Si e est l'indice de ramification de cette extension, le 
Th6or6me 1 du n ~ 2.1 nous dit que m < e G . ( n + l / ( p - 1 ) ) .  Comme les ~3i sont 
conjugu6s par Galois, pour tout i, ~ "  est la diff6rente de l'extension F~,/Ep. La 
diff6rente de l'extension F/E est le produit des diff6rentes locales et la contribu- 
tion des places au-dessus de p est 

La contribution de p 
N F / E ( ( ~ I  ~'~2 " "  ~g)m)  = pmfg, 

F,~,/E~,. On a donc 

(~61 ~ ..-~)~. 

dans l'id6al discriminant de F/E est donc 
en notant f le degr6 de l'extension r6siduelle de 

r~ = mfg = efg. (re~e) = [ F : E l .  (m/e) < [ F : E l .  G" (n + 1/(p - 1)). 

3.3.2. Corollaire. Si d E (resp. dr) d~signe le discriminant du corps E (resp. F), on a: 

1 
Idvll/[F:~] < IdE[ 1/tE:~ �9 p"+p- 1. 

D~monstration. Notons by/~ (resp. be/e, Dr/e) l'id6al discriminant de l'extension 
F/Q (resp. E/Q, F/E). 

h 
Soit (/9)= 1-] P~' la d6composition de l'id6al de ~ engendr6 par p e n  puissan- 

i=1 
ces d'id6aux premiers distincts. Soient Jl le degr6 de l'extension r6siduelle 
E~,/q~p et r i = %, l'exposant de Pi dans bvm. 

h 

On a bvm= l-I P~' et NE/~(bFm)=(p) ~, avec r = ~ f l r  i. Comme, pour tout i, 
i=1 

r i < IF: E l .  e i �9 (n + 1 / ( p -  1)), on a 

r < [F: E] .  (~f /e l ) .  (n + 1 / ( p -  1)) 

= IF: E] .  [E: Q] .  (n + 1 / ( p -  1))= [F: q)]. (n + 1 / ( p -  1)). 

Comme 

on a 
i dv[1/tr: ~] = ]dEll/rE: Q]. p,/tr: ~1, 

et l'in6galit6 cherch6e en r6sulte. 
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3.3.3. Remarque. La mame m6thode fournit une majoration du discriminant du 
corps F engendr6 par les points d'ordre p" d'une vari6t6 ab61ienne semi-stable 
sur E ayant bonne r6duction en dehors d'un ensemble fini S de places finies de 
E ne divisant pas p (majoration ne d6pendant que de p, n, E et S, en particulier 
ind6pendante de la dimension de la vari6t6): le crit6re galoisien de r6duction 
semi-stable ([SGA 7I], Exp. IX, Cor. 3.5.2) implique en effet que l'action de 
l'inertie est mod6r6e en toutes les places de mauvaise rbduction qui ne divisent 
pas p. 

3.4. Nous sommes maintenant en mesure de prouver que, pour certaines va- 
leurs particuli6res de E et p les seuls p-groupes finis qui existent sur s sont 
~(ceux que l'on pense)~. 

Choisissons une cl6ture alg6brique ~ de Q contenant E et notons 

X: Gal (~/E) ~ Zp 

le caract6re donnant l'action sur les racines de l'unit6 d'ordre une puissance de p. 
Disons qu'un p-groupe fini J sur ~C est constant (resp. diagonalisable) s'il est 

isomorphe/ t  une somme directe de 7Z/paZ (resp. ppa), avec a variable dans IN. I1 
r6sulte du Th6orbme 2 que, si t o u s l e s  indices de ramification absolus des 
id6aux premiers de ~C au-dessus de p sont < p - 1 ,  un p:groupe fini J sur ~C est 
constant (resp. diagonali__sable) si et seulement si GaI(Q/E) op6re trivialement 
(resp./l travers Z) sur J(Q). 

3.4.1. Th6or6me 4. Soit J un p-groupe fini sur O. 

i) Si E = Q  (resp. ~ ( l / ~ ) ,  ~ ( ] / / -3 ) )  et p~{3, 5, 7, 11, 13, 17} (resp. pc 
{3, 5, 7}, p~{5, 7}), alors J e s t  somme directe d'un groupe constant et d'un groupe 
diagonalisable ; 

ii) si E--t~(]//5) et p=3 ,  J e s t  extension d'un groupe constant par un groupe 
diagonalisable. 

3.4.2. Commenr par ~tablir un lemme : 

Lemme. Supposons J tu~ par p et soit F l e  sous-corps de Q engendr~ par les 

points de J(Q). Alors F = e(~/1), sauf peut-~tre lorsque E = q)(V ~)  et p = 3 auquel 

cas, si q dOsigne une unitO fondamentale de E, F c E(]/1, ]/%). 

D~monstration. Posons Fo=E(~/1  ). On peut supposer que J contient un sous- 
groupe isomorphe ~/~p et on a alors F o ~ F. 

Lorsque E 4 : ~ ,  notons t l'unique automorphisme non trivial de E et J, le 
groupe fini sur ~ d6duit de J par l'extension des scalaires l: s  quitte 
remplacer J par J O J , ,  on peut supposer F/Q galoisienne. 

Posons n = [ F : ~ ] ,  n o = [ F :  E], n o = I F :  Fo], a = [ E : ~ ] 6 { 1 ,  2}; on a n = a n  o 
et n o = ( P - 1 ) . n '  o. Soient d E (resp. dr) le discriminant de E (resp. F) et 
bE= Idol ~/~. D'apr+s le Corollaire 3.3.2, on a 

IdF[1/n < bE " pp/(p- 1) 

Le corps F est totalement imaginaire et les minorations de discriminants 
obtenues par Diaz y Diaz suivant la m6thode d'Odlyzko-Poitou-Serre ([-DD], 
Table 1) donnent 
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- pour E = ~ ,  s ip  vaut respectivement 3, 5, 7, 11, 13, 17 alors n<6,  12, 18, 50, 
88, 574, donc n ;<3 ,  3, 3, 5, 7, 35; 

- pour E = Q ( ] / - 1 ) ,  si p vaut respectivement 3, 5, 7, n <22, 64, 316, donc 
n~<5, 8, 26; 

- pour E = Q ( ] / - 3 ) ,  si p vaut respectivement 5, 7, alors n<38,  108, donc 
n0<4, 9; 

- pour E=II~(V~ ) et p=3 ,  n<28,  donc no<7. 

Notons e l'indice de ramification absolu d'une place quelconque ~3 de F au- 
dessus de p e t  posons e=(p-1 ) ,  e'. Dans tousles  cas consid6r6s, E/II~ est non 
ramifi6e en p, donc e divise n o e t e '  est un entier divisant n;. Comme n~ <60, 
l'extension galoisienne F/F o est r6soluble; comme, dans tousles  cas consid6r6s, 
F 0 est principal (cf. [Ma], p. 230 et 234), il suffit de montrer clue e '=  1 sauf peut- 

~tre si E =  Q(~/5)et p=3 ,  auquel cas F = E ( ~ I ,  ]/~). 
La Proposition 3.2 montre que e'e{1, p ,p+l}  ou e'>p2; les bornes pour 

n 0, donc afortiori pour e', interdisent e'>p2; elles laissent a priori possible 
e' =p  comme e'=p+ 1 pour chacun des sept couples (E, p) suivant: 

(~, 3), (Q, 17), (~ ( ] / -  1), 3), (Q (F/~ 1), 5) 

(Q ( l / ~  1), 7), (Q ( 1 / -  3), 7), (Q (1/5), 3). 

Si l'on avait e ' = p + l ,  l'extension F/E serait non ramifi6e en dehors de p, 
mod6r6ment ramifi6e en les places au-dessus de p e t  on aurait [dvll/"<6~.p. 
Dans ces sept cas, les tables de Diaz y Diaz nous donnent 

n<2 ,  116,8,20,50,32,78, donc n~< 1, 7, 2, 2,4,2, 6 qui est < p + l ;  

le cas e'=p+ 1 est donc impossible. 
Reste le cas e'=p. Montrons d'abord qu'alors ndcessairement no=p: 

- on ne peut avoir nO=2p, car sinon le groupe d'inertie Gr de Gal(F/Fo) en 
serait l'unique p-sous-groupe de Sylow de ce groupe d'ordre 2p et serait 
invariant, donc FG~/Fo serait une extension quadratique partout non ramifi6e; 

- les majorations de n o n e  laissent plus alors que la possibilit6 nO=p, sauf 

pour (Q(1 / -1) ,  7) off n o = 3 p = 2 1  est a priori possible; mais le mame argument 
s'applique: il n'y a, /~ isomorphisme pr6s, que deux groupes d'ordre 21 et 
chacun d'eux n'a qu'un seul 7-sous-groupe de Sylow. 

Supposons donc e'=p d'ofl e=p.  (p-1). L'extension F/E est donc de degr6 
p. ( p -  1) totalement ramifi6e en toutes les places au-dessus de p. 

Soit p l'une d'entre elles, et soient k une cl6ture alg6brique du corps 
r6siduel de ~p, W= W(k) et Jw = W@J. La Proposition 3.2.1 nous montre que 

$ .  Jw est une extension non triviale d'un (Z/pTZ) r par un /~p, le fait que FIE est 
totalement ramifi6e implique que Jp=~)p@J aussi. En regardant l'action de 

e 
Galois sur une telle extension, on voit que F est de la forme 

F--Elf', 



534 J.-M. Fontaine 

off u est un 616ment de E qui n 'est  pas une puissance p-i6me; il est clair que 
l 'on peut  choisir u entier, divisible par  aucune puissance p-i6me d 'un 616ment 
premier  de l ' anneau principal  9 .  

Mont rons  que u doit atre une unit6 en v6rifiant que c'est une unit6 en toute 
place finie 2 de E: 

- si 2 ne divise par  p, cela r6sulte de ce que F/E doit  6tre non ramifi6e en 2; 
- si 2 divise p, cela se volt, soit directement  en 6tudiant les extensions de •/p• 
par  lap sur un anneau  de valuat ion discr6te, soit en r emarquan t  que si u n'6tait 
pas une unit6, le discr iminant  de l 'extension ne satisferait pas la ma jo ra t ion  du 
corollaire au Th6or6me 1. 

Mais  si E#II~(]/~) ,  les unit6s de E sont les racines de l 'unit6 contenues darts 
E;  elles sont toutes d 'ordre  premier  5  ̀p e t  sont donc des puissances p-i6mes. Si 

e'=p, on a donc n6cessairement E = Q ( ] / 5 )  et p=3;  dans ce cas, u est au signe 

pr6s une puissance de r/, et, si F #: E(]/1),  on a F = E(] /1 ,  ~/~). 

3.4.3. Montrons maintenant le th~or~me : 

l~re Otape. Tout p-groupe fini sur !D, extension d'un groupe constant par un 
groupe constant, est constant: si E'  d6signe le corps engendr6 par  les points 5, 
valeurs dans Q d 'un tel groupe J, E'/E est r6soluble puisque Gal  (E'/E) est un 
p-groupe;  elle est non ramifi6e par tou t  puisque, pour  tout  id6al premier  p de 
9 ,  tout  groupe fini sur ~p  extension d 'un groupe  6tale par  un groupe  6tale est 
encore 6tale; donc  E'=E,  G a l ( ~ / E )  op6re t r ivialement  sur J (Q)  et J e s t  
constant.  

2e drape. Tout p-groupe fini sur ~? extension d'un groupe diagonalisable par un 
groupe diagonalisable est diagonalisable: il suffit d 'appl iquer  la premi6re 6tape 
au groupe dual. 

3e ~tape. Dans la cat~gorie des groupes finis sur ~ tu~s par p, il n'y a pas 
d'extension non triviale de lap par ZipS.: il suffit de v6rifier que si l 'on a une suite 
exacte 

0--, Z / p Z  ~ J ~ lap--, O, 

telle que la suite exacte de groupes  ab61iens 

0-~ Z / p Z - ,  J(~)-- ,  lap(C~)--, 0 

est scind6e, cette derni6re est aussi scind6e en tant  que suite exacte de modules  
galoisiens; il suffit pour  cela de v6rifier que, si F '  est le corps engendr6 par  les 

points de J(Q),  on a F ' = E ( ~ ) .  Lorsque E~=~(],/5), il suffit d 'appl iquer  le 

L e m m e  3.4.2; lorsque E = Q ( I / 5 ) ,  si ce n'6tait pas le cas, on aurai t  F ' = F  

= E ( ] / i ,  ]/-~) et rextens ion  F'/E(]f l )  serait ramifi+e en les p au-dessus de p, ce 
qui contredi t  le fait qu'il n 'existe pas d 'extension non triviale de la3 par  Z / 3 Z  
su r  ~)p. 

4e ~tape. Si E # ~ ( ] / ~ ) ,  dans la cat~gorie des groupes finis sur ~ tu~s par p, il 
n'y a pas d'extension non triviale de Z / p Z  par lap: m~me d6mons t ra t ion  que 
pour  la 3e ~tape. 
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5e Otape. Les seuls objets simples de la cat~gorie des p-groupes finis sur 9 sont 
Z/pZ_et pp: soit 7~1 le caract6re, h valeurs dans IF*, donnant  l 'action de 
Gal (Q/E)  sur les racines p-i6mes de l'unit6. Si J est un p-groupe fini sur 9 ,  
simple, J est tu6 par p, et, avec les notat ions du Lemme 3.4.2, l 'action de 
Gal (Q/E)  sur J(t~) se factorise ~ travers Gal(F/E); comme J (Q)  doit 6tre un 

IFp[Gal(F/E)]-module simple et comme ou bien F =E(Pv/1), ou bien F est une p- 

extension de E(e~) ,  J(t~) est un IFp-vectoriel de dimension 1 sur lequel rac t ion  
de Galois est donn6e par Z~I oO i~{0, 1 . . . .  , p - 2 } .  D'apr6s le r6sultat de 
Raynaud  rappel6 au n ~ 3.2, on doit avoir i = 0  ou i =  1; l'unicit6 du prolonge- 
merit (Thin. 2) implique que dans le premier cas J~-Z/pZ, dans le second 
J'~pp. 
6e ~tape. Montrons (i): soit J un p-groupe fini sur 9 et posons 

V o = {x~J(~)]gx--x, pour tout  g~Gal (~ /E)}  
et 

V1 = {xeJ(~)lgx=z(g)x,  pour  tout g~Gal  (t~/E)}. 

I1 est clair que V~| s'injecte dans J ( ~ )  et que ce qu'il s'agit de prouver  c'est 
que VoW)V 1 = J ( Q ) ,  auquel cas nous dirons que J est admissible. I1 est clair que 
la cat6gorie des J qui sont admissibles est stable par sous-objet, quotient et 
somme directe. 

Supposons qu'il existe des p-groupes finis sur 9 ,  non admissibles et 
choisissons-en un, J, tel que rordre  de J ( ~ )  est minimal. Soit J '  un sous- 
groupe de J tel que J/J' est simple; on a J'=Jo(~J'l, avec J~ constant  et J'~ 
diagonalisable;  si on avait J o + 0  et J ' l + 0 ,  J/J'o et J/J'l seraient admissibles, 
donc aussi J qui s'injecte dans J/J'o OJ/J'l. 

Si J 0 = 0 ,  J'=J'l est diagonalisable; comme  J/J'=J" est simple, J"~-l~v ou 
J"~-Z/pZ; dans le premier cas J, extension d 'un groupe diagonalisable par un 
groupe diagonalisable serait diagonalisable donc admissible; dans le second 
cas, on aurait  une suite exacte 

o-~ J'(Q)~ J(Q)-~ Z/pZ~ 0; 

soit u un rel6vement dans J(Q) d 'un  g6n6rateur de Z/pZ; on a pu=v~J'(~) et, 
pour  tout  gEGal(~/E), il existe wgEJ'(Q) tel que gu=u+wg; on a donc  •(g)v 
=gv=g(pu)=pu+pwg, donc (g(g)-l).v=pwg; en choisissant g tel que 
~ ( g ) - 1  soit une unit6 p-adique, on en d6duit que v~p. J'(~), ce qui revient ~t 
dire que ron  peut choisir u pour  que pu=O, ou encore que la suite 

0--~ J'(~)p-~ J(~)r--~ Z/pTI,--~ 0 

est encore exacte. Mais, d'apr6s la 4e ~tape cette suite est scind6e, donc  a 
fortiori la suite 

0-~ J'(~)-~ J(~)-~ Z/pT.~ 0 
et J est admissible. 

I1 reste h examiner le cas off J ' l=0 ,  donc  J ' = J ~  est constant;  il se traite 
exactement comme le cas pr6c6dent en utilisant la 16re 6tape ~t la place de la 2e 
et la 3e h la place de la 4e. 
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7e Otape. Preuve de (ii): on proc6de par r6currence sur la longueur du p-groupe 
fini J. Si celle-ci est 1, cela r6sulte de la premi6re 6tape. Si elle est >2,  soit J '  
un sous-groupe de J tel que J/J' est simple; on a alors une suite exacte 

O-~ J ' l - ,  J ' - ,  Jo ~ O 

avec J'l diagonalisable et Jo constant. Deux cas peuvent se pr6senter: 

- ou bien J/J '~-Z/pZ:  alors J/J'l est une extension du groupe constant Z /p Z  
par le groupe constant J~ et est un groupe constant; donc J e s t  extension du 
groupe constant J/J'~ par le groupe diagonalisable J'~. 

- Ou bien J/J'~-~p: o n  montre comme au n ~ pr6c6dent que la suite exacte 

o - ,  J'o -"  J / J'l - ~  ~,p ~ o 

est scind6e et J/J'l contient un sous-groupe J"  isomorphe ~t #p; l 'image 
r6ciproque J"  de J"  dans J, extension de /~p par un groupe diagonalisable, est 
diagonalisable; et J e s t  extension du groupe constant J~ par le groupe diago- 
nalisable J". 

3.4.4. Corollaire 1. Si E e t  p sont comme dans le ThOorkme 4, tout groupe p- 
divisible (ou de Barsotti-Tate) sur s est isomorphe dune somme directe de copies 

de Qp/Zp et de copies de l~p~, sauf peut-dtre pour E = ~ ( ] / 5 )  auquel cas tout 
groupe 3-divisible sur s est extension d'une somme de copies de ~3/Z3 par une 
somme de copies de 1~3~. 

C'est clair ! 

3.4.5. Remarques. a) Pour E = ~ ( ] / 5 ) ,  on peut pr6ciser l'6nonc6 pr6c6dent: il est 
facile de voir que, pour tout nombre premier 1:#2, il existe, ~ isomorphisme 

pr6s, un et un seul groupe /-divisible F l sur ~(]//5) tel que Fl(t~) s'identifie au 

sous-groupe de/- tors ion de t~*/U (en notant U le groupe des unit6s de Q(I/5)). 
On peut montrer  que tout groupe 3-divisible sur s est isog6ne ~ une somme 
directe de copies de Q3/TZ3,/~3~ et F 3. 

b) En appliquant la Proposition 3.2.1 et le Th6or6me 3, un raisonnement 
analogue & celui utilis6 pour prouver le Th6or6me 4 montre que tout 2-groupe 
fini sur Z e s t  extension d'un groupe constant par un groupe diagonalisable. En 
se fatigant un peu plus, le mame type de m6thodes devrait permettre de 
montrer  que ce r6sultat reste vrai si l 'on remplace 7Z par l 'anneau des entiers de 
quelques extensions quadratiques de Q. 

3.4.6. Corollaire 2. Sur E = ~ , ' ~ ( ] / / - 1 ) ,  ~ ( ] / ~ )  ou ~(]/~), il n'existe pas de 
variOt~ abklienne de dimension > 1 ayant bonne rOduction partout. 

DOmonstration. Soit A une telle vari6t6 et g sa dimension. Son mod61e de 
N6ron ~r est un sch6ma ab61ien sur s 

Si E = Q ,  Q ( ] / ~ )  ou Q(lfZ-3), choisissons un nombre premier p comme 
dans le Th6or+me 4. Le syst6me des (~r est un groupe p-divisible sur s de 
dimension g; comme Qp/TZp est de dimension 0 et #p~ de dimension 1, 

(d.~ (Q./z.).| 
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En particulier, d ( E )  a une infinit6 de points de p-torsion; ceci est impossible 
pour toutes sortes de raisons, la plus simple 6tant peut-~tre que, si l 'on choisit 
un id6al premier ~ de s premier /t p, de corps r6siduel k, le groupe des points 
de p-torsion de A(E) s'envoie injectivement darts le groupe fini A(k). 

Si E=II~(V~), on voit que, pour tout n, A poss6de un sous-groupe F,, d6fini 
sur E, isomorphe fi (p3.) get  que (A/F,)(E) contient un sous-groupe isomorphe /t 
(2g/3"Z)~; il en est de marne du groupe des points fi valeurs dans IF z du mod61e 
de N6ron de A/F,, ce qui, pour n suffisamment grand, contredit les bornes de 
Weil. 

3.4.7. Remarques. a) Le marne type de m6thodes devrait permettre de montrer 
qu'il n'existe pas de vari6t6s ab61iennes semi-stables, de dimension > 1, sur 11~ 
ayant bonne r6duction en-dehors de 2 (ou de 3? ou de 5?). 

b) J.-F. Mestre a montr6 [Me] que, si A est une vari6t6 ab61ienne sur Q de 
dimension g >  1 dont la fonction L v6rifie les conjectures standard [Se3], alors 
son conducteur est >10~; en particulier, A ne peut pas atre semi-stable avec 
bonne r6duction en dehors de 2, ou de 3, ou de 5, ou de 7. 

c) En revanche, la courbe elliptique Xo( l l  ) est semi-stable sur ~ ,  avec 
bonne r6duction en dehors de 11; on peut d'ailleurs montrer, qu'/L isog6nie 
pr6s, c'est la seule courbe elliptique semi-stable sur Q ayant bonne r6duction 
en dehors de 11. 

d) En outre, il existe des courbes elliptiques sur Q qui ne sont pas semi- 
stables et qui ont bonne r6duction en dehors de 2; leur liste se trouve dans 
[AnIV]  (Table 4) et Xo(32 ) est celle qui a l e  plus petit conducteur. 
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Oblatum 15-1V-1985 

Addendum 

Ajoutd le 1 ~ juin 1985: Je reqois une lettre d'A.N. Parshin qui me signate que V.A. Abrashkin vient 
aussi de prouver qu'il n'y a pas de vari6t6 ab61ienne sur Q (et sur quelques extensions finies de Q) 
de dimension d > 0  ayant bonne r6duction partout (pour d=2 ,3 ,  il l'avait fair, il y a longtemps 
d6j/t, cf. V.A. Abrashkin, p-divisible groups over Z, Math. USSR Izvestija 11,937-956 (1977)). 

Sa d6monstration repose aussi sur la majoration de la diff6rente de I'extension L / K  du 
th6or6me 1: il l 'obtient seulement pour e = n =  1, en utilisant la classification des p-groupes finis sur 
s r par leurs <~syst6mes finis de Honda~ (cf. J.-M. Fontaine, Groupes f inis commutatifs sur les vec- 
teurs de Witt, C.R. Acad. Sci. Paris 280, 1423-1425 (1975)). 

Mais dans ce cas ( e = n =  1) et toujours d'apr6s Parshin, Abrashkin fait beaucoup mieux: avec 
les notations du w 2, il caract6rise les repr6sentations de G K it valeurs dans les espaces vectoriels de 
dimension finie sur Fp qui sont de la forme J(/(), avec J groupe fini tu6 par p sur ~K; si p+2 ,  ce 
sont celles qui v6rifient 

i) la conjecture de Serre, i.e. le th6or6me de Raynaud ([R], cot. 3.4.4) utilis6 dans la d6mons- 
tration de la proposition 3.2, 

ii) la majoration de la diff6rente donn6e dans le th6or~me 1. 


