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Introduction 

0.1. Soit K un corps local de caractdristique 0, b, corps r6siduel parfait de 
caractdristique p + 0 ,  soit /~ une cl6ture alg6brique de K et soit C le compl6t6 
d e / <  L'action de G = GaI(/s se prolonge par continuit6 ~t C. 

Soit T=lim/1p,,(/s (or] pp,(/<) est le groupe des racines de l'unit6 de /s 
n~N 

d'ordre divisible par p", l 'application de transition 6tant l '6bvation ~ la puis- 
sance p-i6me). C'est un Zp-module libre de rang 1 sur lequel G op6re lin6aire- 
ment et continfiment. Pour tout Zp-module M, muni d'une action lindaire de 
G, et pour tout icZ, on pose 

M (i) = M | T | 

(avec la convention que T |176  et que, s i j > 0 ,  T ~ Jest  le dual de T| 
Si V e s t  une ~<reprdsentation p-adique>>, i.e. un Qp-espace vectoriel de 

dimension finie avec action lin6aire et continue de G, on sait ([7], prop. 4) que 
~dimK(C| on dit que V e s t  de Hodge-Tate, si on a 

i ~ Z  

l'6galit6. 

0.2. Si X est une vari6t6 projective non singuli6re d6finie sur K, une conjecture 
de Tate affirme que la cohomologie 6tale p-adique de X x / s  est de Hodge- 
Tate. Lorsque X est une varidt6 ab61ienne, cette conjecture a 6t6 demontr6e 
par Tate dans le cas o/1 X a bonne rdduction et par Raynaud dans le cas 
gdn6ral: c'est une consdquence du travail de Tate sur les groupes p-divisibles 
[9] et du th6or6me de r6duction semi-stable ([10], Expos6 9, th. 3.6 et 
prop. 5.6). 

0.3. Si (9~ (resp. C~) est l 'anneau des entiers de K (resp. /s le module 
= ~ , ( C ~ )  des CK-diffdrentielles (de Ktihler) de C x est un 6~x-module de tor- 
sion, muni d'une action semi-lin6aire de G, dont la structure est tr6s simple: 
Fapplication Ctclin6aire 
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de 
qui/~ c~| associe ~ est surjective; si b d6signe un gdndrateur de la diff6rente 

absolue de K et s ie  1 est une racine primitive p-i6me de l'unit6, le noyau de 
est form6 des 616ments de (ge| annulds par ( e l - 1 ) . b .  Par passage 
la limite, ~ nous permet d'identifier C(1) et Vp(~2)= Homzp(Qp, f2). 

Ces r6sultats sont des cas particuliers de r6sultats plus g6n6raux, de nature 
enti6rement 616mentaire, qui font l'objet des w 1 et 2. 

0.4. Dans le w on en donne une application fi une nouvelle ddmonstration du 
th6or6me de Tate et Raynaud; celle-ci a l'avantage de n'utiliser ni la notion de 
groupe p-divisible, ni celle de mod61e de N6ron et encore moins le th6ordme de 
rdduction semi-stable. L'id6e en est tr6s simple: soit X une vari6t6 abdlienne 
sur K et soit Tp(X)=!imXp,(I~) son module de Tate; il est bien connu que 

tout revient /~ montrer l'existence d'une application K-lindaire injective de 
H~ ~2~)dans HomzA~j(Tr(X), C(1)); choisissons un prolongement propre ,Y' 
de X sur Spec6~; on dispose d'un accouplement 

H~ ~ )  x X (/~)-,. ~: 

c'est celui qui, 5. (o3, u), avec coeH~ ", f2~) et u~X(K) identifi6 /i Y'((5'x), associe 
l'image r6ciproque u*(o)) de o) par u; l'application K-lin6aire cherch6e s'en 
d6duit, par passage b. la limite et extension des scalaires, en utilisant l'identifi- 
cation de Vp(f2) ~ C(1). 

0.5. Dans le w on montre que, si J e s t  un sch6ma en groupes commutatif, fini 
et plat, de rang une puissance de p, sur Spec(gK, on a ~<presque, une d6compo- 
sition canonique de 6,~x| en somme directe de deux Cg~-modules (qui 
g6n6ralise la d6composition de Hodge-Tate du module de Tate des groupes p- 
divisibles). De faqon pr6cise, si B' d6signe l'alg6bre affine du dual de Cartier de 
J, on sait que J((Px) s'identifie /~ un sous-groupe du groupe multiplicatif de 
l'anneau (gK| l'application, qui /t ueJ((PK) associe la diff6rentielle loga- 

du 
rithmique --~f2e,,(6'K| induit, par extension des scalaires, une applica- 

u 
tion (gK-lindaire 

q~j: (9~ | J((gK) ~ (2~,,((9~ |162 B'), 

dont le noyau est tu6 par un 616ment ae(gK, non nul, ind6pendant de J (avec 
les notations d u n  ~ 0.3, on peut prendre a=(e t -1). b). Comme 

QeK((_gK |  = ((9 x |162 (2r (B')) @ (.Q @eB'), 

ceci fournit la ~presque-d6composition>> annoncde. On peut ~<presque, d6crire 
l'image de q~j, i.e. exhiber un sous-(gx-module de f2~,((gK| qui contient 
l'image de qb et est tel que le conoyau est tu6 par a. On peut aussi expliquer 
comment les applications (pj et ~oj, sont li6es (off J '  est le dual de Cartier de J). 

0.6. Dans le w enfin, on retrouve de deux mani6res diff6rentes la d6composi- 
tion de Hodge-Tate de C| ), oil Tp(H) est le module de Tate d'un 
groupe p-divisible H sur (9~: 
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- d'une part, en t ransposant  aux groupes p-divisibles ce qui a 6t6 fait au w 
pour les vari6t6s ab61iennes; 

- d 'autre part, par passage ~ la limite, /t partir de ce qui a 6t6 fait au w 
pour les sch6mas en groupes finis. 

L'int6ret de cette derni6re construction est que (contra i rement / t  la premi6re 
et ~ la construct ion originale de Tate) elle fournit une ddcomposit ion a priori 
de C |  Tp(H) en somme directe de deux sous-C-espaces vectoriels stables par 
G. Comme on connait  l 'action de G sur chacun d'eux, les r6sultats g6n6raux de 
la thdorie de Hodge-Tate  permettent ensuite de dire que la d6composit ion 
fabriqu6e est celle de Hodge-Tate.  

A l'origine de ce travail, il y a de nombreuses discussions avec Bill Messing 
et cet article lui dolt beaucoup;  je voudrais Fen remercier icil ;  le w a pour 
origine une question de Jean-Pierre Wintenberger que je remercie 6galement. 

w 1. Le M o d u l e  des Di f f6rent ie l l es  

1.1. Dans ce paragraphe et dans le suivant, K est un corps local, i.e. un corps 
complet pour  une valuation discr6te, /t corps r6siduel parfait k de caract6risti- 
que p#O, K s est une cl6ture s6parable de K, G=Gal(KjK), C le compl6t6 de 
K S (sur lequel G op&e par continuit6). 

On suppose donn6s un sous-corps K o de K tel que l 'extension K/K o soit 
finie s6parable, totalement ramifi6e, et un sous-corps ferm6 E de K o, contenant  
une uniformisante ~ de K0, "a corps r6siduel k E fini. 

On est donc dans l'une des deux situations suivantes: 
- ou bien K est de caract6ristique 0, donc  contient Qp, E est une extension 

finie de Qp contenue dans K, K o est le sous-corps de K obtenu en adjoignant  
une uniformisante de E au corps des fractions des vecteurs de Witt ",i coeffi- 
cients dans k; 

- ou bien K est de caract6ristique p, E=k~((~)), Ko=k((zc)). 

1.2. On note v la valuation de C normalisde par v(~)= 1 et, pour tout  sous- 
corps L de C, (9 L l e  sous-anneau de L form6 des 616ments de valuation > 0 ;  
pour  tout  sous-CL-module a de L, libre de rang 1, (en particulier, pour tout  
id6al principal de CL), on note v(a) la valuation d 'un  g6n6rateur quelconque de 
a (noter que v(a) ddternaine a). 

1.3. On se donne un groupe formel de Lubin-Tate,  E pour  E. Rappelons  ([4] 
ou [1], chap. VI, w que F(X, Y)e61e[[X, Y]] est une loi de groupe formel it 1 

oo 

param6tre telle que l 'application ~ciXi~--,cl induise un isomorphisme de 
i = l  

Endear(F) sur C E. L'ensemble F(CK,) des homomorphismes  continus (de C~- 
alg6bres) de Cw[[X]]  dans CK, a alors une structure naturelle de CE-module. 

Le module de Tate T~(F)=lim_mF~,((gK s) de F s'identifie ~t l 'ensemble des 

suites (u,),. N d'616ments de F(Cm) v6rifiant u 0 = 0  et u . + ~ = ~ u , ,  pour  tout  n. 
C'est un Ce-module libre de rang 1 sur lequel G op6re lindairement et continfi- 

1 Je voudrais remercier aussi le ddpartement de math6matiques de l'Universit6 de Californie ~t 
lrvine pour son hospitalit6 
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ment ;  cette action d6finit donc  un caract&e continu Z~ de G /t valeurs dans le 
groupe des unit6s U E de (gE: on a 

g(u)=Zr(g).u , pour u~T~(F), g~G. 

Enfin, le module  co t des diffdrentielles invariantes de F, i.e. des formes 
diff6rentielles de la forme e (X )d X ,  avec ~(X)e(ge[ [X]] ,  v6rifiant 

~(r (x ,  Y))dF(X,  Y ) = ~ ( X ) d X  +~(Y)dY,  

est un ~;~-module libre de rang 1. 

1.4. Soit f2=~2~-K((5/K) le module des (gK-diff6rentielles (de K~ihler) de l 'anneau 
(9~ (autrement dit le C~Tmodule engendr6 par les da, pour a6(5~,, avec les 
relations 

da=O si a ~ (5'K, 

d ( a + b ) = d a + d b ,  si a, b~C~Ks, 

d ( a b ) = a . d b + b . d a ,  si a, be(5'K). 

1.5. Pour toute forme diff6rentielle co=~(X)dX,  avec a (X)e(5~[[X]] ,  et tout  
ueF(6K),  on note u*(@ l'616ment u(~(X)).d(u(X)) de ~2. 

Proposition 1. Eapplication F((~K, ) xO_)r~f  L qui d (u, co) associe <u, co)=u*(co) 
est (gE-bilinOaire et vOrifie <gu, o))=g((u ,  oJ)), pour tout g~G, u~F(CK), (DGO_)I.. 

DOmonstration. La lin6arit6 par rapport  h la deuxi6me variable et la compatibi-  
lit6 avec les actions de G sont 6videntes. Le fair que <u+u',oo)=<u,~o) 
+(u' ,co) r6sulte de ce que o) est invariante. Le fait que (au, oJ)=a<u, co), pour 
tout  ae(9 E r6sulte de ce que, si ~o=~(X)dXe_or, on a c~(~ciXi).d(~ci Xi) 
= c l . e ( X ) d X ,  pour tout (gE-endomorphisme ~ c i X  i de F (ce qui se d6duit 
facilement d u n  ~ 3.3 du chap. VI de [4]). [ ]  

1.6. Si l 'on fait op6rer G trivialement sur _o r, K s |174 OJr a une structu- 
re de K~-espace vectoriel de dimension 1, muni d 'une action semi-lin6aire et 
continue de G. Tout  616ment c~Ks |174  I peut s'6crire (de mani6re 
non unique) sous la forme n ra |174  avec reN,  ae(gK~, u=(u,),~NeT~(F), 
toe Or;  il rdsulte facilement de la proposi t ion prdc6dente que l'616ment 
a.u*(o))~f2 ne d6pend que de c~ et pas de la mani6re de l'6crire sous la forme ci- 
dessus. On voit aussi que l 'application 

~K,r=~:  K~|174 

qui ~ n-r a | 1 7 4  associe a.u*(co) est (gKzlinOaire et commute d Faction de G. 

Th6or6me 1. (i) Eapplication ~ est surjective. 
(ii) Soit q le cardinal de kE, 7~K/Ko la diffdrente de l'extension K /K  o et 

aK, r = { ae K~l v( a) ~ - V( ~ K/Ko ) - l /(q -- 1)}. 

Alors le noyau de ~ est le sous-(gm-module aK, r | T~(F)|  de K~ | T~(F)| 
La dOmonstration de ce thOor6me est l 'objet du w Donnons-en  d6s mainte- 

nant  quelques applications:  
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Corollaire 1. Soit aK, t l'adhdrence de OK, r dans C. On a des isomorphismes 
canoniques 

(1) ~-(KjaK,r . ) |  T~(r)| 
d f n  

(2) T~(g2)=Home~(E/(gE, f2)~_aK,r| T~(F)|162 

(3) V~(f2)otnHomr ~- C| T~(F)@r r 

de (_gKzmodules (resp. (go-modules , C-espaces vectoriels), qui commutent gt Faction 
de G. 

Le premier isomorphisme rOsulte du thOor6me 1 et de ce que 

K~| T~(F)| | T~(r)| 

s'identifie/t (KffaK,r)| T~(F)| r. Le second et le troisi6me s'en d4duisent par 
passage & la limite. [ ]  

Remarques. l) Si on choisit  un g6n6rateur du (gE-module _oh, on en d6duit des 
isomorphismes D -~ (KffaK,r) |  T~ (F), 

T~(F2)~-aK,r| T~(F) et V~(~)~-C| T~(r). 

2) Si on choisit de plus un g6n6rateur de T~(F), on obtient des isomorphi- 
smes (de CK-modules, resp. Cc-modules, C-espaces vectoriels) O~--Ks/aK,i, 
T,(Q)~aK, I et V~(f2)-~ C, tels que, pour tout g~G, si l'image de o) est e, l'image 
de g~o est Zl(g)'g~. 

1.7. Les r6sultats qui pr6c6dent s'appliquent en particulier au cas o6 K est de 
caract6ristique 0 (Ks=I(  est alors une cl6ture alg6brique de K) et off F est le 
compl6t6 formel fi l'origine Gm du groupe multiplicatif G,,. On a alors E =Qp, 
q=p, Ko=Frac(W(k)) et on peut choisir ~=p.  Le Zp-module _m r, a alors un 
gdn6rateur canonique qui est l'unique forme diff6rentielle co telle que u*(co) 
=du/u, pour tout ue(], ,(/() (identifi6 aux unit6s de (gx). Le module de Tate 
Tp(r)=rp(G,.)=rp(l~p~) s'identifie au Zp-module, libre de rang 1, form6 des 
suites (e,),~N d'616ments de / (  v6rifiant %=1  et e.r+x=%, pour tout n. Le 
caract6re )~r est le caract&e cyclotomique g (qui donne Faction de G sur 
~% (/()). 

Si, pour tout Zp-module M, muni d'une action Zp-lin6aire de G, on pose 
M(1)=M| les r6sultats ci-dessus se r66noncent: 

Th6or~me 1'. Supposons K de caractOristique O, soient K o =Frac(W(k)), ~r/Ko la 
difJ~rente de l'extension K/Ko, v la valuation de C normalisOe par v(p) = 1, 

a K = {a e/(I v(a) > - V(7s ) -- 1/(p -- 1)}, 

a K l'adhkrence de a K dans C. Alors 
(i) Eapplication ~: /((1)-*f2, qui & p-ra| N (avec r~N, a~Cx) associe 

a'der/er, est ~OK-lin~aire et commute d l'action de G; elle est surjective et son 
noyau est aK(1); 

(ii) l'application ~ induit des isomorphismes canoniques Q~(/(/aK)(1), Tp(f2) 
=Hom(Qp/Zp, g2)~aK(1 ) et Vp(fl)=Homzp(Qp, f2)=Qp| Tv(Q)~- C(1). [] 
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1.8. Remarque. Soit K une extension finie de Qv de degr6 el, off f dhsigne le 
degr6 de l 'extension rdsiduelle e t e  l 'indice de ramificat ion absolu et soit F u n  
groupe formel de Lubin-Tate  pour  K. Si ~ est une uniformisante  de K, Tv(F ) 
s ' identif ie/ t  T~(F) et est un g)K-module libre de rang 1. On sait (cf. [6], III,  A4 
et A5) que Home,d~(Tp(F),(gc(1) ) est un (gK-module libre de rang 1. Si (pen  est 
un ghndrateur et s i t  (resp. to) est un ghnhrateur de T,(F) (resp. Zp(1)=  T~(G,,)), 
alors q0 ( t )=a |  t o avec a~g~c, e t a  est dhtermin4, indhpendamment  du choix des 
trois gdndrateurs, modulo  les unit6s de K. En particulier, si c~ d6signe la 
valuat ion de C normalis6e par  v ( K * ) = Z ,  vr(a ) est 

Proposition 2. Avec les hypothOses et les notations 
1 

que nombre rationnel s c(rifiant 0 =< s < 1 et S - p ~ _  

un invariant  de E 

qui prOcOdent, vK(a ) est l'uni- 
e 

(rood 1). 
1 p - - I  

DOmonstration. I1 est clair que T~(f2) s'identifie /t Tp(f2). Si l 'on choisi un 
g6n6rateur de oh,, le corollaire 1 au th6or6me 1 et le th6or6me 1' fournissent 
des i somorphismes  

Tp(Q)~aK, r@e Tp(F ) et Tp(~2)maK(1 ), 

d'ofi un i somorphisme de aK,r| sur aK(1 ) qui, avec des notat ions  
6videntes, induit un i somorphisme de C2 c |  T~,(F) sur (a~J a/~)(1). Cela fournit  
une nouvelle d6rnonstrat ion du fait que Home,dGl(T;(F ), (5c(1))4= 0 et cela prou-  
ve l 'existence d 'un (gK[G]-homomorphisrne  q): Tp(F)~C(1)  tel que 

Ip( t )=b|  o, avec 

oK(b) = vK(a~J a/~) = - v~(a~,r) + t;~(a~). 

Pour  le calcul de VK(aK,r), on a K = K o = E ,  donc VK(~K/Ko)=0 et q=pl ,  
d'ofi vK(aK,r)= -- 1/(p i -- 1). 

Pour  le calcul de VK(aK), K o est l 'extension maximale  non ramifi6e de Qp 
contenue dans K, on a donc ~U/Ko=~K/Q~; si l 'on observe que vK=e. v, avec t, 
la valuat ion normalis6e par  v ( p ) = l ,  on a donc  

VK((IK)= - - V K ( ~ ) K / Q ) - - e ' ( 1 / ( p - - I ) )  , d'ofi 

1 e 1 e 
vK(b)=p f -  1 p-- 1 CK(~)K/QP)=-p f -  1 p - -  1 (mod 1) 

et la proposi t ion  en rdsulte. [ ]  

w D6monstration du Th6or6me 1 

On conserve les hypotheses et notat ions du paragraphe  pr6c6dent. Si K ' ~ L  
sont des extensions finies s~parables de K0, on note ~2~,,,((5'L) le (5'~-module des 
(fiK,-diff6rentielles de l ' anneau (ill et dL/K,: (gL~ , , , ( ( f i~ . )  l 'appl icat ion canoni-  
que. On not6 d: (gK -~(2 l 'appl icat ion canonique.  

2.1. Les r6sultats suivants sont bien connus (cf. [53, chap. III, prop. 8, 12, 14 et 
th. 1): 

Lemme 1. Soient K ' c  L des extensions finies s@arables de K o. 
(i) II existe un (ldment de (ill qui l'engendre en tant que CgK,-alg~bre," si bes t  

un tel (l~ment et si P est le polyndme minimal de b sur K', l'id(al de (ill engendr~ 
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par P'(b) est la diffOrente ~)L/K' de l'extension L/K'. Le (gL-module (2(Ol.,:,((flL) est 
engendr~ par dL/K, b e t  son annulateur est ~L/K'" 

(ii) Eextension L/K'  est non ramifiOe si et seulement si 7~L/K, =(_9 L OU encore 
si et seulement si f2eK,((gL)=0. 

(iii) Si E est une extension finie sOparable de L, on a 7~L,/K, = 7~L,/L" ~L/K" [] 

2.2. Lemme 2. Soient K ' c K " ~ L  des extensions finies sOparables de K o et soit 
v l'application canonique de (2e,,,((gL) dans C2r Alors v est surjective et, 
pour tout  (O~)K, ( (~L)  , 

v(Ann (v (co))) = max {0, v (Ann (co)) - t~(~K,,/K,)}. 

En particulier, ves t  un isomorphisme si K" /K '  est non ramifide. 

DOmonstration. Soit b un 616ment engendrant  6) L comme (gK,-alg6bre; c'est a 
fortiori un g6n6rateur de (9 L comme (9~,,-alg6bre, et le lemme 1 montre que 
dLm, b (resp. dL/lc,b ) engendre le (~)L-module QeK,((flL) (resp. ~2e,,,,((gL)), d'ofl la 
surjectivit6. 

Si co=a.dL/K,b est un 616ment non nul de f2e,,,,((gL), il r6sulte du lemme 1 
que v(Ann(co))=V(~L/K,)--c,(a); on a V(CO)=a.dL,K,,b et, toujours d'apr6s le 
lemme 1, 

v(Ann(v(co))) = max {0, V(7~L/K,, ) -  v(a)} ; 

comme ~L/K' = 3?L/K"' ~K",'K', on a U(~)L/K,, ) = U(~L/K, ) --U(~)K,,/K, ) et 

t,(Ann(v(co)))=max{0, v(Ann(co))-L,(!?~,,/K,)}. []  

2.3. Lemme 3. Soit L une extension finie skparable de K et soit b une uniformi- 
sante de L. Le CL-mOdule Y2~((gL) est engendrk par dL/Kb. 

D~monstration. Si K'  est l 'extension maximale non ramifi6e de K contenue 
dans L, b engendre I0 L en tant que (SK,-alg6bre et, d'apr6s le lemme 1, dL/~,b 
engendre Y2e,,,(CL). Mais, d'apr6s le lemme 2, l 'application canonique de Y2e,,(CL) 
dans QeK,(6'L) est un isomorphisme et dL,Kb, qui est l ' image r6ciproque de 
dLm, b engendre Y2e,,(CL). [] 

2.4. Lemme 4. Soient L c E  des extensions finies sOparables de K. Eapplication 
de (2r darts f2e:K(~,L, ) induite par l'inctusion de (f)L dans (9 L, est injective. Plus 
prOcisOment, pour tout CO~Y2eK(f)L) , si a ddsigne l'annulateur de co, l'annulateur de 
l'image de co est (gL,. a. 

DOmonstration. Par d6vissage, on peut supposer que l 'extension ElL est soit 
non ramifi6e, soit totalement ramifi6e. 

Si E/L est non ramifi6e, choisissons une uniformisante b de L. D'apr6s le 
lemme 1, si co est un 616ment non nul de f2e,,(OL), il s'6crit co=a.dL/Kb avec 
a~(9 L, et, si a =  Ann(co), on a L,(a)=v(7~L/~)--L'(a). Son image darts f2~, ((gL,) est 
a.dL,/~b et, comme b e s t  aussi une uniformisante de E, on a, pour  tout C6(gL,, 
ca.dL,/Kb=O si et seulement si v(ca)>v(7~L,/~)=V(~L/~), puisque ~L'/~ 
=7~L, /L '~m et ~L'/~=(gL" La valuation de l 'annulateur a' de a.dL,/~b est 
donc  ~'(~L/t~)-~,(a)=v(a) et on a bien O'=(gL,. a. 

Si ElL est totalement ramifi6e, choisissons une uniformisante b' de E et soit 
P ( X ) = a o + a ~ X + . . . + a , _ ~ X "  ~+X"  le polyn6me minimal de b' sur L;  c'est 



386 J.-M. Fontaine 

un polyn6me d'Eisenstein et b = - a  o est une uniformisante de L. Si co est un 
616ment non nul de (2~o,,((9L), il s'6crit donc  co=a.dL/Kb, avec ae(9 L, et la 
valuation de l 'annulateur a de co est v (~Lm) -v (a ) .  L' image co' de co dans 
O~,,((gL,) est co'=a.dL/K,b. C o m m e  b = a l b '  +azb'2  +. . .  +b'", on a 

alL~ K, b = (a 1 + 2 a 2 b' +. . .  + n b'" - 1 ). dL/K ' b' = P' (b'). riLl K , b'. 

D'ofi co'=P'(b').a.dL,/Kb' et, si Ce(gL,, on a cco '=0  si et seulement si 
v(c. P'(b'). a) > V(~)L,//(); comme v(P'(b')) = V(~L,/L) et comme ~)L'/K = 3)L'/L " ~L/K, 
cela revient ~t dire que V(C)>t,(~L/K)--v(a)=v(a) et on a encore Ann(co') 

=(~L,  " Q. [ ]  

2.5. I1 est clair q u e  ~'~=~(gK((~Ks) m ~ 6 K ( ( ~ I L )  , pour L parcourant  les exten- 

sions finies de K contenues dans K~. Le lemme pr6c6dent montre  que l 'applica- 
tion canonique de (2~,,(CL) dans f2 est injective et nous l'utilisons pour  
identifier s fi un sous-(gL-module de f2. 

Le lemme pr6c6dent montre  aussi, que pour tout coe(2, si L est une 
extension finie de K telle que co~2e,,,((gL), et si a d6signe l 'annulateur de co 
consid6r6 comme 616ment de ~2e,,(CL), alors Ann(co), annulateur  de co dans Q, 
est CKs.a. En particulier c'est un id6al principal de CKs, de valuation 6gale b, 
celle de a. 

Lemme 5. Soient co, co'eO. Pour qu'il existe c~CK~ tel que co'=cco, il faut  et il 
suffit que Ann(co) c Ann(co'). 

DOmonstration. I1 est clair que la condit ion est n6cessaire. Mont rons  qu'elle est 
suffisante: C'est clair si co '=0.  Supposons donc  co'4=0 (ce qui entraine Ann(co) 
4:(gKs, donc co+0). Choisissons une extension finie L de K telle que co, 
COt(~-,(~CK((~L). Si b est une uniformisante de L, on peut 6crire co=a.db ,  co' 
=a ' .db ,  avec a, a' e(9 L. 

Soit r=V(~L/K). D'apr~s le lemme 1, v(Ann(db) )=r;  comme co et co' sont 
4=0, on a v(a)<r et v(a')<r et v(Ann(co) )=r-v (a ) ,  v (Ann(co ' ) )=r-v(a ' ) .  
L'hypoth6se implique r - v ( a ) > r - v ( a ' ) ,  donc  v(a')>v(a) et il existe ccC L tel 
que a '=ca,  donc  tel que co'=cco. [ ]  

2.6. Lemme 6. Soit O0=f2e,,o(CK~ ). Eapplication canonique v de ~2 o dans 0 est 
surjective et son noyau est formO des Ol~ments annulOs par 7~K/Ko. Plus 
prOcis~ment, si co6(2o, on a 

v(Ann(v(co))) = max {0, v(Ann(co)) - V(~K/Ko)}. 

DOmonstration. Cela r6sulte, par passage fi la limite, du lemme 2. [ ]  

2.7. Lemme 7. Soit co o un gOn&ateur de co r et soit u=(u,),~ N un g~nOrateur de 
T,(F). Pour tout entier r>O, on a 

v(Ann(u*(coo)))=max 0, r -  
q - 1  

DOmonstration. Le lemme 6 permet de supposer K = K o ,  et on peut aussi 
supposer r > 1. 
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Si l 'on choisit une coordonn6e X pour  F, l'alg6bre affine de F est (gE[[X]]  
et ~o 0 est de la forme oc(X)dX, avec ~(X) un 616ment inversible de (gE[[X]].  

Posons 7r~=u,(X), E,=E(Tr,) et Kr=K(gr ) .  On sait ([1], Chap. VI, w et [5], 
Chap. XV, w que ErIE est une extension ab61ienne totalement ramifi6e et que 
~, est une uniformisante de Er; en outre, si U (resp. U I")) d6signe le groupe des 
unit6s de (9 E (resp. des unit6s de (9 E congrues ~ 1 mod~z"), Gal(E,/E), muni de 
sa filtration par les groupes de ramification sup6rieure, s'identifie au quotient  
U/U I'~ (muni de la filtration induite par les Ut")). Un  calcul classique de 
ramification (utiliser la proposi t ion 4 et le paragraphe 3 du chap. IV de [5]) 
montre  que V(~Er/E ) = r - - 1 / ( q -  1) (cela peut aussi se montrer  par r6currence sur 
r, en utilisant les formules explicites qui donnent  ~, en fonction de g,+l).  

Comme g est aussi une uniformisante de K=Ko,  7r, est encore une unifor- 
misante de K,. Comme le polyn6me minimal de 7~, sur K n'est autre que le 
polyn6me minimal de 7t~ sur E, on a v(Ann(dTcr))=v(7~,/E)=r-1/(q-1), mais 
u*(coo)=~(rc,)d~ , off g(~,) est une unit6; on a doric aussi 

v (Ann (u* (coo)) = r - l/(q - 1). 

Remarque. C o m m e  * - u~ (coo)-rc" u*+~(coo), il aurait suffi en fait de d6montrer  le 
r6sultat pour  une valeur de r telle que r -1 / (q -1 )>O.  Si q=~2 (a fortiori s i p  
+2), on peut prendre r =  1 (et l 'extension Ex/E est alors moddr6ment  ramifi6e); 
si q = 2, on peut prendre r = 2. 

2.8. Fin de la DOmonstration du ThOordme 1. Choisissons, comme dans le lem- 
me 7 un g6n6rateur co o de -mr et un g6n6rateur u de T~(F). 

Soit co~f2. Choisissons un entier r suffisamment grand pour  que 
1 

v(Ann(co)) < r . . . .  V(~K/Ko ). D'aprhs le lemme 7, Ann(u*(coo) ) c Ann(co) et, 
q - 1  

d'aprhs le lemme 5, il existe c6(9K, tel que co=c.u*(coo). On a donc 

c o = ~ ( g - % | 1 7 4  et ~ est bien surjective. 

Tout 616ment c~Ks|  T~(F)| r s'hcrit, de manihre unique, sous la forme a 
| 1 7 4  o, avec aEK s. Choisissons un entier r suffisamment grand pour  que 

1 
r>_ +V(~3K/Ko) et a~=~a~Cx .  Alors, d'aprhs le lemme 7, ~(~)=a,.u*(coo) 

- q - 1  
1 

est nul si et seulement si v ( a , ) > r - - - - v ( ~ a / K , , )  ou encore si et seulement si 
q - 1  

1 
v(a) > - - - -  V(~K/Ko ) et le noyau est bien aK, r | T~(F) | ~r. 

q- -1  

w Appl icat ion  aux  vari6t6s ab61ienncs 

Dans toute la suite de cet article, on conserve les hypoth6ses et notat ions du 
w on suppose en outre K de caractdristique 0 et / ( = K ~  est une cl6ture 
alg6brique de K. 

3.1. Soit X une vari6t6 projective non singuli6re sur K. Une conjecture bien 
connue de Tate ([8], p. 58) peut atre pr6cis6e en disant que la cohomologie  
6tale p-adique de X x K est de Hodge-Tate  et que, pour tout  ieN, tout j e Z ,  le 
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K-espace  vectoriel des 616ments fixes par  G de C(j')| •  est nul 
si j < 0  ou > i  et s'identifie canoniquement ,  et fonctoriel lement en X, /t 
H i - j (X,  f2~) si 0 < j  < i  (voir [3], appendice,  pour  un 6nonc6 en forme). 

Lorsque X est une vari6t6 ab61ienne, H~t(X* • /(, Qp) s ' identifie/t  l 'alg6bre des 
formes multilin6aires altern6es sur le module  de Tate  

Tp(X) = H o m z ( Q v / Z v ,  X(/()) 

et la cohomologie  de Hodge  

s'identifie 5. l 'algabre ext6rieure de 

H~,o~e(X) = H 1 (X, Ox) | H ~ (X, ax)  

- -  1 (off Ox=Ox/K est le faisceau structural  et f2x-f2x/K le faisceau des formes 
diff6rentielles). La conjecture de Tate, dans ce cas, se ram6ne alors au r6sultat 
suivant:  

Th~or~me 2 (Tate, Raynaud).  Soit X une r, ari~t~ ab~lienne sur K. II existe des 
applications K-lin~aires bijectiL, es, canoniques et fimctorielles en X 

pl: H 1 (X, Ox)--~ Homzptal(Tv(X), C), 

po: Ho(X, t2x)~ Homzp[a](Tp(X), C(1)). 

3.2. Nous  nous p roposons  d'utiliser le th6or~me 1' pour  donner  une nouvelle 
d6monst ra t ion  de ce r6sultat. C o m m e n g o n s  par  donner  un 6nonc6 appa rem-  
ment  plus faible: 

Th6or~me 2'. I1 existe une application K-lin~aire injecti~'~e, fimctorielle en X, 

pOx: H~ t2x)-+ Homz~tGl(Tp(X), C(1)). 

Rappe lons  bri~vement c o m m e n t  le th~or~me 2' entraine le th~or~me 2: Soit d la 
d imension de X. Le th6or6me2 '  implique que dimKHomz~t~(Tp(X), C(1))>=d, 
avec 6galit6 si et seulement si pOx est un isomorphisme.  Si X '  est la vari6t6 ab6- 
lienne duale de X, il r6sulte du fait que Tv(X ) s'identifie ~t Homz, (Tv(X ' ) ,Zp( l ) )  
et de l'injectivit6 de pOx, que dim K Homz~[~(Tp(X), C)>=d. C o m m e  la s o m m e  de 
la dimension de Homzp[Gl(Tv(X), C(1)) et de celle de Homz~[al(Tp(X), C) est 
inf6rieure ou 6gale au rang du Zv-module  libre Tp(X) ([7], prop. 4), qui est 2d, 
chacune de ces dimensions est 6gale /i d et pOx est un isomorphisme.  Enfin 
l ' i somorphisme PJc s 'obtient,  modu lo  des identifications bien connues, en pre- 
nan t  la bijection r6ciproque de la t ranspos~e de pOx,. [ ]  

Le reste de ce paragraphe  est consacr~ /i la d6monst ra t ion  du th6or~me 2': 
on construi t  pOx aux n ~ 3.3 et 3.4 et on d6montre  qu'elle est injective aux n ~ 3.5 
/t 3.7. 

3.3. Soit f un sch6ma propre  et de type fini sur SpecC K qui prolonge X, i.e. 
tel que f • s'identifie /t X (si ~o: X ~ P ~ '  est un p longement  de X 
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dans un espace projectif, on peut prendre  pour  Y" l 'adherence schemat ique du 
c o m p o s t  de q~ avec la fl6che canonique de P~' dans Pg'K). 

Si u: Spec~x-- ,Y" est un point  de Y'((9~) et si co est une section globale du 
faisceau s des differentielles de Y', l ' image reciproque u*(co) de co par  u est un 
element de ~2r162 f2. On en deduit un accouplement  

H~ ", ~2~) x ~ ((g e ) - .  f~: 

c'est celui qui /t (oo, u) associe @),u)=u*(o& I1 est clair qu'il  est (5'K-lineaire en 
la premiere variable et verifie @),gu>=g((a),u>), si g~G, coeH~ 

Par construction,  H~ f2x) s'identifie fi K |  H ~  ", ~2~) et ~'((9~) 5. X(/~), 
ce qui fait que ~ ' ( (~ )  est muni  d 'une structure de groupe abelien (marne si f 
n 'a  pas de structure de schema en groupes). 

Proposition 3. I1 existe un entier r > 0 tel que 

(i) la restriction de l'application oo~- . l |  de H~ dans H~ f2x) d 
P~" H~ ~', ~x) est injective," 

(ii) si coep~.H~ et si 111, IA2U-~'(OK)=X(I~), on a 

<(J), U 1 -~- U2> = ((O, U 1 > + ((O, U2>. 

Ddmonstration. ll suffit de montrer ,  pour  chacune des proprietes (i) et (ii), 
l 'existence d 'un entier r qui la verifie. 

(i) Le noyau de ~o~--~l| est le sous-(gK-module de torsion de H~ 
C o m m e  H~ est de type fini, sa torsion est bornee  et p~-H~ est 
sans torsion pour  r suffisamment grand. 

(ii) Soit ~ un schema propre  et de type fini sur Spec(5' K qui prolonge 
X x X tel que les trois fleches 6videntes de X x X dans X, la premiere project ion 
pr~, la deuxieme projection pr 2 et la mult ipl icat ion m, se prolongent  en des 
fleches prl~r, pr2~ et m.~. de a2/ dans Y" (si ~:  X x X-~P,~ est un p longement  de 
X x X dans un espace projectif, il suffit de prendre  pour  ~ l 'adherence schema-  
tique du morph isme  compose  

X x X  ~0xprlxprzxm n can - -  , P ~ x X x X x X  ,P~ x ~ ' x ~ ' x ~ ' ) .  

On sait que toute forme differentielle de H~ f2x) est invariante et, par  
consequent,  si coeH~ pr~e.(~o)-m}(o))+pr~'~-(a)) appar t ient  au noyau de 
la fleche canonique de H ~  dans H ~  f2x• i.e. /t H~ 
Ici encore, la torsion est bornee;  si pr annule H~176 f2m)tor, on  a donc  
m*(co) = pr*e.(co) + pr*a-(co), pour  tout a)cp r- H~  ", (2~r). 

Soient u 1 et u z des points de ?t'(6)K) qui prolongent  des points U~x et U2x de 
X(/s soit v le point  de ~(CK) qui prolonge le morph i sme  

S p e c k  mult Spec/~ x Spec/~ . . . . . . . .  , X x X ;  
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on a u 1 = P q x "  v, u2 =pr2~z.. v e t  u 1 +u2=m~c. V, de sorte que u*((o) = v*(pr*a(co)), 
u*(m) = v*(pr*a,(co)) et 

(u I + u2)* (co) = v* (m~.(co)) = v* (pr*~ r (co) + pr*~ (m)) = u T (co) + u* (co), 

si coapr. H~ Y2.~.). [] 

3.4. En conservant  les nota t ions  d u n  ~ pr6c6dent, on a donc d6fini un 
accouplement  

f t .  H ~  , f2~,) • X(I()--~ f2, 

~..K-lin6aire en la premi6re variable et Z[G] - l in6a i re  en la seconde, ou encore 
une appl icat ion 6~-lin6aire de f t .  H ~  (2o~.) dans HomzEol(X(/(),  (2). 

Si l 'on pose Vr(X)=Homz(Z[p 1],X(/,~)), comme  on a 

Vp (f2) = H Omz~ (Qv, (2) = Horn z (Z [ p -  1 ], (2) 

(puisque ~ est un Z F m o d u l e  de torsion), cette applicat ion induit une applica- 
t ion (gK-linaaire de f f . H ~  f2~) dans Homz[a](Vp(X ), Vp(f2)), d'ofl, par  exten- 
sion des scalaires, une appl icat ion K-linhaire 

f ix = Px.~., :  H ~  (X,  Qx) = K | f t .  H ~ ( f  , ~. )  -+ HomzLt~](Vp(X), Vp(t2)). 

I1 est clair que, pour  tout  co~H~ Ox), la restriction de •( to)  fi Tp(X) est Zp- 
lin6aire, d'ofl une appl icat ion K-lin6aire 

px=Px, e, ~: H~ f2x)--~ HomzAal(Tp(X), Vp(Q)). 

Proposit ion 4. Les applications fix et Px dOfinies ci-dessus ne d@endent ni du 
choix de 35 ni de celui de I'entier r. Elles d@endent fonctoriellement de X. 

D~monstration. II suffit de v6rifier les assertions concernant  Px. L ' ind6pendance 
par  r appor t  h r, pour  f fix6, est 6vidente. Si .Y) et Y2 sont deux prolonge-  
ments, propres  et de type fini, de X et si r est un entier suff isamment grand, 
l'6galit6 fix,~,,~=fix,x~,, est 6vidente si Fun des ~;. domine  l 'autre (i.e. si l ' iden- 
tit6 de X se prolonge en un morph i sme  de Fun des f i  sur l 'autre); le cas 
g6n6ral s'en ddduit en faisant intervenir  l 'adh6rence sch6matique f 3  du 
morph isme  

X di~g , X  x X  'Y'I x f >  

V6rifier que la d6pendance par  rappor t  ~. X est fonctorielle signifie vdrifier 
que, si ~0: X 1 ~ X  2 est un morph i sme  de varidtds ab61iennes, le d iag ramme 

H~ Qx2) ~ HomztGl ( V,,(X 2), Vp(f2)) 

H~ -+ Homz[a](  V,!(X 1), Vr ((2)), 

off toutes les fl6ches sont les fl6ches 6videntes, est commutat i f .  Mais  c'est 
imm6diat,  si l 'on prend soin de choisir des p ro longements  Y) et Y{52 de X 1 et 
X 2 tels que r se prolonge en un morph i sme  de f l  dans f2 .  [ ]  
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3.5. C o m m e  Vp(O) s'identifie, par le thGoreme 1' ~t C(I), il suffit, pour  achever 
la ddmonstrat ion du thdoreme 2', d'6tablir le r&ultat  suivant: 

Proposition 5. Eapplication Px, d4finie au n ~ pr~cOdent, est injectit, e. 

DOmonstration. I1 suffit d'dtablir les deux lemmes suivants: 

Lemme 1. Eapplication fix, dOfinie au n ~ pr#c#dent, est injectire. 

L e m m e 2 .  Eapplication de Homzlc, l(Vv(X), C(1)) dans Homzt+l(Tp(X), C(1)), in- 
duite par l'inclusion de Tv(X ) clans Vp(X) est injective. 

3.6. Commenqons  par 6tablir un autre lemme: 

Lemme 3. Soit X une variOtO projectit, e de dimension d sur K et soit u un point 
non singulier de X,  rationnel sur K. II existe un prolongement propre 3s de X sur 
SpecC K tel que le s@ar# complOtO de l'anneau local en le point fermO de YY 
adhOrent fi u soit un anneau de sOries fi)rmelles e n d  cariables d coefficients dans 

(~>K. 

DOmonstration. Supposons X donn6e comme sous-vari6t6 de P~.. Quitte b, faire 
un changement  de coordonn6es,  on peut supposer que u est le point  de 
coordonn6es homogenes (I,0,0,.+.,0). Soit I l'id6al homog6ne de 
K IX  o, X t . . . . .  X,]  d6finissant X; comme u est non singulier, quitte /~ changer 
la num6rotat ion des Xj, on peut supposer qu'il existe F~,F 2 . . . . .  F, d+I tels que 
la matrice 

( l' O' ""O))l  <i,j<=n ,1 

soit inversible. Quitte fi remplacer Xd+~,Xd+ 2 . . . . .  X ,  par des combinaisons 
lin6aires, on peut m0me supposer que cette matrice est la matrice-unit6. Si J 
d&igne l'id6al de K [ X o ,  X~, ..., X ,]  engendr6 par les X;, pour  i =  1,2 . . . . .  d, et 
par les X i X j ,  pour  i , j > l ,  et si r~ est le degr6 de F~, on a donc  

F / = X  0 _  ~,-1.Xd+ i (rood J), pour  i = 1 , 2  . . . . .  n - d .  

Soit rc une uniformisante de C~; pour i =  1,2 . . . . .  n - d ,  choisissons un entier 
S i tel que n"F /~C~[X o, X 1 , . . .  , Xn] ; choisissons enfin un entier s v6rifiant ,s >s~, 
pour  tout  i. Posons 

X o 

Xi 

Xi  

On voit que 7r'~'f,.=rcs'+SGi, 
coefficients dans 6' K v6rifiant 

=Xo, 

= ~c-~'~ XI, pour  i = 1 , 2  . . . .  ,d, 

=T?X'i, pour i = d +  1,. . . ,n. 

o6 G i est un polyn6me homoghne en les X} /t 

(*) G i --- Xo r ' -  ' .  X~ +i (rood ~- C K [X o, X '  1 .. . .  , X',]). 

Le choix des coordonn6es homog~nes X'o,X'  I, . . . ,X' ,  d6finit, de maniSre 
6vidente, un plongement  de P~ dans P~K- Prenons pour  ~ '  l 'adh~rence schs 
tique de X dans P ~  correspondant  fi ce plongement  et soit ~ l e  point ferm5 de 
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Y" adh6rent /t u. I1 est clair que les d-i=X'i/X'o, pour  i =  1,2 . . . .  ,d, engendrent  
t'id6al maximal  de (gx, . modulo  son carr6 et que, compte- tenu  de (.), ~ et les d-i 
engendrent  l'iddal maximal  de (~x,, modulo  son carr6. On voit  alors que Ox, u 
est Fanneau des s&ies formelles K[ [~1 ,~  2 . . . . .  ~d]] e n d  variables /t coefficients 
dans K et que (fx.,=(gK[[~l,d-2 . . . . .  rid] ]. [ ]  

3.7. D~monstration du L e m m e  1. Revenons  /t notre varidt6 ab61ienne X et choi- 
sissons un point  u rat ionnel sur K (par exemple, l'origine). Choisissons un 
pro longement  propre  :Y de X sur Spec(9~ c o m m e  dans le lemme 3, de sorte 
que, si ~ est le point  ferm6 de 5~" adh6rent  fl u, (~x,,=f)K[[~1, d-2,...,d-d]], 
anneau des s&ies formelles e n d  variables fi coefficients dans (9 K. No tons  
f2 c~ ~ le (fx ~-module des <~(Sx-diff&entielles continues>> de (~x,a (i.e. la (OK \ ~  X ,~J  

solution du probl6me universel habituel  pour  les d6rivations continues; c'est 
donc  un Cx, , -module  libre admet tan t  d ~ , d ~  2 . . . .  ,d~ d c o m m e  base). On voit  
que l 'appl icat ion canonique de f t .  H~ ", ~2:r ) dans f2 ~~ A wx,~J est injective. 

L 'ensemble  des h o m o m o r p h i s m e s  continus de 6)x, ~ darts (9 K s'identifie /~ un 
sous-ensemble de Y'((gK)=X(/() ;  c o m m e  X(/s est un groupe p-divisible (au 
sens 616mentaire), le lemme 1 r6sulte du lemme suivant:  

L e m m e  4. Pour route forme  diffOrentielle ~continue>> non nulle 

d 

~ o = ~ i ( ~ l , d -  2 . . . .  d-d).ddi de o~o, tt,'o . . . .  ~,, , ~ [ [ d - 1 , ~  . . . .  ~ ] ] ) ,  
i = I  

d 

il exis te  x l ,  x 2 . . . .  ,XdEmK, ideal maximal  de (9i~, tel que ~ ~ i (x l , x2  . . . . .  Xd) .dx  i 
i = 1  

soit un OlOment non nul de (2. 

Commen~ons  par  v6rifier le lemme lorsque d =  1, oo 6tant donc de la forme 

~o=e(~)-d~,  avec ~(~)= ~ aid- i, une s6rie formelle non nulle en la variable ~ /~ 
i = 0  

coefficients dans (9 r.  Soit v la valuat ion de /~ normalisde par  v ( K * ) = Z  et 
soient 

s = inf v (ai), 
isN 

i o= le  plus petit entier tel que v(a~o)=S. 

Pour  tout  xen~x,  v&ifiant v ( x ) < i o  ~, on a v ( : ~ ( x ) ) = S + i o . V ( x ) < s + l .  Si 
l 'on choisit pour  x une uniformisante  d 'une extension finie L de K contenue 
darts /s v6rifiant V(~L/K)>S+I ,  l ' annulateur  de d x  est (gx.~)L/K (cf. w et 
~(x).dx4=O. [] 

Le cas g6n6ral rdsulte alors du lemme suivant:  

Lemme 5. Soient  el(d-l, ~ 2 . . . . .  d-d) . . . . .  %(~ ~, d- 2 . . . . .  d-d) d sOries formel les  en les 
variables ~ ,  ~2 . . . . .  d-d, i~ coefficients dans un anneau commutat i f  intSgre infini R, 
non toutes nulles. II existe des sOries formelles  q)~, q)2 . . . . .  (49d en une variable 4, gt 

d 

coefficients darts R, sans terme constant, telles que ~ ei(q)l,(pz,. . . ,qoe), q~'i (off 
i = 1  

qoi dOrive la dOrivOe Jormelle par rapport ?t d- de qol) soit un OlOment non nul de 
R[[d-]]. 
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D~monstration. Choisissons les q~ de la forme q)i=ai~+bi{ 2, avec les a~ et les 
bieR. Si on pose , i = ~  ~.i(~01 . . . . .  (&). ~01, on a 

; t=~i(al~+b,~Z, . . . ,ad{+bd{2).(ai+Zbi~) .  Si ei = ~ ~i,~, 
m= 0 

avec %~ homog6ne de degr6 m en les ~j, et s i r  est le plus petit entier tel qu'il 
existe j avec ~,  ~ + O, on a 

2 = ( ~ a ~ . % ~ ( a l ,  
i \ i  

&q~ ) '&+ +Z2bj.cej.~(a~ .... , a d ) + Y ' a i b j . ~ ( a ,  . . . .  ,ad) '+  .... 
j t,y t ~ j ,  

- Si ~ i . c q , ~ ( ~ , { 2  . . . . .  ~d)4=0, on peut, comme R est infini, t rouver 
i 

al,a2, ...,ad tels que ~ai.~i.~(a ~ . . . . .  ad):4=0 et on a alors 2=t=0 quelque soit le 
choix des b i. 

- Si y~i.cq.r({l,~2 . . . . .  {d)=0, mais 
i 

t rouver at,  a2, ..., ad tels q u e  ~Oi'O~i.r+ 1 
b; =0.  

2 ~ i ' O ~ i , r + l ( ~ l , ~  2 . . . . .  ~d):agO, o n  p e u t  
i 

(a 1 . . . .  ,ad)=#O et 2 ~ 0  si on choisit les 

- Enfin, si y~{i.c~i.r(~, . . . . .  {d)=0 et ~{i.:~i,,+l({l . . . . .  {d)=0, on voit, en 

d6rivant la premi6re identit6 par rapport  fi ~ ,  que, pour tout  j, 

~gi  r 
~ j . r (~  1 . . . . .  ~d) + 2 ~i"  ~ ( ~ 1 ,  " ' ' ,  ~d) = 0 "  

t 
On a alors 

34= bj. 27j, r(a I . . . . .  a a } - k ~ a i ' @ ( a  I . . . . .  ad) �9 . . .  
C g j  

= ( y ~ b j  ~j.r(al . . . .  ,a~) ) .&+~ + . . . .  
J 

Choisissons un entier j tel que :~j.r(~,...,(d)*O. On peut t rouver 
al,a 2 .... ,ad~R tels que aj.r(a~,...,ad)=l=O et, si on prend bj=l  et les autres b~ 
nuls, on a 24=0. [ ]  

3.8. Dkmonstration du lemme 2. Pour  tout  groupe ab61ien H, posons Vp(H) 
= H o m z ( Z [ p - ~ ] ,  H). Si l 'on note J le quotient  X(K)/Xp,~(I~), c'est un groupe 
uniquement  p-divisible et la suite exacte 

0 --~ X ~  (s  -~ X(/()  - ,  J ~ 0 

induit une suite exacte 

O ~  V~(Xr~(/~)) ~ V r ( X ) ~ J ~ O .  

Comme V~(Xr~(I())=QrQz Tp(X), le noyau  de la flhche canonique de 
Homz[~l(Vr(X_), C(1)) dans Homzl~l(Tv(X), C(1)) s'identifie h H o m z [ ~ ( J  , C(1)). 

Mais X(K) est la r6union des X(L) pour L parcourant  les extensions finies 
galoisiennes de K contenues dans /(, donc J = U J u, pour  H parcourant  les 
sous-groupes ouverts invariants de G. Si v :J- -+C(1)  est un Z I G ] -  
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hom om orph i sme ,  on a, pour  tout  sous-groupe ouvert  invariant  H de G, v(J") 
= ( C ( 1 ) ) n = 0  (cf. [9], prop. 8), donc  v(J )=Uv( jH)=O et v = 0 .  []  

w ~D6eomposition de Hodge-Tate>> des Sch6mas en Groupes Finis 

4.1. Soit J un sch6ma en groupes  commutat i fs ,  fini et plat  sur SpecG K et soit B 
son alg6bre affine. On a donc  J = S p e c B ,  la mult ipl icat ion ms: J x J - + J  est 
induite par  la comult ipl icat ion m*: B ~ B |  et l '616ment-neutre du groupe 
s ' identif ie/ t  l ' h o m o m o r p h i s m e  d ' augmenta t ion  e*: B-- ,  6 K. 

Si B 1 (resp. B 2) d6signe le noyau  de e* (resp. le carr6 de l'id6al BI), et si M 
est un 0K-mOdule, on appelle 

- espace tangent de J d valeurs dans M le OK-module ts(M ) 
= ~,~z~(B1/B 2, M) des applicat ions (gK-lin6aires de B1/B 2 dans M, 

- espace cotangent de J fi valeurs dans M le (gK-mOdule 

t~(M) = M  | 

Si S est une (gK-alg6bre et si M est un S-module (en part iculier  si M = S ) ,  
ts(M ) et t*(M) ont une s tructure naturelle de S-modules. 

On remarquera  que, pour  un sch6ma en groupes  fini, B1/B 2 est un G~- 
module  de longueur  finie et qu 'en particulier tS((gK)=O. 

4.2. Si A est un anneau  c o m m u t a t i f  et R u n e  A-alg6bre, associative, commuta -  
tive et unitaire, nous notons  Ig/A l'id6al de R| noyau  de l 'appl icat ion de 
R | dans R induite par  la mult ipl icat ion et xF--~ff la projection de Ig/~ sur 
In/a/I2/A . Rappleons  que le R-module  ~2A(R ) des A-diff6rentielles de l ' anneau R 
s'identifie au quot ient  2 IR/A/IR/A 0(.1 

- pour  tout  x~R, d x = l | 1 7 4  

- pour  tout  x~R, tout  Y~IR/a, X . ; = ( x |  

4.3. Revenons  au sch6ma en groupes  J consid6r6 au n ~ 4.1. On note ms le (~K- 
module  des diff&entielles invariantes de J.  C'est  done le sous-(gK-module de 
~2~K(B ) form6 des ~ v&ifiant 

m* e~= iT ~, + i~ ~ 

(off i~, i~: B--~B|  sont d~fines par  i * (b )=b |  et i '~(b)=l|  et off l 'on a 
not6 de la m6me maniere  les appl icat ions de Y2r ) dans Y2r174 d6dui- 
tes de m*, i T et i* par  fonctorialit6). 

Rappe lons  (cfi, par  exemple,  [2], prop. 8.1, p. 53) c o m m e n t  on peut identi- 
fier ms / l  t* ((-OK): le d iag ramme 

id 
J , J  

J x J  u ,JxJ 

(off 6(x)=(x,x),  v(x)=(x,O), I t ( x , y )=(x , y - x ) )  est commutat i f .  I1 induit donc 
sur les alg6bres affines un d i ag ramme  commuta t i f  



Formes Diffdrentielles et Modules de Tate des Vari6t6s Ab61iennes sur les Corps Locaux 395 

B( 

prodmt 

B| 

id 
B 

1 lds| 
B| B 

(si cr]: B ~ B  est l ' endomorphisme de B qui correspond /i la fl6che x~---,-x 
dans J, on a #*(b|174174 si b, c~B); les flaches horizon- 
tales sont des isomorphismes et les fl6ches verticales sont  surjectives. Les 
noyaux de ces derni6res, i.e. IB/~, ' et B |  ~ s'identifient donc. On en d6duit 
une identification de 

Y2e~ (B) 2 B |162 B 1/B 2 = B | t* (OK). = IB/~,,/In/e, ̀ sur 

On vOrifie que, dans cette identification, _co s cor respond/ t  ty((gK) (identifi6 a un 
sous-CK-module de B | t~ (OK) par l 'application x~--* 1 | x). 

Remarque. On ne change pas l 'identification de ~s  /~ t*((gK) si l 'on remplace 

simultanOment dx = 1 | x - x | 1 et #(x, y) = (x, x - y) par dx  = x | 1 - 1 | x et 
#(x,y)=(x,y-x) ,  grfice/t deux changements  de signe qui se compensent.  

4.4. Pour  tout  (gK-module M, soit DereK(B,M) le module des CK-d6rivations de 
B dans M (off la structure de B-module de M est dOfinie par bx=e](b).x, pour  
tout  b~B, tout  x~M). 

D'apr6s la propri6t6 universelle du module des diff6rentielles, Der~,(B,M) 
s'identifie au module ~B(OeK(B),M) des applications B-lin6aires de OeK(B ) 
dans M. C o m m e  ~?~,,(B) s'identifie /t B | DereK(B, M) s'identifie aussi au 
module  des applications CK-lin6aire de _co s dans M, ou encore /t ts(M ). 

Soit B' l 'alg6bre affine du dual de Cartier J '  de J. C'est donc le 6'K-module 
des applications CK-lin6aires de B dans OK, la multiplication &ant d6finie par 

(uv)(x)=(u| si u,v~B' et xeB, 

et la comultiplication m~, par 

(m*,u)(x| si ueB' et x,y~B. 

Si M est un CK-module, nous notons ~_s,(M) le noyau  de l 'application 
(Sj, ~: M | B'--~ M | | B' d6finie par 

@,M = idM | (i* -- m*, + i*). 

Lorsque l 'on identifie M| it 5P~,,(B,M), on volt que ~j,(M) s'identifie au 
sous-module de ~~ M) form6 des u qui v6rifient 

u(xy)=e](x)u(y)+e*(y)u(x), pour tout  x, yeB, 

autrement  dit 5, Der~,,(B, M) ou encore / t  ts(M ). 

4.5. On sait que le groupe J(C~:) s'identifie au sous-groupe du groupe multipli- 
catif (Cg| x des 616ments inversibles de l 'anneau (gK| form6 des x 
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v6rifiant m * x = x |  [off 

m*: (s174174174174 B') 

d6signe la comultiplication dans l'alg6bre affine de J '  Xsp~eKSpecCK, autrement 
dit est l'application compos6e 

Ce| idcK| ~ Ct~|174 
iso. can. 

, (C~, | 1 6 2  |  K | 

L'application x~---,dx/x d6finit un homomorphisme de (CK| x dans 
Oe,,,(C~ | d'ofl par extension des scalaires, une application Cx-lin6aire 

~j:  C~ |  0~,,((~ K | 

qui commute aux actions 6videntes de G = Gal(/s 
Or on a QeK(CK@eKB')=(CK@eKQ~,K(B'))O(Q@eB') (off, rappelons-le s 

=s ). Du fait que, pour tout xeJ(Ctr on a m * x = x |  r6sulte facile- 
ment que 

- l ' i m a g e  du compos6 de 0s avec la projection sur (gK| est 
contenue dans (9 x |162 qui s'identifie (n ~ 4.3) fl t*s,t~Cx~, ~' 

l'image du compos6 de q3j avec la projection sur f2| est contenue 
dans gj,(f2) qui s'identifie (n ~ 4.4)/t tj(f2). 

Finalement, on obtient ainsi une application C~:-lin6aire 

q~j = ~po r q~j: (4,'K |  t~,(Cg) r ts(f2 ) 

qui commute bien stir aux actions 6videntes de G. 

4.6. Nous nous proposons de montrer que (pj est <~presqu'un isomorphisme>~, 
i.e. que l'exposant du noyau et du conoyau de q~j sont born6s ind6pendamment 
de J et que la transpos6e de q)j, (off J '  est toujours le dual de Cartier de J) est 
~de presqu'isomorphisme)~ r6ciproque. 

Pour cela, nous allons commencer par donner une autre description de q)J, 
puis une autre description de q)o. 

4.7. Pour tout e )e~  s et tout ueJ(C~), soit u*(o)) l'image r6ciproque de ~o par u 
(autrement dit, si l'on identifie J(CK) fl l'ensemble des homomorphismes de la 
CK-alg6bre B dans CK, u*(oJ) est la forme diff6rentielle ef2e,,((fK) image de 
coeOjcQ~,,(B) par l'application de f2e,,(B) dans f2e,,(Ce) d6duite de u par 
fonctorialit6). 

L'application 
(u, ~ ) ~  u* (o~) 

de J(Cg) x m s dans f2 est Zp-lin6aire en la premiare variable et C~-lin6aire en la 
seconde. Elle induit une application Zp-lin6aire de J(Cg) dans L~e,,(~s, f2) 
= O(f2), d'ofl, par extension des scalaires, une application Cx-lin6aire 

r/J : OK | ~ ts(O). 
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Proposition 6. On a tlJ = q)J. 

Ddmonstration. L'applicat ion u~--~l |  identifie J((gK) i~ un sous-Zp-module de 
~b(u) (?K|  et il suffit de v6rifier que, pour  tout ueJ((gK), on a bien 

=~o~(~). 
On a tj(f2)=~.~r(B1/B 2, Q)c~q~r 1, (2) et il suffit de v6rifier que, pour  tout  

u~J((9~:), tout b~B ~, on a 

tlJ (u)(b) = (p) (u)(b). 

t Soit (bi)i=~ ...... une base de B comme CK-module et soit (b)i =~ ...... la 
base duale de B'. Si l 'on consid6re u comme un homomorph i sme  de B dans 

(9 K, il s'identifie /L l'616ment ~ u(b~)| i de (~K| et u ~ s'identifie 
r i = l  

u-I(bi)|  (on adopte  provisoirement la notat ion multiplicative pour  
i = 1  

le groupe J(CK) ). Avec ces notations, 1 q)~ (u) s'identifie 5. l ' image dans ~2 |162 de 

( 2  u - 1(b i) | 1 @ b'~)(~(1 | u(b)  - u (b) | 1) | b)) 

�9 I(~:,,/~K | B' c (9 K | (9~ | 

En particulier, pour tout  beB  1, (p~(u)(b) est la projection sur ~2 de 

, , - 1  U Y',(bibj)(b)'(u (bl)| (b)-u-~(b3u(b) |  
t , J  

Comme ~(b ' ib) ) (b) .u- l (b3u(b)=(u  ~u)(b)=e*(b)=O, @(u)(b) est aussi la pro- 
l , J  

jection de y' (b'~b))(b). u -  l (bi) | , (b) .  
l , J  

Soit, d 'autre part, 2 l 'application composde 

B1 p r o j .  ) B1/B 2 i . . . . . . . .  i n c l .  , o j  , f2eK (B). 

Alors (cf. n ~ 4.3), 2(b) est la projection sur OeK(B ) de 

((a* | ida) o m* )(b )E I B/eK ~ B | e, B. 

L'applicat ion u |  B | 1 7 4  KCt~ envoie I~/(oK dans Ir et induit, 
par passage aux quotients, l 'application de F2e,,(B ) dans f2 d6duite de u par  
fonctorialit6. Par cons6quent, rlJ(u)(b) est la projection sur ~2 de 
(u | u)((a* | idB) o m]) (b) e Iex/(~,, ou encore de (u- 1 | u)(m~ (b)). Comme 
u l=~u-~(b i ) |  et u = ~ u ( b ) |  on a, avec des conventions 6videntes, 

(u -I  |  -1 , , , (bi) @ u(b ) . (b~ | b ) (ms (b)). 
1,J 

On a 
! ~ t t (b'~| et rlJ(u)(b) 

est bien r image  dans ~2 de ~(b' ib))(b) .u- l(bi) |  [] 
t , ]  

4.8. Si u: B---,(_c)tr est un 616ment de J(C~:) et si ~coi |174 on 

pose rlO(u)(~ o~i | bi ) = ~ u(bi) o~ v 
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On a ainsi d6fini une applicat ion Zp-lin6aire 

u~ J(ox)-~ s~,~(z~(~), c2). 

En tant que CK-module, t2 est isomorphe (non canoniquement)  fi K-/(9 K et 
est donc dualisant pour les (9x-modules de longueur finie. Comme gs(~2) 
s ' identifie/l 

t s, (t?) = ~LP:,, (B '~/B' 2, s = L~:~ ((gx | (B'a/B' 2), f2), 

s s'identifie fi (gK| Ceci nous permet  de 
consid6rer qo comme une applicat ion Zp-lin6aire de J((gt:) dans t*,((9~); nous 
notons encore de la marne mani6re l 'application (gt:-lin6aire 

u~ (9~| t~,((9~) 

d6duite par extension des scalaires. 

0 0 Proposition 7. O n  a rls = q~s. 

Ddmonstration. I1 suffit de v6rifier que r/~176 u), pour  tout  ueJ((9g). Si on 
conserve les notat ions du n ~ pr6c6dent, on a u = ~ u ( b i ) |  i, 
u - ~ = y~ u-  ~ (bi) | b' i e t  ~0 ~ (u) est 1'image dans (gg | f2e, ̀ (B') de 

~ = ( ~ u -  ~(b~)|174 l ) ( ~  u(bs)|  | 1 7 4  1) 

~(9~ | I~,/~,, c g~K | B' | B'. 

Comme 1 = 1 | 1 = u-  ~ u = ~ u -  ~ (bi) u(bj) | b I b}, on a a = ,  _ 1, avec 
i , j  

~'= ~ u-  l(bi) u(bs) | b'i | b). 
t , J  

D'autre  part  l 'application de B' dans B' ~/B '2 

B' idB,-e..~, ,B,1 proj. ~B,I/B,2 

induit, par extension des scalaires, une application (9: l in6aire de (gK| 
dans (gK| et on voit que o rls(u) n'est autre que l 'image de 
y~ u(bi) | b'z par  cette application. 

Soit alors 2' l 'application compos6e 

B '  idB,-e~,  > B ,  1 proj. ,B,1/B, 2 i . . . . . . .  ) (Dj, - - 4 i n c l "  ~2~K(B,). 

Si l 'on identifie maintenant  t*,((gg) h (9K|162174162 alors q~ 
= ~ u ( b i ) |  2' (b'i). 

On voit que Z(b'~) est la project ion sur ~2~0K(B') de 

((a j, |  o ms,)(bi) --es,(bi)~IB,/~ K c B  | B , 

doric que q~ est 1'image, dans (9g| de 

fl = ~ u(b~) | ((a~, | idB,) o ms,)(b~) - ~ u(b~) . e s, (b~). 
i i 



Formes Diff6rentielles et Modules de Tate des Vari6t~s Ab~liennes sur les Corps Locaux 399 

On  a fl = f l ' - 1 ,  avec 

fl '= ~u(b,) | ((a~, | ida,) o m],)(b'), 
$ r , t car ~u(bl) .eg,(bi)=~j ,(~,u(bi) |  (off l 'on a encore  not6 e~, l 'appli-  

i 
ca t ion  ~0g-lin6aire de CK| dans  (9 K d6duite de e~, par  extension des 
scalaires). 

I1 suffit d o n c  de v6rifier que  f l ' =  ~'. L ' app l i ca t ion  

p: Ct~|  |174 | 

d6finie par  p ( a | 1 7 4 1 7 4 1 7 4  est un  a u t o m o r p h i s m e  et il suffit de 
v6rifier que  p(ff)=p(c().  

t ~ r Or on a p(fl ) = ~ u ( b i ) |  ). Mais 
i 

u = 2 u (b j) | b} = y~ u -1  (b) | a*. (b'~) 

et l '6galit6 m* u = u | u s'dcrit 

ou encore  

u (bi) @ m*, (b') = (~, u - '  (b) | a s, (b,) | 1)- ( ~  u (b j) | 1 | b~), 
i 

~,, u (b) | m], (b;) = y, u - '  (b) u (b j) | a*, (b') | b~, 
i i , j  

c 'es t -Gdire  p(fl') = p(e'). 

4.9. Proposi t ion 8. Le diagramme 

((9K | j ((9~:)) x (OK | j,(CK)) ~oj•  ,t,,(Gx)r162162 

( /( /CK)(1) ~ , f2 

[- off 0 est la flOche d)duite par extension des scalaires de la flkche 00: 
J (C K) x J'((9 ~:)--+ I~p, induite par la dualit~ de Cartier (on a 

r |  ~,~ = cK @ z . ( Q d Z P d )  = (K/C~ 

- oft ~ est la flOche dkduite par passage au quotient de I'application ~: 
/ ( ( 1 ) - ~ O  dOfinie au n ~ 1.6, th. 1' (le noyau aK(1 ) de ~ contient (gx(1)) , 

- off, avec des notations ~videntes, v(a', 2, a, 2') = 2(a) + 2 '(a ' )]  est commutatif  

DOmonstration. I1 suffit de v6rifier la commut t iv i t6  du d i a g r a m m e  

j(OK) Xj,(r ~,x~, ,t*,((9,9|174162174 

1. 
d l o g  pp~ , f2. 
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Conservons  les notat ions des n ~ prhc6dents et soient u~J(Cg), veJ'(Cx). On 
consid6re u c o m m e  l'616ment ~ u ( b i ) |  i de (9~| et v c o m m e  un homo-  
morph i sme  de B' dans (_9~. Si (~oj x ~oj,)(u, v) = (a', 2, a, 2'), alors 

- d 'une par t  a '=(p~174 -~ . (~u(b,) .dbl) ,  tandis que 2'=~0J,(v) 
- -  1 - r b , ( v  ) (prop. 6) s'identifie ~ l 'appl icat ion ~o~--~ v*(o)); d'ofl 

2'(a') = ( ~  u (b j) v (b~)) 1. (Z  U (b,) d v (b'~)); 

- d ' a u t r e  part, 2=(p l (u )=(~u(b j ) |174  tandis que a 
0 0 ~ b---~ =~pj(v)=qs(v)  (prop. 7) s'identifie/~ l 'appl icat ion ~'~oi| i ~v(bi)~oi; d'ofl 

2 (a) = ( ~  u (b j) v (b'j)) - 1 .  ( Z  U (bl) d u (b,)). 
On a donc 

(v . (~o j x ~o j,))(u, v) = (~, u (b j) v (b))) --1. ( 2  U (b,) d v (b'~) + ~ v (b',) d u (bi) ) 

=dlog(~u(b,)v(b)))=dlog(Oo(u ,v)). [] 

4.10. Si l 'applicat ion ~ 6tait un isomorphisme,  la proposi t ion  8 signifierait que 
(pj est un i somorphisme et que la t ranspos6e de (p~, est son inverse. En fait, il 
intervient ici deux modules  dual isant  diff6rents, (/(/Ox)(1) et Q, pour  les C K- 
modules  de longueur  finie. 

Aussi, si M est un Cg-module  de longueur finie, nous posons M '  
=s M * = ~ e ~ ( M ,  f2 ) et nous notons  ~M: M ' ~ M *  l 'applica- 
t ion induite par  r (K/(gx)(1)--~ f2. 

Si M e t  N sont deux CK-modules de longueur  finie, et si c~: M---, N est une 
appl icat ion (gx-lin6aire, nous notons  c(: N ' ~ M '  et c~*: N * - - , M *  les applica- 
tions d6duites par  fonctorialit6. Le d i ag ramme  

est commutat i f .  

N '  "' , M '  

N* ~* , M* 

Revonons  au sch6ma en groupes  J. I1 est clair que (Cg@zpJ'(Cg))'  s'identi- 
* * J' ( ( :x) .  fie ~ C K |  tandis que (tj(Cx)) s'identifie ~1. tj(~Q) et (tj,(~2))* fi t* : 

La propos i t ion  8 peut alors se reformuler  ainsi: 

Th6or~me 3. Pour tout schdma en groupes commutatifs J, f ini  et plat sur SpecCK, 
les diagrammes 

(~K (~zpJ((~g)  > •l' [UK) Wt~_) t j [ t l )  . [UK k~)Zpd [~K)) 

(C~ |  
et 

(~oJ.)' • (o9.1' e ~ �9 el 
(t s, (f2))' O (t~ (C~))' ' Cx |  J (CK) , t~, ((gg) Q t j((2) 

~ta, (~) ~ Ct*,(r  ~ i s o .  can.  

(t j, if2))* | (t* ((PO)* 

sont commutatifs. [] 
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1 
Corollaire. Soit a un Ol~ment de (9 K vdrifiant v(a)= 1 +v(~K/K~ (off vest  la 

D-- 
valuation de K normalis~e par v(p)= 1). Alors le noyau et le conoyau de 

q~j: OK | ~ t*,((gK) | ts(•) 

sont tuds par a. 

Ddmonstration. Le noyau de ~ est form6 des 616ments de (/(/CCx)(1) tu6s par  a 
(th. 1' d u n  ~ 1.6) et on en d6duit que, pour  tout  CcK-module M de longeur finie, 
le noyau et le conoyau de ~-M sont tubs par  a et l 'assertion r6sulte alors 
imm6dia tement  du th6or6me. [ ]  

4.11. Remarque. I1 est facile de v6rifier directement,  i.e. sans utiliser les proposi-  
t ions 6 et 7 que le noyau de ~pj est tu6 par  a: 

Soient F=J(CCK) et F '=J ' ( (gK).  L ' anneau  CCK| s'identifie h une sous-(9 x- 
alg6bre de l 'alg6bre CC~' des fonctions sur F '  it valeurs dans (gt~; d'ofl une 

r ~ ~ ? / " .  applicat ion CcK-lin6aire de ~2e, K((Px| ) dans f2e,,((9 r') Si on note qSj le 
com_pos6 de qoj avec cette application,  l e  noyau  de q~j est contenu dans celui 
de q~j et il suffit de mont re r  que a .  ker ~pj = 0. 

Choisissons une <~base~ de F', i.e. des 616ments e'l, e~ . . . .  , e" non nuls de F '  
tels que F '  soit la somme  directe des groupes cycliques engendr6s par  les eS.. 
Soit p~ l 'exposant  de F '  et soit pS ~, avec 0 = tj < s, 1 ordre de e). 

Lorsque l 'on identifie (gK| ~ un sous-anneau de (9~, F s'identifie au 
sous-groupe Homz(F ' , I tp~  ) du groupe multiplicatif  de CC~'. Si on choisit une 
racine primitive p'~-i6me de l'unit6 V~CCK, F est engendr6 par  les e~, pour  i 
= 1, 2 . . . . .  m, d6finis par  

ei(e~) = { 1  si i~j,  
v pt' si i=j. 

Si x~,x2, . . . ,xmeZ,  on a ~x~e~=O si et seulement si, pour  tout  i, p~-" divise x~. 
Soit ~=~bi|  avec les bi~(gK, un 616ment de CCK| On a qSj(~) 

=(~o,),~r,, avec ~o,,=~bi(dei(u)/ei(u)); en particulier o3~=bjp~.(dv/v). Si 
~ c k e r ~ j ,  on doit donc avoir  pt~bj~Ann(dv/v), pour  tout j. D 'apr6s  te l emme 7 

w on a v(Ann(dv/v))=s- 1 ( 
/ 1 

du S ~  p _  l-VCDK/~o) ,~ peut  supposer  
- p - 1  

+v(~/~o), sinon il n'y a rien it d6mont re r ) ;  on a alors v(ab)>s-t~,  donc abj 
k 

est divisible par  p~-"  qui est l 'ordre de ej et ac~=0. [ ]  

w Applications aux Groupes p-Divisibles 

5.1. Rappe lons  (cf. [-9], w qu 'un  groupe p-divisible (ou de Barsott i-Tate)  sur 
(9 K de hauteur  h (off heN)  est la donn6e s 'un syst6me inductif  H = ( H , ,  i,),~N Of J 

(i) H ,  est un sch6ma en groupes commutat i fs ,  fini et plat, sur Spec(9 K, de 
rangp"h; 

(ii) pour  tout n~N,  i, est un morph isme  de H ,  dans H , +  1 qui identifie H ,  
au noyau de la mult ipl icat ion par  p" dans H ,  + 1. 
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L'alg6bre affine R, de H,  est s6par6e et compl6te pour la topologie 
p-adique, ce qui fait que l'on peut aussi bien considdrer H, comme un sch6ma 
en groupes formel sur Spf(9 K. On peut alors associer h H le sch6ma en 
groupes formel affine f l = ~  H,,  dont l'alg6bre affine est la CK-alg~bre profinie 

R=limmR,. Le groupe fl((fK) des points de f l  ~t valeurs dans C x est form6 

des homomorphismes continus de R dans C K. I1 a une structure naturelle de 
Zp-module et son sous-groupe de torsion n'est autre que H(CK)= ~ H,(CK). 

Ee module de Tate Tp(H) de H est la limite projective des H,(CK) (l'applica- 
tion de transition de H,+1((9/0 dans H,((~K) 6tant induite par la multiplication 
par p); il s'identifie 

Homzp (Qp/Zp, H (C K) ) = Homzv (Qp/Zp, I~ ((g g)). 

C'est un Zp-module libre de rang h sur lequel G op6re lin6airement et 
continfiment. 

5.2. La multiplication ran: I4 • I4---~I21 est induite par la comultiplication m*: 
R - - ~ R ~ , R  et l'616ment-neutre du groupe s'identifie ~t l 'homomorphisme 
d'augmentation e~: R ~ (9 K. 

Si R 1 (resp. R 2) d6signe le noyau de e~ (resp. l'adh6rence du carr6 de l'id6al 
R1), et si M est un CK-module, on appelle espace tangent de H d L, aleurs darts 
M le (gK-module tn(M)=5~eK(R1/R2, M) et espace cotangent de H ~ valeurs 
dans m le (gK-module t*(m) = M | 

Si S est une (gK-alg6bre et si M est un S-module, tH(M ) et t*(M) sont des S- 
modules; comme R1/R 2 est un 6~K-module libre de rang la dimension d de H, 
si M est un S-module libre de rang 1, tn(M ) et t*(M) sont des S-modules libres 
de rang d. 

5.3. Le dual (de Serre) de H est le groupe p-divisible H' =(H',, i',,),~N off 

(i) H', est le dual de Cartier de H,, 

(ii) i',: H',----~H',+ 1 se d6duit par dualit6 de la fldche de H,+ 1 dans H, 
induite par la multiplication par p. 

5.4. On note Z p ( - 1 )  le dual (comme Zp-module) de Zp(1)= Tp(G~); c'est donc 
un Zp-module libre de rang 1 sur lequel G op6re par multiplication par le 
caract6re Z -1. Pour tout Zp-module M avec action lin6aire de G, on pose 
M ( -  1) = M |  Z p ( -  1). 

On sait, depuis Tate ([9], cor. 2, p. 180), qu'il existe un isomorphisme 
canonique (de C-espaces vectoriels avec action de G), fonctoriel en H, de 
t i r (C)Gth(C ( - 1)) sur Homz~(Tp(H ), C). 

Nous nous proposons, dans ce paragraphe, 

(i) de rappeler (n ~ 5.5) la construction de l'isomorphisme de Tate, que nous 
noterons 0n, Tate ; 

(ii) de transposer (n ~ 5.6 et 5.7) ce qui a 6t6 fait au w pour les vari6t6s 
ab61iennes pour obtenir un <~autre>> isomorphisme 0H, f . . . .  ~; 

(iii) de d6duire (n ~ 5.8 h 5.10), par passage h la limite, des r6sultats du 
paragraphe 4 un troisi6me isomorphisme 0mfi,i; 

(iv) de montrer (n ~ 5.11 ~t 5.13) q u e  OH,xate=OH,f . . . .  l = 0 H , f i n i  ' 
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Tout  comme  le th6or6me 2 du w les constructions de 0mT, l o e t  On, f . . . .  l 
utilisent, de mani6re essentielle, les r6sultats g6n6raux de Tate  sur la d6compo-  
sition de Hodge-Ta te , / t  savoir  le fait que, si T e s t  un Zp-module  libre de rang 
fini, avec act ion lindaire et continue de G, et si 

(C@z,T)~174 ~, 

( C |  l ={x~C| pour  tout  gEG}, 

alors l 'appl icat ion canonique de (C|174176174174174 1) dans 
C |  T est injective (cf. [7], prop. 4, p. 122). 

La construct ion de 0turin i au contraire fournit une d6composi t ion a priori  
de HOmzp(Tp(H), C) en somme  directe de deux sous-C-espaces vectoriels sta- 
bles par  G, l 'un se t rouvant  atre i somorphe  / t u n e  somme  directe de copies de 
C et l 'autre ~ une somme  directe de copies de C(I). 

5.5. Si H '  ~H' i'~ =~,~'n,  n/heN est le dual de H et si / 4 ' = ~ H ' , ,  on sait que H,(6~K) 
s ' identifie/l  

H ~ (H',, | ' P;") = H~ (H'n |162 Sv"), 

donc que 7p(H) s'identifie h Home.c(H'| pp-~ ) (off ~p~=~pp.) .  

On en ddduit un accouplement  

Tv(H ) x tw(C)~t; ,  ~ (C)r C, 

Coil une applicat ion C-lin6aire, c o m m u t a n t  /l Faction de G, de tn,(C) dans 
Homzp(Tp(H),C ), qui, par  restriction /t tn,(K), donne une appl icat ion K- 
lin6aire 

0H.Tal e l  ." tn,(K)~Homz,Eol(Tp(H), C). 
1 Tate  mont re  ([9], prop. 11, step 5) que 0n,T~te est injective. La th6orie de la 

d6composi t ion de Hodge-Tate ,  un a rgument  de dualit6 et un comptage  de 
dimensions mont ren t  (par un ra i sonnement  enti6rement ana logue / l  celui d6ve- 
lopp~ au n ~ 3.2) que 

(i) l 0n,T~t~ est un i somorphisme;  

(ii) le K-espace vectoriel dual de Homzvt~l(Tp(H'),C ) s'identifie ~t 
H o m z s ,  l(Tp(H), C(1)) et l ' i somorphisme r6ciproque de la transpos6e de 

1 . tu(K ) O H ,  T a t  e . --)" Homz~fol(Tp(H ), C) 

fournit donc un i somorphisme de K-espaces  vectoriels 

OH ,0 Tate " t*(K)--~ HomzAul(Tv(H), C(1)); 

I (iii) en composan t  0n.T,te avec l ' inclusion de HOmz~[G](Tp(H),C) dans 
Homz,(Tp(H), C) et en 6tendant les scalaires, on obtient  une appl icat ion C- 
lin6aire, c o m m u t a n t  fi Faction de G, 

On,Tale, ." tw(C)~,Homzp(Tp(H), C) 

qui est injective; 
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(iv) de meme Homz;tal(Ti,(H), C(1))(-  1) s'identifie & un sous-K-espace vec- 
0 toriel de Homz~(Tp(H), C); par fonctorialit6, 0mT~t ~ induit une application K- 

lin6aire de t*(K(-1)) dans Homz~(Tv(H), C), d'ofi, par extension des scalaires, 
une application C-lin6aire, comnmtant & l'action de G, 

On,T.to. c o  ." th(C ( - i ) ) ~  Homz~(Tp(H), C) 

qui est injective; 

(v) l'application 

- -  1 O . 
O H , T a t e  - -  OH,Tare,C@ OH,Tate. C" tw(C) G t*(C(-  1))~ Homzp(Tp(H ), C) 

est un isomorphisme. 

5.6. Soit toujours R l'alg6bre affine du groupe formel / 4 = ~ H ,  et soit 

f2~m(R) le R-module des (gK-diff6rentielles ~continues>> de R (i.e. la solution du 
probl6me universel habituel pour les d6rivations continues; si R, d6signe l'alg6- 
bre affine de R,,, c'est aussi la limite projective des f2e,,(R,)). 

Soient m}: R ~ R (~oKR la comultiplication et "* "* 11,12 : R---~ R @c~, R les appli- 
cations d6finies par i*(x)=x@l et i~(x)=l@x; si l'on note de la marne 
mani6re les applications de ~c~ dans Qc~ R~ d6duites de m*, i* et i* OK \ ] ~'K ~ ~)/(w ] 
par fonctorialit6, le module ~n  des diff6rentielles invarantes de H est le sous- 
(9~-module de f2r176 form6 des (9 qui v6rifient 

~"K t ] 

On a un accouplement 

m~ (m) = it (o)) + i* (m). 

c'est celui qui 5. (o,u) associe l'image r6ciproque (~o,u)=u*(o)  de co par u. I1 
est (gK-lin6aire en la premi6re variable et Zp[G]-lin6aire en la sedonde et induit 
donc une application (gK-lin6aire de ~H dans Homz,f~l(/t(6'~),Q). Si Vr(H ) 
=Homzv(Qv,/4((~K) ) et Vv(~2)=Homzp(Qp, Q), on en d6duit, par fonctorialit6, 
une application (gK-lin6aire de _qo u dans Homz,E~](Vp(H), Vv(~2)) et, par exten- 
sion des scalaires, une application K-lin6aire 

fin: K | --~ Homzp~l(Vp(H), Vv(Q)), 

et, par restriction, une application K-lin6aire 

Pn: K |162 --~ Homz;tal(Tp(H), Vp(f2)). 

I1 est clair que fin et PH d~pendent fonctoriellement de H. 

Proposition 9. Eapplication Pn dffinie ci-dessus est injective. 

C'est la m6me d~monstration que celle de la proposition 5 du w Nous ne la 
refaisons pas. [] 

5.7. On sait que _co n s'identifie ~ t*((~K) (cela se passe comme pour les sch6mas 
en groupes finis, voir le n ~ 4.3), donc que K |162 s'identifie ~t t~(K). Comme, 
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par  le th6or6me 1', Vv(~2 ) s'identifie /t C(1), Pn s'identifie ~. une appl icat ion K- 
lin6aire 

0 OH,f . . . .  1" t~(K)~ HOmz~lGl(Tp(H), C(1)). 

En proc6dant  comme  au n ~ 5.5, on voit que 
(i) 0 0n,f . . . .  l e s t  un i somorphisme;  

0 (ii) par  dualit6 . . . .  , l 'applicat ion OH, f . . . .  ~ induit un i somorphisme 

l OH,f . . . .  1- tu'(K)-+ HOmz~IGI(Tp(H), C); 

0mr . . . .  ~ et par  extensions des scalaires, on (iii) par  torsion par  Z p ( - 1 )  de 0 
obtient un i somorphisme 

, 1 0 . OH f . . . .  1 =OH,f . . . .  I , C @  OH,f . . . .  I,C" tn'(C)@ t~(C(-  1))--~ Homz~(Tp(H), C). 

5.8. Conservons  les nota t ions  des n ~ pr6c6dents. Pour tout  n sN ,  le morph i sme  
H , ~ / ]  de sch6mas en groupes formels induit une appl icat ion CK-lin6aire de 
t~(C'K) dans t* (CK). 

Proposition 10. - Pour tout n~N, la suite 

est exacte. 

DOmonstration. C o m m e  t*(CK) est un CK-module libre, la mult ipl icat ion par  p" 
est injective. 

Soit /l la projection de R sur l 'alg6bre affine R n de H , ;  on a # (R1)=Rn l, 
id6al d ' augmenta t ion  de R,  et, par cons6quent l 'appl icat ion canonique de 
t}((gK)=R1/R 2 dans t~/,,(CK)= i 2 R,/R,  est surjective. 

Soit 2: R-~R  l ' homomorph i sme  induit par  la mult ipl icat ion par  p". Le 

noyau de p e s t  l 'adh6rence R.  2(R l) de l'id6al de R engendr6 par  2(R 1) et, pour  
achever la d6monstrat ion,  il suffit de v6rifier que #-1(R~2)=2(R t) + R  E. 

On a 2 ( R 1 ) c k e r # c p - l ( R  2) et p ( R Z ) = R  2, donc  R2c/ l -X(R2) ,  d'ofl l 'inclu- 
sion 2(R1)+R2c#-1(R2). 

Enfin, p - l ( R 2 ) = R Z + k e r p ;  comme  R=C~@R l, 

ker/~ = R .  2(R 1) = 2 ( R  ~) + R  1. ,~.(R 1) ; 

c o m m e  )~(R1)+R 2 est ferm6, )~(R1)c)~(R1)+R 2 et, comme  2 ( R 1 ) c R  1, 
R 1 ,2(R ~) est contenu dans R 2, de marne que son adh6rence puisque R 2 est 
ferm6; finalement, on a bien p-I(R2,)c2(R1)+R2. [] 

5.9. Pour  tout  n6N,  on dispose (cf. n ~ 4.5) d 'une appl icat ion (~-l in6aire 

~o.. = ~o. | ~0~,,: c;K | H.(CgK)--, %(c~ K) | tH.(a). 
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11 est imm6diat que le d iagramme 

(-f)K| Hn+I((pK) , p o  -~" t ~ h  + I ( (PK)  

(PK | H.((-gK) > t~;,((PK), 

off la fl6che verticale de gauche est d6duite par extension des scalaires de la 
multiplication par p e t  la fl6che verticale de droite est d6duite par fonctorialit6 
de <<l'inclusion>> de H', dans H'.+ 1, est commutatif.  

I1 r6sulte de la proposi t ion 10 que t*;,((9~)=(PK| s'identifie au 
conoyau de la multiplication par p" dans t*,(G'K), doric que 

li.im_m t~,((p x) = lira t*,((P~)/p" t*,(6, x) = limm t*,((gx/p"(pK) = t~,((pc). 

Comme li+__mm(P~|174 ), on obtient, par passage fi la limite, 

une application (Pc-lin6aire, commutan t  ~. l 'action de G, 

0 . Cn,r (P c |  t*'((P ,') . 

De m6me, il est imm6diat que le diagramme 

(gR| H.+  l((pK ) ~k., , t  H .... (Q) 

1 1 
(Pe | ~" > t~.,(~2), 

off la fl6che verticale de gauche (resp. de droite) se ddduit par extension des 
scalaires (resp. par fonctorialit6) de la multiplication par p, est commutatif .  

Notons  (2. le noyau de la multiplication par p" dans (2. Comme H,  est tu6 
par  p", on a tu.(f2)=tu.(f2.)=.L/~,,(t~.((p~),f2.)=~K(t*((pK),f2.) (d 'apr& la 
proposi t ion 10) =AqeK(t~((Pc), (2.). On en d6duit que 

!ira tH= (Y2) = lijm ~r (t* ((pc), (2.) = Sr (t~ (6'c), Tp ((2)) = tu(Tr(g2)) 

(off Tp((2) = H o m z p ( Q / Z ~ ,  (2)). 
On obtient  donc, par passage ~ la limite, une application (gc-linaaire, 

commutan t  h l 'action de G, 

1 q~n,r : (pc | Tp(H) --~ tu(Tp((2)). 

Proposition I 1. Eapplication 

0 1 . 
~o,,,~ c = ~on,~c @ ~o,,,~ c . (pc @z, L(H) - '  t*, (6-) @ t H ( L ( O ) ) ,  

dOfinie ci-dessus, est injective et son conoyau est un (Pc-module de longueur finie. 

DOmonstration. Cela r6sulte imm6diatement  du corollaire au th6or6me 3 (cf. 
n~ et de ce que (pc|  t*,((pc) et tu(Tp(f2)) sont des (pc-modules 
libres de rang fini. 
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5.10. En 6tendant les scalaires de (9 c fi C et en utilisant le th6or6me 1' pour  
identifier C | Tp(f2) = Qp @zp Tp(O) = Vp(f2)/l C(1), on obtient  un i somorphisme 

0 1. c |  r~(H) q ~  = ~n  @ ~o,,. --, th,( C) @ t, , (C(l)) .  

L' i somorphisme 0n,fi.i est, par  d6finition, l 'applicat ion C-lin6aire transpos6e de 

(PH" 

5.11. P ropos i t i on l l .  Pour tout groupe p-divisible H sur C~, on a OH,Xate 

0H,formel  ~--- 0H,  fini. 

DOmonstration. En prenant  les invariants par  G, 0n,fin i induit  un i somorphisme 

1 
0U , f i n i .  tn,(K ) ~ Homz,tGl(7~(H), C). 

De m6me, en tordant  par  Zp(1) et en prenant  les invariants par  G, 0H,fini induit 
un i somorphisme 

0 
0H, f in i .  / ~ / ( K )  ~ Homz, t~ (Tp(H) ,  C ( 1 ) ) .  

Pour d6montrer  la proposit ion,  il suffit de mont re r  que, pour  i =  0, 1, 
i - -  i - d 'une part,  0 H , T a t e - -  0H,f in i  , 

i __ i 
- d ' a u t r e  part, OH, f . . . .  1 - - 0 H , f i n i '  
Pour  tout  K-espace vectoriel M, nous notons  M d son dual et, pour  toute 

appl icat ion K-lin6aire 2: M-- ,  N, 2d: N d ~  M d sa transpos6e. 
I1 r6sulte facilement de la proposi t ion 8 (n ~ 4.9) que 0 ~ H, fini est l ' isomorphis-  

me r6ciproque de t01 )d 1 ~, H ' , f in i  et Ott.fin i l ' i somorphisme r6ciproque de (0H,  f i n i ) . O  d 
O 1 d 1 Par construction,  0n,Tate est l 'appl icat ion r6ciproque de (0H,,Tate) et OH, f . . . .  1 

l 'applicat ion r6ciproque de o d (OH',f . . . .  1 ) "  Pour  achever la d6monst ra t ion  de la 
proposi t ion,  il suffit donc de v6rifier les deux lemmes suivants:  

1 1 L e m m e  1. On a O H , T a t e = O l l ,  f ini .  

0 __ 0 Lemme 2. On a On, f . . . .  1--0H,fini ' 

5.12. DOmonstration du Lemme 1. Par restriction, ~o n induit un i somorphisme 

(Pn, o : (C | Tp(H)) G --~ (t*, (C) @ tn(C(1))) 6 = t h, (K), 

qui est la restriction de (po/t (C@z Tp(H)) ~. 

Pour d6montrer  le lemme, il suffit de v&ifier que, pour  tout  26tn , (C ) 
=(t*,(C)) d et tout  u~Tp(H), on a 

O/1/,Tate,C (/~) (U) = ;~ ( (~0  (U)). 

On peut  bien stir se restreindre /t 2etw((gc). Mais t~,(Cc)=limmtn,(CK/p"CtO 

s'identifie/~ ~ ~e~  (CK | (gK/p" CK). 
Soit 2=(2,),~N, avec 2,eS~174 et soit u=(u,),~N, avec 

u, CHn(CX). Si R'. d6signe l 'alg6bre affine de H', et si on identifie H,((gK) /l un 
sous-groupe du groupe multiplicatif  de (2 K |  R',, on voit que 
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(i) 2(~0~ est la l imite des 2,(q~~ (off 

dex: Or; | --~ (2~,,((9g |162 = C K |162 (2~,,(R'.) 

est la diff6rentiation);  

(ii) Si Bp. d6signe le schema en groupes,  snr Spec CK, noyau  de la mult i -  
p l ica t ion  par  p" dans le g roupe  multiplicatif ,  son alg~bre affine est 
CK[x,]/(x~"--I),  avec le coprodu i t  d6fini pa r  m * ( x , ) = x , |  l ' app l ica t ion  
w--~a'(dxn/X,) ddfinit un i somorph i sme  de (9 ~( /p" (91( sur (9~| d'ofi un 
accoup lemen t  

H', ((9K) x 5~ (C K | (g K/p" C K) -* (9 ~/p" (9 ~c 

qui, h (u, ,2,)  associe ;%(degu,/u,); on voit  que O~.Tat~,C(2)(U ) est bien la l imite 
des 2.(degu,/u,), d'ofi  le lemme. []  

5.13. DOmonstration du Lemme 2. Pour  tout  C-espace vectoriel  M, muni d 'une  
ac t ion  de G, posons  

M 1 = { x ~ M l g x = z ( g ) . x ,  pour  tout  geG}. 

Alors  OH indui t  un i somorph i sme  

~on, , : ( C |  Tp(H)) 1 -~ ( t* , (C)@ tn(C(1))) 1 = tH(K(1)), 

qui est la res t r ic t ion de q~t a (C|  1. 
On a tH(K(1) )=~K( t~(K) ,K(1) )C5~K( t~(K) ,C(I ) )  et, pour  d6mont re r  le 

lemme, il suffit de v6rifier que, pour  tout  u6Tp(H) et tout  co~t*(K), on a 

00,  f . . . .  1 ((D)(U) = q ) l  (/A)(~O). 

I1 suffit de le v6rifier lorsque o)et~(C~:). Si l 'on identifie t*(CK) it co~t et C( I )  
Vr((2), on a, avec des no ta t ions  6videntes, 0 ~  . . . .  l(CO)(u)=(u*(co)),~N. Mais  _o) u 
s ' identifie ",i liiEn c0n, et si co, d6signe l ' image de ~o dans  f_onn, on a 

0~ . . . .  ~(~o)(u) = (u.* ( c o ) ) . ~ .  

Par const ruct ion ,  ~ ~Ou(U)(CO)=((pu,(U,)(CO,)),~N. Mais,  d 'apr6s  la p ropos i t i on  6 
(n ~ 4.7), 1 1 ~H. = ~/H,, donc  

(p~/,(u,)(co,)=u*(~o), d'ofi q~(u)(o)=(u*(co,)) ,~ N. [ ]  
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