
COHOMOLOGIE DE DE RHAM. COHOMOLOGIE CRISTALLINE
ET REPRESENTATIONS p-ADIQUES

Jean-Marc FONTAINE

Si West l'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans un corps parfait k

de caracterfstique p oj 0 , si X est un schema propre et lisse sur W, et si m

est un entier ;;, 0 , on sait depuis la these de Berthelot que Ie W-module s'i-

dentifie au m-Ieme groupe de cohomologie cristalline de la fibre speciale de X, consi-

deree comme un schema sur W; il est done muni

m m
- d'une part, d'une application iii: lHDR(X) - lliDR(X) , s emt-Iinearre par rap-

port au Frobenius absolu, Induit.e par Ie Frobenius agissant sur la fibre speciale

- d'autre part, d'une filtration decroissant.e (Fil
i

,

L'objet de e et article est de passer en revue les relations connues ou conjec-

turales entre Paction de iii et la filtration de Hodge et den donner deux applications.

0.1. - RELATIONS ENTRE ACTION DE FROBENIUS ET FILTRATION DE HODGE (§1).

Certains W-modules munis d'une action semt-Hneaire de iii et d'une filtration

peuvent consideres comrn e certains des objets d'une categorfe abeli enne

(dont la definition est r appelee plus loin). Si K = Frac W , on conjecture que, quelque
m m

sotent X et m, il existe un res eau de HlDR(X
K)

= K&WHlDR(X) qui est un objet

de MF
tf

Lorsque tous Ies H
j
(X, sont sans torsion, un theoreme dO a Mazur (IM1 J ,

1M 2 J) dans l e cas projectif et a Ogus (IBO 1 J, §8) dans Ie cas general, permet

d'etablir c ette conjecture dans chacun des trois cas suivants :

i) m < p ,

ii) X est un schema abelten,

iii) la fibre speciale de X est une vartete ordmatre.

jim
L'hypothes e que les H (X, OX) sont sans torsion implique que lHDR(X) est

m
sans torsion et s'identifie done a un reseau de Hl

DR
(X

K)
; dans les cas (i) et (ii) ,
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m
lH
DR

(X) est Iui-meme un objet de MF tf dans Ie cas (iii), cela ne semble pas

toujours vrai ,

0.2. - PREMIERE APPLICATION: LA THEORIE DE WINTENBERGER (§2).

On peut donner une autre description de la categorte MF tf . De celle-ci re-

sulte, en particulier que

i) Ie W-module sous-jac enr M a un objet de Mltf est muni d'une gradua-

tion naturelle qui est un scindage de sa filtration ;

contient un sous-Z -module bien determine
p

Ii) si k est algebrtquement clos , il y a une :lI!\ -structure c anonique,
p

L tel que M = W L .
P

I, e. M

D'ou des consequences tout a fait surprenantes pour les couples (X, m) qui

satlsfont la conjecture ci-dessus : on a un scindage c anonique de la filtration de Hodge

de et, si k est algebrtquement clos, une (Qp-structure canonique sur

; ces donnees, qui ne sont pas sans rappeler les structures de Hodge dans

Ie cas complexe, me semblent tout a fait mysterteuses pour le moment, meme lorsque

X est une vartete abelfenne,

0.3. - DEUXIEME APPLICATION CONSTRUCTION DE REPRESENTATIONS GALOI-
SIENNES (§3).

Soit K une cloture algebrique de K et soit q = Gal (K/K) . Soit D
K

I'an-

neau des entiers de K. Alors

est muni d'une maniere naturelle d'une action de et d'une filtration.

Pour tout X
m

ltneaires de lHDR(X)

la filtration. C'est un

p-adique, sur lequel

et tout m, notons L (X) l'ensemble des applications W-
m

dans H
O

(D-) qui commutent a l'action de et respectent
cris K

:IE -rnodule, sans torsion, separe et c omplet pour Ia topologie
p

q agit conttnument , J e conjecture

Cl) que Um(X) estun
m

lHDR(X) modulo torsion;

-rnodule de rang fini egal au rang sur W de
p

C2) que, si les
j i

H (X, OX) sont sans torsion et s i m < p , alors U
m
(X)

"s'identifie" (a un "grain de sel" pres si m = p-l) au dual de



C3) que, dans Ie cas general,
m

'0Z Het (Xi(' Zp) .
P
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'0Zurn (X) s'identifie au dual de
p

H
O

. (DK-) y etait remplace par un certain anneau S. Compte-tenu de
errs

demontration possible consiste a prouver que, bien que Ies anneaux S

provient de c e travail et devrait facfltter une

C2 et C3. L'anneau H
O

(D-) semble
c ris K

La conjecture Cl est demontree dans chacun des trois cas signales au n" 0.1

C2 et C3 le sont aussi Ior'sque X est un schema abelten,

Ces resultats sont essentiellement c eux de [FL], a ceci pres que l 'anneau

[FL], une

et HO (D-)
cris K

soient differents , ils sont suffisamment "voisins" pour construire les memes r-epres en-

tations de Galois, c'est celIe qui est Indiquee Ie i (et constitue la seule partie vertta-

blement originale de c et article) ; elle dolt constderee comme une partie d'un tra-

vail en preparation, en collaboration avec Bill Messing que j e tiens a remercier ici.

L'Idee de remplacer § par (DR)

demonstration eventuelle des conjectures

avoir au moins deux avantages sur s .

i) Ie premier est que, a defaut d'etre c lair em ent r elte a la cohomologie Hale,

il est au moins clairement r elie a la cohomologie cristalline !

ii) Ie second est que cette construction semble pouvoir s e Iaisc eautis er ; de

faeon un peu plus precise, on devrait pouvoir associer a chaque triplet (X, m, n) un

faisceau H? (X, z/pn:E) en (:E/pnZ)-modules sur Spec W , pour une topologie conve-
m

nahle, de manrere que

lim (lim H? (X, Z/pnZ) (Spec D
L»n L m

(ou L parcourt les extensions finies de K contenues dans R et OU D
L

est I'an-

neau des entiers de L).

Bien snr , z/pnZ ) devrait Ie noyau de la multiplication par pn dans Ie

schema d'Albanese de X

1. - FROBENIUS ET FILTRATION DE HODGE.

1.1. - Dans route la suite, k est un corps parfait de caractertsttque p (0, W=W(k)

est I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k , K est Ie corps des frac-

tions de W

W
n

W = W/pnw et a est Ie Frobenius absolu operant sur k, W , K ,
n
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L'n iii-module fiItre est un W-module M muni

i) d'une application q;: M - M , o-serru-Iineaire,

ii) d'une fiItration dec roissante

o 1 ' '+1
M = Fil M :::J Fil M ... FillM :::J Fill M:::J ...

par des sous-W-modules .

Avec une definition evidente des morphismes, les iii-modules ftltres forment une

categorfe additive Z -Iineaire Mili
p

t.2. - Soit X un schema (quelc onque) sur W. Pour tout entier n z 0 , on pose

Ie site cristallin de X
n

(resp. X
k)

re-

Ie faisceau structural (cf., par

(resp, (Xk/W) ,)
n c rrs

DX /w (resp. Dx /w )
n n k n

(X /W) .
n ncrrs

W et soit
n

Soit

lativement 11

exemple, [ BOl] ,§ 5).

Pour tout entier m z 0 , Ie W-module

H
m,

(X /W ) := Hm«X /W) "DX /W )
errs n n n n errs

n n
a une structure naturelle de q;-module fiItre :

i)
m

on a H «X /W) "DX /W )n n errs
n n

duit par l'action de Frobenius sur X
k

H
m
«Xk/W) ".eX /Wn errs k n

et q; est in-

est Ie faisceau (d'Ideaux 11 puissances divtsees) noyau de la

lim H
m,

(X /V!)
- cns n n

m , H
m

, (X/W):
errs

et si , pour tout entier i;;, 0, ]/W
n n

est l'image dans H
m.

(X /W )
errs n n

sur .eX
. n

FillH
m

. (X /W )
ens n n

DX /W
n n

est sa I-Ieme puissance divtsee,
m [i J

de H «X /W) "Jx /W ) .n n errs
n n

Par passage 11 la limite, on en deduit que, pour tout

ii) si J X /W
n n

projection canonique de

peut consrdere comme un iii-module ffltr e ,

Remarques. 1. - Si X et X' sont deux schernas sur W tels que Xk = Xk'
alors H

m.
(X/W) s'identifie 11 H

m,
(X'/W) en tant que W-module muni de l'action

errs c rrs
de iii , mais les filtrations sont en general diatinctes .

2, - Si X est propre et lisse, H
m,

(X/W) s'identifie 11
ens

filtration n 'est autre que la filtration de Hodge usuelle).

(et la
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L 3. - Notons MipK Ia sous-categorte pleine de Mip forme e des objets dont Ie w
i

module sous-jacent M et Ies Fil M sont des K-espaces vectoriels.

Pour tout schema X sur W et tout m,

une structure evidente d'objet de MipK

H
m

. (X )
cns K

K Ow H
m

. (X!W)errs
a

Remarque. Soit Y une vartete propre et lisse sur K, qui a bonne reduc-

tion, i. e. est teUe qu'il existe un schema propre et lisse X sur W dont la fibre

chaque choix d'un tel
m

lliDR(Y)

([B02] ,

tureUe de K 1&-._ H
m

(X) avec'w cris
dapres un resultat de Messing

genertque s Tdentifi e a Y; pour X, on a une identification na-
m

, qui definit une action de Iji sur lli
DR

(Y) •

n"4. 2 et [GM]), c ette ac tion es t independante
m

du choix d'un tel X. Ceci justtfre, dans ce cas particulier, la notation Hcris(XK)

employee cf-dessus , a priori nettement abusive si I'on considere que X
K

destgne la

fibre generrque de X.

DEFINITIONS. - SoH un objet de Miji ,de dimension finie en tant que
K

K-espace vectoriel :

i) on dit qu'un reseau M de D est fortement divisible si

(oil I'on a pose FHiM = M n FHiD)

-i i
1ji(6P Fil M) M

It) on dit que D est faiblement admissible s 'Il existe un res eau de D qui

est fortement divisible.

Remarques. 1. - La definition de "faiblement admissible" donnee ici n'est

pas c elle donnee dans [F 1] ; mais c'est un resultat de LaffailIe que ces deux defini-

tions sont equivalentes ([L], § 3 ; il est facile de verifier que la definition de "for-

tement divisible" donnee ici equivaut a c el Ie de LaffaiUe).

2. - Je ne suts pas spectalern ent fier de cette terminologie ; quand j'ai intro-

duit la notion d'admissibilite faihle je ne me suis pas rendu compte immediatement

qu'elle etalt Iiee a ceUe de divfsibfhte forte introduite plusieurs annees auparavant

(Dwork, Katz, vers 1970).

CONJECTURE C(X,m) (cf. [F2], App , n013). -SoH X un schema propre

et lisse sur W et soit m un entier 0 . Alors (X
K)

est faiblement

admissible.

Supposons que X satisfasse la condition
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(*) les H
j
(X, sont tous sans torsion

(c'est par exemple Ie cas si X est un schema abelten ou si X est une intersection

complete dans un espace projectif). Alors, la suite spectrale

est sans torsion et s 'Identifte done i'i. un reseau

'+. .+'nl J (X) = HI J. (X/W)
DR ens

E, , chaque H
m

. (X/W)
l ens

alors demontrer c ette conjecture dans certains cas particuhers :

degenere en
m

de H
c r is

(X
K)

. On peut

PROPOSITION,

i) si m < p

visible ;

X propre et lisse sur W

X est un schema abelten,

(*) , alors :

H
m

(X) est fortement di
cris

Ii) X
k

de X est ordinaire (1. e.
t-i

destgne I'Image de d: Ox
k

1M2] )

que X

Demonstration. C'est une consequence facile des resultats de .Mazur (1M 1] ,

pour X projectif, etendus par Ogus (I EO 1.], § 8) au cas general: supposons

satisfasse (*), soit m un entier :<> 0 et soit M H
m

. (X/W) . Pour tout
ens

entier i z 0 , posons

i i
M = [x EM I ipx E pM) et (0

Alors, pour toute fonc tion 8: IN - IN

= inf v (pj Ii !)
jz i p

verfftant

8{i)-1 ,,;; 8(i+1) ,,;; 8{i) , pour tout i ,

8(j) - 8{i) ,,;; (i-j) , si i ;;, j

on a (IB01] , 8.25 et 8.41)

(**) 6p8{i) FiliM :0 p8{i)Mi

• 8i m < p , en appliquant (**) i'i.

8\i)
)1 ,pour 0,,;; i ,,;; m
10 ,pour i > m ,

on volt que pM pM + Mm+1. , ou encore que Mm
+1. c pM

d'ou l'on deduit que ip{M
m)

pmM; et en appliquant (**)

,i.e. que

(i) __ \m-i , pour
8 1 Io ,pour

0,,;; t s m
I >m ,

",. m-t I "pm-IMion volt que LJ p Ffl M LJ
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d'ol! l'assertion (i) pour m < p

• Si X est un schema abelten, l'assertion resulte du cas precedent pour

m 1, et Ie cas general s'en deduit en remarquant que la puissance exterteure m

ieme d'un module fortement divisible est encore fortement divisible.

• Si Xk est ordinaire et si, pour tout i ;, 0 , M[iJ est Ie plus grandsous

module de M = H
m.

(X/W) , stahle par I equ el est divisible par
i

, sur p et
i

cns
p est bijective, on a (IBGKJ, prop. 7.3)

j < i ,
j ;, i ,

M[i J Hmi(X, et M

En appliquant (**) a
1 si

E:i (j) = 10 si

Ee M[. JiEIN 1

on voit que

facteur direct de M

(Ee pM[.])ffi (.EB. M[o J)
j<i ]

de rang egal a
comme

est fortei
EB P M[l' J
iEIN

EB pM[ 0 J) pour tout
j<i ]

tres facile de verifier que

(v1)M[. J C ffi M[ 0 J (et m em e
1 j<i ]

FiliM = V(.ffi.M['J) ; il est alors
];' 1 ]

ment divisible, d'ou I'assertton (il).

mj j_
oEe. rgwH (X,OX)  rgW( EB.M[oJ) ,
];'1 ]

on en deduit qu'il existe un unique Wautomorphisme v de M , verffiant

, tel que

2.  LA CATEGORIE Mftf .

Les resultats de ce paragraphe sont dus , pour l'essentiel, a J.P. Wintenberger

(C W J) et sont enonces ic i sans demonstration.

2.1.  Soit M4f la c ategorf e suivante :

• un obj et de MF
tf

i) d'une filtration (FiliM). "77

i+1 .IE .....
croissante (Fil OM C FilIM)

(FniM = 0 , pour i» 0) ;

est un Wmodule de type Iini , muni

par des sousWmodules facteurs directs de M, de

exhaustive wniM = M , pour i« 0) et separee

ii) pour chaque entier I E , d'une application



a)

b)

o-s emt-Itneaire, vertfiant

i i+1
= PCPM (x)

i
L:imCPM = M ;

si
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'+1
E :z; , x E Fill M

• un morphisme Tl: M - N

la filtration (Tl(FiliM) C FiliN) et les

est une application W-lineaire, compatible avec
i i

cP (Tlo CllM = er NoTlIFiliM) .

n est clair que M!tf est une categorre additive

difficile de montrer qu'elle est abelfenne ,

:rI: -Imeair ep il n'est pas

Exemple. Soit M un W-module libre de rang fini, muni d'une filtration

(FiliM)i E:Z; verfftant (i), Si on identifie M Ii un reseau de M
K

= K <&W M , on
i

voit que se donner des applications Cll
M

verffrant (ii) revient Ii se donner une appli-
-i i

cation c-semt-Itneatre : M
K

- M
K

satisfaisant (L:p Fil M) = M . En particulier,

sous les hypotheses du (i) de la proposition du n°1. 3, H
m.

(X/W) a une structure
ens

naturelle d'objet de MF
tf.

2.2. - Notons maintenant MG
tf

la c ategorf e suivante :

• un objet de MG
tf

est un W-module de type fini M, muni

i) d'une application c-semt-Hneaire, bijective

ii) d'une graduation par des sous-W-modules , Indexee par J1:,

M = Ell M.
iE:rI: I

• un morphisme Tl: M - Nest une application W-Hnealr e qui commute Ii f

II est clair que MG
tf

est une c ategorle abeltenne :rI: -Hneair e.
p

2.3. - On dispose d'un foncteur additif (et m ern e :rI: -Itneaire) , exact et ffd el e
p

c'est celui qui Ii (M, f
M,

(Mi)iE:rI:) associe le W-module M avec

FiliM = Ell M, ,
j:<:i )

i j-i
CllM( L: x.) L: p fM(x.) (si x. EM.) .

j:<:i ) [z i ) ) )
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2.4. - Notons X l'ensemble des applications perfodiques de 2l: dans lut-meme.

Soit M un objet de MG
tf.

Pour tout SEX, posons

MS = IX EM E Ms(n) , pour tout n E :.E!

On veriffe facilement que presque tous les M". sont nuls et que I'appltcatlon evtdente

"
ffi M_ M

SEX S

est injective. On dit que M

la soua-categorle pleine de

est eIementaire si c' est un isomorphisme. On note MG::

dont les objets sont ceux qui sont elementaires. Elle

est stable par sous-objet et quotient et est done abelrenne.

2.5. - Disons qu'un objet M de MG
tf

satisfait la propriete (WI) si tout sous-

quotient simple de M dans MG
tf

est elementaire (il revient au meme de dire que

les quotients successifs d'une suite de composition de M/pM sont elementaires).

Tout sous-objet et tout quotient d'un objet de satisfalsant (W 1) satis-

fait encore (W 1) .

2.6. - Si maintenant M est un objet de MG tf et si u est un automorphisme du

W-module sous-jacent, on peut deffnir un nouvel objet M
U

de MG
tf

de la facon sui-

vante :

i) en tant que W-module gradue , M
U

= M ,
-1

ii) on pose f u ,f
MMU

Disons qu 'un objet M de satisfait la proprtete (W2) s 'tl existe

tel que

(u-l)M. C ffi M. , pour tout i E:.E ,
1 j<i J

est elementaire.

On dernontre que, u existe, it est necessairement unique, et on en

deduit que tout sous-objet ou tout quotient, dans MG
tf,

d'un objet satisfaisant (W2)

satisfait encore (W2)

2.7. - Notons MG la sous-categorfe pl eine de MG
tf

forrnee des objets satisfaisant

(W 1) et (W 2) . Elle est stable par sous-obj ets et quotients et est done encore abe-

Henne. Le resultat de Wintenberger peut se formuler ainsi :
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W
THEOREME. - La restriction * de *

W
entre la categorie et la categorie

Wa MG
tf

MFtf·

induit une equivalence

Si (M, (FiliM\E:E' est un objet de MF
tf,

Ie choix d'un scindage

de la filtration (i. e. d'une famille (Mi)iE:E de sous-Wsmodules de M tels que

FiliM == EEl M. , pour tout i) permet de muntr M d'une structure d'objet de MG
tf:j;ci J

elle definit une graduation de M et f
M:

M - M est defini par

x E M..
1

Le theoreme revient alors a dire qu'il existe un et un seul scindage de la filtration de

M tel que l'objet de MG
tf

ainsi obtenu satisfasse les proprietes (W1) et (W2) •

2.8. - On peut donner une autre description de la categorre
W

MG
tf

notons
W·

MG
tf

la categorte suivante :

• un objet de

de

W'
MG

tf
MGe l
-tf

est un couple (N, u) forme d'un objet

et d'un W-automorphisme u de N satisfaisant

i) (u-I)N. C EEl N, , pour tout i,
1 j<i J

il) il existe une suite de composition de N == N/pN (dans
el

MG
tf)

-(1) -(r) _ -
N c ... N -N

telle que (u_1)NO+I) C NO) , pour 0,1,2, ... , r-I

qui commute avec• un morphisme est un morphisme de

(Mu,u)

MG
el

-tf

W
On montre que la correspondance de MG tf dans

(oil. u est uniquement determine par la propriete

W'
MG

tf
(W2»

u .

qui a M associe

est fonctorielle et

Induit une equivalence entre ces deux categories.

W'
2.9. - Remargue. On a sur chacune des categories MF tf ' MGtf et MG tf des

notions de produit-tensoriel, de "hom interne" et d'objet-unite : les sous-categortes

pleines et de MG
tf

sont stables par ces operations et Ies foncteurs

* et *W commutent avec elles. Ces structures jouent un rale essentiel dans Ia de-

monstration du theoreme de Wintenberger.

Chacune des cinq categories ci-dessus est alors une categorfe tannakienne neu-

tre sur :E (au s ens de Saavedra, [Sa I) et s'identifie a la categorie des r epresenta-
p
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tions Iineair es de type fini d'un groupe proalgebrtque defini sur

tation est particulferement agreabl e pour les categories MG
tf

donner dans Ie cas particulier ou k est algebriquement clos

Z . Cette interpre-
p el . .

et MG tf ; je vais la

P : (G :..... GL(L) est un morphlsme defini sur W
m

en general Nre constdere que comme un morphisme

a) La categorte MG f s'identifie a la categorte des couples
-t

est un Z -module de type fini et
p

(attention toutefois que p ne peut

(L, p) ou L

de foncteurs en groupes

representable sur :z;
p

Ie foncteur en groupes R ..... GL(L)(R) AutR(R@:z; L)
p

que st Lest Hbre) . Le dictionnaire s'obtient ainsi

ntest

wEW,xEL,
i)

'" W@:z; L, fM(w@x) '" a(w)@x , ai
(L, p)....... P .

M
i
" lXEM I p(;\.)x '" A1X , pour tout ;\. E ;

L '" [x EM I fM(x) '" x ] ,
ii) (M, f

M,
(M.). :z;) .....

1 IE si

et

EB R0
WM.iE:Z; 1

En particulter , si M est un objet de MG
tf

, sans p-torsion, correspondant

a un couple (L, p) , la sous-co-categorfe de MG
tf

engendree par M et son dual s'i-

dentifie a la categorte des representations Imeaires de type fini sur :z; du plus petit
p

sous-groupe algehrtque H de GL(L) defini sur :z; tel que H@W contient I'Image
p

de p.

x
(As 0

Z
R) ,pour toute :Z;p-algebre

p
:z; ,de dimension relative s, qui
P

Pour tout enti er l'anneau des entiers de l'unique exten-

As ' done a fortiori

TS '" ResA /:z; (Gm (i. e.
s p

R) : c' est done un tore algebrtque de-

s e deplete sur

A
s

K et soit

s ;;, 1 , soit

contenue danssde degre

b)

(Qp

fini sur

sion de

sur W

A @ R dans R:Z;/s:Z; qui a
s Zp

(Rx)Z/sZ ; pour tout i E 'E/s'E,

est une W-algebr e, l'application deRSi

i
a®x assode (0 (a)x)iE:Z;/s:Z; , identifie Ts(R) a
soit alors SS,i: - (Gm le car'actere defini par Ss,i«Yj)jEZ/s'E) '" Yi . Les SS,i

forrnent une base du groupe des caractares X
s

de Ts ; on peut identifier X
s

au

groupe des applications de Z dans lut-meme, perfodiques de periode divisant s en

posant

(
iEZ/sZ

i)(m) '" nrn: (ou ill destgne l 'Image de m dans :Z;/s'E).
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Si (S:}iEZ/S'Z destgne la base du groupe Ys Hom«(Gm' Tsl des coca-

racteres de Ts' duale de celle des , on voit que Ts est Ie plus petit sous-

groupe algebrtque de Iui-rneme, defini sur Zp' contenant l'image de p = S:,O . On

en deduit que la categorie des representations Iineair es de type fini de Ts s'identifie

1l. la sous-categorte pleine de formee des objets elementaires "de niveau divi-

sant s '! , 1. e. des objets M tels que M = EB Ms'
SE Xs

el
Par passage 1l. la limite, MG tf s'identifie 1l. la categorre des representations

Iineatres de type fini sur Zp du groupe proalgebrtque T l!El Ts (ou 1'application

de transition de Ts ' dans Ts ' pour s divisant s', est induite par la norme).

2.10. - Autres r emarques . 1. Soit X un schema propre et lisse sur W satisfai-

sant la condition (*) du n°1. 3 et soit m un entier < p . Le theoreme de

Wintenberger fournit un scindage canonique de la filtration de Hodge de
m m m

lli
DR

(X) = H
c ris

(X/W) , autr em ent dit nous permet d'identifier H
DR

(X) 1l.

m . .
EB Hm-1(X, . Il nous four nit aussi un endomorphisme nilpotent canonique, u-1,
i=O
veriffant, avec 1'identification precedence et i +j < P ,

c EB
r+s =i+j

r<i

Il nous donne egalement , lorsque k est algebrfquement clos, deux

canoniques

Z -structures
p

• celle deftnie par f
M

1. e.

L = ex I fM(X) = x} ou fM(x)

m
lli
DR

(X) = WQ5;Z L , avec

Pi'-I m- 1
p si x E H (X, OX)

-1
= u 0 f

M
, I. e. , avec

Enfin, toujours si k est algebrfquement clos, il nous fournit une action du pro-tore

T deftni dans la remarque precedence.

Toutes ces structures me semblent, pour Ie moment, tout 1l. fait mysterteuses,

m em e lorsque X est un schema abelien (le cas Interesaant etant alors celui oa

m = 1) ; la question se pose de savoir si certaines d' entre elles ont une interpretation

geomerrtque (ou analytique) "raisonnable".
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2. Si L'on suppose de plus que la fibre spectale de X est ordinaire, les re

sultats de Wintenberger ne sont pas nouveaux : Ie sctndage provient de c e que la fil

tration de Hodge et "la filtration croissante par les pentes ", i . e., avec l es notations de

la fin du § 1, la filtration par les ffi ' sont opposees.
j<i J

3. La theort e de Wintenberger s 'etend sans difficulte aux objets de

faiblement admiastbles (cf. n° 1. 3). Autr em ent dit , si D est un tel module et si on

cbolsit un res eau M de D fortement divisible, le scindage de Wintenberger de la

filtration de M induit un scindage de la filtration de D qui est independant du choix

de Autr em ent dit, pour tout schema propre et l is s e X sur W pour lequel la

conjecture enoncee au n°l. 3 est vraie, on a un scindage canonique de la filtration de

Hodge sur la cohomologie de de Rham de la fibre generique ... et , sur c ette cohomolo

gie, un endormorphisme nilpotent canonique ul , et, si k est algebriquement cIos ,

deux canoniques , ainst qu'une action de la fibre generique de T sur

I'une d'entre ell es ,

3.  REPRESENTATIONS pADIQUES.

3.1.  SoH K une c loture algebrtque de K et soit ct Gal (K/K) . SoH l 'an

neau des entiers de K. Avec les notations de 1. 2, on pose

et

m m n
H . (DK) H. (Spec (D

K
 /p DK)/W )errs ,n c r is n

tfTI. (D
K)

:= H
m.

(Spec D
K)

= lim H
m.

«()K )
c rrs ens  cns ,n

C'est un Wmodule topologique (la topologie est celle de la limite projective,

avec la topologie discrete sur les H
m.

(D » muni d'une structure de 9imodule ffl
c rrs K, n

tre, sur lequel ct opere Iineairement , c ontlnttment et de manier e compatible a la

structure de 9imodule ftltre .

o
it) Hc r is (D:i<) est

dans HO (D- )
cris K, n

sans ptorsion et la projection canonique de H
O

(D-)
o 0 0 cris K

identifie H . «()K)/pnH . «()K) a H . (D- ).
ens ens  cris K, n

2. SoH X un schema propre et lisse sur W et soit m un

entier tel que la conjecture (X, m) est sattsfaite. Alors,
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est un -rnodule libre de rang fini
-- p

(X
K
) (qui est egale a la

i) (X) m 0t m '" Hom lVa (Hc r i s (X), Hc r i s
inferieur ou ega! a la dimension sur K

m
dimension sur de He t (Xi<.'p
ii) on a l'egalite dans chacun des cas suivants

a) m < p ,

b) X est un schema abelten,

c) sont sans torsion et la fibre speciale de X est ordinaire;

s'identifie au dual de H: (Xi<.'

p-L) , et Um(X) au dual de
p

iii) X est un schema abelfen, Um (X)

si m < p (a un "grain de sel" pres si m
m

H't(X
K
- , ) , pour tout m

p pep

(Ie "grain de sel" est Ie suivant : on a un homomorphisme injectif de

(X
K
- , dans (L (X»*, dont Ie conoyau est "au pir e" un groupe fini

e p-1
tue par p sur lequel Ie groupe dtlnertf e opere trivialement).

La demonstration est en gros la suivante : dans [F' L 1 , on a construit une

Wvalgebre § munie d'une structure natur ell e de

On commence par construire une injection de S
if!-module fiItre avec action de ct

dans H
O

• (D-) , compatible avec
ens K

toutes les structures; si , pour tout if!-module filtre M, on pose

U(M) =0 HomMif!(M, et US(M) = HomMif!(M,S) , on en deduit un homomorphia-

me injectif de US(M) dans U(M) . On montre alors que, st M est fortement divi-

sible, c et homomorphisme

a) est un Isomorphtsme si FilPM '" 0 ,

b) induit un isomorphisme de

FilPM 0 .

sur Q:l L (M) , m eme si
p p

On est done r eduit it prouver Itanalogue du theorem e 2 obtenu en r emplacant

partout Um(X) par UA (X) = UA(H
m. (X» .

e , m i:> ens

L une extension finie de K. Soit

Y E L tel que D
L

'" Wry J (cela

entier n a 1 , soient 2::
L

= W [y J ,
,n n

a coefficients dans Wn ' et Pn I'Image

sur W. La Wn-algebre

y) au quotient de la Wn-algeore lisse

3.2. - Commeneons par calculer les H:::'
iS

(DR.)

et solt D
L

Panneau de ses entters , Choisissons

est possible, cf.[SJ,chap.III, prop. 12). Pour tout

l.'anneau des polynemes en la variable Y

dans W [y 1 du polynome minimal de y
n

s'identifie (en envoyant Y sur l'image de
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s'identifie il. la cohomologie du complexe de Wn-

([BOll, th.7.1),

I' enveloppe il. puissanc es dlviseesD= ((Pn»
L,n

(Pn) . Alors

D =
L,n

par I'IdealW [yJ
n

de l'anneau;: relativement il. I'Ideal
L,n

n) := H* (Spec /W), cris L,n n
modules

1 i
DL - DL 0;: 0= - ... --- DL 01c 0L: -

,n ,n "L,n L,n ,n L,n L,n

(oll, si Yr(X) destgne la r-feme puissance divisee de x E (P
n)

, on a

d(y.(x)0w) y. I(x) 0 dx.ui + y.(x)0 dw) .
J J- J

Si m 2: 2 , on a ° d'ou, a fortiori, H
m

s-. ) 0; par consequent,
c: cris \""'L, n
L,n

H
m

) = lim Hm (0 ) (pour L parcourant les extensions finies de K
cris K n - cris L, n

contenues dans K) 0.

Pour m 1, on voit que, si L' destgne une extension de

adjoignant une racine pn-Ieme de y, l'image de HI. (f.,L ) dans
I ens ,n

est nulle et on a done encore H . ) = °. drOll HI. (OK-) 0.
eras ,n eras

la demonstration de I'ass ertion (i) du theorem e L

L obtenue en
I

H . (OLI )c r is .n
ce qui acheve

°3.3. - Revenons il. H . (0 )
ens L,n

D enveloppe de I'tdeal (P)r.,» n
dlvtsee. Alors

. Notons J l 'tdeal
L,n

et. pour tout i E ,

il. puissances dlvisees de

J[i J sa i-erne puissance
L,n

iii •

est aussi
n

(P. Pn) , compatibles

l.'unique endomor-

yP , on a

l'anneau

L relativement a I'Ideal
L.n

avec les puissances divtsees naturelles de p = ; si on note iii
L.n

=L verffiant iiiY
,n °
et Hcris n) est stable par

phisme o-semt-Irneatre de la W -algebre
n

c (P,P) ; s 'etend done a D
n n L,n

FiliHO . ) J[i J n HO . (£ )
errs L. n L. n ens L, n

L'action de sur HO (0 ) peut se defini r ainsi
cris L, n

l ' enveloppe a puissane es divtsces de

SoH 0L .oL/pOL = LL,/(P,Pn) . SoH (aO,a1•· ... an_1) E Wn(OL) ; pour

o r :5: n-l , notons a I'Image dans D d'un r elevement de a dans L
n-r r L,n r L.n

alors praP ne depend pas du chotx du r elevement et appartient il. HO (.0 )
r cris L,n

l'application

qui a

o'L. n Wn (OL) - (.oL.n)

n-l r
(ao' al , .... an_I) associe Z p a ,est un homorphisme danneaux qui ne

r=O r
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depend pas du cholx du generateur y de la W-algebre D
L

L'Ideal de Wn(D
L)

forme des (0,a
1,·

.. , an_I) est muni de puissances divi

sees naturelles (cf. par exemple, [Il, nOO.1.4) ; notons W
DP (D) l'enveloppe a puis-
n L

sances divisees de Wn , r elativernent a I'Ideal In forme des (aO'"i- .. ·, an_I)

tels que == 0 , compatibles avec les puissances diviaees des (0, "r...,an_I) . Com-
O

me (l,L (I c P:C
L

n H . (D
L
), (L s'etend en un homomorphisrne d'alge-,n n ,n c rrs ,nL,n

bres a puissances divlsees

On peut munir (D
L
)

suivante :

d'une structure de iii-module filtre de la maniere

i) la structure de W-module est ce11e qui est deduite de la structure naturell e

par I' extension des scalaires a-n

ii) Paction naturell e de if! sur Wn(iJ'L) ,

p p p
if!«ao' "r: ..,an_I» (ao' a I , · .. , an_I) ,

envoi e In (iJ'I) dans Iui-meme et s'etend en un endomorphisme de (D
L)

iii) on a un homomorphisme

cette fois-ci, a dest
r

est contenu dans l'ideal

, ou,

alors Fili WDP (D
I
) est la i-eme

n '

DL ',n

8L : W if5
L
) - D

L
;,n n ,n

dont Ie noyau est un ideal a puissances divtsees

puissance divisee du noyau de eDP
L,n

n-l n-rr
c'est celui qui a (aO,a1, ... ,a 1) associe z:::: p a

n r==O r
gne un r elevement de ar dans D

L
; comme 8

L
(I (iJ'L»

,n 7n n
a puissances divtsees rD

L
de D

L
,8

L
induit un homomorphisme

,n ,n,n
DPe : W

n
(D
L)L,n

est un morphisme de if!-modules ffltres , En outre,

11 topere de manier e nature e sur n ""'L e sur

DP
II est Immediat que (L

L,n
Gal (L!K)si L!K est galoisienne,

o DP
H • (DL ) et (l,L commute a Paction de Galois.cns ,n ,n

3.4. - PROPOSITION. Supposons que l'indice de ramification de l'extension L!K
n DP

soH divisible par p Alors (l,L est un isomorphisme de iii-modules ffltres .
,n
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Demonstration. II s 'agit de verifier

i) d'une part que est bijective,

ii) d'autre part, que, pour tout i,

DP 'UP
(Fil1W (t»

n L

Comme Ie diagramme

DP
QL,n 0

----'--, H . (D
L

)
c rrsi L, n

loa"
i DP i 0

est commutatif et comme Fil W (D
L)

(resp. Fil H . (D
L

» est Ia i-erne puissance
n errs ,n

divisee du noyau de eDP
(resp. de I'application canonique), la deuxieme assertion

L,n
resulte de la premiere. Montrons done la premiere: quitte a remplacer K par P ex-

tension maximale non r'amifte e de K contenue dans L, on peut supposer L/K to-

talement ramiftee et choisir pour

degre de I' extension L/K, on a

est aussi l'enveloppe a puissances

n
y une uniformisante de D : si on note ep Ie

n L
alors (P, P ) = (P, yep) . On en deduit que DL n

n '
divise es de 2: relativement a 1'ideal (yepn)

L,n

H
O

(D ) que I'on vertfte un isomorphisme.
cris L,n '

s'envoie dans l 'Ideal a puissances diviaees noyau de la projection
n

; d'ou un homomorphisme de D 0 «Yep» dans

Hc r is (2:L, n)

o d 1
2: est lisse, on a H . (2: ) = Ker(2: _ 0_ ). On a
L,n errs L,n L,n "L.;L

,n
dans l'homomorphisme canonique de H

O
• (2:

L
) dans

c rrs ,n

Comme

yepn 0
E Hcris(2:L,n) ;

HO (D ) yepn
cris L, n '

de H
O

(D ) dans
cris L, n

On a 2:
L

/P2:
L

= k[yJ et, c omme 2: est lisse sur Wn ' I'homo-
,n ,n L,n

morphisme canonique de W (k[y J) sur H
O

. (2:
L

) est un isomorphisme (fIR],
n errs ,n
e e yepnIII, prop. 1.4). Il envoie [y J = (Y ,0, ... ,0) sur et induit done un isomor-

e n
phismede DW (k[YJ)((fy J» sur DO «yep»

n Hc ris (2:L, n)

e n
:s; n-l , I'Image de (0, ... ,0, y p ,0, ... ,0)

r n-r e
est p.(p )!'y ([y J) = 0 . Done

n-r
p

o s rMais, pour

dans DW (k[yJ )({fye J »
n

s'identifie a Dw (k[yJ /(yepn) «[yeJ »
n
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On a done obtenu un isomorphisme

n
D «yep »
H
O

(L: )
cris L, n

- H
O

(D )cris L, n

n
Mais k[Y] /(yep ) = D

L
. Comme I'Ideal de Wn(D

L)
engendre par lye] et les

(0, aI' ... , an_I) n' est autre que I'Ideal de Wn (D
L)

forme des (ao' aI' ... , an_I) tels

n e
que ab = 0, DW (k[y] /(yepn»(([y L) s'identifie a Wn (DL) . Il est alors im-

n DP
mediat que l'isomorphisme cLDP s'identifie a a

L-L,ll ,n

3.5. - Soit DK = DK/pOK . On aWn (OK) = lip Wn(D
L)

(pour L parcourant les

extensions finies de K contenues dans K). Soit l'enveloppe a puissances

divisees de Wn (DK) relativement a l'ideal In (DK) forme des (ao' aI' ... , an_I) tels

des extensions

(0, aI' ... , an_I)

de K dont

n
que = 0 , compatibles avec les puissances divtsees naturell es des

On a WDP(D
K
- ) = lim ) ; comme l'ensemble des extensions L

n - n L
l'indice de ramification est divisible par pn est cofinal dans l'ensemble

ffnies de K contenues dans K, la proposition 3.4 Implique

COROLLAIRE. - Par passage a la limite, les

me de iP-modules filtres

induisent un isomorphis-

3.6. - Soit DC

Dc/pOC = DK

On munit l'ensemble R des suites (x(n) d'elements de Dc vertftant
(n+I»p (n) nEIN

(x = x d'une structure d'anneau c ommutatif en posant

m
(x (n» + (y(n» (1' ((n+m) (n+m»p)

nEIN nEIN = x +y nEIN '

L.'application qui a (x(n» associe
nEIN

...-.....J

(x(n» identifie R
nEIN

a la limite projective

du diagramme
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fD
K

ffD __
K

f(a) = aP) .(au L'anneau R est parfait de caracterfstique p et 1'application de k
-n

dans R, qui a E; assocte (I E;P J)nElN" (au [a JEW est Ie representant de

'I'eichmuller de a E k ), identifie k a un sous-corps de R (cf , par exemple, [FL],

n'2.1).

L'anneau W(R) des vecteurs de Witt a coefficients dans R est done une W-

algebre sans p-torsion et s'identifie a un sous-anneau de WK(R)

plication

K OwW(R) . Ltap-

°e : W(R) DC'

co n (n)
qui a (xo' xl ..... xn.... ) associe L; p x . , est un homomorphisme surjectif dont Ie

n=O n

noyau est un ideal principal (I F 2]. prop. 2.4).

Notons S' Penveloppe a puissances divtsees (compatibles a celles des

(0,x
1,
... ,x

n
....» de W(R) relativement au noyau de eO (si So est un generateur

de ker eO , ctest Ie sous-W(R)-module de WK(R) engendre par les pour

11m WDP) 1 " l' , d lIdn Eu', et (R e separe comp ete e S' pour a topo ogie p-a ique.

La W-algahre (R) a une structure naturelle de iji -rnodnle filtre avec

action de q: comme iji(ker eO) c ker eO + (P) , Paction naturelle de iji sur W(R)
DP . DP

s'etend a S' et W (R); FilIW- (R) est l 'adherenc e de la i-eme puissance divi-

see de l'enveloppe a puissances divtaees du noyau de eO. I'action de q est evidente,

3.7. - Si n z I • l 'appltcatton

I3
n

: W(R) - W <D.-) ,n K
(n')

qUI a (xO,XI' ...) associe (xo 'Xl , ...,X
n_ I)

, est un epimorphisme d'anneaux. L'i-

mage de Ker eO + pW(R) est l'ideal In(D!? et f3
n

Induit un homomorphisme

I3DP : _wDP (D) .
n n K

11 est facile de voir que c'est en fait un isomorphisme de iji-modules ftlrres , compa-

tible avec l'action de q, et que le diagramme
DP

WDP (R)/pn+lwDP(R) I3n+1.. {D!?
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est c ommutatif,

L'asaertton (H) du theoreme 1 en resulte ainsi que la proposition suivante

PROPOSITION. - Par passage a la limite. les

d'identifier et HO. (5J-) .
- ens K

DP oDPa 0 fJn n nous permettent

3.8. - Pour tout x E R • soit l x ] = (x, 0.... ,0, ... ) E W(R) . Comme dans [F2],

§4, pour tout ideal a de R, notons

par les p-l[x] , pour x E a , et S
a

Sa la sous-W-algebre de WK(R) engendre.e

son separe complete pour la topologie p-adique.

I'Ideal des x E R tels que (r esp, x(O) EpP-l5JC)

(c'est Ie meme anneau S que dans [F 2] •§ 2). On ve-S" = S
t elf

S" . Par passage aux completions, on en deduit des homomorphismes

(r esp. a")Soit a

et soient S = S
a

rifie que S c S'

qui, avec des conventions evidentes , sont des morphismes de <l1-modules ffltres avec

action de ti.

On sait ([ F 2] •prop. 4. 4) que S S" est injective ; on en deduit que

§ - §, l'est aussi, et un caleul analogue a eelui de QQ.

meme de §, - §" .

montre qu'Il en est de

in-

M ,posons L§(M)

U§,,(M) = (M, 8") ; on a des homorphismes

Pour tout <l1-module fi ltre

°U(M) = HomM" (M, H . (OK-»
'" ens

[ectifs de Z[ti] -rnodules
p

U§(M) -U(M) -U§,,(M)

Posons aussi SK = K®WS, HO. (K) = KI8:HO . (D
K-)

et S" = K0
W

S" Siens ens K .•

pour tout objet D de (cf. n°1. 3) on pose V§(D)

V(D) = HomMiD, V§,,(D) = • on a des homomorphi sm es in-

jectifs de -modules
p

V§(D) -V(D) -V§ll(D)

PROPOSITION. - i) Pour tout objet D de M<l1
K,

faiblement admissible,

on a V§(D) V(D) = V§,,(D) .

H) Pour tout <l1-module filtre M fortement divisible (i. e. tout reseau forte-

ment divisible d'un objet D de M<l1K) verifiant FilPM = 0, on a !!S(M) =' U(M).
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Demonstration. D'apres la remarque (d) du n° 5. 5 de [F 2] , VS(D) et

VS,,(D) s'identifient tous deux au -module note et I'Incluston de VS(D)

dans VS,,(D) est une egalite ; comme V§(D) c V(D)c VS,,(D) , les trois sont egaux,

d'ou (i).

La seule demonstration de (ii) que je connaisse est assez penible, En voic i

Ies grandes lignes : on montre d'abord que l'on peut supposer k algehrtquement clos

et on travaille ensuite par devtssage, c e qui conduit a utiliser la catego'ri e 71(1 Intro-

duite dans [FLJ , n"1. 11. On munit 5' d'une structure d'objet de (en prooe-

dant comme pour 5 dans QIl.. cit.). Il suffit alors de montrer que, pour tout objet

M de 711.:1 lQIl.. cit., § 1), la fl eche c anonique de .QS(M) S) dans

est un isomorphisme. Par devtssage, on peut supposer que M est sim-

ple. Si g (resp. g') destgne l e conoyau, dans 711.:1, de la multiplication par p

dans S (resp, S'), .QS(M) s'identifie a et .Qs,(M) a Hom71l.:1(M,-S-').

Il suffit alors de calculer "explicitement" Hom71l.:1 (M,8') (le calcul est entterern ent

analogue a celui de Hom71l.:1(M,g) fait dans QIl..cit., § 5) et de comparer avec Ie re-

sultat du calcul de 100. cit..

Remarque. II aurait bien sar ete preferable, d'avoir travaflle avec S' au lieu

de S dans [FL 1 : tous les resultats de [FL 1 restent valabl es en r ernplacant S

par S' (et les calculs ne sont qu'a peine plus compliques) ; on aurait alors pu "oublier"

l'anneau S et cela nous aurait evite d'avoi r a compar'er U§(M) et U(M).

3.9. Indiquons brtevement comment la proposition precedente permet de demontrer

Ie theoreme 2.

V@m (i) est
p

,I-l (K))).
p pOO

est la puissance tensorf.elle f -Ieme de(i)
P

est une "representation p-adique" (1. e. unVSi -espace vectorrel de di-
p

mension finie muni d'une action Iineatre et continue de Q), on a

et on dit que Vest cristalline positive si on

a l'egalite (avec Ies notations de [F21, on a lQIl.. cit., rem. d du n05.5)
0-+

[Ql (V,Hcris(K» [ql (V,B) et une representation Vest c rtstalltne
p p

au s ens de [F2] si et seulement a'Il extste i E IN tel que V(i) =

cristalline positive (ou

La categorfe des representations p-adiques cristallines positives est une sous-

categorfe pl eine de celle des representations p-adiques, stable par sous-objet et quo-
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trent. Un objet D de MqiK est dit admissible a'Il existe V cristalline positive telle

o -que D Hom<l;! [qJ (V, H
e r i s

(K» . Les objets admissibles forment une sous-categorte
p

pleine de Ia categorte abeltenne des objets de MqiK qui sont faiblement admissibles,

stable par sous-objets et quotients (ef. [Fl], [F2).

On peut demontrer que, si D est faiblement admissible, alors

dim<l;! V(D) ,;; dimKD , avec l'{igalite si et seulement si D est admissible.
p

L'assertion (i)
m

de V(H
c r is(XK»

et que

du theoreme 2 resulte alors de ce que
m

H
c ris

(X
K)

est faiblement admissible.

Um(X) est un res eau

L'assertion (ii) s'obtient ainsi

m
a) si m < p, Hcris(X

K)
est faiblement admissible et ve rifi e

FilPH
m.

(X
K)

= 0 ; c'est le resultat principal de [FL) que tout D faiblement ad-
ens

missible vertfiant FilPD = 0 est admissible.

b) si X est un schema abelten, (X
K)

est admissible, dapres (a);

il en est de meme de H
m.

(X
K)

= AmHI . (X
K)

, puisque I'admtastbtltte est stable
ens ens

par produit tensoriel et facteur direct (lFI]).

H
j
(X, rlx) sont sans torsion et la fibre spec iale ordinaire,

est un module filtre faibl ern ent admissible ordtnalre (i. e. les

c)

alors D =

pentes de

lorsque les

H
m

(X)
cris K

D sont entreres et, si destgne la partie de D de pente j , on a

D = (Ef) Dr)') Ef) rn'n , pour tout i).
j<i

On peut demontrer (par recurrence sur la dimension de D) que tout module fi ltre

faiblement admissible ordinaire est admissible.

Enfin, l'assertion (iii) s'obtient ainsi

est Ie module de Tate du groupe p-divisibleI
(H, (X-, »
et K p

en est son module de Di eudonne fiItre ; c iest alors un cas par-

.pourm I

(X n)nElN et
p

ticulier d'un resultat plus general sur les groupes p-dtvistbles (et meme sur les sche-

mas en groupes commutatifs finis et plats sur W, voir [FL I , §9) ;

m
• pour m> I , on a Het(XK, =

Le resultat se deduit alors de ce que, si M
I

ml . .m ml
A He't(X

K-,
et ti . (X) = A H . (X).

p c rrs ens
et M

2
sont deux modules fflrres for-
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tement divisibles tels que FilP(Ml e M
2)

= 0 , alors (cf. [FLJ, rem. b du n06. 13) I'ap

plication evidente de U(M
i
)@U(M2) dans U(M1e M

2)
est un isomorphisme (a un grain

de sel pres si FilP\M
i@M2)r!0).
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