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Les discussions que nous avons eues r6cemment m'ont  donn6 envie d'essayer 
de comprendre fi ma mani6re l 'isomorphisme de Coleman, les homomorphismes 
de Coates-Wiles et ~le th6or6me de comparaison entre Coates-Wiles et Fontaine- 
Messing de Bloch-Kato ~). Je me suis content6, comme Bloch et Kato de regarder 
le case  = 1, mais le cas g6n6ral n 'a pas Fair plus difficile (juste plus d6sagr6able 
fi &rire). 1 

Cela ne te surprendra pas de retrouver, chemin faisant, des id6es de toi, 
de Bloch ou de Kato, dans un contexte parfois 16g6rement diff&ent. Cette lettre 
s'adresse d'ailleurs aussi/ t  Bloch et Kato, et chacun de vous trois voudra bien 
m'excuser pour ces emprunts. 

Remarque. C'est la seconde lois que je vois fonctionner la machine (que j 'avais 
r6clam6e dans mon la'ius fi Varsovie [F]) reliant repr&entations cristallines et 
repr6sentations p-adiques du groupe de Galois du corps des normes de l'exten- 
sion cyclotomique. Et c'est la premi6re fois que je la vois fonctionner sans la 
restriction rituelle <dongueur de la filtration < p -  l ~. 

J'ai pens6 un moment  que cela allait donner la conjecture ~ faiblement admis- 
sible implique admissible~ (au moins pour e =  l). Cela donne un certain nombre 
de cas particulliers, mais ~a n'a pas l'air de marcher en g6n6ral. 

1 Le eontexte 

1.1. Notations. Je fixe p u n  nombre premier, k un corps parfait de caract6ristique 
p, W=W(k),  K = F r a c  W,, K = u n e  cl6ture alg6brique de K, G~=Gal(R/K), R 
l 'anneau que j 'ai l 'habitude de noter ainsi (et qui s'appelle aussi R dans le w 1 
de [BK], mais qui n'est pas le R du w 2), Acri~ (pour te faire plaisir) l 'anneau 
que j'ai l 'habitude de noter WDP(R) (et qui est not~ B~, dans op., cit.), B~is, 
Boris, B~-R, BdR comme d'habitude, q~ le Frobenius absolu agissant sur k, W, 
K, Aeris , B+is, Boris. 

1.2. Les dl~ments ~, ~', v, v'. Tu les connais bien. Pour tout aeR, je vais noter 
[a] son repr&entant de Teichmfiller dans W(R). Je choisis , u n  g~n6rateur du 

J'6tais tr~s optimiste: je ne sais toujours pas faire le cas g6n6ral 
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Z.(1) multiplicatif, ,  i.e. ~=(e(")),~N~R, avec e(o)= 1, e,(1)+ 1 (et, comme toujours, 
(e&+L))p=~(.), pour tout n~N), je pose e'=e p-' et ~ ' = [ e ' ] - l ,  v ' = l + [ e ' ]  
_[_ E~t]2 _~_ . . .  _~ E/~t ]p-  1, ~. = Ee]  __ 1, /) = | -]- [~ ]  -~ I-F.] 2 -~- .~ ES] p -  1 

On a bien stir ~p(x')=x, ~o(v')=v, x ' v ' = x ,  (p(Tt)=~v. Yu sais bien (et c'est 
facile h voir) que v' est un g6n6rateur de Fil I W(R). 

1.3. Eanneau S =  W~zt~. Je note S l 'anneau not6 R dans le w 2 de [BK] (il n'est 
d6fini dans EBK] que lorsque le corps r6siduel est fini, mais pour le moment, 
on n'en a pas besoin). Cet anneau s'identifie canoniquement h u n  sous-anneau 
de W(R)~Aeris : toute s6rie formelle ~ a~ ~ ,  avec les a,,~W, converge dans 
W(R); ceci permet d'identifier l 'anneau de ces s6ries formelles ~ un sous-anneau 
ferm6 S de W(R) (l'application est trivialement injective) et cette construction 
est ind6pendante du choix de e,. 

En outre, S est stable par GK et ~o. Enfin (je ne m'en servirais qu'au w 3), 
la plupart des op6rateurs introduits par Bloch et Kato se comprennent trds 
bien via l 'inclusion S= W(R). En utilisant leurs notations (w et en notant  
Z le caract6re cyclotomique, on a 

g(a)=a,(r.)(a ) et f(a)=q)(a),  si a~S,g~GK. 

De m~me, en remarquant  que ~o est bijectif sur W(R) et s'6tend h Frac W(R) 
sur lequel il est tout autant  bijectif, si E = F r a c  S et E ' = E ( [ e ' ] ) = F r a c  W(R), 
alors E'/E est une extension cyclique de degr6 p, q~-~(E)= E';  avec les notations 
de op.cit., on a 

Ny = NE,m. ~o - l e t  Tf = Tre, m. q~ - 1. 

1.4. Le corps des normes. Je te rappelle cette construction que l 'on avait faite 
Jean-Pierre (Wintenberger) et moi, il y a longtemps [FW, Win], et que tu connais 
aussi bien que moi, dans le cas particulier off nous en avons besoin. 

Je pose K . = K ( ~  (")) et je note CK, l 'anneau de ses entiers. Si n > l ,  si ~ est 
une racine primitive p-i6me de 1, et si x~(9 K . . . .  il est clair que NK,+,/K.(X)--X p 
(mod ( - -  1). Par cons6quent, par passage au quotient, la norme induit un homo-  
morphisme d'anneaux 

Je vais poser 
o K . +  , / (~  - 1) -+  (~ K./(~ - -  1) .  

~ =  tim CK./(ff- 1). 
n~fi'q 

Alors S est un anneau de valuation discrate, complet, de caract6ristique p; le 
corps r6siduel s'identifie fi k (lui-m~me identifi6 fi un sous-anneau de S par 
rapplication 

x~-+([q~-"(x)] mod ( ~ -  1)),> 1, 

et z~ = g - 1 ,  off g=  (e ("~ mod(~-1) ) .  ~1, est une uniformisante de S. 
En outre, si, comme dans [BK, w 2], 

O = lim C * ,  
~ n ~ N  
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l 'homomorphisme 6vident de U dans le groupe S* des unit& de l 'anneau 
est un isomorphisme (et je vais m'en servir pour identifier) U et ~*. 

Par d6finition, le corps des normes est le corps des fractions E=k((ff)) de 

1.5. Eidentification S=S/p. Tu sais que R = l i m  C~/p, l 'application de transi- 

tion 6tant x ~ x  p. I1 est claft que l 'on ne change pas R en rempla~ant dans 
la d6finition (ge/p par C~/a, o6 a est n ' importe quel id6al de (9~, diff6rent de 
6)~ et de son id6al maximal, et contenant p; en particulier, on peut prendre 
l'id6al engendr6 par ~ -  i, et Ia relation 

NK., ,IK~(x)-xP (mod ( -  1) 

nous permet d'identifier S/~ un sous-anneau de R. Si l'on fair cela soigneusement 
(c'est-/t-dire si on envoie (x~).=> 1 sur (x~).>_o en posant x o =x{), cette identification 
est l 'unique homomorphisme continu de k-alg6bres topologiques qui envoie 
sur B. 

Par ailleurs, l 'application, qui fi ~, am n % S  associe ~ tim ~ ' ~ S  (off tim est 
l 'image dans k de a ~  W) nous permet d'identifier S ~ S/pS. 

Enfin toutes ces identifications sont compatibles entre elles, i.e. le diagramme 

est commutatif. 

S ~ W(R) 

t ; 
'S ~ R 

2 L'application 0 et les vecteurs de Witt 

2.1. Eapplication 6r. Soit r ~ N .  La suite exacte courte 

induit un homomorphisme 

Or: K = (B+is) OK ~ H l (G K , (t~p(r)), 

qui est injectif si r >  1. 
Je vais poser L=UK, ,  GL=GaI(K/L) et F=G~/GL. En composant  0 r avec 

la restriction, j 'obtiens un homomorphisme (encore injectif s i r  > 1) 

fir: K -~ Homr(GL, ~p(r)). 

2.2. Remarque. En fait, on n'a pas besoin de savoir que p - r  q~_ 1 est surjective 
pour d6finir Or. J 'ai  K =(B~i~) GK, et si je pose 

K~.d,. = { a e K  [ 3eeFi l  r B+is tel que ( p - r  ~p - -  1)(c 0 = a}, 
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on a une application 6vidente de Kradm dans Homr(GL, II)v(r)); si l 'on sait que 
p �9 q~-1 est surjective, alors K~,d,,= K et cette application n'est autre que 6 �9 
Je vais adopter ce point de rue. 

Si je pose D0=_Dcris(ll)p) et D_r=D_cris(Qp(r)) (je ne sais pas pourquoi mon 
bon vieux _DCris(V ) est devenu Crys(V) dans [BK]), l'6galit6 K~d,,= K ne signifie 
rien d'autre que le fair que toute extension de D O par D-r ,  dans la cat6gorie 
ab61ienne des q~-modules filtr6s faiblement admissibles, est admissible. 

2.3. L'homornorphisme c? w. Je te rappelle que, dans [Win], Jean-Pierre montre 
que la th6orie de Galois du corps des normes E s'identifie /l celle de L. Dans 
le contexte off nous sommes, cela se voit tr6s facilement: le corps E est contenu 
dans Frac R qui est un corps alg6briquement clos de caract6ristique p sur lequel 
G K op6re. Si je note E s~p la fermeture s6parable de E dans Frac R, c'est une 
cl6ture s6parable de E; et l 'action de GL sur E sep, induite par son action sur 
Frac R, identifie GL ~ GaI(E~P/E). 

Comme il est peut-~tre plus confortable de travailler avec des corps parfaits, 
je peux aussi bien consid6rer le corps F cl6ture radicielle de E dans Frac R, 
ainsi que sa fermeture algebrique F dans Frac R; c'est une cl6ture alg6brique 
de F sur laquelle GK op6re, donc afor t ior i  GL, et on a l'identification 

G L = Gal (ES~p/E) = Gal (F/F). 

Mais la suite exacte 

0 ~ll~p ~ Frac W(F) ~0-1 Frac W(F) ~ 0 

induit, en prenant les 616ments fixes par  Gr, un isomorphisme 

~?w : Frac W(F)/(q~- 1)(Frac W(F)) --, Hom(GL, Qp), 

dont on voit qu'il commute/~ l'action naturelle de F des deux c6t6s. 

2.4. La comparaison entre 6" et Ow. Je garde les notations du w 1. Pout tout 
r ~ N ,  si 

( ~ ( -1)" '~zm/(m+l))  r = ~ 2 , , , , ~ " e K [ z c ~ ,  
m~N 

je pose Zr=~ ~" ~ 2,, , ,n"eQ[1/zr]cFracW(F) (car ~ = [ e ]  1 est un 616- 
O<=m<r 

ment non nul de W(E) = W(F)). Je note ~ la projection 

p: Frac W(F) ~ Frac W(F)/(q~-- 1)(Frac W(F)). 

Proposition. Avee les hypotheses et les notations ci-dessus, on a K~dm=K. En 
outre, si a~K, on a 2 

6r(a) = ?w(p(z�9 a))| ~. 

(Autrement dit, pour  tout g e  GL, on a 6"(a)(g)= ~w(P(Zr a))(g)| t�9 En particulier, 
le membre de droite est ind6pendant du choix du g6n6rateur de 7Zp(1)). 

Remarque. L'id6e de tronquer la s6rie formelle donnant  t comme le logarithme 
de 1 + n  se trouve dans l 'article de Kato  sur les lois de r6ciprocit6 explicites 
[K]. 

2 off t =log(1 +n) 
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2.5. 12anneau A~uf. Je vais poser S~ = S e t  je vais noter  2~ la fermeture int6grale 
de S~ dans R. C'est  un anneau  int6gre intbgralement  clos don t  le corps des 
fractions s'identifie /k F. Je peux consid6rer W(St) comme un sous-anneau de 
W(R), stable par  q) et par  GK. On a n ~  W(S1) et je vais noter  A~uf (suf= suffisant) 
l ' anneau 22-~. W(S0,  off 2; est la pa t t ie  multiplicative de W(S~) engendr6e par  
les q/"(n), pour  mEN.  Bien stir, je peux voir A~,t c o , m e  un sous-anneau de 
Frac  W(F), stable par  G~ et q). 

Mais je peux aussi le voir comme un sous-auneau (stable par  les mSmes 
b~tes) de B~i~. I1 me suffit pour  cela de v6rifier que les ~p"(n) sont inversibles 
dans  B~i~. Pour  m = 0 ,  cela r~sulte de ce que, s i r / =  ~ ( - I ) " - r ~ ' / ( m +  1), c'est 

m~N 
une unit6 de B+~ et t=7~q, donc B~ri~=B~i.,[rc-~]. Au passage, tu remarqueras  
(je vais en avoir besoin) que, pour  tout  t e N ,  t -~ B + ~ =  ~ ~BL~ ~. 

Par  ailleurs, j 'a i  q~(~) =(1  + ~ ) v -  1 = pT~w, avec 

l < i<_p-1  

et l 'on v6rifie facilement que w est une unit8 de A~i~ ; donc q/"(~) 
=p"~z.w.q)w.qo2w...q~ ~-~ w, qui est un produi t  d'+16ments inversibles dans 
Bcris. 

2.6. Ddmonstration de la proposition 2.4. Il s'agit de prouver  que tout a e K  est 
dans  K,~a,, et v6rifie la formule requise. Soit n u n  entier tel que p" 2,~,~ W p o u r  
o<_m<_r. Quitte ~i mult ipl ier  a par  une puissance de p, on peut  supposer  que 
a~p" W.. 

Pour  tout  c~EFil r B+is v6rifiant (p-~ q~--1)(ct)=a (je ne sais pas encore qu 'un  
tel ~ existe, mais peu importe),  j 'ai, pour  tout  geGL, 6r(a)(g)=(g--1)( :0.  En 
posant ,  dans Br b = t - ~ a  et f l = t - ' c t ,  cela revient /t dire que, quelque soit 
f i~Fi l~  B+~.~) v6rifiant ((p -- 1)(fl) = b, j 'ai 

6~(a)(g) = ( g -  l)(fl) |  pour  tout  g~ G L. 

D 'au t re  part, pour  tout f l ' eF rac  W(F) varifiant ( q ) -  1)(/3')= ~, a, j 'ai  

Ow(p(z r a)) (g) = (g -- I)(/T), pour  tout  geGL. 

Je pose z~ = n" z, = ~" 2,~. r n". Comme S~ est inthgralement clos dans  son corps 
O.<_m<=r 

des fractions, lequel est a lg6briquement  clos, et comme v 'r et z ;aEW(S1) ,  je 
peux t rouver  ~,e W(SO tel que 

q ) ( ? ) - v " 7 = z ; a .  

Si je pose to  = (rr')- r 7, alors to  = n -  r v '~ 7 E A~u r c~ t - "  B+i, et v6rifie 

(~0 - 1)  t o  = r r - r  q ) ( 7 )  - ( r c ' ) - r  ? = r ~ - ' ( q o  (7 )  - v "  7 )  = r e - '  z'r a = z r a ;  

en particulier, t?w(p(r r a))(g) = ( g -  1)(to). 
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Mais, dans Boris , t - r a = z ~ a + c ,  off c = a . (  ~ ~.m+r,rTZm)E(7~,B+is) aL. M a i s  
m > l  

~p-1 est bijectif sur (rc-B~i~) ~ (la s6rie ~,,-~p"(c) converge et sa somme d 
n ~ N  

v6rifie (~o- 1)(d)=c). On voit donc que 

fl = flo + d s t -r  B~i~ et v6rifie ( (p -- 1) (fl) = r r a + c. 

En particulier, cela d6montre l'existence de ~ = t r fl, i.e. que aeK~a,,,. 
Comme 7~ W(Sl)C=B+is et comme 0(n ' )=e  " ) -  I + 0 ,  f loeFil~ - ' B + ~ )  et 

f l = f l o + d  aussi. Doric, pour  tout g~GL, 6~(a)(g)=(g - l ) ( f l o + d ) |  
= (g - -  1)(flo)|174 ". 

2.7. Exercice. D6duire de la proposition pr6c6dente que, si r > 2 ,  (et m~me si 
le corps r6siduel n'est pas fini) 

6r: K ~ Homr(GL, @p(r)) 

est un isomorphisme. Je ne l'ai pas fait, mais (si c'est vrai !) 9a ne peut qu'~tre 
facile. C'est, sauf erreur, le r6sultat qui te manquai t  pour pouvoir affirmer que 
toute repr6sentation ordinaire est semi-stable, i.e. le fait que toute extension 
de Qp par •p(r), avec r > 2 ,  est cristalline (sans avoir besoin de supposer le 
corps r6siduel fini). 

2.8. Remarque. En utilisant le fait que tu connais bien que B + i s :  W(R)[1/p] 
+Adh6rence( t  r+~ B+is), tu observeras que, pour  fabriquer c~ ~ partir de a, je 
peux remplacer a par n ' importe quel 616ment de B+is, i.e. j 'obtiens une d6mon- 
stration de la surjectivit6 de p - r  ~0-1 nettement plus agr6able que celle que 
j 'avais fabriqu6e dans ma  lettre h Messing. Dans la dite lettre, j 'avais besoin 
d'une version faisceautis6e de ~a, mais 9a marche pareil. 

3 Les homomorphismes de Coates-Wiles 

Je vais supposer, dans ce paragraphe, p:~ 2. Pour p = 2 ,  9a marche sfirement 
~t un grain de sel pr6s, mais j 'ai la flemme de regarder. 

3.1. Eisomorphisme de Coleman. On a une suite exacte courte 

o~s-~s*~*(=u)-~o, 

off la fl6che S ~ S *  est l 'application a~-~exp(pa). Le point  est que cette suite 
est scind6e canoniquement.  De faqon pr6cise: 

Proposition. Soit 0 = { x ~ S* I IVy x = x}. 
(i) Le groupe S* est le produit direct de Im e x p ( p - )  par U. 
(ii) IZisomorphisme de 0 sur U induit par la r~duction mod p e s t  l'inverse de 
l'isomorphisme de Coleman (i.e. de l 'application u~--~gu du th6or+me 2.2 de [BK]). 
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3.2. Preuve. Pour (i), on constate que, pour tout xeS ,  on a Nf(x)-=x (modp) 
tandis que Ts(x)=-O rood p; et que l'on a un diagramme commutat if  

0 

0 

S , S* , g* , 0 

S , S* , ~* , O. 

On en d6duit une suite exacte 

o ~ ( s ) r , = ,  -~ ( s* ) ,~ ,= ,  --, g*  --, s / % -  1)s, 

et T s -= 0 (rood p) implique que (S)rs- ~ = S/(Ts - 1 ) S = O. 
L'assertion (ii) r6sulte de (i) si l 'on remarque (c'est imm6diat sur la d6finition) 

que l ' isomorphisme de Coleman est une section de la projection de S* sur 
~*, dont l 'image est contenue dans U. 

3.3. Un petit rabiot. On peut dire un tout petit peu mieux: dans ce qui pr6c6de, 
je peux remplacer S* (resp. S*) par (S[1/n])* (resp. (S[1/ff])*=(FracS)*).  On 
a un isomorphisme canonique 

Col: (Frac S)* ~ ((S [l/n])*)N• = 1. 

C'est l 'unique section de la projection de (S[I /g])* sur (S[1/rt])* dont l ' image 
est contenue dans ((S [1/rC])*)Ns- 1 . On a Col(~)= g. 

3.4. Coates-Wiles. Comme t est une uniformisante de BdR, je peux considbrer 
Acris et K~t~ comme des sous-anneaux de BdR, j 'ai teA~ri~c~K~t~ et l ' image 
de S par l 'application compos6e S'~ W(R)'~,BfR est contenue dans Ar n K ~t~ 
(on a ~ a,, re" = ~ a,,(e'-- 1)"). 

Pour tout m e N ,  Sc'~Fil" BaR est l'id6al engendr6 par z" .  Si s~S*, je peux 
l'6crire s=[so].S +, off So~k* et s+- -1  (mod(p,n)). Je peux d6finir log(s) 
= log(s +)= - Z ( -  1)" m-  a(s + - 1) '6  Ar n K ~t~; je peux donc 6crire 

log(s)= ~ @~w(S)'t ~= ~ ~:w(S), 
r > l  r > l  

avec les ff~w (s) E K et ~b~w (s) = ~O~w (s). t'. 
Pour tout entier r >  1, on dispose donc d'un homomorphisme canonique 

~U~w :S* ~ K ( r ) = K . t L  

L'homomorphisme de Coates-Wiles not6 4~w dans [BK,w est d~fini par 
r . r , q~cw = r t. q%w ~ Col, autrement dit 

q~rw (u)= r ! - I ~  w (Col (u))| t r, pour tout u ~ U = ~*. 

I1 me sera commode de convenir que, si u~ U, alors 0~w(U)= ~b~w(Col(u)). 
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4 Le th6or6me de Bloch-Kato 

4.1. Enoncd. Je suppose maintenant le corps r6siduel fini. Alors la th6orie du 
corps de classes, pour chacun des corps K, ,  induit, par passage fi la limite, 
un homomorphisme de F-modules, 

10 ; U ~ G ab L 

d'ofi une application de Homr(GL, ([~p(r)) dans Homr(U,  (~p(r)) .  Je vais rioter 
~-" : K ~ Homr(U,  t~p(r)) le compos6 de 6" avec elle. Comme Bloch et Kato, je 
vais noter 

T: Homr(U,  K(r)) -~ H o m r  (U, ~p (r)) 

l 'homomorphisme obtenu en composant  avec l 'application de K(r) dans Qp(r) 
qui fi x| associe TrK/%(x)| ~. 

Le th6or6me 2.1 de [-BK] s'6nonce alors: 

Th6or6me. Sir>= I et si a6K,  on a 

$'(a) = T(a. ~/'~:w)/(r -- 1) !. 

4.2. DOmonstration (dObut). On se ram6ne d 'abord fi la th6orie du corps de 
classes en caract6ristique p. Pour cela, je te rappelle que Gal(ES~P/E) s'identifie 

GL et que U s'identifie au groupe des unit6s de l 'anneau des entiers S=S~ 
de E. Comme E=k((g)),  la th6orie du corps local en caract6ristique p nous 
fournit un homomorphisme 

lp : U ~ G~ b. 

C'est raisonnable de penser que t 0 = tp. Non seulement c'est raisonnable, mais 
c'est un th6or6me de Laubie [L, th6or6me 3.2.2]. 

Grace fi Laubie et fi la proposition 2.4, je suis ramen6 ~ comparer  la th6orie 
des extensions cycliques de degr6 p" de E donn6e par les vecteurs de Witt avec 
celle qui est donn6e par le corps de classes local. Mais cela a 6t6 fait par Witt 
en 1937 [-Wit, Satz 18, p. 139]; j 'ai  trouv6 la r6f6rence dans [-Se, chap, XIV, 
w 5], ainsi que la description du cas n = I (Artin-Schreier) due ",i Schmid). 

4.3. DOmonstration (suite). Pour te montrer  qu'il  m'arrive d'atre s6rieux, je vais 
faire l'exercice consistant fi v6rifier que quand on applique le r6sultat de Witt 
on trouve bien la m~me formule que Bloch et Kato. 

Je vais commencer par un lemme, qui se d6duit par passage fi la limite 
du th6or6me de Witt. 

Pour cela, pour tout ueE* , j e  note gueG} b = G~ b l'616ment donn6 par l ' isomor- 
phisme de r6ciprocit6. Si x e F r a c  W(F) et si ueE*, je pose 

Ex, u) = g . ( O -  ~(e~p), 

o6 { e Frac W(F) v6rifie ~ ( { ) -  { = x. 
J 'ai S[1/n]  = W((n))c W ( E ) c  W(F) et j 'ai  d6fini au w 3 l 'homomorphisme de 

Coleman 

C o l : E *  -+ (S [l /n])*.  
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Lemme. Avec les notations ci-dessus, si xeS[1/n] et u~E*, on a 

[x, u) = Trw/~ (Res (x. dlog (Col (u)))). 

Le lemme implique le thOorOme (le th6or6me est en fait 6quivalent au lemme 
restreint fi u unit6 de S*, puisque tout 616merit de W((n)) s'6crit, modulo nW[n~, 
comme une somme finie d'616ments de la forme r~a): Je te rappelle que, pour 
tout ue  U = S*, j 'ai pos8 

log(Col(u))= ~ 0~w(U) t" ,  

r - -  I r r et que ~bcw-r . .  ~ c w |  Si, pour a~K, je note ~w(p(~r a)) l 'image de ~?w(p(zr a)) 
dans Horn(U, Qv), on est donc ramen6 fi prouver que 

~W(O(Zr a))| r = Yr(a-r  !. tP~cw)| 1) ], 

i.e. que ~-w (P (~r a))= Tr(a r ~9~:w) ou encore que, pour tout u ~ U, 

[zr a, u)= Tr(a r. ~9~w(U)). 

I1 est clair qu'il suffit de le prouver pour a tel que zr a~ W((n)); je peux appliquer 
le lemme et je trouve que 

[Tr a, u) = Tr (Res (rr a. dlog (Col (u)))). 

Pour calculer ce r6sidu, je peux consid6rer W((n)) comme un sous-anneau de 
K((n))=K((t)). Comme r r ~ t  -~ rood K[t~, on a Res(r,a.dlog(Col(u)))) 
= Res( t - r  a, d~og(Col(u)))) = Res(a t - ' .  ~ m~w(U)  t "~ 1) = a r. qJ~w (u) et [r, a, u) 
= Tr (a r. O~w (u)). 

4.4. I1 me reste fi prouver le lemme. (Pour ne rien te chacher, bien qu'a posteriori 
il n'ait pas Fair m6chant, c'est lui qui m'a donn6 le plus de mal; il m'a  fallu 
Bloch et Kato  pour me convaincre que c'&ait la formule exacte. Apr6s, c'est 
comme les probl6mes d'examen: c'est beaucoup plus facile quand on connalt 
le r6sultat !) 

II me faut d 'abord 6noncer le th6or6me de Witt (attention aux fautes de 
frappe, dans [Se] - du moins dans la version anglaise - et surtout dans [Wit]). 

On peut le dire ainsi: Pour tout h e N ,  si zeW,(E) et si u~E*, je note 
[z, u),~7Z/p" 7Zc W,(E), l'616ment d6fini par 

I-z, u ) .=g . (~ . ) -~ . ,  

off ~,~ W.(E ~v) v6rifie ~0(~,) - ~. = z. 
Je peux consid6rer l 'anneau S, = W,((n))= S/p" comme un rel6vement rood p" 

de E = k((ff)). Je dispose d 'un homomorphisme 

w .  ~ : W . ( E ) - - ,  S . ,  

/~ savoir celui qui, ~i (Zo, z I . . . . .  z,_ 1) associe ~ P J" ( z S  . . . .  ', off 2j d6signe 

un rel6vement quelconque de zj dans S,. 0 <j ~ . -  
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Alors, Witt dixit, si zeW.(E)  et si t~ est une unit6 de S. relevant ueE*, 
o n  a 

[z, u), = Tr(Res~ (w,_ l(z)-tl-1 d fi), 

off Tr (resp. Res,) est l 'application induite par r6duction mod p" de Trw/zp 
(resp. Res). 

Le lemme revient /l prouver que, pour tout n, si x< ,  d6signe l'image de 
x~W((zr))c W(E) dans W,(E), on a 

[x <,, u),-=- Trw/g, (Res (x. dlog(Col (u)))) rood p". 

Comme w,_~(x<,) n'est autre que la r6duction mod p" de q~" ~(x), et comme 
pour tout 2e W, Trw/zp (q~"-1 (2))= Trw/~p (2), il suffit de v6rifier le lemme suivant: 

4.5. Lemme. Si x~ W((~z)), si ueE* et si m e N ,  on a 

Res (q~ (x)- dlog (Col (u))) = go" (Res (x- dlog (Col (u)))). 

4.6. Je choisis deN.  Comme au n ~ 1.2, je pose n' =q~-l(n).  J'ai (1 +n ' )  p= 1 +n ,  
ce qui me permet d'identifier S =  WEn ~ ~ un sous-anneau de S ' =  WEn'~, et 
aussi Sd = SIP a ~ u n  sous-anneau de S~ = S'/p a. Je vais noter A (resp, A') l 'anneau 
obtenu /t partir de Sa (resp. S~) en rendant inversible l'image de n (resp. n'). 
L'image de n dans A' est maintenant  congrue/ t  celle de (n') p mod p e t  est donc 
inversible et je peux consid6rer A comme un sous-anneau de A'. Pour tout 
ye  W((n)), je note y son image dans A. M~mes notations avec W((n')) et A'. 

L'application ~o-l est un isomorphisme de S sur S' qui induit un isomor- 
phisme de A sur A'. Si ~ est une racine primitive p-i+me de 1, je note Aa la 
r6duction modulo pd de W[~]cK" et A"=Aa((~'))=Ad| Pour tout 
e~#p(/~), je note y~ l 'unique Aa-automorphisme continu de A" qui envoie 1 + ~ '  
sur e(1 +z~'). Je note encore cp-l:  A.d~--*A' .d~ '  et "y~: A".dTc,~--*A".d~,,, les 
applications induites par les homomorphismes d'anneaux du m~me nom. Enfin, 
je note 

tr: A".dfc,, ~ A . d ~  

l 'application co~  ~ V~(co) (c'est induit par une trace, mais ce n'est pas la 
e~tsp(f() 

m~me extension que celle qui donne Tr !). 

Lemme. Avec les notations qui pr~cddent, pour tout coeA dff, on a 

Res(tr (~o- t (~o)) = ~0 - 1 (Res(~o)). 

4.7. V6rifions que le lemme 4.6 implique le lemme 4.5: Par induction, il suffit 
de le v6rifier pour  rn= 1. Cela revient ~i montrer que, pour tout d, 

Res (~0 (x)- dtog (Col (u)))- q~(Res (x. dlog (Col(u))))(mod pd). 

I1 n'y a qu'/l appliquer te lemme 4.6 ~i rimage co de qo(x).dlog(COl(u)) dans Adff, 
car ~o-~(co)=x-~o - a(dlog(Col(u)) ) (rood pd), tr est A-lin6aire et, par d6finition de 
Col, tr(image de q~-~ (dlog(Col(u)))= image de dlog(Col(u)). 
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4.8. Enfin ,  p r o u v o n s  le l e m m e  4.6: Qu i t t e  fi r e m p l a c e r  d p a r  d +  1, il suffit de  
v6rifier que  

p.  Res  (tr (~0 - 1 (uJ)))=p.~0 - 1 (Res  (~o)). 

A v e c  des  n o t a t i o n s  6videntes ,  il est  clair  que  

Res t ,  �9 ~0-1 (co) = q~- l (Res~(oJ)), 

que ,  p o u r  tou t  c o ' e A " d ~ '  et tou t  eel~p(K), Res~,(7~:(oY))=Res~(d),  d o n c  que  
Rese, t r ( o f ) ) = p .  Res t ,  (co'), ce qui  fair qu ' i l  suffit  de vdrifier ce de rn ie r  l e m m e :  

4.9. Sous - l emme .  Avec  des notat ions Ovidentes, si ~o~ A .  d ~z, on a 

Rest ,  ((o) = p- Re%(co), 

Preuve. I1 suffit de  le v6rifier p o u r  ( o = a ~ - ~ . d ~ ,  avec  a ~ W a  n o n  nu l  et r e Z .  
C 'es t  clair  si r < 0 .  S u p p o s o n s  r > 0 .  C o m m e  i f= (1  +r~') p -  1, on  a 

( o = a ( ~ ' )  ~P.q.p.(1 + ~ ' ) ' -  ~ .d~ ' ,  

off q est  u n  p o l y n 6 m e  en 1/~' d o n t  le t e rme  c o n s t a n t  v a u t  1. O n  a co = ~(1/ff') dTr~, 
off e(1/~ ' )  est  u n  p o l y n 6 m e  en I/if '  d o n t  le t e rme  de  p lu s  ba s  degr6 est  
pa(~')  ~v+p-~. Le r & i d u  es t  d o n c  nu l  sau f  si r = l ,  auque l  cas  c 'es t  pa. C'es t  
b ien  ce q u ' o n  voula i t .  
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