
�ÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ È ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÀß�ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÜ ��ÓÏÏÛ PGL6Æ.-Ë. ÊÎËÜÎ-ÒÅËÅÍ, Í. À. ÊÀ�ÏÅÍÊÎ, AND À. Ñ. ÌÅ�ÊÓ�ÜÅÂ�å�åðàò: �Êàíîíè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ� àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû íàä ïî-ëåì ïî îïðåäåëåíèþ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòüåå ãëàâíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äîêàçàíî, ÷òî ïðîåêòèâíàÿ ëèíåé-íàÿ ãðóïïà PGL6 íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè èìååò êàíîíè÷åñêóþðàçìåðíîñòü 3. Ïðèâîäÿòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâà, êàæäîå èç êî-òîðûõ îñíîâàíî íà áèðàöèîíàëüíîé êëàññè�èêàöèè ðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõ-íîñòåé íàä íåçàìêíóòûì ïîëåì. Êðîìå òîãî, â îñíîâå îäíîãî èç äîêàçà-òåëüñòâ ëåæèò íîâûé âçãëÿä íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6.1. ÂâåäåíèåÏóñòü F � ïîëå, C � êëàññ åãî ðàñøèðåíèé. Ïîëå E ∈ C íàçûâàåòñÿîáùèì, åñëè äëÿ êàæäîãî L ∈ C ó ïîëÿ E íàéäåòñÿ F -òî÷êà ñî çíà÷åíèÿìèâ L.Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå íàä F , è ïóñòü CX � êëàññ ðàñ-øèðåíèé L ïîëÿ F òàêèõ, ÷òî X(L) 6= ∅. Åñëè X � ãëàäêîå íåïðèâîäèìîåìíîãîîáðàçèå, òî ïîëå F (X) ÿâëÿåòñÿ îáùèì â C ïî [8, ëåììà 4.1℄.Êàíîíè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ cdim(C) êëàññà C íàçûâàåòñÿ ìèíèìóì ñòå-ïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè tr. degF E ïî âñåì îáùèì ïîëÿì E ∈ C. Åñëè X� ìíîãîîáðàçèå íàä F , òî åãî êàíîíè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü cdim(X) îïðå-äåëÿåòñÿ êàê cdim(CX). Åñëè ìíîãîîáðàçèå X � ãëàäêîå è íåïðèâîäèìîå,òî â ñèëó ïðèìåðà 1.1(1) cdim(X) ≤ dimX.Åñëè ìíîãîîáðàçèå X � ãëàäêîå, ñîáñòâåííîå è íåïðèâîäèìîå, òî åãî êà-íîíè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøàÿ ðàçìåðíîñòü çàìêíóòîãîíåïðèâîäèìîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ Y ⊂ X, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ðàöèî-íàëüíîå äîìèíàíòíîå îòîáðàæåíèå X 99K Y . (Ñì. [8, ñëåäñòâèå 4.6℄.)Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü A � öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ F -àëãåáðà ñòåïåíè n, CA �êëàññ âñåõ åå ðàñùåïëÿþùèõ ïîëåé, X � ìíîãîîáðàçèå Ñåâåðè�Áðàóýðà
SB(A) åå ïðàâûõ èäåàëîâ ðàçìåðíîñòè n. Èìååì dimX = n−1. ÏîñêîëüêóDate: November 24, 2006.Ñòàòüÿ ÿâèëàñü ðåçóëüòàòîì îáñóæäåíèÿ âî âðåìÿ ïåøåõîäíîé ýêñêóðñèè âÎáåðâîëü�àõå. 1



2 Æ.-Ë. ÊÎËÜÎ-ÒÅËÅÍ, Í. À. ÊÀ�ÏÅÍÊÎ, AND À. Ñ. ÌÅ�ÊÓ�ÜÅÂ
A ðàñùåïëÿåòñÿ íàä ðàñøèðåíèåì ïîëåé E/F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
X(E) 6= ∅, òî CA = CX è, ñëåäîâàòåëüíî,

cdim(CA) = cdim(X).Ïóñòü A � öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ F -àëãåáðà ñòåïåíè n = q1q2 . . . qr, ãäåñîìíîæèòåëè qi � ñòåïåíè ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ. Çàïèøåì A â âèäå òåí-çîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ A1 ⊗ A2 ⊗ . . . ⊗ Ar, ãäå Ai � öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ
F -àëãåáðà ñòåïåíè qi. �àñøèðåíèå ïîëåé E/F ðàñùåïëÿåò A òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà E ðàñùåïëÿåò Ai äëÿ âñåõ i. Â ñèëó ïðèìåðà 1.2 ìíîãîîáðàçèÿ

SB(A) è Y := SB(A1) × SB(A2) × · · · × SB(Ar)èìåþò îäíè òå æå êëàññû ðàñùåïëÿþùèõ ïîëåé, îòêóäà(2) cdim SB(A) = cdim(Y ) ≤ dim(Y ) =
r∑

i=1

(qi − 1)â ñèëó íåðàâåíñòâà (1).Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðàâäîïîäîáíûì, ÷òî íåðàâåíñòâî â (2) â äåéñòâèòåëü-íîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì. Ýòî äîêàçàíî â [7, Th. 2.1℄ (ñì. òàêæå [2, Th.11.4℄) â ñëó÷àå, êîãäà r = 1, ò.å. êîãäà deg(A) � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû äîêàçûâàåì ýòî ðàâåíñòâî â ñëó÷àå, êîãäà n = 6.Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü A � öåíòðàëüíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì ñòåïåíè 6 íàäïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Òîãäà cdim SB(A) = 3.Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà êëàññè�èêàöèè ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëü-íûõ ïîâåðõíîñòåé. Îòòàëêèâàÿñü îò íåå, ìû äàåì äàæå äâà íåçàâèñèìûõäîêàçàòåëüñòâà íàøåé îñíîâíîé òåîðåìû, êàæäîå èç êîòîðûõ, êàê íàì êà-æåòñÿ, ïðåäñòàâëÿåò îòäåëüíûé èíòåðåñ. Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëü-çóåò íîâûé ïîäõîä ê ïîâåðõíîñòÿì äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6 (ñì. �4). Âòîðîåäîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñèñòåìàòè÷åñêîì èçó÷åíèè ÿäðà îòîáðàæåíèÿèç ãðóïïû Áðàóýðà ïîëÿ F â ãðóïïó Áðàóýðà ïîëÿ �óíêöèé ãåîìåòðè÷åñêèðàöèîíàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàä F (ñì. �5).Ïóñòü G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä F . Åå êàíîíè÷åñêîé ðàçìåðíî-ñòüþ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóì êàíîíè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè cdim(X) ïî âñåì
G-òîðñåðàì X íàä âñåâîçìîæíûìè ðàñøèðåíèÿìè ïîëÿ F .Ñëåäñòâèå 1.4. Êàíîíè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ãðóïïû PGL6 íàä ïîëåì íó-ëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ðàâíÿåòñÿ 3.Äîêàçàòåëüñòâî. Êëàññû èçîìîð�èçìà PGL6-òîðñåðîâ íàä ðàñøèðåíèåì
E/F íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññàìè èçîìîð-�èçìà öåíòðàëüíûõ ïðîñòûõ E-àëãåáð ñòåïåíè 6. Êðîìå òîãî, åñëè òîðñåð
X ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé àëãåáðå A, òî êëàññû ðàñùåïëÿþùèõ ïîëåé ó
X è A ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (2),

cdim(X) = cdim SB(A) ≤ 3.



�ÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ È ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÀß �ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÜ 3Äëÿ íåêîòîðîãî ðàñøèðåíèÿ E/F ñóùåñòâóåò E-àëãåáðà ñ äåëåíèåì A ñòå-ïåíè 6. Èç òåîðåìû 1.3 âûòåêàåò, ÷òî cdim SB(A) = 3 è, ñëåäîâàòåëüíî,
cdim(PGL6) = 3. �Çàìå÷àíèå 1.5. Ââèäó ðåçóëüòàòîâ Áåðþè è �àéõøòåéíà [2, çàìå÷àíèå 13.2℄è Çàéíóëëèíà [19℄, ñëåäñòâèå 1.4 çàâåðøàåò êëàññè�èêàöèþ ïðîñòûõ ãðóïïêàíîíè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 2 â íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêå. Ýòî ãðóïïû SL3m /µ3,ãäå m âçàèìíî ïðîñòî ñ 3.Ïóñòü F � ïîëå, F � åãî àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå
F -ìíîãîîáðàçèÿìè, èëè ìíîãîîáðàçèÿìè íàä F , íàçûâàþòñÿ îòäåëèìûå
F -ñõåìû êîíå÷íîãî òèïà. Åñëè X åñòü F -ìíîãîîáðàçèå, òî ïîëàãàåì X =
X ×F F .Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Åñëè X � ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì F ,òî ÷åðåç nX îáîçíà÷èì åãî èíäåêñ, îïðåäåëÿåìûé êàê íàèáîëüøèé îáùèéäåëèòåëü ñòåïåíåé [F (x) : F ] ïî âñåì çàìêíóòûì òî÷êàì x ∈ X. Åñëè
X → Y åñòü F -ìîð�èçì F -ìíîãîîáðàçèé, òî nX äåëèòñÿ íà nY . Åñëè X� íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ãëàäêîãî öåëîãî êâàçèïðîåêòèâíîãî F -ìíîãîîáðàçèÿ Y , òî nX = nY . (Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ñâåäåíèåì ê ñëó÷àþêðèâîé.) Òàêèì îáðàçîì, åñëè X è Y � äâà ãëàäêèõ, ïðîåêòèâíûõ, öåëûõ
F -ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûå F -áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû, òî nX = nY(ñð. [14, çàìå÷àíèå 6.6℄).2. �àöèîíàëüíûå êðèâûå è ïîâåðõíîñòèÍàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü X � öåëîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè
≤ 2 íàä ñîâåðøåííûì ïîëåì F . Òîãäà íàéäóòñÿ ãëàäêîå öåëîå ïðîåêòèâíîåìíîãîîáðàçèå X ′ íàä F è áèðàöèîíàëüíûé ìîð�èçì X ′ → X.Â ðàçìåðíîñòè 1 äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ íîðìàëèçàöèåé. Ñîâðåìåí-íûå äîêàçàòåëüñòâà â äâóìåðíîì ñëó÷àå [11, 12, 1℄ îõâàòûâàþò ñëó÷àé,êîãäà X � ïðîèçâîëüíàÿ ïðåâîñõîäíàÿ íåòåðîâà äâóìåðíàÿ öåëàÿ ñõåìà:â íèõ ñòðîèòñÿ áèðàöèîíàëüíûé ìîð�èçì X ′ → X ñ ðåãóëÿðíîé ñõåìîé
X ′. �åãóëÿðíàÿ ñõåìà êîíå÷íîãî òèïà íàä ñîâåðøåííûì ïîëåì F ÿâëÿåòñÿãëàäêîé íàä F .Â íàñòîÿùåé ñòàòüå öåëîå ìíîãîîáðàçèå X íàä F íàçûâàåòñÿ ðàöèî-íàëüíûì (óíèðàöèîíàëüíûì), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n ñóùåñòâóåòáèðàöèîíàëüíîå (ñîîòâåòñòâåííî, äîìèíàíòíîå) F -ðàöèîíàëüíîå îòîáðà-æåíèå èç ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà PnF â X. �åîìåòðè÷åñêè öåëîå F -ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíûì (ãåîìåòðè÷å-ñêè óíèðàöèîíàëüíûì), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n ñóùåñòâóåò áèðà-öèîíàëüíîå (ñîîòâåòñòâåííî, äîìèíàíòíîå) F -ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèåèç ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pn

F
â X. �àöèîíàëüíûå öåëûå ìíîãîîáðàçèÿóíèðàöèîíàëüíû. Äâå ñëåäóþùèå õîðîøî èçâåñòíûå òåîðåìû ïîêàçûâàþò,÷òî äëÿ ìíîãîîáðàçèé ìàëîé ðàçìåðíîñòè ïðè íåîáðåìåíèòåëüíûõ ïðåä-ïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.



4 Æ.-Ë. ÊÎËÜÎ-ÒÅËÅÍ, Í. À. ÊÀ�ÏÅÍÊÎ, AND À. Ñ. ÌÅ�ÊÓ�ÜÅÂÒåîðåìà 2.2 (Ëþðîò). Âñÿêàÿ óíèðàöèîíàëüíàÿ öåëàÿ êðèâàÿ X íàä Fðàöèîíàëüíà, ò.å. îíà áèðàöèîíàëüíî èçîìîð�íà P1
F .Òåîðåìà 2.3 (Êàñòåëüíóîâî). Âñÿêàÿ óíèðàöèîíàëüíàÿ öåëàÿ ïîâåðõíîñòü

X íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ðàöè-îíàëüíà, ò.å. îíà áèðàöèîíàëüíî èçîìîð�íà P2
F .Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [10, III.2, òåîðåìà 2.4, ñ. 170℄ èëè [3℄. Ïðåäïîëîæåíèåî char(F ) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì (ñð. [10, ñ. 171℄). Ïîâåðõíîñòè, çàäàííûåóðàâíåíèåì zp = f(x, y), â õàðàêòåðèñòèêå p óíèðàöèîíàëüíû, íî â îáùåìñëó÷àå îíè íå ðàöèîíàëüíû. �Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âîñõîäèò ê ñòàòüå Ô. Ýíðèêâåñà ([5℄, 1897). Â ïðè-âîäèìîé �îðìóëèðîâêå åå äîêàçàë Â. À. Èñêîâñêèõ (1980) ïîñëå ðàáîòûÞ. È. Ìàíèíà (1966, 1967). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû â ðóñëå èäåéñîâðåìåííîé êëàññè�èêàöèîííîé òåîðèè (òåîðåìà î êîíóñå) áûëî äàíîÑ. Ìîðè (1982).Åñëè X � ãëàäêîå F -ìíîãîîáðàçèå, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç K = KX ∈ PicXêëàññ åãî êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ.�ëàäêîå ñîáñòâåííîå F -ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ F -ìèíèìàëüíûì,åñëè âñÿêèé áèðàöèîíàëüíûé F -ìîð�èçì èç X â ãëàäêîå ñîáñòâåííîå F -ìíîãîîáðàçèå � èçîìîð�èçì. Ïî êðèòåðèþ Êàñòåëüíóîâî ãëàäêàÿ ïðîåê-òèâíàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ñîâåðøåííûì ïîëåì F íå F -ìèíèìàëüíà òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñîäåðæèò èñêëþ÷èòåëüíóþ êðèâóþ ïåðâîãî ðîäà.Òåîðåìà 2.4 (Èñêîâñêèõ, Ìîðè). Ïóñòü X � ãëàäêàÿ, ïðîåêòèâíàÿ, ãåî-ìåòðè÷åñêè öåëàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ïîëåì F . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ãåî-ìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíà. Â òàêîì ñëó÷àå ãðóïïà PicX � ñâîáîäíàÿ êî-íå÷íîãî òèïà. Îáîçíà÷èì åå ðàíã ÷åðåç ρ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî îäíî èç ñëå-äóþùèõ òðåõ óòâåðæäåíèé:(i) Ïîâåðõíîñòü X íå F -ìèíèìàëüíà.(ii) Èìååì ρ = 2, è X ÿâëÿåòñÿ ñâÿçêîé êîíèê (oni bundle) íàä ãëàäêîéêîíèêîé.(iii) Èìååì ρ = 1, è àíòèêàíîíè÷åñêîå ðàññëîåíèå −KX îáèëüíî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [6℄, [16, òåîðåìà 2.7℄ è [10, ãë. III, �2℄. Ñð. çàïèñèëåêöèé [3℄ (ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè). ��ëàäêèå ïðîåêòèâíûå ïîâåðõíîñòè ñ îáèëüíûì àíòèêàíîíè÷åñêèì ðàñ-ñëîåíèåì èçâåñòíû êàê ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî. Îíè àâòîìàòè÷åñêè ÿâ-ëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíûìè. Ïóñòü X/F � ïîâåðõíîñòü äåëüÏåööî, d = deg(K2

X). Â ÷àñòíîñòè, nX äåëèò d. Èìååì 1 ≤ d ≤ 9. Ïî ýòîìóïîâîäó ñì. [13℄, [10, ãë. III.3℄ è [3℄.Íàä ñåïàðàáåëüíî çàìêíóòûì ïîëåì F âñÿêàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööîëèáî èçîìîð�íà P1×F P1, ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç P2 ðàçäóòèåì êîíå÷íîãî ìíî-æåñòâà òî÷åê (íå áîëåå 8 è â îáùåì ïîëîæåíèè). �ðóïïà Ïèêàðà ïëîñêîñòè
P

2 åñòü Zh, ãäå h � êëàññ ïðÿìîé, è K = −3h. �ðóïïà Ïèêàðà ïîâåðõíîñòè
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P1 ×F P1 åñòü Ze1 ⊕ Ze2, ãäå e1 è e2 � êëàññû äâóõ ñåìåéñòâ îáðàçóþùèõ,è K = −2e1 −2e2. Çíàÿ ïîâåäåíèå êàíîíè÷åñêîãî êëàññà ïðè ðàçäóòèè [13,ãë. III, ïðåäëîæåíèå 20.10℄, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:Ëåììà 2.5. Ïóñòü X/F � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî íàä ñåïàðàáåëüíî çà-ìêíóòûì ïîëåì F . Òîãäà èìååò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ òðåõ âçàèìî-èñêëþ÷àþùèõ âîçìîæíîñòåé:(i) ïîâåðõíîñòü X èçîìîð�íà P2;(ii) ïîâåðõíîñòü X èçîìîð�íà P1 ×F P1;(iii) êàíîíè÷åñêèé êëàññ KX íå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì êðàòíûì íè-êàêîãî ýëåìåíòà ãðóïïû PicX.3. �åäóêöèÿ ê çàäà÷å î ðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõËåììà 3.1. Ïóñòü W � ðåãóëÿðíîå, ñîáñòâåííîå, ãåîìåòðè÷åñêè óíèðà-öèîíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 0. Ïðåäïîëîæèì,÷òî êàíîíè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü cdim(W ) = d ≤ 2. Òîãäà íàéäóòñÿ ãåî-ìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíîå çàìêíóòîå F -ïîäìíîãîîáðàçèå X ⊂ W ðàçìåð-íîñòè d è äîìèíàíòíîå ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå W 99K X.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñâîéñòâó êàíîíè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè, öèòèðîâàííî-ìó â ñàìîì íà÷àëå íàñòîÿùåé ðàáîòû, íàéäóòñÿ çàìêíóòîå íåïðèâîäèìîå
F -ïîäìíîãîîáðàçèå X ⊂ W ðàçìåðíîñòè d è äîìèíàíòíîå ðàöèîíàëüíîåîòîáðàæåíèå W 99K X. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, W è, ñëåäîâàòåëüíî, X ãåî-ìåòðè÷åñêè óíèðàöèîíàëüíû. Â ñèëó òåîðåì 2.2 è 2.3 ìíîãîîáðàçèå X ãåî-ìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíî. �Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü A � öåíòðàëüíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì ñòå-ïåíè 6 íàä ïîëåì F íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Çàïèøåì åå â âèäå òåí-çîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ: A = C ⊗ D, ãäå C è D � öåíòðàëüíûå ïðîñòûå
F -àëãåáðû ñòåïåíè 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî. �àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèÿÑåâåðè�Áðàóýðà Y = SB(C) è Z = SB(D), èìåþùèå ðàçìåðíîñòü 1 è 2,ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî cdim(SB(A)) ≤ 2. Òîãäà ñóùåñòâó-åò ãåîìåòðè÷åñêè íåïðèâîäèìàÿ ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ F -ïîâåðõíîñòü Xòàêàÿ, ÷òî(i) ïîâåðõíîñòü X F -ìèíèìàëüíà;(ii) nX äåëèòñÿ íà 6;(iii) ïîâåðõíîñòü X èìååò ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó íàä F (Y ×F Z);(iv) Y ×F Z èìååò ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó íàä F (X).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

cdim(Y ×F Z) = cdim(SB(A)) ≤ 2,òî, â ñèëó ëåììû 3.1, íàéäóòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíîå çàìêíóòîå
F -ïîäìíîãîîáðàçèå X1 ⊂ Y × Z ðàçìåðíîñòè ≤ 2 è äîìèíàíòíîå ðàöè-îíàëüíîå îòîáðàæåíèå Y ×F Z 99K X1. Â ñèëó òåîðåìû 2.1 ñóùåñòâóåòáèðàöèîíàëüíûé F -ìîð�èçì X2 → X1, ãäå X2 � ãëàäêîå è ïðîåêòèâíîå.



6 Æ.-Ë. ÊÎËÜÎ-ÒÅËÅÍ, Í. À. ÊÀ�ÏÅÍÊÎ, AND À. Ñ. ÌÅ�ÊÓ�ÜÅÂÇàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó A � àëãåáðà ñ äåëåíèåì, òî nY×Z = 6. Ïîñêîëüêóèìåþòñÿ F -ìîð�èçìû
X2 → X1 → Y ×F Z,òî nX1

è nX2
äåëÿòñÿ íà 6. Ñóùåñòâóåò äîìèíàíòíîå ðàöèîíàëüíîå îòîá-ðàæåíèå Y ×F Z 99K X2.Äîïóñòèì, ÷òî dimX2 = 1, ò.å. X2 � ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíàÿ êðè-âàÿ. Òîãäà X2 � êîíèêà (ñêðó÷åííàÿ �îðìà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé), è nX2äåëèò 2, ïðîòèâîðå÷èå.Ñëåäîâàòåëüíî, X2 � ïîâåðõíîñòü. Ïóñòü X2 → X � áèðàöèîíàëüíûé

F -ìîð�èçì, ãäåX åñòü F -ìèíèìàëüíàÿ ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü.Ïîñêîëüêó îáå ïîâåðõíîñòè X2 è X � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå, òî nX = nX2
.

�4. Ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6Â ýòîì ïàðàãðà�å ÷åðåç F îáîçíà÷åíî ïðîèçâîëüíîå ïîëå.Ñíà÷àëà íàïîìíèì íåñêîëüêî �àêòîâ î ïîâåðõíîñòÿõ äåëü Ïåööî ñòåïå-íè 6. Çà ïðåäâàðèòåëüíûìè ñâåäåíèÿìè è äîêàçàòåëüñòâàìè ìû îòñûëàåì÷èòàòåëÿ ê êíèãå [13℄.Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Òîãäà ïî-âåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6 ïîëó÷àåòñÿ èç P2 ðàçäóòèåì òðåõ íåêîë-ëèíåàðíûõ òî÷åê. Ïîñêîëüêó PGL3 òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò â ìíîæåñòâåòðîåê íåêîëëèíåàðíûõ òî÷åê â P2, òî âñå ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè6 èçîìîð�íû. Ïðèìåð êîíêðåòíîé ìîäåëè äàåò ïîâåðõíîñòü S â P
2 ×F P

2,çàäàííàÿ â áèîäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ [x0 : x1 : x2; y0 : y1 : y2] ñèñòåìîéáèîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé x0y0 = x1y1 = x2y2. Ïðîåêòèðóÿ S íà ëþáîé èçñîìíîæèòåëåé P2, ìû îòîæäåñòâëÿåì S ñ ðåçóëüòàòîì ðàçäóòèÿ ïëîñêîñòè
P2 â òðåõ òî÷êàõ [1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0] è [0 : 0 : 1]. Íà S èìåþòñÿ 6 ïðÿìûõ(èñêëþ÷èòåëüíûõ êðèâûõ ïåðâîãî ðîäà): ïðîîáðàçû E1, E2, E3 óêàçàííûõòðåõ òî÷åê íà ïåðâîì P2 è ïðîîáðàçû F1, F2, F3 òåõ æå òî÷åê íà âòîðîì
P2. Êîí�èãóðàöèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîí�èãóðàöèþ ñòîðîí(ïðàâèëüíîãî) øåñòèóãîëüíèêà: êðèâûå Ei ïîïàðíî äèçúþíêòíû, êðèâûå
Fi ïîïàðíî äèçúþíêòíû, è (Ei.Fj) = 1, åñëè i 6= j, à (Ei.Fi) = 0.Òîð T = (Gm)3/Gm íàä F , ãäå Gm äèàãîíàëüíî âëîæåíî â (Gm)3, äåé-ñòâóåò â P2 ×F P2 ñëåäóþùèì îáðàçîì: (t0, t1, t2) ïåðåâîäèò

[x0 : x1 : x2; y0 : y1 : y2]â
[t0x0 : t1x1 : t2x2; t

−1
0 y0 : t−1

1 y1 : t−1
2 y2].Ýòî äåéñòâèå èíäóöèðóåò äåéñòâèå â S ⊂ P2×P2. Òîð T ïåðåâîäèò êàæäóþïðÿìóþ â íåå æå ñàìó. Åãî äåéñòâèå â äîïîëíåíèè U øåñòè ïðÿìûõ â Sÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíûì è òðàíçèòèâíûì. Åñëè îòîæäåñòâèòü U ñ T ïðèïîìîùè âûáîðà ðàöèîíàëüíîé òî÷êè â U , òî ìíîãîîáðàçèå S ñ îòêðûòûì



�ÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ È ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÀß �ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÜ 7ìíîæåñòâîì U = T èìååò ñòðóêòóðó òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ñèììåò-ðè÷åñêàÿ ãðóïïà S2 = Z/2 äåéñòâóåò â S ⊂ P2 ×F P2 ïåðåñòàíîâêîé ñîìíî-æèòåëåé. Ýòî äåéñòâèå ãëîáàëüíî ñîõðàíÿåò ïðÿìûå, îáðàçóþùàÿ ãðóïïû
S2 èíäóöèðóåò íà øåñòèóãîëüíèêå ïðÿìûõ ïåðåñòàíîâêó ïðÿìûõ Ei è Fiäëÿ êàæäîãî i, ò.å. ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà ìåíÿþòñÿìåñòàìè. �ðóïïà S3 äåéñòâóåò â S ⊂ P2 ×F P2 îäíîâðåìåííîé ïåðåñòàíîâ-êîé íà êàæäîì ñîìíîæèòåëå. Ýòî äåéñòâèå ãëîáàëüíî ñîõðàíÿåò ïðÿìûå.Äåéñòâèÿ ãðóïï S2 è S3 êîììóòèðóþò. Èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå ãðóïïû
H := S2×S3 íà øåñòèóãîëüíèêå ïðÿìûõ ðåàëèçóåò ãðóïïó àâòîìîð�èçìîâøåñòèóãîëüíèêà.Ïóñòü ãðóïïà H äåéñòâóåò â T = (Gm)3/Gm òàêèì îáðàçîì, ÷òî îáðà-çóþùàÿ ãðóïïû S2 ïåðåâîäèò t ∈ T â t−1, à S3 äåéñòâóåò â T ïåðåñòà-íîâêîé ñîìíîæèòåëåé. Ïóñòü T ′ � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï T è
H ïî îòíîøåíèþ ê ýòîìó äåéñòâèþ. Âûøåóêàçàííàÿ êîíñòðóêöèÿ çàäàåòèçîìîð�èçì èç T ′ â àëãåáðàè÷åñêóþ ãðóïïó Aut(S) àâòîìîð�èçìîâ ïî-âåðõíîñòè S. Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêèé ýëåìåíò σ ∈ Aut(S) ìîæíî óìíîæèòüíà ýëåìåíò ãðóïïû H òàê, ÷òîáû äåéñòâèå íà øåñòèóãîëüíèêå ñòàëî òðè-âèàëüíûì. Â ñèëó îáùèõ ñâîéñòâ ðàçäóòèé îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿïðîåêöèÿ S → P2 �ïðîïóñêàåòñÿ� ÷åðåç ñòÿãèâàíèå S → P2, ò.å. ïðèõî-äèò èç àâòîìîð�èçìà ïëîñêîñòè P2, îñòàâëÿþùåãî êàæäóþ èç òðåõ òî÷åê
[1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0] è [0 : 0 : 1] íåïîäâèæíîé. Âñÿêèé òàêîé àâòîìîð�èçìçàäàåòñÿ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì ãðóïïû T .Ïóñòü òåïåðü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, à S � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööîñòåïåíè 6 íàä F . Íàä ñåïàðàáàëüíûì çàìûêàíèåì F ïîëÿ F ïîâåðõíîñòüäåëü Ïåööî S = S ×F F ðàñùåïëÿåòñÿ, ò.å. èçîìîð�íà âûøåîïèñàííîéìîäåëè (ñì. [4℄). Ïîñêîëüêó óêàçàííûå 6 ïðÿìûõ ãëîáàëüíî ñòàáèëüíû îò-íîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû �àëóà, òî ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïî Çàðèñêî-ìó ìíîæåñòâî U ⊂ X, äîïîëíåíèå êîòîðîãî íàä F ñîñòîèò èç 6 ïðÿìûõ.Äåéñòâèå �àëóà íà 6 ïðÿìûõ èíäóöèðóåò àâòîìîð�èçì øåñòèóãîëüíèêàïðÿìûõ è, ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðûé ãîìîìîð�èçì

Gal(F/F ) → H = S2 × S3.Òàêèì îáðàçîì ó íàñ èìåþòñÿ àññîöèèðîâàííûå ýòàëüíîå êâàäðàòè÷íîåðàñøèðåíèå K/F è ýòàëüíîå êóáè÷åñêîå ðàñøèðåíèå L/F . Ïóñòü T � ñâÿç-íàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû â F -ãðóïïå Aut(S). Òîãäà T � àëãåáðàè÷åñêèéòîð, à U � ãëàâíîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî íàä T , ïîñêîëüêó ýòî òàê íàä
F . �ðóïïà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðóïïû Aut(S) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêðó-÷åííóþ �îðìó S2×S3: ýòî � F -ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ êîíå÷íîé F -ñõåìû,àññîöèèðîâàííîé ñ êîí�èãóðàöèåé 6 ïðÿìûõ íà F . Ìû ïðåäúÿâèì F -òîð
T íèæå (ñì. çàìå÷àíèå 4.4).Ïóñòü K � ýòàëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ F -àëãåáðà, à B � K-àëãåáðà Àäçó-ìàÿ ðàíãà 9 íàä K ñ óíèòàðíîé èíâîëþöèåé τ , òðèâèàëüíîé íà F . (Ñì. [9,�2.B℄.) Òàêèì îáðàçîì, B � öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ K-àëãåáðà ðàçìåðíî-ñòè 9, åñëè K � ïîëå, èëè B èçîìîð�íà ïðîèçâåäåíèþ A × Aop, ãäå A �



8 Æ.-Ë. ÊÎËÜÎ-ÒÅËÅÍ, Í. À. ÊÀ�ÏÅÍÊÎ, AND À. Ñ. ÌÅ�ÊÓ�ÜÅÂöåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ F -àëãåáðà ðàçìåðíîñòè 9, à Aop � ïðîòèâîïîëîæíàÿàëãåáðà, â ñëó÷àå, åñëè K ≃ F × F .�àññìîòðèì äåâÿòèìåðíîå F -ïîäïðîñòðàíñòâî τ -ñèììåòðè÷íûõ ýëåìåí-òîâ:
Sym(B, τ) = {b ∈ B | τ(b) = b}.Ëåììà 4.1. Ïóñòü I ⊂ B � ïðàâûé èäåàë ðàíãà 3 íàä K. Òîãäà F -ïîäïðîñòðàíñòâî

(
I · τI

)
∩ Sym(B, τ) ⊂ Sym(B, τ)îäíîìåðíî. Ñîîòâåòñòâèå

I 7→
(
I · τI

)
∩ Sym(B, τ)èíäóöèðóåò çàìêíóòîå âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèé

sB,τ : RK/F SB(B) → P
(
Sym(B, τ)

)
.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó â ðàñùåïèìîì ñëó÷àå, ò.å. êî-ãäà

B = End(V ) × End(V ∗),ãäå V � òðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F , à τ � ïåðåñòàíîâî÷-íàÿ èíâîëþöèÿ: τ(f, g∗) = (g, f ∗) äëÿ âñåõ f, g ∈ End(V ) (ñð. [9, ïðåäëîæå-íèå 2.14℄). Ìû îòîæäåñòâëÿåì Sym(B, τ) è End(V ) ïîñðåäñòâîì âëîæåíèÿ
f 7→ (f, f ∗) â B.Âñÿêèé ïðàâûé èäåàë I â B ðàíãà 3 íàä K = F × F èìååò âèä

I = Hom(V, U) × Hom(V ∗,W ∗),ãäå U è W � îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâî è �àêòîðïðîñòðàíñòâî ïðî-ñòðàíñòâà V , ñîîòâåòñòâåííî. Èìååì
τI = Hom(W,V ) × Hom(U∗, V ∗)è

I · τI = Hom(W,U) × Hom(U∗,W ∗).Ñëåäîâàòåëüíî, F -ïðîñòðàíñòâî
(
I · τI

)
∩ Sym(B, τ) = Hom(W,U)îäíîìåðíî. Îòîæäåñòâëÿÿ RK/F SB(B) è P(V )×P(V ∗), ìû âèäèì, ÷òî ìîð-�èçì sB,τ ïåðåâîäèò ïàðó ïðÿìûõ (U,W ∗) â Hom(W,U) = U⊗W ∗, ò.å. sB,τåñòü íå ÷òî èíîå, êàê çàìêíóòîå âëîæåíèå Ñåãðå

P(V ) × P(V ∗) → P(V ⊗ V ∗) = P(End(V )). �Ïóñòü Trd : B → K � ïðèâåäåííûé ñëåä ëèíåéíîé �îðìû. Äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ Sym(B, τ) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

τ Trd(xy) = Trd(τ(xy)) = Trd(τ(y)τ(x)) = Trd(yx) = Trd(xy),îòêóäà Trd(xy) ∈ F . Òàêèì îáðàçîì, íà Sym(B, τ) âîçíèêàåò F -áèëèíåéíàÿ�îðìà b(x, y) = Trd(xy). Îíà íåâûðîæäåííà, ïîñêîëüêó îíà íåâûðîæäåí-íà íàä F .



�ÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ È ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÀß �ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÜ 9Ïóñòü L � êóáè÷åñêàÿ ýòàëüíàÿ F -ïîäàëãåáðà â B, ñîäåðæàùàÿñÿ â
Sym(B, τ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç L⊥ åå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå â Sym(B, τ)ïî îòíîøåíèþ ê ñïàðèâàíèþ b. Ïîñêîëüêó ïîäàëãåáðà L � ýòàëüíàÿ, òî
L ∩ L⊥ = 0. �àññìîòðèì 7-ìåðíîå F -ïîäïðîñòðàíñòâî F ⊕ L⊥ â Sym(B, τ)è ïîëîæèì

S(B, τ, L) = s−1
B,τ (P(F ⊕ L⊥)).Òàêèì îáðàçîì, S(B, τ, L) � çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â RK/F SB(B)(ñð. [17℄).Èçîìîð�èçìîì ìåæäó äâóìÿ òðîéêàìè (B, τ, L) è (B′, τ ′, L′) íàçûâàåòñÿèçîìîð�èçì F -àëãåáð

f : B
∼
→ B′òàêîé, ÷òî f◦τ = τ ′◦f è f(L) = L′. �ðóïïà àâòîìîð�èçìîâ òðîéêè (B, τ, L)ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû Aut(B, τ).Â ñèëó åñòåñòâåííîñòè êîíñòðóêöèè ñõåìû S(B, τ, L) âñÿêèé àâòîìîð-�èçì òðîéêè (B, τ, L) èíäóöèðóåò àâòîìîð�èçì ñõåìû S(B, τ, L), ò.å. èìå-åòñÿ ãîìîìîð�èçì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï(3) µ : Aut(B, τ, L) → Aut

(
S(B, τ, L)

)
.Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Ïóñòü B � àëãåáðà Àä-çóìàÿ ðàíãà 9 ñ óíèòàðíîé èíâîëþöèåé τ íàä êâàäðàòè÷íîé ýòàëüíîé

F -àëãåáðîé K, è ïóñòü L � êóáè÷åñêàÿ ýòàëüíàÿ F -ïîäàëãåáðà â B, ñî-äåðæàùàÿñÿ â Sym(B, τ).(i)Ìíîãîîáðàçèå S(B, τ, L) ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî ñòåïåíè
6. (ii) Âñÿêàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6 íàä F èçîìîð�íà ïîâåðõ-íîñòè S(B, τ, L) äëÿ íåêîòîðûõ B, τ è L.(iii) Äâå ïîâåðõíîñòè S(B, τ, L) è S(B′, τ ′, L′) èçîìîð�íû òîãäà è òîëü-êî òîãäà, êîãäà èçîìîð�íû òðîéêè (B, τ, L) è (B′, τ ′, L′).(iv) �îìîìîð�èçì µ � èçîìîð�èçì.(v) Ýòàëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ àëãåáðà K/F è ýòàëüíàÿ êóáè÷åñêàÿ àë-ãåáðà L/F åñòåñòâåííî èçîìîð�íû ñîîòâåòñòâóþùèì àëãåáðàì, àññî-öèèðîâàííûì ñ äåéñòâèåì �àëóà íà ïðÿìûõ â ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî
S(B, τ, L) íàä F .Äîêàçàòåëüñòâî. (i): Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå F ñåïàðàáåëüíî çàìêíó-òî. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî âñÿêàÿ òðîéêà (B, τ, L) èçîìîð�íà ðàñùåïëåííîéòðîéêå (

M3(F ) ×M3(F ), ε, F 3
)
,ãäå:(1) ε(a, b) = (bt, at), (t îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíóþ ìàòðèöó), â ÷àñò-íîñòè, Sym

(
M3(F ) ×M3(F ), ε

) ñîñòîèò èç ìàòðèö âèäà (a, at);(2) F 3 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäàëãåáðîé äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö â Sym
(
M3(F )×

M3(F ), ε
), ò.å. ìàòðèö âèäà (a, a), ãäå ìàòðèöà a � äèàãîíàëüíàÿ;(3) K = F × F ⊂M3(F )×M3(F ) åñòü î÷åâèäíîå îòîáðàæåíèå èç F × Fâ öåíòð àëãåáðû M3(F ) ×M3(F ).



10 Æ.-Ë. ÊÎËÜÎ-ÒÅËÅÍ, Í. À. ÊÀ�ÏÅÍÊÎ, AND À. Ñ. ÌÅ�ÊÓ�ÜÅÂÄåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó K è B ðàñùåïëÿþòñÿ, òî (B, τ) èçîìîð�íî(
M3(F ) ×M3(F ), ε

) â ñèëó [9, ïðåäëîæåíèå 2.14℄. Ïóñòü
L′ ⊂M3(F ) ×M3(F )� îáðàç (ðàñùåïèìîé) ýòàëüíîé êóáè÷åñêîé ïîäàëãåáðû L ïðè ýòîì èçî-ìîð�èçìå. Â ÷àñòíîñòè,

(B, τ, L) ≃
(
M3(F ) ×M3(F ), ε, L′

)
.Ëþáàÿ èç äâóõ ïðîåêöèé íàM3(F ) îòîæäåñòâëÿåò L′ ñ ðàñùåïèìîé ýòàëü-íîé êóáè÷åñêîé ïîäàëãåáðîé â M3(F ). Âñÿêèå äâå ðàñùåïèìûå ýòàëüíûåêóáè÷åñêèå ïîäàëãåáðû â M3(F ) ñîïðÿæåíû, ò.å. ñóùåñòâóåò a ∈ M3(F )×òàêîé, ÷òî aL′a−1 = F 3. Òîãäà ñîïðÿæåíèå ïðè ïîìîùè (a, (a−1)t) çàäàåòèñêîìûé èçîìîð�èçì ìåæäó

(
M3(F ) ×M3(F ), ε, L′

) è (
M3(F ) ×M3(F ), ε, F 3

)
.Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òðîéêà (B, τ, L) � ðàñùåïèìàÿ. Òî-ãäà F ⊕ L⊥ åñòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïàð (b, bt), ãäå b � ìàòðèöà, âñå äèà-ãîíàëüíûå ýëåìåíòû â êîòîðîé ðàâíû. Ïóñòü [x0 : x1 : x2; y0 : y1 : y2] �ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû â P2 ×F P2. Âëîæåíèå Ñåãðå sB,τ ïåðåâîäèò [x0 :

x1 : x2; y0 : y1 : y2] â òî÷êó â P(M3(F )), çàäàííóþ ìàòðèöåé (xiyj)i,j=1,2,3.(Çäåñü ìû îòîæäåñòâëÿåì ýëåìåíòû
(a, at) ∈ Sym

(
M3(F ) ×M3(F ), ε

) è a ∈M3(F ).)Ñëåäîâàòåëüíî, S(B, τ, L) åñòü çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â P2 ×F P2,çàäàííîå óðàâíåíèÿìè x0y0 = x1y1 = x2y2, ò.å. ðàñùåïèìàÿ ïîâåðõíîñòüäåëü Ïåööî ñòåïåíè 6.(iv): Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F ñåïàðàáåëüíî çàìêíóòî è, òàêèì îáðàçîì,ìû îêàçûâàåìñÿ â ðàñùåïèìîé ñèòóàöèè èç äîêàçàòåëüñòâà ï. (i). Ïóñòüòîð T , ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå T ′ è ðàñùåïèìàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî
S � òå æå, ÷òî â íàøåì ïåðâîíà÷àëüíîì îáñóæäåíèè ïîâåðõíîñòåé äåëüÏåööî ñòåïåíè 6. Ïóñòü T ′ äåéñòâóåò â F -àëãåáðå B åå àâòîìîð�èçìàìèñëåäóþùèì îáðàçîì. �ðóïïà T äåéñòâóåò â B ïî �îðìóëå

x(a, b) = (xax−1, (x−1)tbxt), x ∈ T.�ðóïïà S3 äåéñòâóåò â B ïî òîé æå ñàìîé �îðìóëå, ãäå, íà ýòîò ðàç, x �ìîíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëåìåíòó ãðóïïû S3. Îáðàçóþ-ùàÿ ãðóïïû S2 ïåðåâîäèò ïàðó (a, b) â (b, a). Îïðåäåëÿåìîå òàêèì îáðàçîìäåéñòâèå ãðóïïû T ′ êîììóòèðóåò ñ τ è îñòàâëÿåò L íåïîäâèæíûì ïîýëå-ìåíòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, èíäóöèðóåò ãîìîìîð�èçì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï
ϕ : T ′ → Aut(B, τ, L). Êîìïîíóÿ ϕ ñ ãîìîìîð�èçìîì

Aut(B, τ, L) → Aut(K) ×Aut(L) = S2 × S3,ïîëó÷àåì ýïèìîð�èçì, ñîâïàäàþùèé ñ ãîìîìîð�èçìîì, îïèñàííûì â íà-÷àëå ïàðàãðà�à. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ϕ � èçîìîð�èçì. Ïóñòü G � ÿäðîâûøåóêàçàííîãî ãîìîìîð�èçìà. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóæåíèå ψ :
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T → G ãîìîìîð�èçìà ϕ åñòü èçîìîð�èçì. Ìû ðàññìàòðèâàåì G êàê ïîä-ãðóïïó ñâÿçíîé êîìïîíåíòû Aut(B, τ)+ åäèíèöû â Aut(B, τ). Èìååòñÿèçîìîð�èçì ìåæäó PGL3 è Aut(B, τ)+, ïåðåâîäÿùèé ýëåìåíò a â ñîïðÿ-æåíèå ïðè ïîìîùè (a, (a−1)t) (ñð. [9, �23℄). Êîìïîçèöèÿ

T
ψ
−→ G →֒ Aut(B, τ)+ ∼

→ PGL3îòîæäåñòâëÿåò T ñ ìàêñèìàëüíûì òîðîì T̃ , ñîñòîÿùèì èç êëàññîâ äèàãî-íàëüíûõ ìàòðèö â PGL3. Îáðàç ãðóïïû G â PGL3 ñîâïàäàåò ñ öåíòðàëè-çàòîðîì òîðà T̃ â PGL3, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåí T̃ . Òàêèì îáðàçîì, ψ �èçîìîð�èçì. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Êîìïîçèöèÿ
T ′ ϕ

−→ Aut(B, τ, L)
µ
−→ Aut

(
S(B, τ, L)

)ñîâïàäàåò ñ èçîìîð�èçìîì, îïèñàííûì ïðè íàøåì ïåðâîíà÷àëüíîì îá-ñóæäåíèè ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6. Ñëåäîâàòåëüíî, µ � èçî-ìîð�èçì.(ii) è (iii): Ïî äîêàçàòåëüñòâó ï. (i) âñÿêàÿ òðîéêà (B, τ, L) íàä F èçî-ìîð�íà ðàñùåïëåííîé òðîéêå. Êðîìå òîãî, âñÿêàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööîñòåïåíè 6 ðàñùåïëÿåòñÿ íàä F . �îìîìîð�èçì µ â (3) åñòü èçîìîð�èçì âñèëó (iv), îòêóäà òðåáóåìûå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò ïðè ïîìîùè ñòàíäàðò-íûõ ðàññóæäåíèé èç [9, �26℄.(v): Ýòàëüíûå àëãåáðûK è L àññîöèèðîâàíû ñ äåéñòâèåì �àëóà â ìíîæå-ñòâå 6 ìèíèìàëüíûõ äèàãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ ei è fi àëãåáðû F 3 × F 3(i = 1, 2, 3), ãäå ei (ñîîòâåòñòâåííî, fi) � äèàãîíàëüíûå èäåìïîòåíòû â
F 3 × 0 (ñîîòâåòñòâåííî, â 0 × F 3). Òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òî-ãî, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ei 7→ Ei, fi 7→ Fi óñòàíàâëèâàåò èçîìîð�èçì ìåæäó
(S2 × S3)-ìíîæåñòâîì ìèíèìàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ {e1, e2, e3, f1, f2, f3} è
(S2 ×S3)-ìíîæåñòâîì èñêëþ÷èòåëüíûõ ïðÿìûõ {E1, E2, E3, F1, F2, F3}. �Çàìå÷àíèå 4.3. Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè, ââåäåííûìè â íà÷àëå ïà-ðàãðà�à. Åñòåñòâåííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäóëåé �àëóà

0 → F [U ]/F → DivS\U(S) → PicS → PicU,ãäå DivS\U(S) îáîçíà÷àåò ãðóïïó äèâèçîðîâ ïîâåðõíîñòè S ñ íîñèòåëÿìè,íå çàäåâàþùèìè U , à ïåðâîå îòîáðàæåíèå åñòü îòîáðàæåíèå äèâèçîðîâ,çàäàåò òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäóëåé �àëóà:
0 → T̂ → Z[KL/F ] → PicS → 0,÷òî çàäàåò äâóìåðíûé F -òîð T ñ ãðóïïîé õàðàêòåðîâ T̂ = F [U ]/F . Çàìå-òèì, ÷òî F -ìíîãîîáðàçèå U � ãëàâíîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî íàä T , à6-ìåðíûé ìîäóëü �àëóà Z[KL/F ] åñòü ïåðìóòàöèîííûé ìîäóëü, ïîñòðîåí-íûé íà 6 ïðÿìûõ.Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ íàä F ïîêàçûâàþò, ÷òî èìååòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü ìîäóëåé �àëóà

0 → T̂ → Z[KL/F ] → Z[L/F ] ⊕ Z[K/F ] → Z → 0.



12 Æ.-Ë. ÊÎËÜÎ-ÒÅËÅÍ, Í. À. ÊÀ�ÏÅÍÊÎ, AND À. Ñ. ÌÅ�ÊÓ�ÜÅÂÇäåñü Z[L/F ] � òðåõìåðíûé ïåðìóòàöèîííûé ìîäóëü, ïîñòðîåííûé íàìíîæåñòâå ïàð ïðîòèâîïîëîæíûõ ïðÿìûõ â øåñòèóãîëüíèêå, à Z[K/F ]� äâóìåðíûé ïåðìóòàöèîííûé ìîäóëü, ïîñòðîåííûé íà ìíîæåñòâå òðî-åê íåïåðåêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ â øåñòèóãîëüíèêå. Îòîáðàæåíèå
Z[KL/F ] → Z[L/F ]ïåðåâîäèò ïðÿìóþ â ñîäåðæàùóþ åå ïàðó, à îòîáðàæåíèå
Z[KL/F ] → Z[K/F ]ïåðåâîäèò ïðÿìóþ â ñîäåðæàùóþ åå òðîéêó. Îòîáðàæåíèå

Z[L/F ] ⊕ Z[K/F ] → Zåñòü ðàçíîñòü îòîáðàæåíèé àóãìåíòàöèè. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ãîìîìîð�èçì�àëóà èìååò î÷åâèäíîå �àëóà-ýêâèâàðèàíòíîå ñå÷åíèå.Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò èçîìîð�èçì ìîäóëåé �àëóà
PicS ⊕ Z ≃ Z[L/F ] ⊕ Z[K/F ]è òî÷íàÿ ðàñùåïëÿþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F -òîðîâ

1 → Gm,F → RL/FGm × RK/FGm → RKL/FGm → T → 1.Ïåðåõîäÿ ê F -òî÷êàì è ïîëüçóÿñü òåîðåìîé �èëüáåðòà 90, çàêëþ÷àåì, ÷òî
T (F ) åñòü �àêòîðãðóïïà ãðóïïû (KL) ïî ïîäãðóïïå, ïîðîæäåííîé K è L.Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî F -òîð T ñòàáèëüíî ðàöèîíàëåí. Òî÷íåå,

T ×F RK/FGm ×F RL/FGm è Gm,F ×F RKL/FGm

F -áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû. Â äåéñòâèòåëüíîñòè F -òîð T ðàöèîíàëåí.(Êàê äîêàçàë Âîñêðåñåíñêèé, âñå äâóìåðíûå òîðû ðàöèîíàëüíû.)Çàìå÷àíèå 4.4. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî T � ìàê-ñèìàëüíûé F -òîð ñâÿçíîé êîìïîíåíòû åäèíèöû Aut(B, τ)+ ãðóïïû àâ-òîìîð�èçìîâ ïàðû (B, τ). Â ñèëó [9, �23℄ ãðóïïà F -òî÷åê â Aut(B, τ)+ñîâïàäàåò ñ
{b ∈ B× | b · τ(b) ∈ F×}/K×.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

T (F ) = {x ∈ (KL)× | NKL/L(x) ∈ F×}/K×.Ìû ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ñðàâíèòü ýòî îïèñàíèå ñ îïèñàíèåì, ïðåäú-ÿâëåííûì â ïðåäûäóùåì çàìå÷àíèè.Çàìå÷àíèå 4.5. Ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ àëãåáðà K ðàñùåïëÿåòñÿ, ò.å. K =
F ×F , B = A×Aop, ãäå A � öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ F -àëãåáðà ðàçìåðíîñòè
9, à τ � èíâîëþöèÿ, ìåíÿþùàÿ ìåñòàìè êîîðäèíàòû. Òîãäà ïîâåðõíîñòü
S(B, τ, L) åñòü çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â SB(A)×F SB(Aop), à ïðîåêöèÿ

S(B, τ, L) → SB(A)� ðàçäóòèå âäîëü çàìêíóòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â SB(A), èçîìîð�íîãî
SpecL. Â ÷àñòíîñòè, ïîâåðõíîñòü S(B, τ, L) íå ìèíèìàëüíà.



�ÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ È ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÀß �ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÜ 13Ëåììà 4.6. Ïóñòü S = S(B, τ, L) � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6.Òîãäà(i) Åñëè nS = 6, òî K è K-àëãåáðà B íå ðàñùåïëÿþòñÿ.(ii) Åñëè S(F ) 6= ∅, òî K-àëãåáðà B ðàñùåïëÿåòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. ÅñëèK ðàñùåïëÿåòñÿ, òî nS ≤ 3 â ñèëó çàìå÷àíèÿ 4.5. Âñèëó òîãî æå çàìå÷àíèÿ åñëè B ðàñùåïëÿåòñÿ, òî S èìååò ðàöèîíàëüíóþòî÷êó íàä K, è, ñëåäîâàòåëüíî, nS ≤ 2. Íàêîíåö, åñëè S èìååò ðàöèî-íàëüíóþ òî÷êó, òî æå âåðíî è äëÿ RK/F SB(B), ïîñêîëüêó S � çàìêíóòîåïîäìíîãîîáðàçèå â RK/F SB(B), è, ñëåäîâàòåëüíî, B ðàñùåïëÿåòñÿ. �Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè äàòü íàøå ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè ïðåäëîæåíèÿ 3.2.Èç òåîðåìû 2.4 ñëåäóåò, ÷òî X åñòü ëèáî ñâÿçêà êîíèê íàä ãëàäêîé êî-íèêîé, ëèáî ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè d = 1, . . . , 9. Â ïåðâîì ñëó÷àå
X èìååò ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó íàä ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F ñòåïåíè, äåëÿùåé
4, è, ñëåäîâàòåëüíî, nX äåëèò 4, ïðîòèâîðå÷èå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èìå-åì 6 |nX | d, ò.å. d = 6, è X ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööîñòåïåíè 6.Èç òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî

X = S(B, τ, L),ãäå B � àëãåáðà Àäçóìàÿ ðàíãà 9 ñ óíèòàðíîé èíâîëþöèåé τ íàä êâàäðà-òè÷íîé ýòàëüíîé F -àëãåáðîé K, à L � êóáè÷åñêàÿ ýòàëüíàÿ F -ïîäàëãåáðààëãåáðû B, ñîäåðæàùàÿñÿ â Sym(B, τ). Èç ï. (i) ëåììû 4.6 ñëåäóåò, ÷òî
K è B íå ðàñùåïëÿþòñÿ. Èç ï. (iii) ïðåäëîæåíèÿ 3.2 è ï. (ii) ëåììû 4.6ñëåäóåò, ÷òî K(Y ×F Z)-àëãåáðà

B ⊗K K(Y ×F Z)ðàñùåïëÿåòñÿ. �àñøèðåíèå K(Y ×F Z)/K(Z) åñòü ïîëå �óíêöèé êîíèêèíàä K(Z), à B ⊗K K(Z) � àëãåáðà ñòåïåíè 3 íàä K(Z), ñëåäîâàòåëüíî,
B⊗KK(Z) òàêæå ðàñùåïëÿåòñÿ. Â ñèëó òåîðåìû Øàòëå (ñì. íèæå) íåðàñ-ùåïèìàÿ K-àëãåáðà B ïîäîáíà DK èëè D⊗2

K . Ïîñêîëüêó B ñíàáæåíà èíâî-ëþöèåé âòîðîãî ðîäà, òî corK/F ([B]) = 0 â ñèëó [9, òåîðåìà 3.1℄. Èç òîãî,÷òî
2[D] = corK/F ([B]),çàêëþ÷àåì, ÷òî D è, ñëåäîâàòåëüíî, B ðàñùåïëÿåòñÿ, ïðîòèâîðå÷èå.5. �àñùåïëÿþùèå ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíûõìíîãîîáðàçèé êàíîíè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè íå áîëåå 2Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû èçó÷àåì ÿäðî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîð�èçìà ãðóïïÁðàóýðà BrF → BrF (X) â ñëó÷àå, êîãäà X � ãåîìåòðè÷åñêè óíèðàöèî-íàëüíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå êàíîíè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ≤ 2.Íàïîìíèì ñëåäóþùèé õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò:



14 Æ.-Ë. ÊÎËÜÎ-ÒÅËÅÍ, Í. À. ÊÀ�ÏÅÍÊÎ, AND À. Ñ. ÌÅ�ÊÓ�ÜÅÂÏðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü F � ïîëå, F � åãî ñåïàðàáàëüíîå çàìûêàíèå,
g = Gal(F/F ) � àáñîëþòíàÿ ãðóïïà �àëóà. Ïóñòü X/F � ñîáñòâåííîåãåîìåòðè÷åñêè öåëîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ òî÷íàÿïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → PicX → (PicX)g → BrF → BrX,ãäå BrX = H2
ét(X,Gm). Åñëè, êðîìå òîãî, ìíîãîîáðàçèå X/F � ãëàäêîå,òî îòîáðàæåíèå BrX → BrF (X) èíúåêòèâíî, è ìû èìååì òî÷íóþ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → PicX → (PicX)g → BrF → BrF (X).Ïîëîæèì
Br(F (X)/F ) := Ker[BrF → BrF (X)].Ñëåäóþùèé õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò Ô. Øàòëå. Âðàçìåðíîñòè 1, ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà A � êâàòåðíèîííàÿ àëãåáðà, à X �êîíèêà, îí âîñõîäèò ê Âèòòó.Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïóñòü X = SB(A) � ìíîãîîáðàçèå Ñåâåðè�Áðàóýðààëãåáðû A. Òîãäà Br(F (X)/F ) åñòü ïîäãðóïïà ãðóïïû BrF , ïîðîæäåííàÿêëàññîì àëãåáðû A.Ïðåäëîæåíèå 5.3. Ïóñòü F � ñîâåðøåííîå ïîëå, X � ãåîìåòðè÷åñêèðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü íàä F . Òîãäà èìååò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ÷åòûðåõ âîçìîæíîñòåé:(i) Ïîâåðõíîñòü X F -áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíà ïîâåðõíîñòè Ñåâåðè�Áðàóýðà, ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêðó÷åííóþ �îðìó ïëîñêîñòè P2. Â òà-êîì ñëó÷àå ãðóïïà Br(F (X)/F ) ðàâíà 0 èëè Z/3 è ïîðîæäàåòñÿ êëàññîìöåíòðàëüíîé ïðîñòîé àëãåáðû ñòåïåíè 3.(ii) Ïîâåðõíîñòü X F -áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíà ñêðó÷åííîé �îð-ìå ïîâåðõíîñòè P1 ×F P1. Òîãäà ãðóïïà Br(F (X)/F ) ðàâíà 0, Z/2 (è ïî-ðîæäàåòñÿ êëàññîì êâàòåðíèîííîé èëè áèêâàòåðíèîííîé àëãåáðû) èëè

Z/2 ⊕ Z/2 (è ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè äâóõ êâàòåðíèîííûõ àëãåáð).(iii) Ïîâåðõíîñòü X F -áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíà ñâÿçêå êîíèê íàäãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êîíèêîé. Òîãäà ãðóïïà Br(F (X)/F ) ðàâíà 0, Z/2 èëè
Z/2 ⊕ Z/2 è ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè äâóõ êâàòåðíèîííûõ àëãåáð.(iv) Br(F (X)/F ) = 0, ò.å. åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå BrF → BrF (X)èíúåêòèâíî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëå ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé (òåîðåìà 2.1) ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü X � ãëàäêàÿ, ïðîåêòèâíàÿ è F -ìèíèìàëüíàÿ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X � ïîâåðõíîñòü Ñåâåðè�Áðàóýðà SB(A), àññîöèè-ðîâàííàÿ ñ öåíòðàëüíîé ïðîñòîé F -àëãåáðîé A èíäåêñà 3. Òî, ÷òî ãðóïïà
Br(F (X)/F ) ðàâíà 0 èëè Z/3 è ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì öåíòðàëüíîé ïðîñòîéàëãåáðû ñòåïåíè 3, ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 5.2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X åñòü ñêðó÷åííàÿ �îðìà ïîâåðõíîñòè P1×F P1. Ïî-ñêîëüêó ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ ïîñëåäíåé åñòü ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå



�ÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ È ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÀß �ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÜ 15ãðóïïû PGL2 ×PGL2 è öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà 2, ïåðåñòàâëÿþùåéêîìïîíåíòû, òî
X = RK/F (C),ãäå K/F � ýòàëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ F -àëãåáðà, à C � êîíè÷åñêàÿ êðèâàÿíàä K. Åñëè K � ïîëå, òî, èñïîëüçóÿ [15, ñëåäñòâèå 2.12℄, ïîëó÷àåì, ÷òî

Br
(
F (X)/F

)
= corK/F

(
Br

(
K(C)/K

))
.Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.2 ãðóïïà Br

(
K(X)/K

) ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì íåêî-òîðîé êâàòåðíèîííîé àëãåáðû íàäK, è, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà Br
(
F (X)/F

)ïîðîæäàåòñÿ êîîãðàíè÷åíèåì êâàòåðíèîííîé àëãåáðû, ïðåäñòàâëÿþùèìñîáîé 0, êâàòåðíèîííóþ àëãåáðó, èëè áèêâàòåðíèîííóþ àëãåáðó.Åñëè K = F × F , òî
X = C ×F C

′,ãäå C è C ′ � êîíèêè íàä F . Â ýòîì ñëó÷àå Br
(
F (X)/F )

) åñòü �àêòîðãðóï-ïà ãðóïïû Z/2 ⊕ Z/2, ïîðîæäåííàÿ êëàññàìè êâàòåðíèîííûõ F -àëãåáð,àññîöèèðîâàííûõ ñ C1 è C2.Ïóñòü X/F � ñâÿçêà êîíèê íàä êîíèêîé Y . Òîãäà ãðóïïà Br
(
F (Y )/F

)åñòü 0 èëè ãðóïïà Z/2, ïîðîæäåííàÿ êëàññîì êâàòåðíèîííîé àëãåáðû Q,àññîöèèðîâàííîé ñ Y , è ÿäðî ãîìîìîð�èçìà
BrF (Y ) → BrF (X)åñòü 0 èëè Z/2. Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê ÿäðà ãîìîìîð�èçìà

BrF → BrF (X)äåëèò 4. Ïóñòü A/F � íåòðèâèàëüíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì èç Br
(
F (X)/F

),îòëè÷íàÿ îò Q. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Br
(
F (X)/F

) ñîäåðæèò êâàòåð-íèîííóþ àëãåáðó ñ äåëåíèåì, îòëè÷íóþ îò Q. Èíäåêñ àëãåáðû A íàä ïî-ëåì �óíêöèé F (Y ) íå ïðåâîñõîäèò 2. Â ñèëó �îðìóëû ðåäóêöèè èíäåêñà[18, òåîðåìà 1.3℄ èíäåêñ îäíîé èç F -àëãåáð A è A ⊗F Q íå ïðåâîñõîäèò 2,ò.å. îäíà èç ýòèõ äâóõ àëãåáð ïîäîáíà êâàòåðíèîííîé àëãåáðå ñ äåëåíèåì,îòëè÷íîé îò Q.Åñëè ïîâåðõíîñòü X íå F -èçîìîð�íà íè ñêðó÷åííîé �îðìå ïëîñêîñòè
P2, íè P1 ×F P1, íè ñâÿçêå êîíèê íàä êîíèêîé, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4è ëåììå 2.5, X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñ PicX ðàíãà 1 òàêàÿ, ÷òî êà-íîíè÷åñêèé êëàññ, êàê ýëåìåíò ãðóïïû PicX, íå äåëèì â íåé. Ïîñêîëüêóêîÿäðî åñòåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ

PicX → (PicX)gñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ êðó÷åíèÿ, òî ãðóïïà (PicX)g � ñâîáîäíàÿ ðàíãà 1.Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ïîðîæäàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì êëàññîì, è îòîáðàæåíèå
PicX → (PicX)g � èçîìîð�èçì. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.1 îòñþäà ñëåäóåò,÷òî Br(F (X)/F ) = 0. �



16 Æ.-Ë. ÊÎËÜÎ-ÒÅËÅÍ, Í. À. ÊÀ�ÏÅÍÊÎ, AND À. Ñ. ÌÅ�ÊÓ�ÜÅÂÇàìå÷àíèå 5.4. �åøàþùóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ïðåäëîæåíèÿèãðàþò òåîðåìà 2.4 è ëåììà 2.5, íî îíî íå òðåáóåò îáñóæäåíèÿ ïîâåðõíî-ñòåé äåëü Ïåööî, îòëè÷íûõ îò ïîâåðõíîñòåé Ñåâåðè�Áðàóýðà è ñêðó÷åí-íûõ �îðì ïîâåðõíîñòè P1 ×F P1. Ýòî æå çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ ê íèæå-ïðèâåäåííûì òåîðåìå 5.5 è ñëåäñòâèþ 5.7, è, ñëåäîâàòåëüíî, êî âòîðîìóäîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.3, äàííîìó â êîíöå ïàðàãðà�à.Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü W � ãëàäêîå, ñîáñòâåííîå, ãåîìåòðè÷åñêè óíèðà-öèîíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì F íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè.(i) Åñëè cdim(W ) = 1, òî Br
(
F (W )/F

) åñòü 0 èëè Z/2.(ii) Åñëè cdim(W ) = 2, òî
Br

(
F (W )/F

)
∈ {0, Z/2, Z/2 ⊕ Z/2, Z/3}.ßäðî ïîðîæäàåòñÿ êâàòåðíèîííîé àëãåáðîé, äâóìÿ êâàòåðíèîííûìè àë-ãåáðàìè, áèêâàòåðíèîííîé àëãåáðîé èëè êóáè÷åñêîé àëãåáðîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 3.1 ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ãåîìåòðè÷åñêèðàöèîíàëüíîå F -ïîäìíîãîîáðàçèå X ⊂ W ðàçìåðíîñòè 1 â ñëó÷àå (i) èðàçìåðíîñòè 2 â ñëó÷àå (ii). Ïîñêîëüêó ãðóïïà BrW èíúåêòèâíî îòîáðà-æàåòñÿ â BrF (W ), òî

Br
(
F (W )/F

)
⊂ Br

(
F (X)/F

)
.Åñëè X èìååò ðàçìåðíîñòü 1, òî X � ãëàäêàÿ êîíèêà. ßäðî ãîìîìîð�èçìà

BrF → BrF (X) åñòü 0 èëè Z/2.Â ñëó÷àå, êîãäà X èìååò ðàçìåðíîñòü 2, âîçìîæíûå âàðèàíòû äëÿ ãðóï-ïû Br
(
F (X)/F

) áûëè ïåðå÷èñëåíû â ïðåäëîæåíèè 5.3. �Çàìå÷àíèå 5.6. Ýòà æå òåîðåìà áóäåò ñïðàâåäëèâà, åñëè â íåé ïðåäïîëî-æèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå W íå îáÿçàòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêè óíèðàöèîíàëü-íî, à ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíî ñâÿçíî. Äåéñòâèòåëüíî, èç îáîèõ ïðåäïî-ëîæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå X ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíî ñâÿçíî.Ïîñêîëüêó X èìååò ðàçìåðíîñòü ≤ 2, à char(F ) = 0, òî X áóäåò ãåîìåòðè-÷åñêè ðàöèîíàëüíûì.Ñëåäñòâèå 5.7. ÏóñòüW/F � ãëàäêîå, ñîáñòâåííîå, ãåîìåòðè÷åñêè óíè-ðàöèîíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì F íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî cdim(W ) ≤ 2. Ïóñòü A è A′ � öåíòðàëüíûå F -àëãåáðû ñäåëåíèåì. Åñëè ñóùåñòâóåò F -ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå èç W â ïðîèç-âåäåíèå SB(A) ×F SB(A′), òî èìååò ìåñòî îäíî èç äâóõ:(1) A è A′ � êóáè÷åñêèå àëãåáðû, èëè(2) A è A′ � êâàòåðíèîííûå èëè áèêâàòåðíèîííûå àëãåáðû.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òàêîå ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò, òîêëàññû àëãåáð
A ∈ Ker[BrF → Br SB(A)] è A′ ∈ Ker[BrF → BrSB(A′)]ïðèíàäëåæàò Br

(
F (W )/F

). Òåïåðü òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåî-ðåìû 5.5. �



�ÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ È ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÀß �ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÜ 17Çàìå÷àíèå 5.8. Ñëåäñòâèå 5.7 îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè ïðåäïîëî-æèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå W íå îáÿçàòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêè óíèðàöèîíàëü-íî, à ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíî ñâÿçíî.Äàäèì òåïåðü íàøå âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3. Îíî íå èñ-ïîëüçóåò ìàòåðèàëà èç �4. Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè ïðåäëîæåíèÿ 3.2,òàê ÷òî Y (ñîîòâåòñòâåííî, Z) � ìíîãîîáðàçèå Ñåâåðè�Áðàóýðà íåêîòîðîéêâàòåðíèîííîé àëãåáðû (ñîîòâåòñòâåííî, àëãåáðû ñòåïåíè 3). Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî cdim(SB(A)) ≤ 2. Òîãäà è
cdim(Y ×F Z) ≤ 2.Ïðèìåíÿÿ âûøåóêàçàííîå ñëåäñòâèå 5.7 ê òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþìíîãîîáðàçèÿ Y ×F Z, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.Ìîæíî òàêæå ñêîìáèíèðîâàòü ïðåäëîæåíèÿ 3.2 è 5.3. Òåïåðü ÿñíî, ÷òîçäåñü ìû èñïîëüçóåì ï. (iv) ïðåäëîæåíèÿ 3.2 âìåñòî òîãî, ÷òîáû èñïîëü-çîâàòü ï. (iii) òîãî æå ïðåäëîæåíèÿ, êàê ýòî ñäåëàíî â íàøåì ïåðâîì äî-êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.3 (ñì. êîíåö �4).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ M. Artin, Lipman's proof of resolution of singularities for surfaes, hap. IX in ArithmetiGeometry, ed. G. Cornell and J. H. Silverman, Springer-Verlag 1986.[2℄ G. Berhuy and Z. Reihstein, On the notion of anonial dimension for algebrai groups,Advanes in Math. 198 (2005), no. 1, 128�171.[3℄ J.-L. Colliot-Th�el�ene, Cours �a l'IHP en 1999, notes available on the author's homepagehttp://www.math.u-psud.fr/∼olliot/liste-ours-exposes.html[4℄ K. R. Coombes, Every rational surfae is separably split, Comm. Math. Helv. 63 (1988)305�311.[5℄ F. Enriques, Sulle irrazionalit�a da ui pu�o farsi dipendere la risoluzione d'un' equazionealgebria f(x, y, z) = 0 on funzioni razionali di due parametri, Math. Ann. 49 (1897)1�23.[6℄ Â. À. Èñêîâñêèõ,Ìèíèìàëüíûå ìîäåëè ðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé íàä ïðîèçâîëü-íûìè ïîëÿìè, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ� 14 (1980) 17�39.[7℄ N. A. Karpenko, On anisotropy of orthogonal involutions, J. Ramanujan Math. So. 15(2000), no. 1, 1�22.[8℄ N. Karpenko and A. Merkurjev, Canonial p-dimension of algebrai groups, Advanes inMath. 205 (2006) 410�433[9℄ M.-A. Knus, A. Merkurjev, M. Rost, and J.-P. Tignol, The book of involutions, Amer.Math. So., Providene, RI, 1998, With a prefae in Frenh by J. Tits.[10℄ J. Koll�ar, Rational urves on algebrai varieties, Ergebnisse der Mathematik und ihrerGrenzgebiete, 3. Folge, Bd. 32, Springer Verlag 1996.[11℄ J. Lipman, Introdution to resolution of singularities, in Pro. of Symp. in Pure Math.29 (1975) 187�230.[12℄ J. Lipman, Desingularization of two-dimensional shemes, Ann. of Math. 107 (1978)151�207.[13℄ Yu. I. Manin, Cubi forms, 2nd edn., North-Holland 1986.[14℄ A. Merkurjev, Steenrod operations and degree formulas, J. reine angew. Math. 565(2003), 13�26.[15℄ A. S. Merkurjev and J.-P. Tignol, The multipliers of similitudes and the Brauer groupof homogeneous varieties, J. reine angew. Math. 461 (1995), 13�47.



18 Æ.-Ë. ÊÎËÜÎ-ÒÅËÅÍ, Í. À. ÊÀ�ÏÅÍÊÎ, AND À. Ñ. ÌÅ�ÊÓ�ÜÅÂ[16℄ S. Mori, Threefolds whose anonial bundles are not numerially e�etive, Ann. of Math.116 (1982), 133�176.[17℄ M. Rost, Remarks on Jordan algebras (dim9, deg 3), ubi surfaes, and del Pezzosurfaes (deg 6), Preprint, available on the author's homepagehttp://www.mathematik.uni-bielefeld.de/∼rost/ (1996).[18℄ A. Sho�eld and M. Van den Bergh, The index of a Brauer lass on a Brauer�Severivariety, Trans. Amer. Math. So. 333 (1992), no. 2, 729�739.[19℄ K. Zainoulline, Canonial p-dimensions of algebrai groups and degrees of basipolynomial invariants, Bull. London Math. So., to appear.CNRS, Math�ematiques, UMR 8628, B�atiment 425, Universit�e Paris-Sud, F-91405 Orsay, FRANCEE-mail address : Jean-Louis.Colliot-Thelene �a math.u-psud.frInstitut de Math�ematiques de Jussieu, Universit�e Pierre et Marie Curie -Paris 6, 4, plae Jussieu, F-75252 Paris CEDEX 05, FRANCEE-mail address : karpenko �a math.jussieu.frDepartment of Mathematis, University of California, Los Angeles, CA90095-1555, USAE-mail address : merkurev at math.ula.edu


