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GROUPE DE BRAUER NON RAMIFIÉ DE QUOTIENTS

PAR UN GROUPE FINI

J.-L. COLLIOT-THÉLÈNE

(Communicated by Lev Borisov)

Résumé. Soit k un corps, G un groupe fini, G ↪→ SLn,k un plongement.
Pour k algébriquement clos, Bogomolov a donné une formule pour le groupe
de Brauer non ramifié du quotient SLn,k/G. On examine ce que donne
sa méthode sur un corps k quelconque (de caractéristique nulle). Par cette
méthode purement algébrique, on retrouve et étend des résultats obtenus au
moyen de méthodes arithmétiques par Harari et par Demarche, comme la tri-
vialité du groupe de Brauer non ramifié pour k = Q et G d’ordre impair.

[Let k be a field, G a finite group, G ↪→ SLn,k an embedding. For k an
algebraically closed field, Bogomolov gave a formula for the unramified Brauer
group of the quotient SLn,k/G. We develop his method over any characteristic
zero field. This purely algebraic method enables us to recover and generalize
results of Harari and of Demarche over number fields, such as the triviality of
the unramified Brauer group for k = Q and G of odd order.]

1. Introduction

Soient k un corps de caractéristique zéro, k une clôture algébrique de k, et
g = Gal(k/k). À toute k-variété algébrique géométriquement intègre W , de corps
des fonctions k(W ), on associe d’une part son groupe de Brauer cohomologique
Br(W ) := H2

ét(W,Gm), d’autre part le groupe de Brauer non ramifié Brnr(k(W )/k)
qu’on notera ici simplement Brnr(k(W )). Pour la définition et les propriétés de base
de ces groupes, on renvoie à [8], [2] et [6]. Rappelons simplement que si W est lisse
sur k, alors la restriction au point générique induit une inclusion

Br(W ) ↪→ Br(k(W ))

et que si W est projective et lisse, alors, sous l’hypothèse car.(k) = 0, cette inclusion
induit un isomorphisme (cf. [2, (3.9)]):

Br(W )
∼−→ Brnr(k(W )).

Soit n ≥ 2 un entier, X = SLn,k et G un groupe fini vu comme k-groupe
constant, et G ↪→ SLn,k un k-plongement de groupes. Notons Y l’espace homogène
quotient X/G. Le corps des fonctions k(Y ) de Y est le corps k(X)G des invariants
du corps des fonctions k(X) sous l’action de G. L’extension de corps k(X)/k(Y )
est galoisienne de groupe G.

Ces notations seront conservées dans tout l’article.
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On se propose d’examiner le groupe de Brauer non ramifié Brnr(k(Y )). Comme
rappelé ci-dessous (lemme 2.1), ce groupe (à isomorphisme non unique près) ne
dépend que de G, il ne dépend ni de n ni du plongement G ↪→ SLn,k.

Comme Y est une k-variété lisse intègre, on a Brnr(k(Y )) ⊂ Br(Y ).
On va suivre ici la méthode purement algébrique qu’avait utilisée Bogomolov

([1], [6, Thm. 7.1]) lorsque k est algébriquement clos.
Ceci permet d’étendre au groupe Brnr(k(Y )) tout entier certains des résultats

établis par des méthodes arithmétiques par Harari [9] et par Demarche [7] sur le
sous-groupe “algébrique”

Brnr,1(k(Y )) := Ker[Brnr(k(Y )) → Br(k(Y ))],

sous-groupe formé des classes qui s’annulent par passage au corps des fonctions
k(Y ) de Y = Y ×k k.

En particulier, on montre ici (Corollaire 5.7) que pour tout corps k de carac-
téristique zéro ne possédant qu’un nombre fini de racines de l’unité, pour le quotient
Y = SLn,k/G avec G fini constant d’ordre premier au cardinal du groupe des racines
de l’unité dans k, on a Br(k) = Brnr(k(Y )).

Dans tout cet article, on suppose le corps de base k de caractéristique zéro.
Un grand nombre des résultats vaut sur un corps de base quelconque, si l’on se
limite à considérer des groupes finis G d’ordre premier à la caractéristique. En
caractéristique non nulle, pour de tels groupes, la condition Cyc(G, k) ci-dessous
est automatiquement satisfaite.

Je remercie le rapporteur pour sa lecture attentive du tapuscrit.

2. Notations et rappels

Pour tout premier p impair et tout entier r ≥ 1, l’extension k(μpr )/k est cyclique.
Il en est encore ainsi pour p = 2 si −1 est un carré dans k.

On note Cyc(G, k) la condition:
Pour tout sous-groupe cyclique Z/2r ⊂ G, l’extension k(μ2r )/k est cyclique.
Pour A un groupe abélien, n > 0 un entier et l un nombre premier, on note

A[n] ⊂ A le sous-groupe annulé par n et on note A{l} ⊂ A le sous-groupe de
torsion l-primaire.

Un k-groupe algébrique linéaire connexe H est dit spécial si pour toute k-variété
X tout torseur sur X sous H est localement trivial pour la topologie de Zariski. Les
groupes linéaires GLm,k, les groupes spéciaux linéaires SLn,k et les produits de tels
groupes sont spéciaux. Ce sont en outre des k-groupes k-rationnels: la k-variété
sous-jacente est k-birationnelle à un espace projectif.

On dit que deux k-variétés géométriquement intègres U et V sont stablement
k-birationnellement équivalentes s’il existe des espaces projectifs Pr

k et Ps
k tels que

U ×k Pr
k est k-birationnel à V ×k Ps

k. Pour deux telles k-variétés U et V , on a
Brnr(k(U)) � Brnr(k(V )) [6, Prop. 5.7]).

Lemme 2.1. Soit G un groupe fini. Si l’on a des plongements de k-groupes G↪→H1

et G ↪→ H2 où H1 et H2 sont des k-groupes algébriques spéciaux k-rationnels, alors:
(i) Les k-variétés H1/G et H2/G sont stablement k-birationnellement équiva-

lentes.
(ii) Brnr(k(H1/G)) � Brnr(k(H2/G)).

Démonstration. L’énoncé (i), variante du “lemme sans nom” est établi dans [6,
Prop. 4.9]. L’énoncé (ii) résulte alors de [6, Prop. 5.7]. �



This is a free offprint provided to the author by the publisher. Copyright restrictions may apply.

BRAUER NON RAMIFIÉ 1459

Proposition 2.2. Soient U et V deux k-variétés géométriquement intègres telles
que la k-variété U×kV soit k-birationnelle à un espace projectif Pn

k . Alors l’applica-
tion naturelle Br(k) → Brnr(k(U)) est un isomorphisme.

Démonstration. L’hypothèse sur U ×k V et le fait que le corps k soit infini assurent
que les k-points lisses sont Zariski-denses sur U et sur V . La projection

U ×k V → V

induit une inclusion de corps k ⊂ k(U) ⊂ k(U ×k V ) � k(Pn
k ) et donc des homo-

morphismes

Br(k) → Br(k(U)) → Br(k(U ×k V )) = Br(k(Pn)).

Ces homomorphismes sont injectifs. Ceci résulte par exemple du fait que les points
k-rationnels sont Zariski-denses sur la k-variété U et les points k(U)-rationnels
sont Zariski-denses sur la k(U)-variété V ×k k(U). D’après [6, Lemma 5.4], ces
homomorphismes induisent des homomorphismes

Br(k) → Brnr(k(U)) → Brnr(k(U ×k V )) = Brnr(k(P
n))

tous injectifs d’après ce qui précède. D’après [6, Prop. 5.7], l’application composée
est un isomorphisme. Ceci établit la proposition. �

3. Tores algébriques et invariants de groupes abéliens

La proposition suivante joue un rôle clé dans le présent article.

Proposition 3.1. Soit k un corps et T un k-tore déployé par une extension ga-
loisienne finie K/k de groupe de Galois un groupe métacyclique, i.e. dont tous les
sous-groupes de Sylow sont cycliques. Il existe alors un k-tore F tel que le produit
T ×k F soit k-birationnel à un espace projectif sur k.

Démonstration. On sait (Voskresenskĭı, Endo-Miyata; cf. [3]) que tout k-tore T
déployé par une extension galoisienne K/k admet une résolution flasque, c’est-à-
dire qu’il existe une suite exacte de k-tores déployés par l’extension K/k

1 → F → P → T → 1,

où P est un k-tore quasi-trivial, donc k-birationnel à un espace projectif et F est
un k-tore flasque (voir [3, §1, Lemme 3] et [3, §5]). D’après un théorème de Endo et
Miyata (voir [3, Prop. 2, p. 184]), tout k-tore flasque F déployé par une extension
métacyclique est un facteur direct d’un k-tore quasi-trivial: il existe un k-tore F ′

tel que le k-tore F ×k F ′ soit k-isomorphe à un k-tore quasi-trivial. Ceci implique
alors ([4, Prop. 7.4]) que le produit T ×k F est une k-variété k-rationnelle. On
peut le voir directement de la façon suivante. La suite exacte de k-tores ci-dessus
fait de P un torseur sur T sous F . La restriction de ce torseur au-dessus du point
générique de T , donc sur le corps des fonctions k(T ) de la k-variété T , a une classe
dans le groupe de cohomologie galoisienne H1(k(T ), F ). Comme F est un facteur
direct d’un tore quasi-trivial, le lemme de Shapiro et le théorème 90 de Hilbert
sur tout corps, et en particulier sur toute extension finie du corps k(T ), impliquent
H1(k(T ), F ) = 0. Le torseur sur T sous F défini par la suite exacte ci-dessus admet
donc une section sur un ouvert non vide de T , ce qui implique que le produit T×kF
est k-birationnel à la k-variété P , laquelle est un k-tore quasi-trivial, et donc est
un ouvert d’un espace affine AN

k . �
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L’énoncé suivant est une variante sur un corps non algébriquement clos d’un
théorème de Fischer (cf. [6, Prop. 4.3]).

Proposition 3.2. Soit G un groupe abélien fini, G ↪→ SLn,k un plongement et
Y = SLn,k/G. Supposons la condition Cyc(G, k) satisfaite.

(i) Il existe une k-variété Z telle que le produit Y ×k Z est k-birationnel à un
espace projectif sur k.

(ii) La flèche naturelle Br(k) → Brnr(k(Y )) est un isomorphisme.

Démonstration. Si l’on a G = G1 ×G2, un plongement G1 ↪→ X1, un plongement
G2 ↪→ X2 et un plongement G ↪→ X, où chacun des groupes X et Xi est un groupe
spécial k-rationnel, alors

X1/G1 ×X2/G2 = (X1 ×X2)/(G1 ×G2) = (X1 ×X2)/G,

et (X1 ×X2)/G est stablement k-birationnel à X/G d’après le lemme 2.1.
Pour établir la proposition, il suffit donc de considérer le cas où G = Z/pm est

un groupe abélien cyclique p-primaire, pour p un nombre premier. L’extension
k(μpm)/k est cyclique si p est impair, et c’est encore le cas si p = 2 d’après
l’hypothèse de la proposition.

Suivant Voskresenskĭı, rappelons comment cela se traduit en termes de tores.
Soit g = Gal(k(μpm)/k) et soit Ĝ = Hom(G,μpm) = μpm . Le groupe abélien
libre de base les éléments de μpm , qui est un g-module de permutation, s’envoie de

façon évidente et g-équivariante sur le groupe μpm . On note T̂G le noyau de cette
application. On a donc la suite exacte de g-modules continus discrets:

0 → T̂G →
⊕

ζ∈μpm

Z.ζ → Ĝ → 0.

Par dualité, on obtient une suite exacte de k-groupes algébriques de type multipli-
catif

1 → G → PG → TG → 1,

où G = Z/pm, TG est un k-tore et PG est un k-tore quasi-trivial, en particulier
un k-groupe spécial k-rationnel. Ainsi ([6, Prop. 4.9]), pour tout k-plongement
G ↪→ X = SLn,k, le quotient X/G est stablement k-birationnel au k-tore TG.
Le k-tore TG est déployé par l’extension cyclique k(μpm)/k. La proposition 3.1
s’applique à T = TG, ce qui établit l’énoncé (i) de la proposition 3.2. L’énoncé (ii)
de cette proposition résulte alors de (i) et de la proposition 2.2. �

Remarque 3.3. Dans [12, Thm. 2.1], pour G un groupe abélien, et sous l’hypothèse
Cyc(G, k), D. Saltman a établi l’existence d’une “extension générique” sur k. La
proposition 3.2 (i) donne une autre démonstration de son théorème.

4. G-modules

Soit G un groupe fini. Pour tout G-module M et tout entier i ≥ 0, on définit les
sous-groupes

Xi
ab(G,M) ⊂ Xi

bicyc(G,M) ⊂ Xi
cyc(G,M) ⊂ Hi(G,M)

comme les sous-groupes formés des éléments de Hi(G,M) dont la restriction à
chaque sous-groupe cyclique, resp. bicyclique, resp. abélien H ⊂ G est nulle.
Par définition, un groupe bicyclique est un groupe abélien engendré par deux
éléments. Un G-module de permutation est un groupe abélien libre qui admet
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une base respectée par l’action de G. C’est une somme directe de G-modules
HomH(Z[G],Z) � Z[G/H] pour divers sous-groupes H ⊂ G.

Lemme 4.1. Soit G un groupe fini.
(i) Pour M un G-module de permutation, on a H1(G,M) = 0.
(ii) Pour M un G-module sans torsion, on a

H1(G,M ⊗Q/Z)
∼−→ H2(G,M)

et, si l’action de G est triviale, H1(G,M) = 0.
(iii) Pour M un G-module avec action triviale, les groupes

X1
ab(G,M) ⊂ X1

bicyc(G,M) ⊂ X1
cyc(G,M)

sont nuls.
(iv) Pour M un G-module de permutation, les groupes

X2
ab(G,M) ⊂ X2

bicyc(G,M) ⊂ X2
cyc(G,M)

sont nuls.
(v) Soit

0 → A → B → C → 0

une suite exacte de G-modules. Si C est un G-module de permutation, cette suite
induit des isomorphismes

X2
ab(G,A)

�→ X2
ab(G,B),

X2
bicyc(G,A)

�→ X2
bicyc(G,B),

X2
cyc(G,A)

�→ X2
cyc(G,B).

(vi) Soit

0 → A → B → C → 0

une suite exacte de G-modules. Si C est un G-module sans torsion avec action
triviale de G, cette suite induit des isomorphismes

X2
ab(G,A)

�→ X2
ab(G,B),

X2
bicyc(G,A)

�→ X2
bicyc(G,B),

X2
cyc(G,A)

�→ X2
cyc(G,B).

Démonstration. Pour tout G-moduleM avec action triviale de G, on aH1(G,M) =
Hom(G,M). Ce groupe est nul si M est de plus sans torsion. En particulier on a
H1(G,Z) = Hom(G,Z) = 0. Utilisant la suite exacte de G-modules triviaux

0 → Z → Q → Q/Z → 0,

on obtient

X2
cyc(G,Z) � X1

cyc(G,Q/Z) = 0,

car tout caractère de G nul sur tout élément de G est nul.
Soit maintenant K ⊂ H ⊂ G des sous-groupes. Pour tout H-module A, on

définit le G-module coinduit MG
H (A) = HomH(Z[G], A) : voir [14, Chap. I, §2.5],

où ce G-module est noté MH
G (A). Si A est un H-module avec action trivale, alors

on a un isomorphisme de G-modules

HomH(Z[G], A) � Z[G/H]⊗A.
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On a une flèche évidente r : MG
H (A) → MG

K(A). Pour tout entier p, et pour tout
G-module A avec action triviale, on a un diagramme commutatif

Hp(G,MG
H (A))

ResGK
��

� �� Hp(H,A)

ResHK

��

Hp(K,MG
H (A))

r∗

��
Hp(K,MG

K(A))
� �� Hp(K,A)

où les isomorphismes horizontaux sont donnés par le lemme de Shapiro.
De ceci on déduit d’une part H1(G,Z[G/H]) � H1(H,Z) = 0, d’autre part, par

considération de tous les sous-groupes cycliques K ⊂ H,

X2
cyc(G,Z[G/H]) ⊂ X2

cyc(H,Z) = 0.

Ceci donne les énoncés (i) et (iv). Les autres énoncés en sont des conséquences
formelles. �

5. Les résultats

Les notations sont celles de l’introduction. En particulier, X = SLn,k, le groupe
G est un groupe fini vu comme k-groupe constant, G ↪→ SLn,k est un k-plongement
et Y est l’espace homogène quotient X/G.

On note Br0nr(k(Y )) le groupe de Brauer non ramifié normalisé, c’est-à-dire le
groupe des éléments de Brnr(k(Y )) ⊂ Br(Y ) qui s’annulent en l’image, par le k-
morphisme X → Y , du point 1 ∈ SLn(k) = X(k).

Comme l’extension de corps k(X)/k(Y ) est galoisienne de groupe G, et que l’on
a H1(G, k(X)×) = 0 d’après le théorème 90 de Hilbert, on a la suite exacte de
restriction-inflation [15, X, §4, Corollaire de la Proposition 6]:

0 → H2(G, k(X)×) → Br(k(Y )) → Br(k(X)).

On note H2
nr(G, k(X)×)) ⊂ Br(k(Y )) le groupe H2(G, k(X)×) ∩ Brnr(k(Y )).

Proposition 5.1. (i) Dans Br(k(Y )), on a H2(G, k(X)×) ∩ Br(k) = 0.
(ii) Le groupe H2

nr(G, k(X)×) ⊂ H2(G, k(X)×) ⊂ Br(k(Y )) cöıncide avec le
groupe Br0nr(k(Y )).

(iii) Le groupe H2
nr(G, k(X)×) = Br0nr(k(Y )) est fini.

Démonstration. Comme X(k) 	= ∅ et donc Y (k) 	= ∅, on a des inclusions naturelles
compatibles Br(k) ↪→ Brnr(k(Y )) et Br(k) ↪→ Brnr(k(X)). Comme H2(G, k(X)×)
a une image nulle dans Br(k(X)), l’intersection de H2(G, k(X)×) et de Br(k) dans
Br(k(Y )) est réduite à 0. Ceci établit (i). Par définition,

H2
nr(G, k(X)×) = H2(G, k(X)×) ∩ Brnr(k(Y )) ⊂ Br(k(Y )).

Une classe dans ce groupe a une image triviale dans Br(k(X)) et donc une image
triviale par évaluation au point image de 1 ∈ X(k). On a donc

H2
nr(G, k(X)×) ⊂ Br0nr(k(Y )).

Par ailleurs, l’image de tout élément de Br0nr(k(Y )) ⊂ Br(k(Y )) dans Brnr(k(X))
est une classe d’une part triviale en 1 ∈ X(k) d’autre part constante car X étant
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une variété k-rationnelle, l’application Br(k) ↪→ Brnr(k(X)) est un isomorphisme
[6, Prop. 5.7]. Ainsi Br0nr(k(Y )) est dans le noyau de la flèche de restriction
Br(k(Y )) → Br(k(X)), donc Br0nr(k(Y )) ⊂ H2(G, k(X)×) d’après la suite de
restriction-inflation citée ci-dessus, et donc Br0nr(k(Y )) ⊂ H2

nr(G, k(X)×). Tout
ceci établit (ii).

L’énoncé de finitude (iii) vaut plus généralement pour les corps de fonctions de
variétés projectives, lisses, géométriquement connexes qui sont géométriquement
unirationnelles. Rappelons la démonstration. Pour toute k-variété projective, lisse,
géométriquement intègre Z, notant Z = Z ×k k, la suite spectrale de Leray pour le
morphisme Z → Spec k, la topologie étale, et le faisceau Gm sur Z donne naissance
à une suite exacte

Br(k) → Ker[Br(Z) → Br(Z)] → H1(g,Pic(Z)).

Voir par exemple [5, (1.5.0), p. 386] ou [16, (2.23), p. 30]. Sous l’hypothèse
car.(k) = 0, si Z est géométriquement unirationnelle, sa variété de Picard est
triviale, ce qui implique que le module galoisien Pic(Z) cöıncide avec le groupe
de Néron-Severi de Z, donc est un groupe de type fini. Comme de plus Z est
géométriquement unirationnelle, par un théorème de Serre [13, Prop. 1], son
groupe fondamental géométrique est nul, et donc Pic(Z) est sans torsion. Ainsi
Pic(Z) est un groupe abélien libre de type fini et donc le groupe H1(g,Pic(Z)) est
fini. Par hypothèse, il existe une application rationnelle dominante génériquement
finie de Pd

k
vers Z , où d est la dimension de Z. Ceci définit une extension

finie de corps k(Pd)/k(Z) de degré disons n > 0. Par un argument bien connu
(lemme 5.2 ci-dessous) on en déduit que l’homomorphisme Br((k(Z)) → Br(k(Pd))
a son noyau annulé par n. Cet homomorphisme envoie Br(Z) = Brnr(k(Z)) dans
Brnr(k(P

d)) = 0. Ainsi Br(Z) est annulé par un entier positif n. Une application
de la suite de Kummer en cohomologie étale ([8, II, §3]) montre que le groupe de
n-torsion Br(Z)[n] est un quotient du groupe de cohomologie étaleH2

ét(Z, μn), et on

sait bien que ce groupe est fini. Donc Br(Z) est fini, et donc finalement le quotient
de Br(Z) par l’image de Br(k) est fini. L’hypothèse car.(k) = 0 garantit (Hironaka)
l’existence d’une k-compactification lisse Z de la k-variété lisse Y = SLn,k/G. On a

(cf. [2]) Br(Z) = Brnr(k(Y )), et Br(Z)/Br(k) = Brnr(k(Y ))/Br(k) � Br0nr(k(Y )).
Ainsi Br0nr(k(Y )) est fini. �

On a utilisé le lemme bien connu suivant.

Lemme 5.2. Soit F/E une extension séparable de corps de degré n. L’application
induite Br(E) → Br(F ) sur les groupes de Brauer a son noyau annulé par n.

Démonstration. Soit Es/E une clôture séparable contenant le corps F . Soit G =
Gal(Es/E) et H ⊂ G le sous-groupe ouvert H = Gal(Es/F ) du groupe profini G.
Une application de [14, Chap. I, §2.4, Prop. 9], au module galoisien continu discret
A = E×

s et à q = 2, montre que le noyau de la flèche de restriction H2(G,E×
s ) →

H2(H,E×
s ) est annulé par n. Or cette application n’est autre que la flèche de

restriction Br(E) → Br(F ) ([15, Chap. X]). �
Notons que dans la décomposition d’un élément non ramifié de

H2(G, k(X)×) ⊂ Br(k(Y ))

en ses composantes p-primaires pour chaque premier p, chacune de celles-ci est non
ramifiée.
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Théorème 5.3. (i) Supposons le groupe G abélien. Si la condition Cyc(G, k) est
satisfaite, alors Br0nr(k(Y )) = 0.

(ii) Supposons le groupe G abélien. On a 2.Br0nr(k(Y )) = 0.
Soit G fini quelconque.
(iii) Pour tout sous-groupe abélien A ⊂ G, l’image de H2

nr(G, k(X)×) dans
H2(A, k(X)×) est annulée par 2.

(iv) Si la condition Cyc(G, k) est satisfaite, pour tout sous-groupe abélien A ⊂ G,
l’image de H2

nr(G, k(X)×) dans H2(A, k(X)×) est nulle.

Démonstration. L’énoncé (i) n’est qu’une reformulation du point (ii) de la propo-
sition 3.2. Soit K=k(

√
−1). La condition Cyc(G,K) est satisfaite. On conclut

Br0nr(K(Y )) = 0. Par corestriction-restriction de k à K, ceci implique

2.Br0nr(k(Y )) = 0,

c’est-à-dire (ii). Les énoncés (iii) et (iv) résultent alors simplement de (i) et (ii) et
du fait que pour tout sous-groupe H ⊂ G, la flèche de restriction H2(G, k(X)×) →
H2(H, k(X)×) envoie le sous-groupe H2

nr(G, k(X)×) ⊂ Brnr(k(X)G) dans le sous-
groupe H2

nr(H, k(X)×) ⊂ Brnr(k(X)H) (voir [6, Lemma 5.5]). �

Remarque 5.4. La proposition 3.2 implique aussi un énoncé sur la cohomologie non
ramifiée de degré quelconque (cf. [2]). Soient i ≥ 0 et m ≥ 1 des entiers, j ∈ Z.
Alors:

(i) Tout élément normalisé de Hi
nr(k(X)G, μ⊗j

m ) a une image nulle dans le groupe
Hi(k(X)A, μ⊗j

m ) pour tout sous-groupe abélien A ⊂ G d’ordre impair.
(ii) Si la condition Cyc(G, k) est satisfaite, tout élément normalisé du groupe

Hi
nr(k(X)G, μ⊗j

m ) a une image nulle dans Hi(k(X)A, μ⊗j
m ) pour tout sous-groupe

abélien A ⊂ G.

Théorème 5.5. Supposons la condition Cyc(G, k) satisfaite. Soit μ(k) le groupe
des racines de l’unité dans k.

(a) La flèche naturelle

H2(G, k×) → H2(G, k(X)×)

induit un isomorphisme entre un sous-groupe de X2
ab(G, k×) et H2

nr(G, k(X)×).
(b) La flèche H2(G,μ(k)) → H2(G, k×) induit un isomorphisme de groupes

X2
ab(G,μ(k))

�→ X2
ab(G, k×),

et la flèche composée

H2(G,μ(k)) → H2(G, k×) → H2(G, k(X)×)

identifie un sous-groupe du groupe X2
ab(G,μ(k)) avec le groupe

Br0nr(k(Y )) ⊂ H2(G, k(X)×).

Démonstration. Toute fonction inversible sur le groupe X = SLn,k est constante,
et le groupe de Picard de SLn,k est nul. La flèche diviseur k(X)× → Div(X) sur le
corps des fonctions de X donne donc naissance à une suite exacte de G-modules

1 → k× → k(X)× → Div(X) → 0.

Le G-module Div(X) est le groupe abélien libre sur les points de codimension 1 de
X. C’est donc un G-module de permutation.
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Le lemme 4.1 (v) donne alors

X2
ab(G, k×)

�→ X2
ab(G, k(X)×).

D’après le théorème 5.3, on a une injection

H2
nr(G, k(X)×) ↪→ X2

ab(G, k(X)×),

ce qui établit (a).
Pour tout corps k on a la suite exacte de G-modules (avec action triviale)

1 → μ(k) → k× → k×/μ(k) → 1

où R := k×/μ(k) est sans torsion. D’après le lemme 4.1 (vi), on a

X2
ab(G,μ(k))

�→ X2
ab(G, k×).

L’énoncé (b) résulte alors de l’énoncé (a) et de la proposition 5.1(ii). �

Remarque 5.6. Sous l’hypothèse Cyc(G, k), cet argument donne une autre démons-
tration de la finitude de Br0nr(k(Y )) (proposition 5.1). Il suffit d’observer que le
groupe H2(G,μ(k)), et donc aussi X2

ab(G,μ(k)) ⊂ H2(G,μ(k)), est fini. Soit l
premier divisant l’ordre de G. Le groupe μ(k){l} est soit fini soit isomorphe à
Ql/Zl. Dans les deux cas, le groupe H2(G,μ(k){l}) est fini. C’est clair dans le

premier cas. Dans le second, H2(G,Ql/Zl)
∼−→ H3(G,Z){l}. Si l’on ne fait pas

l’hypothèse Cyc(G, k), cet argument donne au moins la finitude du sous-groupe⊕
l �=2 Br

0
nr(k(Y )){l} (torsion impaire du groupe de torsion Br0nr(k(Y ))).

Corollaire 5.7. Soit μ(k) le groupe des racines de l’unité dans k.
(a) Si le groupe μ(k) est fini et d’ordre premier à celui de G (ce qui implique que

l’ordre de G est impair et Cyc(G, k) satisfaite), alors Br0nr(k(Y )) = 0.
(b) Pour k = Q et G d’ordre impair, on a Br(Q) = Brnr(Q(Y )).
(c) Soit k = R.
(c1) On a Br0nr(R(Y )) ⊂ X2

ab(G,Z/2).
(c2) On a 2.Brnr(R(Y )) = 0.
(c3) Si les 2-sous-groupes de Sylow de G sont abéliens, alors

Br0nr(R(Y )) = 0.

Démonstration. Dans le cas (a), on a H2(G,μ(k)) = 0, car ce groupe est annulé par
l’ordre de G et par l’ordre de μ(k). Le théorème 5.5 donne alors (a), et (b) est alors
une conséquence immédiate, puisque μ(Q) = Z/2. Sur R, la condition Cyc(G,R)
est trivialement satisfaite, et μ(R) = Z/2. Ceci donne (c1) et, comme conséquence
triviale, (c2). Un argument de corestriction-restriction bien connu (remarque entre
crochets suivant [14, Chap. I, §2.4, Corollaire de la Proposition 9]) montre que si
les 2-groupes de Sylow de G sont abéliens, alors le groupe abélien X2

ab(G,Z/2) est
annulé par un entier impair. Comme ce groupe est clairement annulé par 2, il est
nul. Compte tenu de (c1), on obtient (c3). �

Remarque 5.8. Dans la situation du (a) du corollaire 5.7 ci-dessus, sur un corps de
nombres, par une méthode arithmétique, Demarche [7, Thm. 5] a établi la nullité
du groupe Br0nr,1(k(Y )) ⊂ Br0nr(k(Y )).
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Remarque 5.9. Comme me l’a indiqué C. Demarche, les p-groupes qu’il étudie dans
[7, §6] fournissent, pour p = 2, un exemple de groupe fini G d’ordre 64 tel que le
groupe de Brauer non ramifié normalisé Br0nr(Q(Y )) possède un élément algébrique
(i.e. nul dans Br(Q(Y ))) qui ne s’annule pas dans Br0nr(R(Y )).

L’isomorphisme X2
bicyc(G, k×)

�→ H2
nr(G, k(X)×) dans l’énoncé suivant, généra-

lisation du théorème de Bogomolov pour k = k, a déjà été obtenu par Nguyen Thi
Kim Ngan dans sa thèse [11, Thm. 3.2.2].

Théorème 5.10. Supposons que pour tout groupe cyclique Z/m ⊂ G, on a l’égalité
μm(k) = μm(k). On a alors des isomorphismes de groupes finis

X2
ab(G, k×)

�→ X2
bicyc(G, k×)

�→ H2
nr(G, k(X)×)

et

X2
ab(G,μ(k))

�→ X2
bicyc(G,μ(k))

�→ H2
nr(G, k(X)×).

Démonstration. L’hypothèse faite sur les racines de l’unité implique que Cyc(G, k)
est satisfaite.

D’après le théorème 5.3, on a les inclusions

H2
nr(G, k(X)×) ⊂ X2

ab(G, k(X)×) ⊂ X2
bicyc(G, k(X)×).

L’hypothèse faite sur les racines de l’unité implique aussi que pour tout anneau
de valuation discrète de rang 1 de k(X)G, contenant k, l’action des sous-groupes
de décomposition de G sur l’inertie est triviale. On peut donc copier l’argument de
Bogomolov (cf. [6, Thm. 6.1, Thm. 7.1]), qui mène à l’inclusion

X2
bicyc(G, k(X)×) ⊂ H2

nr(G, k(X)×).

Dans H2(G, k(X)×), on a donc les égalités

X2
ab(G, k(X)×) = X2

bicyc(G, k(X)×) = H2
nr(G, k(X)×).

Comme dans la démonstration du théorème 5.5, on déduit du lemme 4.1 les
isomorphismes

X2
ab(G, k×)

�→ X2
ab(G, k(X)×)

X2
bicyc(G, k×)

�→ X2
bicyc(G, k(X)×)

X2
bicyc(G,μ(k))

�→ X2
bicyc(G, k×)

X2
ab(G,μ(k))

�→ X2
ab(G, k×). �

Notons Ĝ = Hom(G,Q/Z) le groupe des caractères du groupe G.

Théorème 5.11. Supposons que le corps k ne contient qu’un nombre fini de racines
de l’unité, et supposons la condition Cyc(G, k) satisfaite.

(i) Soit r > 0 tel que μ(k) = μr(k). Le groupe de Brauer non ramifié algébrique
normalisé

Ker[Br0nr(k(X)G) → Br(k(X)G)] = Ker[H2
nr(G, k(X)×) → H2(G, k(X)×)]

s’identifie à un sous-groupe de Ker[Ĝ/r →
∏

A Â/r], où A parcourt les sous-groupes
abéliens de G.

(ii) Si G est un groupe simple non abélien, on a Br0nr(k(X)G) = 0.
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Démonstration. Le théorème 5.5 donne un plongement

Br0nr(k(X)G) ↪→ X2
ab(G,μ(k)).

Par ailleurs, sur k, d’après Bogomolov (Thm. 5.10 ci-dessus) on a un isomorphisme

Br0nr(k(X)G)
�→ X2

ab(G,μ(k)).

Les flèches Br0nr(k(X)G) → H2(G,μ(k)) et Br0nr(k(X)G) → H2(G,μ(k)) sont com-
patibles, comme on le vérifie immédiatement. On a donc un plongement

Ker[Br0nr(k(X)G) → Br0nr(k(X)G)] ↪→ Ker[H2(G,μ(k)) → H2(G,μ(k))],

et donc un plongement

Ker[Br0nr(k(X)G) → Br0nr(k(X)G)] ↪→ Ker[X2
ab(G,μ(k)) → X2

ab(G,μ(k))].

On a la suite exacte de G-modules avec action triviale

1 → μ(k) → μ(k)
x�→xr

−→ μ(k) → 1.

Fixons un isomorphisme Q/Z
�→ μ(k). Pour tout sous-groupe H ⊂ G, de groupe

des caractères Ĥ = Hom(H,Q/Z), en prenant la H-cohomologie de la suite exacte
ci-dessus, on obtient une suite exacte

0 → Ĥ/r → H2(H,μ(k)) → H2(H,μ(k)).

Passant du groupe G à l’ensemble de ses sous-groupes abéliens A, on obtient un
diagramme commutatif de suites exactes:

0 0
⏐⏐�

⏐⏐�

X2
ab(G,μ(k)) −−−−→ X2

ab(G,μ(k))
⏐⏐�

⏐⏐�

0 −−−−→ Ĝ/r −−−−→ H2(G,μ(k)) −−−−→ H2(G,μ(k))
⏐⏐�

⏐⏐�
⏐⏐�

0 −−−−→
∏

A Â/r −−−−→
∏

AH2(A, μ(k)) −−−−→
∏

A H2(A, μ(k))

d’où l’on déduit un isomorphisme

Ker[X2
ab(G,μ(k)) → X2

ab(G,μ(k))] � Ker[Ĝ/r →
∏

A

Â/r].

Ceci établit l’énoncé (i).

Si G est comme en (ii), alors d’une part Ĝ = 0, d’autre part

Br0nr(k(X)G) = 0,

d’après Kunyavskĭı [10]. L’énoncé (ii) résulte donc de (i). �

Remarque 5.12. Le théorème 5.11 s’applique aux corps de nombres et plus géné-
ralement aux corps de type fini sur un corps de nombres, mais aussi aux corps
p-adiques et aussi aux réels. Sur de tels corps, on voit donc que si le groupe G
n’a pas de caractères, le groupe de Brauer non ramifié algébrique normalisé est nul.
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Sur un corps de nombres, ceci avait été établi par Harari [9, Prop. 4], qui donne une
formule pour le groupe de Brauer non ramifié algébrique normalisé comme sous-
groupe de H1(g,Hom(G,Q/Z(1))), formule qui implique clairement que ce groupe
est nul si G n’a pas de caractères.

Pour les réels, on obtient l’énoncé suivant.

Corollaire 5.13. Soit k = R. Le groupe de Brauer non ramifié algébrique nor-
malisé de R(X)G

Ker[Br0nr(R(X)G) → Br(C(X)G)]

s’identifie à un sous-groupe de Ker[Ĝ/2 →
∏

A Â/2], où A parcourt les sous-groupes
abéliens de G.
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groupe algébrique fini, Bull. Soc. Math. France 135 (2007), no. 4, 549–564. MR2439198
(2009f:11041)
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