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Exercice 1 (a) On a f1(2(1,1)) = f1(2,2) =4 et 2f1(1,1) = 2, donc f1(2(1,1)) # 2f1(1,1) : Papplication fy

(b)

n’est pas linéaire.

Sizi,z0 € Ret A € R, on a fa(z1 + Aza) = (0,2(z1 + Az2)) = (0,221) + A(0,222) donc fao(zy + Axe2) =
fo(x1) + Afa(z2). L’application fo est donc linéaire.

On a fa2(x) = (0,0) = (0,2z) = (0,0) = xz = 0, donc Ker(fz) = {0}. On a Im(f2) = R(0,1). L’application
f2 est injective, mais pas surjective.

On a f3(1) = (0,2), la matrice de f> dans les bases canoniques est donc [(2]] .

On a f3(i) = —i # i =1if3(1) : Papplication f3 n’est pas C-linéaire.

Soient 21,20 € Cet A € R, on a fy(21 + Az2) = 21 + A2z = Z1 + AZ2. Comme A € R, on a A = X. On a donc
fa(z1 + Az2) = fa(z1) + Afa(z2). L’application f4 est donc linéaire.

On a fa(f4(2)) = z : Vapplication fs est donc bijective, et donc Ker(fs) = {0} et Im(fy) =C.

La base canonique de C sur R est (1,4). On a f4(1) = 1 et f4(i) = —i, la matrice de f4 dans la base

canonique est donc {(1] _01]

) On a f5(0,0) = 1 # 0 : Papplication f5 n’est pas linéaire.

Soient (z1,y1), (z2,y2) ER2 et A € R. On a (21, 1) + A(@2,y2) = (z1 + Az2,y1 + Ay2), donc fe((xl,yl) +
)\(mz,?ﬁ)) — (z1+>\z2-2|-y1+/\y2, z1+>\z2;y1+>\yz) — (w1+y1+/2\(z2+yz)’ $1—y1+/2\($2—y2)) et donc fe((-771,y1) +

Mz, y2)) = (Bir 4 N22fwe 2wy | 22 ¥3) = fo(zq,41) + Afe(2a,y2). L'application fs est donc li-
néaire.

Si (z,y) € Ker(fg),onaz+y=0et z—y=0,donc z =y =0, i.e. Ker(fs) = {0} et application fs est
injective.

Si (a,8) € R%, on a fe(a+ B,a — B) = (a, B) : I'application fg est surjective et Im(fs) = R2.

1
On a fg(1,0) = (3,3) et f¢(0,1) = (3, —3)- La matrice de fg dans la base canonique est donc |3 __].

N
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Un calcul analogue & celui du (f) montre que f; est linéaire. On a (z,y,2) € Ker(f;) si et seulement si

x = —y et z = 3y i.e. siet seulement si (z,y,2) = (—y,y,3y). On a donc Ker(f7) = R(—1,1,3). En

particulier, application f; n’est pas injective.

Si (a,8) € R%, on a f7(,0,8 — a) = (a, B) : application f; est surjective et Im(f7) = R2.

On a f7(1,0,0) = (1,1), f7(0,1,0) = (1,—-2) et f7(0,0,1) = (0,1). La matrice de f; dans la base canonique
1 1 0

est donc 1 -9 1l

Si P,Q € R,[X]et A€ R, ona(P+AQ) =P + AQ'". L’application fg est donc linéaire.

SiP=ay+a X+ -+a, X", ona f3(P) =a; +2aX +---+na, X" 1. On a donc fzg(P) =P =0

si et seulement si a3 = --- = a, = 0 i.e. si et seulement si P € R (polynéme contant). On a donc

Ker(fs) = R et fs n’est pas injective. Comme fg(P) = a; +2asX +---+na, X" !, on a Im(fs) C R,_1[X].

SiQ=bp+0hX+---+ bn_an_l € an_l[X], on a fg(boX + b2—1X2 R o b"T_an) =Qet Q€ Im(fg) :

on a Im(fs) = R,_1[X] et fs n’est pas surjective.

La base canonique de R,[X] est (1,X,...,X"). Pour i € {0,1,...,n}, on a fg(X?) = iX*~!. La matrice de

[0 1 0 07
0 2 0
fs dans la base canonique est donc 0 .
n—1 0
o . " 0 n
0o 0 -~ -~ - 0

Si P,QeR,[X]et A€ R, onaX(P+AQ)=XP+)XQ. Lapplication fy est donc linéaire.

SiP=ay+a1 X +--+a,X" ona fo(P) =asX +a1 X2+ ---+a,X"!. On a donc fo(P) = 0 si et
seulement si ag = -+ = ap = 0 i.e. si et seulement si P = 0. On a donc Ker(fg) = {0} et fy est injective.
Comme fo(P) = agX + a1 X2+ --- + a, X" on a Im(fy) = {Q € Ryy1[X], Q(0) = 0}, en particulier fo



n’est pas surjective.
Pour i € {0,1,...,n}, on a fo(X?) = X1, La matrice de fy9 dans la base canonique est donc

[T 0
1 0
0 1

0
.0 1 0
0 -+ -~ 0 1]

Remarque : cette matrice a n + 1 lignes et n colonnes.

Exercice 2 (a) Ona2f(1,-1) = (4,6) # (3,2) = f(2,-2) = f(2(1,1)) : il n’existe aucune application linéaire
f telle que f(1,—-1) =(2,3) et f(2,-2) = (3,2).

(b) La famille {(1,—-1),(1,1)} est libre, il existe donc une application linéaire f telle que f(1,—1) = (2,3) et
f(1,1) = (3,2) (comme R? est de dimension 2, la famille ((1,—1), (1,1)) est méme une base : il en existe
en fait une seule).

(¢) Toute application linéaire f vérifiant f(1,—1) = (2,3) (c’est le cas de 'application définie par (b)) vérifie
aussi f(3,—3) = 3f(1,—1) = (6,9). 1l existe donc une application linéaire f telle que f(1,—1) = (2,3) et
f(3,=3) =(6,9) (il y en a en fait une infinité, autant que de choix possibles pour f(1,1) par exemple).

Exercice 3 L’ensemble F' des applications de classe C™ est stable par dérivation, addition et multiplication. Si
f€F ona f € F. Comme x — 2z appartient & F, on a bien D(f) € F. On peut donc parler de ’application
D:F—F.

Montrons qu’elle est linéaire : soient f,g € F, A € Ret z € R. Ona D(f+Ag)(z) = (f+Ag)'(z) —2z(f +Mg)(z) =
f'(@) + g (z) = 22(f (2) + Ag(2)) = f'(z) — 22 f () + A(¢' (z) — 2zg(x)) soit D(f +Ag)(z) = D(f)(z) +AD(g)(=).
Comme c’est vrai pour tout ¢ € R, on a bien D(f + A\g) = D(f) + AD(g) et D est linéaire.

Soit f € Ker(D), on a f'(z) — 2zf(z) = 0 pour tout z € R. Il existe donc A € R tel que f est ’application
T Xe® . Le sous-espace Ker(D) de F est donc la droite engendrée par la fonction z — e’

Calcul de Im(D) : on cherche quelles sont les fonctions g € F telles qu’il existe f € F avec D(f) = g i.e.
f'(x) — 2z f(x) = g(x). Pour résoudre cette équation différentielle, on utilise la méthode de la variation de la
constante : on cherche f sous la forme z — A(z)e® . L'équation se réécrit X' (z)e® = g(z) soit N (z) = g(z)e~ 2.

Or pour tout g € F, cette équation a des solutions dans F' (par exemple \g: z — [ g(t)e‘t2 dt, qui est bien une
0

fonction de classe C* car g ’est). On a donc Im(D) = F et D est surjective.

Remarque : si ¢ est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, il résulte du théoréme noyau-
image qu’on a 'implication ¢ surjectif = ¢ injectif. Ici on peut avoir D surjectif et pas injectif parce que F est
dimension infinie.

Exercice 4 (a) Comme f est un endomorphisme d’un espace de dimension finie, pour prouver que f est
bijective, il suffit de montrer qu’elle est injective (cela résulte du théoréme noyau-image) 4.e. que son noyau
est nul. Mais comme on nous demande de calculer f~!, on ne procéde pas ainsi : on va résoudre I’équation

(*)  fla, B8,7) = (2,9, 2).

Cette équation équivaut au systéme suivant :

a +8 +y = =z (L1)
$) {2 48 =y (12)
2a +y = 2z (L3)
On applique la méthode du pivot :
o 8 4y = = (D)
(S) «<— 200 +8 = Yy (L2)
3a = —z+4+y+z (L2)+(L3)—(L1)
3a =—z4+y+=z
= 358 =2r+y—2z2

3y =2z —-2y+=z2

Pour tout (z,y,z) € R?, ’équation (*) admet une unique solution : ’application f est bijective. Par ailleurs,
ona fl(z,y,2) = %(—a: +y+2,2c+y—22,2cr—2y+ 2).



(b) Soit v = (x,y,2) € R3. Comme f est bijective, on a v € f(F) & f~!(v) € F. Comme f~!(v) =

[Hz,y,2) = s(—z+y+2,20+y—22,22—2y+2),0onav € f(F) & (—z+y+2,2z+y—22,20—2y+2) €
Foe2—z+y+2)+2x+y—22)+ (22 — 2y +2) = 0 soit v € f(F) & 2z 4+ y + z = 0. Le sous-espace
f(F) admet donc 2z + y + z = 0 pour équation cartésienne (on a donc f(F) = F).

Exercice 5 (a) On a f(1,0,0) = (1,2,2), f(0,1,0) = (2,1,2) et f(0,0,1) = (—2,—2,—3). La matrice de f
dans la base canonique est donc

1 2 =2

A=12 1 =2

2 2 -3

(b) On a f(ul) = f(]-)]-;l) = (17151) = U, f(U2) = f(_]-)]-ao) = (17_1a0) = —uz et f(U3) = f(1’05 1) =
(=1,0,—1) = —u3. La matrice de f dans la base B’ = (u1,u2,us3) est donc

1 0 0

A'=10 -1 0
0 0 -1

Interprétation géométrique : l'application f laisse tout vecteur de Vect(u;) invariant et transforme les
vecteurs de Vect{usz, us } en leur opposé, c’est donc la symétrie par rapport  la droite Vect(u,) parallélement
au plan Vect{us,usz}.

(¢) D’aprés la formule de changement de base, on peut prendre pour P la matrice de changement de base de
la base canonique & %B'. Elle s’écrit

-1
P =

—
=

1
0

Exercice 6 (a) Comme la famille 4l a trois éléments et dimg(R?) = 3, il suffit de montrer que i est génératrice
(remarque : il suffit aussi de montrer qu’elle est libre, en résolvant un systéme). Posons e; = (1,0,0),
e = (0,1,0) et e3 = (0,0,1) (de sorte que B3z = (e, e2,€3)). On a e = uy — ug € Vect(Y), d’o
e3 = u; —us — e € Vect(U) et e; = up — ez € Vect(U). On a donc {ey, es,e3} C Vect(ih) d’ott Vect (i) = R3
et 4 est génératrice.

De méme, il suffit de montrer que U est génératrice. Posons e = (1,0) et e, = (0,1) (de sorte que
By = (el,€h)). On a €] = L(v1 +v2) et €} = 2(v1 — v2) donc {e}, ey} C Vect(V) et B est génératrice.

(b)

(1)

(i)

(iii)

Rappelons que B3 = (e1,e2,e3). On a f(e;) = f(1,0,0) = (—=1,1), f(e2) = f(0,1,0) = (1,2) et
f(es) = £(0,0,1) = (0,1). La matrice de f dans les bases B3 et By s’écrit donc

-1 10
A_[l 2 1]'

Rappelons que B, = (ef,e}). On a €] = L(v1 + v2) et €y = $(v1 — v2), donc f(e1) = (-1,1) =
1

—e}+e) = —vy. Deméme, on a f(e2) = (1,2) = e} +2eh, = 3v;—1va et fes) = (0,1) = €} = Lv1—10va.
La matrice de f dans les bases B3 et U s’écrit donc
0 3 1
SR
-1 -5 -3
. R o 1 1
Remarque : notons @ la matrice de changement de base de B2 & U (elle s’écrit Q = 1 -1 ). Alors
onaB=Q 'A.
z
Les coordonnées de f(x,y,2) dans la base U sont données par le produit B. |y | (ou B est la matrice
z
de f dans les bases B3 et U calculée dans la question précédente). On applique ceci & ug, us et us, on
trouve f(u1) = 3vy — 2vs, f(u2) = 3v1 — 3vs et f(usz) = —v1 — vo. La matrice de f dans les bases U
et Y s’écrit donc
[ 5 P
C=|2 2 ]
-3 —3 1

Remarques :
e On peut calculer f(ui) = (0,5), f(u2) = (—1,2) et f(uz) = (—2,0) dans la base canonique et
calculer leurs coordonnées dans la base 20 comme dans la question précédente, mais c’est plus long.



1
—1]). Alors on a
1

e Notons P la matrice de changement de base de B3 a U (elle s’écrit Q =

[N
—_ O

C = BP, c’est d’ailleurs précisément le calcul qu’on a fait pour calculer C.

Exercice 7 (a) Soit z € E, on a p(z — p(z)) = p(z) — p(p(z)) = (p — p*)(z) = 0 vu que p* = p. On a donc
x — p(z) € Ker(p).
Siz € E,onaz=(z—p))+p(z). Comme z — p(x) € Ker(p) d’aprés ce qui précéde et p(z) € Im(p), on
a z € Ker(p) + Im(p). On a donc E = Ker(p) + Im(p).

(b) Soit z € Ker(p) NIm(p). Comme z € Im(p), il existe y € E tel que x = p(y). Par ailleurs, on a x € Ker(p),
donc p(z) = 0, soit p(p(y)) = 0. Comme p* = p, on a p(p(y)) = p(y) = =,
d’ott £ = 0. On a donc Ker(p) N Im(p) = {0}. Comme on sait, d’aprés la
question précédente, que E = Ker(p) + Im(p) on a E = Ker(p) @ Im(p).
Soit z € E. Comme E = Ker(p) ® Im(p), on peut écrire, de facon unique,
z = z' + z" avec ' € Ker(p) et " € Im(p). Comme z' € Ker(p), on
a p(z') = 0. Comme z" € Im(p), il existe y € E tel que 2" = p(y). On
a alors p(z") = p(p(y)) = p(y) = 2" (car p* = p). On a donc p(z) =
p(z") + p(z") = z". L’application p associe au vecteur x sa composante
z'" dans Im(p) : c’est la projection sur Im(p) parallélement a Ker(p).

5 -2 1
Exercice 8 (a) Notons A la matrice § |—2 2 2| de f. La matrice de f? dans la base canonique est A%.
1 2 5

On a A2 = A, donc f? = f. L’endomorphisme f est donc la projection de R® sur Im(f) parallélement &

Ker(f).
On a (z,y,z) € Im(f) si et seulement si (I(a, 3,7) € R?) f(a, B,7) = (z,y, ). Cela équivaut &

5 —28 4y =6z (L1)
(A, B,7) € R?) —-2a +28 +2v =6y (L2)
a +28 +5y =6z (L3)
a +28 45y = 62 (L3)
— (Aa,B,7) € ) 68 +12y = 6y+ 12z (L2)+ 2(L3)
—128 -24y = 62—30z (L1)—5(L3)
a +28 45y = 6z
— (o, B,7) €eR?) 8 +2y = Y+ 2z
0 = 6z+12y —62
<~ z+2y—2z2=0.
On a donc Im(f) = {(z,y,2) € R}, 2 + 2y — 2 = 0}.
D’apreés le calcul qui précéde, on a (a, 3,7) € Ker(f) si et seulement si
{a +28 45y =0 {a +y =0
B +2y =0 B +2y =0
= (a,8,7) = (=7, —27,7) = —(1,2,-1).

On a donc Ker(f) = Vect{(1,2,-1)}.

L’endomorphisme f est donc la projection sur le plan d’équation x + 2y — z = 0 parallélement & la droite
engendrée par le vecteur (1,2, —1).

(b) Soit s la symétrie de R® par rapport au plan P d’é¢quation z + y + z = 0 parallélement & la droite D
engendrée par le vecteur vg = (1,2, —2), et B sa matrice dans la base canonique.

Le plan P et la droite D sont supplémentaires dans R® (parce que vy ¢ P) :
tout vecteur u de R? s’écrit de fagon unique u = u’' + 4" avec u' € D et u” € P.
On a alors s(u) = —u' + u"”. L’endomorphisme s est donc caractérisé par les
deux propriétés suivantes : s(u) +u = 2u” € P et u —s(u) = 2u’ € D. On a
A € R tel que s(u) =u+ Avg et s(u) +u =2u+ Avg € P. Siu=(z,y,2), on a
2u+ dvg = (22 + A, 2y + 2X,22 — 2X) et donc 22 + A+ 2y + 2X + 22— 2A =0,
soit A= —2(z+y+ 2z). On a donc s(u) = u—2(z +y + z)ve. En particulier, on
a 5(1,0,0) = (=1, —4,4), 5(0,1,0) = (=2, —3,4) et 5(0,0,1) = (—=2,—4,5). On
a donc




-1 -2 -2
B=|-4 -3 -4
4 4 )

Exercice 9 Soit (z,v,2,t) € R*. On a (z,v, 2,t) € Ker(f,) si et seulement si

z 4oy +a=1t =0 (L1)
(Sa) -y +z +at =0 (L2)
x +az +t =0 (L3)
On applique la méthode du pivot :
z 4oy +a-1t =0 (L1)
(Sa) = -y +z +at =0 (L2
(@®+a—-2)t =0 (L1)+a(L2) - (L3)

Onaa?+a—-2=(a—1)(a+2).
Premier cas: a € {—2,1}. On a o® + @ — 2 # 0 donc

T “ay 0
(Sa) = y -z =0
t =0

T +az =0

— y —z =0

t =0

On a donc (z,y, 2,t) = (—az,z,2,0) = z(—a,1,1,0), soit Ker(f,) = Vect{(—a,1,1,0)}. D’aprés le théoréme
noyau-image appliqué & f,, on a dimg(Im(f,)) = 4 — dimg(Ker(f,)) = 3. On a donc Im(f,) = R® et f, est de
rang 3.

Deuxiéme cas: = —2. On a

T —2y =3t =0
Y -z +2t =0

On a donc (z,y, z,t) = (2y + 3t,y,y + 2¢,t) = y(2,1,1,0) + £(3,0,2,1) : la famille ((2, 1,1,0),(3,0,2, 1)) est une
base de Ker(f_»). En particulier, on a dimg(Ker(f_2)) = 2. D’aprés le théoréme noyau-image appliqué & f_o, on
a dimp(Im(f_2)) = 4 — dimp(Ker(f_2)) = 2 : f_» est de rang 2. Les deux premiéres colonnes de la matrice de
f—2 sont linéairement indépendantes : la famille ((1,0,1),(2,1,0)) est une base de Im(f_>).

Troisiéme cas : @« = 1. On a
+y =0

(Sl)@{ y —z —t =0

On a donc (z,y,2,t) = (=y,y,y — t,t) = y(—1,1,1,0) + (0,0, —1,1) : la famille ((—1,1,1,0),(0,0,—1,1)) est
une base de Ker(f1). En particulier, on a dimg(Ker(f;)) = 2. D’aprés le théoréme noyau-image appliqué a fi,
on a dimg(Im(f1)) = 4 — dimg(Ker(f1)) = 2 : fi est de rang 2. Les deux premiéres colonnes de la matrice de f;
sont linéairement indépendantes : la famille ((1,0,1), (1,—1,0)) est une base de Im(f;).

Exercice 10 (a) Soit 2 € Im(u) : il existe y € V tel que £ = u(y). On a donc u(z) = u?(y) = 0 (vu que
u? = 0) i.e. z € Ker(u). On a donc Im(u) C Ker(u).
D’aprés le théoréme noyau-image appliqué & u, on a dimg (V) = dimg(Ker(u)) + dimg (Im(u)). Comme
Im(u) C Ker(u), on a dimg(Im(u)) < dimg(Ker(u)). On a donc 3 = dimg(V) < 2dimg(Ker(u)) i.e.
3 < dimg(Ker(u)) < 3 soit dimg(Ker(u)) € {2,3}. Comme u # 0, on a Ker(u) # V donc dimg (Ker(u)) # 3.
On a donc dimg (Ker(u)) = 2.

(b) L’énoncé demande de montrer qu’il existe une base (v1,v2,v3) de V telle que u(vy) = v, u(v2) = u(vs) = 0.

11 suffit pour cela de choisir v; € V tel que u(v1) # 0 (c’est possible vu que u # 0) et de poser vy = u(v1).
D’aprés la question (a), on a vy € Ker(u). Comme vy # 0 et dimg (Ker(u)) = 2, on peut compléter la famille
libre {vs} de Ker(u) en une base (v2,v3) de Ker(u). Par construction, on a u(vs) = 0.
1l reste & montrer que la famille V = (1)1, va, 1)3) ainsi construite est une base. Comme V" est de dimension 3,
il suffit de vérifier qu’elle est libre. Supposons que Ajv; + Asvs + Azvs = 0 avec A1, Az, A3 € K. En appliquant
u, on tire Adju(vy) = 0 (car u(ve) = u(vs) = 0). Comme u(vy) # 0, on a Ay = 0 et donc Ayva + Azvz = 0.
Comme (v2,v3) est une base de Ker(u), on a A2 = A3 = 0 et la famille V' est bien une base de V.



Exercice 11 Soient (eq, f1),(e2, f2) € Ex F et A € K On a (e1, f1) + Alez, f2) = (e1 + Aea, f1 + Afa) donc
P((er, fr) + Aea, f2)) = (e + Ae2) — (fi + Afa) = €1 — fi + Aez — f2) soit ¢((er, f1) + Alez, f2)) = ¢(e1, f1) +
A (ea, f2) : Vapplication ¢ est bien linéaire.

L’image de 1) est composée des éléments de V' qui peuvent s’écrire comme la somme d’un élément de E et d'un
élément de F'. On a donc Im(¢)) = E+ F.

Soit (e, f) € Ker(y)). Onae—f=014e.e=f. Commeec Eet f € F,onae € ENF et donc (e, f) = (e, e) €
{(z,z), x € EN F}. Réciproquement, si z € ENF, on a ¢¥(z,z) =z —z = 0 donc (z,z) € Ker(¢)). On a donc
Ker(¢) = {(z,z), z € EN F}.

Soit (eq,...,en) (resp. (f1,---, fp)) une base de E (resp. de F). Alors la famille ((ey,0), ..., (€5,0), (0, f1), .-, (0, fp)
est une base de E x F' (parce qu’on a (e, f) = (e,0) + (0, f) dans E X F). On a donc dimgk (E x F) = dimg(F) +
D’aprés le théoréme noyau-image appliqué 4 ¢, on a dimg (E x F') = dimg (Ker())+dimg (Im(¢)), soit dimg (E)+
dimg(F) = dimg(F + F) + dimg(E N F) d’aprés ce qui précéde.



