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EXERCICE 1. 

1. Déterminer, suivant les valeurs de  la dimension de E :

 E est le sous-ensemble des vecteurs (x,y,z)  R3 tels qu'il existe des nombres réels , vérifiant  le système des équations :

 . 1 +  . = x

 .  +  . 4   = y 

 .  +  . 2 = z .

Résolvons par la méthode des pivots: Le système est équivalent à

 . 1 +  . = x

 . 0 . (4-2) y -  . x

 . 0 . 0  = z - 2 . x   

Cas a: (4-2)  0.  On le prend comme pivot dans la seconde équation et d'où le système équivalent
 . 0 +  .               = x

 . 0 +  . (4-)       = y -  . x

 . 0 +  . 0               = z - 2x 

Ce système admet des solutions en (,) si et seulement si 

      0 =  z -2x

Donc E  est l'ensemble des vecteurs (x,y,z) qui vérifient l'équation 2x - z = 0

Cette équation n'est pas identiquement nulle et permet de se donner (x,y) arbitraires et d'en tirer la valeur de z = 2x  . Tout élément point m de E est donc repéré par ses coordonnées (x,y) dans le plan horizontal  la côte z = 2x, d'où son écriture explicite m = (x,y, 2x) ce qui montre que  E est un plan (donc de dimension 2) dans R3, de pente 2 et parallèle à l'axe des y.

Pour chercher une relation de dépendance entre u et v, on résoud le même système avec x = y = z = 0: La dernière condition est satisfaite et les deux premières équations impliquent    = 0 puis = 0. Donc les deux vecteurs u et v sont libres et forment une base de E qui est donc de dimension 2

Cas b = non a : (4-2) = 0. On a l'alternative   = 2 ou  = -2 d'où les deux sous cas disjoints:

Sous-cas b1 :  = 2 . Le système est équivalent à 

  . 1 +  . 2= x

 . 0 . 0      y - 2x 

 .  . 0       = z - 2x   

Les deux dernières conditions déterminent y et z lorsque x est donné et E  est l'ensemble des vecteurs (x,y,z) qui vérifient les équations.


0 = y - 2 x 


0 = z - 2 x.

Tout élément m = (x,y,z)  E a donc une écriture unique m = (x,y,z) = (x, 2x, 2x) = x. (1,2,2) = x.u où x est un paramètre réel arbitraire : (u) est une base de E formé du seul élément u , et  E est la droite (de dimension 1) de direction u.

Les mêmes calculs montrent que les vecteurs u et v ne sont pas libres puisqu'il existe des couples () différent du couple nul (0,0) tels que  (u + v) = (0,0,0): ces couples sont des solutions du système des équations homogènes correspondantes

  . 1 +  . 2= 0

 . 0 . 0      0  

 .  . 0      = 0.

qui détermine par exemple  () = (,-(1/2)) d'où, avec le choix de  = 2 pour éviter les fractions, la solution (2,-1) = (). On retrouve évidemment la relation 2u - v = 0, c'est-à-dire v = 2u.

Sous-cas b2 :  = -2. Les calculs sont les mêmes
 . 1 +  .(- 2)= x

 . 0 . 0      y + 2x 

 .  . 0       = z - 2x   

Les deux dernières conditions déterminent y et z lorsque x est donné :

Donc E  est l'ensemble des vecteurs (x,y,z) qui vérifient les équations.


0 = y + 2 x 


0 = z - 2 x.

Tout élément (x,y,z)  E a une écriture unique (x,y,z) = (x, -2x, 2x) = x. (1,-2,2) = x.u et (u) est une base de  E formé du seul élément u , par conséquent  E  une droite (de dimension 1).

Comme auparavant, les mêmes calculs montrent que les vecteurs u et v ne sont pas libres puisqu'il existe des couples () différents du couple nul (0,0) tels que  (u + v) = (0,0,0): ces couples sont des solutions du système des équations homogènes correspondantes

  . 1 -  . 2= 0

 . 0 . 0      0  

 .  . 0      = 0.

et peuvent s'écrire () =  (,(1/2) ( est un paramètre arbitraire) d'où, avec le choix de  = 2, la solution (2,1) = (). On retrouve évidemment la relation 2u + v = 0, c'est-à-dire v = -2u.

 Conclusion globale:

Si = 2 ou si = -2, E  est de dimension 1, admet  (u) = ((1, comme base et est l'ensemble des vecteurs (x,y,z) vérifiant les deux équations :

 y -  . x = 0

 z - 2 . x = 0

Si 2 est différent de 4, E  est de dimension 2, admet  (u,v) comme base et est l'ensemble des vecteurs vérifiant une seule équation

z - 2 . x = 0

2.   L'ensemble F est un sous espace vectoriel car l'ensemble des solutions de l'équation homogène 

x + y + z = 0 

est stable par addition et par multiplication par un scalaire arbitraire , ce qui signifie que la somme de deux solutions (x1,y1,z1) et (x2,y2,z1) est encore un solution de même qu'un multiple arbitraire x1,y1,z1) =   x1, y1, z1) d'une solution (x1,y1,z1) (vérification immédiate).

La solution générale s'obtient en se donnant arbitrairement les valeurs du couple (y,z) et d'en déduire la valeur de x (c'est la méthode des pivots): x = -y -z. La solution générale est de la forme (x,y,z) = (y.(-1) + z.(-1), y,z) = y.(-1,1,0) + z.(-1,0,1). Ainsi F est de dimension 2 et admet une base (w,t) formée par les deux vecteurs w = (-1,1,0) et t =(-1,0,1)

3   L'ensemble E + F est un sous-espace vectoriel puisque la somme de deux sous-espaces vectoriel est stable par addition et par multiplication par un scalaire (vérification immédiate).

Le vecteur (x,y,z) = 3u-v = (3--4,6-2)  E  a ses composantes

x = (3-),  y =-4), z = (6-2) qui vérifient la relation 

x+y+z = (3--4)+(6-2) = 5 (car les termes en  s'éliminent) et clairement x+y+z n'est pas nul puisqu'il vaut 5. Donc  3u-v  est un élément de E + F qui n'appartient pas à F et E + F est plus grand que F (qui est de dimension 2). Donc E + F est de dimension > 2. Comme E + F  R3 sa dimension est limitée par celle de R3  et vaut donc 3. Donc E + F = R3.

La base (w,t,3u-v) de E + F = R3 , différente de la base habituelle de R3 est choisie en ajoutant à la base (w,t) de F donnée en la question 2, le nouveau vecteur (3u-v) de E qui est hors de F.

4.   Les sous-espaces F et E sont supplémentaires si et seulement si la somme de leurs dimensions est égale à la dimension de la somme F + E  (qui vaut 3), donc si et seulement si la dimension de E vaut 1, ce qui est le cas b: 2 = 4.

FE  est un espace vectoriel comme intersection de deux sous-espaces vectoriels. On sait que dim E = 1 ou dim E = 2.

Cas b: 2 = 4, dim E = 1 et E est supplémentaire de F (déjà vu)  donc FE  se réduit au vecteur nul (0,0,0) et admet R3 comme supplémentaire.

Cas a: 2  4, dim E = 2 . Les espaces F et E ne sont pas supplémentaires puisque

  dim(F + E = 3  4 = (dimE + dimF).

et on a nécessairement dim(FE) = 1 par la relation.

4 = dimE + dimF = dim(F + E) + dim(FE) =  3 +  dim(FE) 

En fait un vecteur (x,y,z) de FE indépendant de  , non nul, formant une base de FE  peut se trouver en résolvant soigneusement le système suivant où   et  sont des inconnues :

 . 1 +  . = x

 .  . 4   = y 

 .  . 2 = z 

(condition d'appartenance à E )
x + y + z  =  0 (condition d'appartenance à F).

On a nécessairement

0 = x+y+z = .1+..+.4)+(.2+.2 ) = .(1+.(+4+2 ) = 

Si on se fixe la valeur de  , on a nécessairement  =) et il vient

x = -)) =). 

On choisit  = )/4- pour avoir x = 1: il vient 

 =4-] , y = ((4+3)-4(3+4-] = (-12+34-] = - 4

z = (2(4+3)-2(3+4-] = (8-24-] = 2.

d'où le vecteur h = (x,y,z) = (1,-4,2), indépendant de  , solution du système et (h) est une base de FE  pour tout  différent de 2 ou -2.

Si 4-] = 0, on ne peut plus diviser par  4-] qui est nul. On évite les dénominateurs: avec =) et =), on obtient la solution (x,y,z) = (4-)(1,-4,2) = (4-)h  FE .

Si (4-)0, on peut diviser par (4-) pour retrouver h.
Le vecteur h = (1,-4,2) appartient à FE si (4-)0 et n'est plus dans FE si (4-)0 . 

La famille (3u-v, (4-)h) est formée de deux vecteurs de E : (3u-v) qui est fixe et situé hors de F et le vecteur variable (4-)h qui est toujours dans  FE : cette famille engendre toujours E avec la particularité suivante : Si (4-)  0 elle est une base car elle est libre, si (4-) = 0 le second vecteur  (4-)h s'annule, E  perd une dimension et FE se réduit au vecteur (0,0,0).

      Si 2  4, (h) engendre FE et ( (0,1,0) , (0,0,1) ) est une base d'un supplémentaire de  FE

EXERCICE 2.


Toute matrice AMn(R) est uniquement déterminée par ses n2 = n.n coefficients  aij et Mn(R) s'identifie à Rn.n si on écrit les coefficients en une seule colonne. La condition 


Tr A =  a11 + a22 + ... + ann = 0.

est une équation linéaire homogène (c'est-à-dire sans second membre) avec les aij comme inconnues qui fixe par exemple a11 = - (a22 + a33 + ... + ann).

   Donc E =  { A  Mn(R), Tr A = 0 } est un sous-espace vectoriel de Mn(R) de dimension n2-1: Toute matrice A E s'écrit comme une matrice habituelle avec ses coefficients aij sauf le premier coefficient a11 qui doit être remplacé par - (a22 + a33 + ... + ann). On vérifie immédiatement que la somme de deux telles matrices est encore un matrice ayant la même forme, de même que tout multiple d'une telle matrice. En effet, on écrit la matrice au moyen des coefficients restés libres et on remplace a11 par  - (a22 + a33 + ... + ann). La somme C=A+B de deux matrices de E s'exprime avec la somme des coefficients restés libres pour A et pour B, et le premier coefficient c11 de C satisfait encore à la même relation c11 = - (c22 + c33 + ... + cnn) par une vérification immédiate.

Pour n = 2 on a les tableaux matriciels du type

-a22
a12

 a21
a22

qui dépend des trois coefficients a12 , a21, a22 qui sont restés libres.

2. Soit F est le sous-espace de E formé des matrices dont la somme des termes de chaque ligne est nulle }.

Cette dernière condition se traduit par les n équations linéaires homogènes

 a11 + a12 + ... + a1n = 0.

 a21 + a22 + ... + a2n = 0

...........

.............

...............

an1 + an2 + ... + ann = 0.

qui sont indépendantes de la condition de trace nulle

     a11 + a22 + ... + ann = 0.

En conséquence, F est un sous-espace de E de dimension (n2-n-1) qu'on obtient en résolvant ces équations.

On peut par exemple imposer que le premier élément de chaque ligne i est égal à l'opposé de la somme des autres éléments de la même ligne i:

ai1 = - (ai2 +ai3 ... + ain)

sauf pour la première ligne qui vérifie déjà la condition de la trace:

      a11 = -(a22 + a22+... + ann)

On choisit pour pivot le terme suivant a12 d'où la condition supplémentaire

      a12 = -(a11 + a13+a14+... + a1n) = (a22 + a33+... + ann) - (a13+a14+... + a1n)

On vérifie encore que F est stable par addition et multiplication par les scalaires:

Si A, B sont des matrices appartenant à F  et C est donnée par C = A + B , et si on note leurs coefficients  aij , bij , cij , on a alors en regroupant convenablement les termes

    ci1 = - (ai2 +ai3 ... + ain)- (bi2 +bi3 ... + bin) = - (ai2+bi2 + ai3+bi3 ...+ ain+ bin) = - (ci2 +ci3 ... + cin)

    c11 = -(a22+a33 ... +ann)- (b22+b33 ... +bnn) = - (a22+b22 + a33+b33 .. + ann+ bnn) = - (c22 +c33 ... + cnn)

    c12 =  (a22 + a33+... + ann) - (a13+a14+... + a1n) + (b22 + b33+... + bnn) - (b13+b14+... + b1n)

          =  (c22 + c33+... + cnn) - (c13+c14+... + c1n)

et on vérifie ainsi que C est encore dans F

Dans le cas n = 2 on a les tableaux matriciels qui dépendent seulement de a22 qu'on peut choisir arbitrairement, d'où un espace vectoriel de dimension 1

-a22
a22

-a22
a22

Dans le cas n = 3 on a les tableaux matriciels

- a22 - a33
a22+a33 - a13
a13

- a22 - a23
a22
a23

- a32 - a33
a32
a33

qui dépendent de 32-4 = 5 coefficients restés arbitraires, d'où un espace vectoriel de dimension 5..  

