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Exercice 1 (a) La famille {1, X, X2 X3} est une base de E, on a donc dimg(F) = 4.

(b)
()

SiPQeFEetAeR onad,(P+AQ)=(P+AQ)(a) = P(a)+ AQ(a) soit §,(P + AQ) = 6,(P) + Xoa(Q).
L’application d, est donc linéaire.

D’aprés la question précédente, les composantes de  sont des applications linéaires, il en est donc de méme
de .

Pour i € {0,1,2,3}, on a o(X*) = (a}, al,ad,a}). La matrice de  dans les bases canoniques est donc

1 ay a3 a}
1 a; a? a3
1 ay a3 a3
1 as a% ag

Soit P € Ker(p). On a alors
P(ao) = P(al) = P(ag) = P(ag) =0.

Le polynome P est de degré < 3 et a quatre racines distinctes : il est nul. On a donc Ker(p) = {0} et ¢ est
injective.
D’aprés le théoréme noyau-image, on a

dimg(E) = dimg (Ker(p)) + dimg (Im(p))

donc dimg (Im(p)) = 4 d’aprés la question (a) et ce qui précéde. On a donc Im(p) = R* et ¢ est surjective :
c’est un isomorphisme.

Soient i, € {0,1,2,3}. Si i # j, on a d,,(L;) = Li(a;) = 0. Par ailleurs, on a d,,(L;) = Li(a;) = 1. On a
donc
QO(LO) = (1307030)7 @(Ll) = (Oa 17030)7 QD(LQ) = (0703 170) et QD(L3) = (050703 1)

L’image par ¢ de la famille B est la base canonique de R*. Comme ¢ est un isomorphisme, la famille B
est une base de E.
Soit P € E. On a p(P) = (P(ao), P(a1), P(a2), P(a3)). Le calcul des ¢(L;) montre alors que

(P(ao), P(a1), P(az), P(as)) = P(ao)p(Lo) + P(a1)e(L1) + P(az)p(L2) + P(as)e(Ls).
Par linéarité de ¢, on a
P(ao)p(Lo) + P(a1)p(L1) + P(az)p(L2) + P(az)p(Ls) = ¢(P(ao) Lo + P(a1)L1 + P(az) Lz + Plas)Ls).

On a donc
¢(P) = ¢(P(ao)Lo + P(a1)L1 + P(az)La + P(az)Ls).

Comme ¢ est un isomorphisme, on a bien
P= P(ao)LO + P(al)Ll + P(GQ)LQ + P(ag)Lg

(c’est Vécriture de P dans la base B).

Exercice 2 (a) La famille B8 a trois éléments. Comme dimg(R3) = 3, pour montrer que B est une base, il

suffit de montrer que c’est une famille génératrice.

Soit {e1, e2, e3} la base canonique de R3. On a e3 = u; —uz, donc eg € Vect(B), d’'ott e; = ug—2e3 € Vect(B)
et ea = us — e; € Vect(B). Le sous-espace Vect(B) contient la base canonique : c’est R3. La famille 9B est
donc génératrice, et c’est une base.

Remarque : on peut aussi montrer que 9B est une base en vérifiant que c¢’est une famille libre (en résolvant
un systéme).



(b) D’aprés la question (a), on a ez = w1 —ug, €1 = uz — 2e3 = —2ug + 2us +us et ea = ug —e; = 2u; — ug — Ug3.
On a donc

gler) = —2g(u1) + 2g(u2) + g(us)
= —2(2u1 + u2) + 2(3uy — uz + u3) + (—u1 + 4ug + 2u3)
=uy +4us
= (e1 + ea + e3) + 4(e1 + 2e3)
= be1 + e2 + 9e3

g(e2) = 2g(u1) — g(uz) — g(us)
= 2(2uy + ug) — (Buy — ug + uz) — (—uy + 4dug + 2ug3)
= 2u1 — us — 3ug
=2(e; + ez +e3) — (e1 + e2) — 3(er + 2e3)
= —2e1 + e9 — 4eg

g(es) = g(u1) — g(u2)
= (2uy + u2) — (3uy — uz + us)
= —u1 + 2us — us
= —(e1 +ea+e3)+2(e1 +e2) — (e1 + 2e3)
= ey — 3es

La matrice de g dans la base canonique est donc

5 =2 0
1 1 1
9 -4 -3

Calcul de Ker(g) et de Im(g).
On a zuy + yug + zug € Ker(g) si et seulement si

2r +3y —z =0 (L1) x -y 44z =0 (L2)
x -y 44z =0 (L2) <= y 42z =0 (L3)
y 422 =0 (L3) ~19z =0 (L1)—2(L2) — 5(L3)

et donc (z,y,2) = (0,0,0), soit Ker(g) = {0}.
D’aprés le théoréme noyau-image, on a

dimg (R?) = dimg (Ker(g)) + dimg (Im(g)),

donc dimg(Im(g)) = 3, i.e. Im(g) = R3.



