Correction de ’exercice 4 de la feuille 2

On considere les équations différentielles

(E) (22 =3z +2)y —y = -2
(H) (22 =32+2)2 -2 = 0
Comme 22 — 3z +2 = (z — 1)(z — 2), les solutions vont étre définies sur Iy =] — oo, 1[, Io =1, 2]
et I3 =]2, +o0.
1. Solutions de (H):
Sur I'un des intervalles,
1
d(x) = z(x)

Solution particuliere de (E) par la méthode de variation de la constante:

r—2
r—1|"

Sur I'un des intervalles ci-dessus, on pose y(z) = A(x)Z(z) ou Z(x) =

Alors en remplacant dans I’équation (E), on obtient
(z — 1)z —2)N(2)Z(z) + Az) ((z* = 3z +2)Z'(x) — Z(z)) =2 — 2
et comme Z est solution de (H), cette équation équivaut a:
(x—1)(z —2)N(2)Z(z) =2 — 2
d’ott N (z) = m
— sur I, N(z) = =15 donc A\(z) = In(|z — 2|) = In(2 — =) convient.
— sur I, N(z) = 5= donc A(z) = —In(2 — z) convient.

- sur I3, N(z) = =15 donc A(z) = In(|z — 2|) = In(z — 2) convient.

Solutions de (E):

—sur I, y(z) = (In(2 —2) + \)=Z, A eR

—sur I, y(z) = (—In(2 —2) + p)2=%, p € R

~sur I3, y(z) = (In(z — 2) + )22, v € R



2. Solutions de (F) sur | — o0, 2[:
En z = 1, I"équation (E) donne y(1) = 1.
Or sur I;, pout tout A, hm L y(x) = +oo et pour tout u, hm y( ) = too.

r—1

Une solution de (F) sur I 1 ou I> ne peut donc pas étre prolongee de fagon continue.

3. Solutions de (E) sur |1, +ool:

« Soit ¥ une solution de (E) sur |1, 4+o0].
En x = 2, I"équation (£) donne ¥(2) = 0.
D’apres la question 1., il existe u et v € R tels que

Ve €]1,2[ ¥(z) = (—In(2 - =) ﬂ‘)ij
et xr— 2
Vo €]2, 400 W(z) = (In(z —2) +v)—

«Si U est définie ainsi, ¥ est-elle solution de (E)?
Il suffit de vérifier que ¥ est dérivable en 2.
Tout d’abord, ¥ est continue en 2 (car les puissances ’emportent sur les logarithmes par croissance
comparée).
Ensuite,

() -w(2) 1
xligl* T —2 B xligl* (n(2 =) M)x -1

= —0

pour tout u € R.

La limite de 'accroissement fini n’est pas finie, ¥ n’est donc pas dérivable en 2 et ne peut donc pas
étre solution de (E).

Il n’y a donc pas de solution de (E) sur |1, +oo].

4. On veut ici y'(0) = In(2) — 1.
Tout d’abord d’apres ce qui précede, la solution y sera définie sur I; et en remplagant dans (E) on
trouve y(0) = 21n(2). 11 faut donc A\ = 0, d’ott y(x) = In(2 — )2=%
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