Notes du cours Equations Différentielles
Math318

Thierry Ramond
Mathématiques
Université Paris Sud
e-mail: thierry.ramond@math.u-psud.fr

version du 5 mars 2015



Table des matiéeres

1 Exemples et Notions de base|

T2

La plus simple des équations différentielles|. . . . . ©. w0 oo

[1.2.1 Résoudre une équation différentielle| . . ... .0 .. .. ...

[1.2.2  Reésolution des EDL scalaires d’ordre 1 homogenes . . . . .. ... ..

[1.2.3  Solutions a valeurs complexes| . ... . .. . ... .. oL

[1.2.5 Equations non résolues|. . ... . . . ... ... ... ... .. ... ...

3

Une équation d'ordre 2|. . . . . . . . L Lo

T4

Une équation non-linéaire| . .. . . . . . . ... oL

[1.4.1 Des solutions de ’équation v/ = —y

.6

Probleme de Cauchy| . . . . . . .. .

[1.6.1 Mettons un peud’ordre] . . . . . . . .. ...

[1.6.2 Le théoreme de Cauchy-Lipschitz. Premiere visite|. . . . . . . . . . ..

[1.6.3 Exemple : résolution de I’équation 3/ = —y

[1.6.4 Exemple : résolution de v/ =ky —y2 . . . . . . ... ... ... ...

7

Equations différentielles d’ordre supérieur| . . . . . . . . . ... ... ... ..

[1.7.1  Qu’est-ce qu’'une équation diftérentielle d’ordre n? . . . . . . . . . ..

[1.7.2  Se ramener a un systeme de n équations diftérentielles d’ordre 1|

[1.7.3  Au fait : c’est quoil un systeme diftérentiel d’ordre 17. . . . . . . . ..

© oo N N o O

10
11
11
14
14
14
15
16
16
18
19
19
21
21

23



TABLE DES MATIERES 2

[1.7.4  Le théoreme de Cauchy-Lipschitz pour les systemes, et pour les équations |

| d’ordre n. Premiere visitel . . . . . . ... ... 24
[1.8  Systemes lin€aires| . . . . . . . . . .. 25
[1.8.1 Qu’est-ce qu'un systeme linéaire?|. . . . . . . . ... .. ... ... .. 25

[1.8.2 Structure de ['ensemble des solutionsf . . . . .. ... ... ... .. .. 26

[1.8.3 Dimension de I'espace des solutions|. . . . . . . ... ... .. ..... 27

[1.8.4 Methode de variation de la constantel. . . . . . ... ... ... .. .. 28
2__Reduction des matrices| 31
[2.1  Matrice d'une application linéaire|. . . . . . . . . ... a0 oL 31
2.1.1 Définitionsl . . . . . ... oL 31

[2.1.2  Changement de base| . . . . . . . . . .. w0 Lo 32

[2.1.3  Sous-espaces stables| . . . . .. ..o Al a L oo oo 33

[2.2  Valeurs propres et vecteurs propres| . . . . . oh .o oo e 34
22,1 Définitionsl . . . . . . . L 34

[2.2.2  Polynome caractéristiquel. .. . .. . .. ... Lo 37

[2.2.3 Le théoreme de Cayley-Hamilton| . . . . . . .. ... ... ... .... 38

2.3 Espaces propres généralisés| « . . . . . ... o 0oL 39
[2.3.1 Deéfinition et propriétés| . . . . . .. .. .. ... ... . ... 39

[2.3.2  Condition nécessaire et suthisante de diagonalisablite] . . . . . . . . .. 42

2.4 Forme normalede Jordan| . . . . .. .. ... oo 43
[2.4.1  Matrices nilpotentes| . . . . . . . . ... o Lo 43

2.4.2 Forme normale de Jordanl . . . . .. ... ... 00000000 44

[2.4.3 Meéthode pratique pour le calcul] . . . . ... ... ... ... 46

|3 Systemes linéaires| 48
3.1 Exponentielle de matrice|. . . . . . ... 49
(3.1.1 Norme d’une matricel. . . . . . ... .. L oL Lo 49

B.1.2 Définitionl . . . . . . ..o 50

B.1.3 Lafonctionte—e . . .. 51

3.1.4  Quelques proprietés| . . . . . . . . ... 53

315 Caleuldee®™ . . . . ... 55

Notes du cours Math318, année 2014/2015. Version 2.01. Thierry Ramond



TABLE DES MATIERES 3

[3.2  Solutions des systemes linéaires a coefficients constants|. . . . . . . ... . .. 56
8.2.1 Calcul effectif de e Xq| . . . .. ... 57
.22 Solutionsréelles . . . . . .. . oo 58
[3.2.3  Variation de la constantel . . . . . . ... ... o000 59

[3.3  Systemes linéaires a coefficients variables|. . . . . . ... ... ... ... ... 60
B3I Résolvantd . . ... ... . . 60
13.3.2  Systeme fondamental de solutions - Wronskien| . . . . . . ... .. .. 62
3.3.3 Meéthode de variation de a constantel. . . . . . .. ..o 64

I Ex Gid 65

41 Lecaslinéairel. . . . . . . .. ... T 65
4.1.1  Formulation intégrale| . . . . . . . . .. .0 oo 65
412 Schémade Picardl . ... ... .4 a . n oo 66
S T 0 T 7 [ 67

42 lLe cas autonomel . . . . . .. 0L o 68
[4.2.1  Fonctions Lipschitziennes| ... . . . . .. . ... o000 69
[4.2.2  Fonctions localement Lipschitziennes . . . . . . . .. .. .. ... ... 69
4.2.3 FExistence dans le cas autonomel . . . . . .. ... 70

4.3 Lecasgénérall. . ...« . . 71
4.3.1 Le théoreme du point fixe| . . . . . ... .. ... ... ... 72
M.3.2 Tonneau de sécuritd . . . . . ... oo Lo 73
433 Existence et unicité Jocalel . . . . . . ... ... .o o000 74
4.3.4  Solution maximalel . . . . . . . ... oo 76

4.4 Existence globale| . . . . . . ... oo oo 76
4.4.1  Un critere d’existence globale| . . . . . . ... ... ... 000, 76
4.4.2  Qu’est-ce qui empeche une solution d’étre globale| . . . . . . . . . .. 78
443 Telemmede Gronwalll . . . . . . ... ... ... ... ... ...... 80

B Stabilita ndarisation 82

[.1 Portraits de phase des systemes linéaires homogenes 2 X 2 a coeflicients constants| 83

5.2 Notions de stabilitel. . . . . . .. . ... Lo 86

Notes du cours Math318, année 2014/2015. Version 2.01. Thierry Ramond



TABLE DES MATIERES 4

h2.1  Deéfinitionsl . . . . . . . .. 86
[5.2.2  Cas des systemes linéaires a coetficients constants|. . . . . . . . . . .. 87

.3 Fonction de Lyapounov| . . . . .. ... . ... ... ... ... .. ..., 88
(.4 _Linéarisation et stabilitdl . . . . . . ... ... ... ... Lo L 91
[b.4.1 Systeme linéarisé| . . . . . . . . . ... 91
42 Tecriterede Routhl . . .. ... ... .. ... oL 92
H.4.3 Le Théoreme d’'Hartman-Grobman| . . . . . ... .. ... ... .. .. 93

|6  Systemes prédateurs-proies| 95
6.1 Existence et unicité. Temps d’existencel. . . . . . . . . . ..o ... ... 95
6.2 Points d’équilibre] . . . . . ... o T 96
6.3  Comportement globall . . . . ... .. ... ... .o 97
6.4  Une fonction de Lyapounov| . . . . . . .4 .4 oo o000 98

Notes du cours Math318, année 2014/2015. Version 2.01. Thierry Ramond



Préambule

Ce cours s’adresse a des étudiants de L3 en mathématiques, dans le cadre de P’'UE Math318 du
Département de Mathématiques d’Orsay. Peut-étre pourra-t-il également intéresser un public
plus large d’étudiants en sciences (physique, biologie. . .).

Le matériel présenté ici est inspiré de plusieurs sources, dont en particulier le livre de Jean-
Pierre Demailly ” Analyse Numérique des équations différentielles”, dont je ne peux que re-
commander tres fortement la lecture. Il est également tresproche de ce que ’on peut trouver
dans les notes de cours préparées par Francoise Issard-Roch.

Ces notes sont encore sous forme préliminaire. Tous les commentaires et les suggestions sont
les bienvenus. Elles contiennent encore trop peu d’exemples, et le lecteur devra se reporter
aux exercices proposés en Travaux Dirigées pour . des illustrations des résultats présentés ici.



Chapitre 1

Exemples et Notions de base

1.1 Motivations

La modélisation mathématique des phénomenes du monde réel passe tres souvent par ’écriture
d’une équation différentielle, qui décrit les variations de la quantité que ’on veut étudier en
fonction d’un parametre. C’est probablement Isaac Newton qui a le premier écrit et étudié
des équations différentielles. Son principe fondamental de la dynamique s’écrit par exemple

ma” () = F(x(t)),

ou t — z(t) décrit la trajectoire du centre de gravité d’un objet de masse m, soumis au
champ de force z — F(x). Il est d’ailleurs clair que pour connaitre la position z(t) de 'objet
a l'instant ¢, il faut connaitre non seulement la regle qui gouverne les variations de cette
fonction, mais aussi la position et la vitesse initiale du centre de masse. Dans le cas d’un
objet se déplacant verticalement sous l'action de 'attraction terrestre, supposée constante
dans la région ou le mouvement a lieu, et compte tenu de la résistance de l'air, I’équation
différentielle ci-dessus s’écrit
ma” (t) = —ka'(t) + mg,

ol k, g sont des constantes. Un autre exemple célebre est celui du pendule : une masse m est
suspendue a lextremité d’une corde de longueur ¢ dont 'autre extrémité est fixe. L’angle 0(t)
que fait, a 'instant ¢, le fil avec la verticale vérifie la relation

0" (t) + %sin(@(t)) =0.

Cette équation n’a pas de solution que l'on puisse exprimer simplement avec des fonctions
connues. Il faut avoir & 'esprit que c’est le cas de la plupart des équations différentielles, méme
si les exercices proposés aux étudiants consistent souvent a trouver une solution explicite -
c’est plus facile. L’étude d’une équation différentielle consiste la plupart du temps a décrire
certaines propriétés des solutions sans les calculer, et c’est cela que ce cours a pour ambition
de vous enseigner.

On trouve des équation différentielles dans tous les domaines de la physique. Par exemple la
charge électrique ¢(t) d’un condensateur dans un circuit RLC (résistance-bobine-condensateur),
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alimentée par une source de courant alternatif, doit vérifier I’équation

L' (1) + Re () + %q(t) _ U cos(wt).

La biologie est aussi une source importante d’équations différentielles. Si 'on est amené a
modéliser 1’évolution d’'une population de bactéries, on arrive naturellement a l’'idée que le
taux de croissance de leur nombre est proportionnel a ce nombre. Celui-ci est alors décrit par
I’équation différentielle
N'(t) = kN (t),

ou k est une constante, que ’on pourra ajuster de sorte que la solution de I’équation coincide
au mieux avec les données expérimentales. La modélisation des systemes prédateurs-proies,
due a Lotka et Volterra, est particulierement éclairante. On étudiera des systemes différentiels

de la forme
{ y1(t) = aya(t) — by1 (t)y2 (1),
Ya(t) = —cya(t) + dy1(t)y2(1),
Ici a, b, c et d sont des constantes positives, et Volterra a postulé que les solutions (y1(t), y2(t))
décrivent 1’évolution au cours du temps de la population de proies (des sardines, des lapins. . .)
(y1(t)) et de leurs prédateurs (y2(t)) (des requins, des loups...). Ce type de systeme est
également tres utilisé en économie,

Signalons enfin que les mathématiques elles-mémes. peuvent étre source d’équations différen-
tielles. Si 'on cherche les fonctions dérivables y telles que y(a + b) = y(a)y(b) pour tous réels
a,b, on arrive tres vite a 1'équation 3y’ = ky ou k = ¢/(0). Il est d’ailleurs important de noter
que résoudre 1’équation

yl = f(ta y)7

c’est trouver les courbes (¢, y(t)) dont le vecteur tangent au point d’abscisse ¢ est (1, f(,y(t))).

1.2 La plus simple des équations différentielles

On s’intéresse tout d’abord a 1’équation différentielle tres simple

(1.1) y = alt)y

qui modélise les phénomeénes dont la vitesse de croissance est proportionnelle a la taille, avec
un taux (le coefficient de proportionnalité) a(t) éventuellement variable dans le temps. On
peux penser par exemple a I’évolution

— d’une population de bactéries,

— d’une quantité de matiere radioactive,

— d’une somme d’argent placée a taux variable a(t).

1.2.1 Résoudre une équation différentielle
On veut résoudre cette équation, c’est-a dire trouver (soyons ambitieux) toutes les solutions de

I’équation. Qu’est-ce que cela signifie ? On entend par la trouver toutes les fonctions ¢ — y(¢)
telles que pour tout ¢,

Notes du cours Math318, année 2014/2015. Version 2.01. Thierry Ramond
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FIGURE 1.1 — Le champ de vecteurs f(t,y) = (1,% + %)

Tout d’abord, pour que cette équation ait un ‘sens, il est indispensable que y soit dérivable.
Elle sera donc automatiquement continue. On va se placer dans le cas ou la fonction a est

continue. Si y est est une solution de 1’équation, y’ sera donc continue. On peut alors préciser
la question :

Soit a une fonction continue. Résoudre 1’équation y' = a(t)y, c’est trouver toutes les
fonctions de classe C! telles-que y/(t) = a(t)y(t) pour tout t.

Reste un point : pour quels ¢t ? Si a est définie et continue sur l'intervalle ouvert I, il semble
raisonnable de chercher toutes les fonctions y € C(I) telle que, pour tout t € I, y/(t) =
a(t)y(t). Pour cette équation, on va voir dans un instant que c’est effectivement possible.
Pour d’autres équations, on va rapidement voir qu’il faut étre moins gourmand. Au passage,
I'ensemble C!(I) étant beaucoup plus simple & définir et & manipuler lorsque I est ouvert
(plutot que fermé), on se placera dans ce cadre.

1.2.2 Résolution des EDL scalaires d’ordre 1 homogeénes

Allons-y ! Dans le cas ou a(t) est une fonction constante sur l'intervalle I, on doit trouver
toutes les fonctions y € C*(I) telles que

(1.2) Vtel, y'(t) —ay(t) = 0.
Il se trouve que lorsque y € C*(I),

(e7"y(t)) = e " (—ay(t) + v/ ().

Notes du cours Math318, année 2014/2015. Version 2.01. Thierry Ramond
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Donc ([1.2)) équivaut a
vt eI, (e “y(t)) = 0.

Nous voila arrivé a une équation différentielle que I'on sait résoudre !
(1.2) <= 3C € R, e “y(t) = C <= IC € R, y(t) = Ce™

Autrement dit, on a prouvé que

Soit @ € R. L’ensemble S des solutions de 1’équation 3’ = ay sur l'intervalle ouvert I est

S={t— Ce", C eR}.

Passons au cas général ou a(t) n’est pas forcément constante sur lintervalle ouvert I. On
essaye de procéder de la méme maniere, c’est-a dire trouver une fonction A(t) telle que

Viel, i (t) —ay(t) =0 <=Vt e I (e 4Dy(t)) = 0.

Puisque (e~ A®y(t)) = e A0 (—A'(t)y(t) + v/(t)); on voit qu’il suffit de prendre pour A
n’importe quelle primitive de la fonction a. Cela tombe bien : puisque a est continue sur I,
la fonction a admet des primitives sur cet intervalle. On a donc obtenu

Soit a : I — R une fonction continue sur l'intervalle ouvert I. L’ensemble S des solutions
de I'équation y' = a(t)y sur I est

S={t— Cer® CeR},

ou A : I — R est une primitive de a sur [.

1.2.3 Solutions a valeurs complexes

Jusqu’ici, on n’a considéré que des fonctions a valeurs réelles. Que ce soit le coefficient a(t)
ou les solutions y(t) de I’équation . I1 peut arriver que ’on cherche les solutions a valeurs
dans C, en particulier (mais pas exclusivement) quand a(t) est lui-méme a valeurs complexes.
En relisant ce qui précede dans ce cadre, on arrive tres facilement a

Soit a : I — C une fonction continue sur l'intervalle ouvert I. L’ensemble S des solutions
a valeurs complexes de ’équation y' = a(t)y sur I est

S={t—cet® CecC,

ou A : I — R est une primitive de a sur I.

Notes du cours Math318, année 2014/2015. Version 2.01. Thierry Ramond
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On peut étre un peu inquiet a propos de la notion de primitive d’'une fonction a valeurs
complexes. On aurait tort. Si a : I — C , la fonction a s’écrit a(t) = ai(t) + iaz(t) ou
a1 : I — R sont deux fonctions a valeur réelles, respectivement la partie réelle et la partie
imaginaire de la fonction a. Elles sont définies par

ay(t) = W et as(t) = a(t)z—ia(t).

Ce sont donc des fonctions continues sur I, et les primitives de a sur I sont les fonctions
A1 +iAs ou Aq et Ay sont des primitives respectives de a1 et ao.
Exercice 1.2.1 Donner les primitives de t — 3.

Exercice 1.2.2 Montrer que si a est a valeurs réelles, et y une solution de (1.1)) a valeurs
complexes, alors y; = Rey et yo = Imy sont aussi des solutions. En déduire que

Lorsque a est a valeurs réelles, il suffit de connaitre les solutions de ([1.1]) a valeurs réelles pour
connaitre toutes les solutions de ((1.1)) a valeurs complexes.

1.2.4 Résolution des EDL scalaires d’ordre 1 avec second membre

On complique un peu les choses. On s’intéresse maintenant aux équations différentielles de la
forme

(1.3) Y = a(t)y + b(t),

ol a et b sont deux fonctions continues sur 'intervalle ouvert I =]a, 3.

Proposition 1.2.3 L'ensemble des solutions a valeurs complexes de I'équation ([1.3)) sur I est
¢
S={t— AW +/ e~ A6)p(s)ds), C € C},

«

ol A est une primitive de a sur I.

Preuve: Soit A une primitive de a sur I. Supposons que y : I — C soit une solution de ((1.3]).
On pose, pour t € I, w(t) = e~ *®y(t). On a

w'(t) = —a(t)e *Dy(t) + e 40y (1)
= —a(t)e Wy (t) + e~ (a(t)y(t) + b(1))
= e 4Op(1).

Donc il existe une constante C' € C telle que

Notes du cours Math318, année 2014/2015. Version 2.01. Thierry Ramond
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et
t

y(t) = eAOw(t) = AW (C + / e~ A (s)ds).
t

Réciproquement, on vérifie facilement que toutes les fonctions y : t — e*® (C+ / e~ AB)p(s)ds)
to

sont des solutions de ([1.3|) sur I. O

On notera que le choix d’intégrer a partir de « est arbitraire, et n’importe quel autre élément
de [o, 8] ferait laffaire (cela revient a changer la valeur de la constante C).

Remarque 1.2.4 Plus que la formule ci-dessus, il faut retenir la méthode qui y conduit, en
particulier I'idée de changer de fonction inconnue pour se ramener a une équation que I'on sait
résoudre.

1.2.5 Equations non résolues

On désigne ces équations sous le nom d’équations différentielles d’ordre 1, linéaires, inho-
mogenes :
— d’ordre 1 parce que c’est le degré de dérivation le plus élevé qui apparait dans I’équation,
— linéaire parce que la partie homogene (celle ot apparaissent y et ses dérivées) est
linéaire par rapport a y, on y reviendra,
— inhomogene en raison de la présence.de b # 0 : la fonction nulle n’est pas solution de
I’équation.
On dit parfois que les équations différentielles de la forme sont des équations différentielles
résolues, parce que la dérivée -de plus haut degré s’écrit comme fonction des dérivées d’ordre
inférieur, et ’on s’autorise a considérer comme équations différentielles, d’ordre 1 par exemple,
des équations de la forme

(1.4) u(t)y' +v(t)y = g(t),

ou u,v et g sont des fonctions continues. Bien entendu, sur chaque intervalle ou la fonction u
ne s’annule pas, ([1.4)) est équivalente & I’équation différentielle

= altyy + b(t),

avec a(t) = —v(t)/u(t) et g(t) = f(t)/u(t), que 'on sait maintenant résoudre. Par exemple
Iéquation (¢t + 2)y’ = 2 — y n’est pas une équation différentielle résolue sur R. Mais I'on peut
tout de méme se demander quelles sont les fonctions de classe C! sur R qui vérifient cette
équation.

1.3 Une équation d’ordre 2

On étudie maintenant les équations du type de celle obtenue pour décrire I’évolution de la
charge dans un circuit RLC, c¢’est-a dire de la forme

(1.5) Y+ o)y + q(t)y = f(t)

Notes du cours Math318, année 2014/2015. Version 2.01. Thierry Ramond



CHAPITRE 1. EXEMPLES ET NOTIONS DE BASE 12

ou p,q et f sont des fonctions continues sur U'intervalle ouvert I =|a, (.

Dans le cas ol p et ¢ sont des fonctions constantes, on peut comme pour ’équation (|1.3))
décrire tres explicitement ’ensemble des solutions. On se concentre sur le cas ou f = 0,
autrement dit on considere ’équation

(1.6) v +py +qy=0,

et on traite le cas (le plus important) ou p,q € R. On reviendra plus tard, mieux armés, sur
le cas ou f # 0.

On peut deviner le résultat qui suit en essayant de trouver une solution de la forme y : t > €.
En calculant les dérivées de cette fonction, on voit que 'on doit nécessairement avoir

r? + pr+q=0.
Cette relation est souvent appelée équation caractéristique de ([1.6))-
Proposition 1.3.1 Soit p,q € R, et P(r) = r? +pr+¢. On note A = p? —4q le discriminant
du polynéme du second degré P. Soit S I'ensemble ‘des solutions sur R a valeurs réelles de

I"équation (|1.6]).
i) Si A > 0, notant r1, 73 € R les racines.de P(r),

S={t = Yerea(t), Yoy.co(t) = c1e™ + cae™!, 1,0 € R},
ii) Si A =0, notant 7y € R la racine de P(r),

S={t = Yer,eo(t), Yer,e0(t) = eTOt(qt + ¢2), c1,c2 € R},
iii) Si A < 0, notant 6 € RT un réel tel que 62 = —A,

S={t = Yeico(t), Yer,e0(t) = e P2 (c1cos(t/2) + casin(6t/2)), c1,c2 € R},

Preuve: — On commence par le cas ou A = 0. Soit y(t) une solution de (1.6). On pose
2(t) = e "oy(t) = eP/2y(t). On a

(1) = Lyt + ey (1)

2
Z(t) = pzept/ 2y(t) + pe'?y (1) + ey (1) = P2 (qy + py' +y") = 0.

Donc z(t) = c1t+c2 pour certains réels ¢y, c2, et y(t) est de la forme annoncée. Réciproquement,
toutes les fonctions de cette forme sont des solutions de (|1.6]), ce qui prouve la proposition
dans ce cas.

— On consideére maintenant le cas ot A > 0. Soit y(¢) une solution de (1.6). Notant r; =

Notes du cours Math318, année 2014/2015. Version 2.01. Thierry Ramond
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# la plus petite racine de P, on pose z(t) = e "ty(t). On a

2 (t) =rie y(t) + e My (1)
z"(t) = (7”1)267”3/(75) — 27‘167T1ty/(t) + efrlty"(t)
= [(r1)? = gle ™ y(t) — [2r1 + ple™ "y (1),

ott on a utilisé le fait que v’ = —py’ —qy. On a 2r +p = —VA et

(m)? = g =} + (1 + pr1) = ra(2r1 +p) = —r1 VA,

Donc
() = VA[—rie Ty (t) + e (1) = VA 2 (t).
Posant v = 2/, on a v’ = v/Av, donc v(t) = AeVAt et on en déduit que

z(t) = coeVBt 4 1,

pour certains réels c¢p, co. Du coup

t

\/Aterlt +C]_€T1t — C]_erlt 4 6267‘2 ,

y(t) = coe

comme annoncé. Réciproquement, toutes les fonctions de cette forme vérifient (1.6, et on a
terminé la preuve de la proposition dans le cas A > 0.

— Dans le cas A < 0 on commence par chercher les solutions a valeurs dans C. Soit 6 > 0 tel

que 62 = —A. On note 7| = %_“5 et ro = %ﬂs les racines complexes de P. Comme dans le

cas ot A > 0, on pose z(t) = e "'y(t), et on obtient
2"(t) =62 (t).

On en déduit de la méme maniere que z(t) = 29€"% 4 21 pour certaines constantes zi, zp € C,

et

y(t) = (deiét + zl)ent = zemt 4 g€t

On peut vérifier facilement que toutes les fonctions de cette forme vérifient 1’équation ([1.6)).
Autrement dit, on a établi que I’ensemble des solutions de (1.6 & valeurs dans C est

S(C = {(R) y21,22)7 Yz1,22 (t) = ZlerltL + ZQ@TQt? Z1,%2 € (C}
On cherche maintenant les fonctions v, ., € Sc qui sont a valeurs réelles. Notant 21 = a1 +1by
et z9 = as + by, On a
Yoy 2o (t) = e*pt/2[(a1 + ib1)(cos(0t/2) — isin(dt/2)) + (ag + iba)(cos(dt/2) + isin(dt/2))],

et donc
Imy., ., (t) = e*pt/2[(a2 —ayp)sin(0t/2) + (by + ba) cos(dt/2))].

Pour que ce nombre soit nul pour tout ¢t € R, il faut et il suffit que as = a; et que by = —by,
autrement dit que zo = Z7 et dans ce cas,

Yoy 2o (1) = €7P%(2ay cos(5t/2) + 2b; sin(5t/2)),

ce qui est bien la forme annoncée (prendre ¢; = 2a; et ca = 2as). O
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1.4 Une équation non-linéaire

On reprend le modele d’évolution du nombre de bactéries. L’équation N'(t) = kN (t) conduit
a N(t) = CeM, donc a une population dont le nombre croit indéfiniment. Ce n’est évidemment
pas tres satisfaisant : les bactéries ont besoin de se nourrir, et la nourriture disponible est
toujours en quantité limitée. Autrement dit, le nombre de bactéries doit se stabiliser (au
moins) quand il devient grand. On est conduit a imaginer que ce nombre vérifie en fait
I’équation différentielle

Le terme en y? est négligeable devant ky pour y petit -donc y devrait croitre exponentiellement
tant qu’elle reste assez petite, mais devient prépondérant pour y grand - dans ce cas, la
population devrait avoir tendance & diminuer.

1.4.1 Des solutions de I’équation y' = —y?

On reviendra sur la résolution de 1’équation (1.7) en général, mais on se concentre pour
I'instant sur le cas k = 0. Autrement dit, on veut résoudre ’équation

(1.8) y ="y’

N’ayant pas grand chose dans notre boite a outil, on cherche parmi les fonctions que 1'on
connait celles qui vérifient cette relation. On se souvient que, si a € R, et pour t # a,

() = —ﬁ. Autrement dit, notant
yl: Ja,+oc[-— R ot y, : | —oo,a[ — R
= e

on voit que pourtout @ € R, 3 est une solution de sur |a, +00[, et que y, est une solution
de (|1.8) sur | — oo, a[. Chose un peu étrange, ces fonctions ne peuvent pas étre prolongées en
des fonctions C! sur R, donc en des solutions de sur R, alors que I’équation a un sens
pour tout ¢ dans R (les coefficients ne dépendent méme pas de t). Pour ajouter a la confusion,
on pourra remarquer aussi que la fonction nulle est elle solution de sur R.

Pour clarifier les choses, on est donc contraint de préciser ce qu’on entend par équation
différentielle, et de modifier une peu le sens que 'on a donné & la notion de solution.

1.4.2 Retour sur la notion de solution

Définition 1.4.1 Une équation différentielle scalaire d'ordre 1 s'écrit

(1.9) y' = f(t,y),
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ou f est une fonction continue sur I X U a valeurs dans R, I et U étant des intervalles ouverts
de R.

On dit que le couple (J,y), constitué d'un intervalle J C I et d'une fonction y : J — R de
classe C!, est une solution de I'équation lorsque

i) pour tout t € J,onay(t) € U.

ii) pour tout t € J, on a ¥/ (t) = f(t,y(t)).

On est bien sir obligé de vérifier la condition (i) pour que la condition (ii) ait un sens.
Exemple 1.4.2 i) L'équation sy = a(t)y + b(t) s'écrit sous la forme avec
f(t,x) = a(t)x + b(t) définie et continue sur I x R quand a et b sont continues sur I.
Les solutions que nous avons mises en évidence s'écrivent alors ({1, y.), avec y.(t) = ....
ii) L'équation ([1.4)) : u(t)y’ + v(t)y = f(t) est une équation non-résolue, qui ne s'écrit pas
automatiquement sous la forme . On peut s'y ramener sur chaque intervalle ol u ne
s'annule pas.
iii) L'équation cy" 4+ p(t)y + q(t)y = f(t)-est.une équation du second ordre, donc ne
s'écrit pas sous la forme ([1.9)).
iv) L'équation y' = ky — y? s'éerit sous la forme avec f(t,r) = kx — 22, qui est
une fonction continue (et méme C*) sur R x R, et qui ne dépend pas de t.
Dans le cas particulier k = 0, on a trouvé trois types de solutions : (R,0), (] — oo, al,y, )
et (Ja, +ool,y7).

Pour distinguer les différents cas que I'on vient de rencontrer, on utilise la

Définition 1.4.3 On dit que (.J,y) est une solution globale de I'équation différentielle ([1.9)
lorsque J = 1.

1.5 Solutions maximales

Supposons que l'on ait déterminé une solution (J,y) de 1’équation différentielle par un
procédé quelconque, et que ce ne soit pas une solution globale (J # I). Il peut étre possible
de trouver un intervalle .J’ plus grand que J sur lequel la fonction g, ou plus exactement son
prolongement, est encore solution de (1.9). ..

Considerons par exemple I'équation différentielle scalaire d’ordre 1

(1.10) v =fty)=vy
avec f: R x [0,4o00[— R.
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— (R, 0) est une solution globale de : il n’est pas question de vouloir la prolonger.

— Pour ¢ € R, je note y. la fonction définie par y.(t) = (t — ¢)?/4 pour t > c. On vérifie
facilement que (]c, +00[, y.) est une solution de (L.10). On voit aussi que la fonction y
définie par 3. (t) = (t — ¢)?/4 pour t < c n’est pas solution de I’équation sur | — oo, c[.
Par contre, considérons la fonction g, définie sur R par

() = (t—c)?/4 pourt > e,
Yl =9 0 pour t < c.

Cette fonction est C! sur R (il faut vérifier que 7. est continue en 0, dérivable en 0 et
que sa dérivée est continue en 0). De plus (R, y.) est une solution de (1.10)). Puisque g,
coincide avec y. la ou cette derniere est définie, on dit que la solution (R, y.) prolonge
(Je, +00[, ye). De maniere générale :

Définition 1.5.1 Soient (J1,41) et (J2,y2) deux solutions de I'équation différentielle (1.9)).
On dit que (J2,y2) prolonge (ou est un prolongement de) (Ji;y1) lorsque Ja contient Jp, et
1o coincide avec ¥y sur Ji :

vt € I, ya(t) =y (0).

On dit que (I, y) est une solution maximale de ([1.9)) lorsqu'elle n'admet pas d’autre prolon-
gement qu’elle-méme.

Bien entendu, toute solution globale est maximale : que peut-on vouloir de plus qu'une solution
définie sur tout l'intervalle ol I’équation a un sens? La réciproque est fausse : il y a des
solutions maximales qui ne sont pas globales.

Dans le cas de I’équation ¥ = —y2, on a vu que la solution (]a, +oo[,t ﬁ) ne peut pas
étre prolongée : s’il-existait un prolongement strict (j ,7), on aurait nécessairement a € J, et
g continue (C' méme) en-a. Or

lim g(t) = lim y(t) = —o0,

t—at t—at

ce qui est absurde. Donc il s’agit d’une solution maximale, bien qu’elle ne soit pas globale.

Lorsqu’une solution n’est pas maximale, elle peut avoir plusieurs prolongements maximaux
distincts. Reprenons I'équation différentielle (1.10)) : y' = \/y sur R x [0, +oc0[. (R,0) est une
solution globale (donc maximale), de méme que (R, y.). En particulier, la solution (] — oo, 0], 0)
admet comme prolongements maximaux (R, 0) et (R, y.) pour tout ¢ > 0.

1.6 Probleme de Cauchy

1.6.1 Mettons un peu d’ordre

On vient de le voir, une équation différentielle a en général beaucoup de solutions, méme si l’'on
ne s’intéresse qu’aux solutions maximales. D’un autre c6té, on peut raisonnablement penser
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y=(x-0)2/4

FIGURE 1.2 — Plusieurs prolongements maximaux de la solution (] — oo, 0], 0)

que lorsqu’une équation différentielle décrit I’évolution au cours du temps d’une quantité phy-
sique, celle-ci est entierement déterminée par les conditions initiales. Par exemple, I’équation
différentielle qui décrit I’évolution du nombre de bactéries dans une boite de culture doit avoir
une seule solution, des lors qu’on connait la-population initiale de bactéries dans la boite. Ceci
conduit & la notion de probleme de Cauchy pour 'équation différentielle (1.9), pour lequel on
espére avoir une solution unique.

Définition 1.6.1 Soit f unefonction continue de I xU dans R, ou [ et U sont des intervalles
ouverts de R. Soit tg € I et.yg € R™. Résoudre le probleme de Cauchy (en t)

y' = f(ty),
(L.11) { y(to) = Yo,

c'est trouver toutes les solutions maximales (J, y) de I'équation différentielle ' = f(¢,vy) telles
que ty € J et y(to) = yo.

Exemple 1.6.2 Dans le cas d'une équation linéaire scalaire du premier ordre, le probleme de
Cauchy s'écrit donc, pour a,b € CO(I),

{ y' = a(t)y +b(t),
y(to) = o,
On connait toutes les solutions maximales de I'équation. Ce probléme est donc équivalent a la
question de trouver parmi les fonctions

t

ye i t > A (c +/ e~ A)p(s)ds).

«
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celles qui vérifient y(to) = yo. Il y en a une, et une seule! C'est y,, ou

to
eA(tO)(co +/ e_A(S)b(s)ds) = 90,

c'est-a-dire .
0
co = yoe—A(tO) _/ e_A(S)b(S)dS.
(0%

En pratique, on a intérét a remplacer « par tg dans I'expression générale de la solution, et on a,
plus simplement
—A(t
co = yoe ).

Mieux, si on choisit A(t) = ft

+, @(s)ds comme primitive de a, on a simplement

co = Yo-

L’exemple suivant montre que néanmoins, la situation n’est pas tout a fait aussi simple qu’on
pourrait le souhaiter : il arrive qu’un probléme de Cauchy ait plusieurs solutions.

Exemple 1.6.3 La fonction nulle est une solution sur R de 1’équation différentielle y' =
3]y|2/3. La fonction = — x3 est également une solution sur R, et le probléme de Cauchy

{ v =3k,

(112 4(0) =0,

admet donc au moins deux solutions.

1.6.2 Le théoreme de Cauchy-Lipschitz. Premiere visite

On verra plus tard cependant que sous des hypotheses relativement faibles sur la fonction
f, il existe un intervalle ouvert J inclus dans I et contenant tg, tel que le probleme
admette une et une seule solution dans J. Ce célebre résultat porte le nom de Théoreme de
Cauchy-Lipschitz. C’est une des pierres angulaires de la théorie des équations différentielles,
et nous passerons du temps a le démontrer dans toute sa généralité, et & décortiquer ses
corollaires.

Pour pouvoir travailler confortablement, on admet provisoirement la

Proposition 1.6.4 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz - premiére version) Soit f : [ x U — R
une fonction continue, ot I et U sont des intervalles ouverts de R. Soit aussi tg € I et yo € U.
Si f est de classe C! sur I x U, alors le probleme de Cauchy admet une unique solution
maximale (J,y).

Il faut noter que cet énoncé n’est certainement pas le meilleur possible. Il donne une condition
suffisante d’existence et d’unicité, mais on verra que l'on peut 'affaiblir. D’ailleurs dans le
cas des équations linéaires, on a vu que le probleme de Cauchy admet une solution unique,
meéme si la fonction f(t,z) = a(t)z + b(t) est supposée seulement continue par rapport a t.
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Exercice 1.6.5 Pourquoi le Théoréme de Cauchy-Lipschitz ne s'applique-t-il pas dans le cas de

I'équation (1.10)) ? et dans le cas de I'équation ((1.12]) ?

1.6.3 Exemple : résolution de I’équation y' = —?

Pour illustrer I'une des facons d’utiliser ce théoréme, on revient sur ’équation (1.8)) : 3/ = —32,
que 'on va résoudre.

On commence par une remarque simple mais extrémement importante. La fonction f(t,z) =
—z2 est C! sur R x R. Autrement dit le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique pour le

probleme de Cauchy
{ v =y
y(to) = o,

et ce pour tout (to,yo) € R2. En particulier, pour tout tg, il-existe unique solution maximale
pour le probleme 3 = 42, y(to) = 0. On la connait : c’est (IR, 0):

Supposons alors que (J,y) soit une solution de ’équation . On a 'alternative suivante :
— ou bien y est la fonction nulle (et J = R),
— ou bien y ne s’annule pas sur J.
En effet si y s’annule sur J, par exemple en tg; alors y est la fonction nulle en raison de ce
qui précede.

Soit donc (J,y) une solution maximale qui n’est pas la solution nulle. Pour tout ¢ € J, on a

y(t) L L
yz(t)_1<:>HCe]R, =t+C = 3CER, y(t) = —

y(t)

On a utilisé le fait que y ne s’annule pas sur J pour diviser 1’équation par y(t)2, puis on a
intégré I’équation obtenue.

Y(t) =~y (t) = —

Donc, nécessairement, pour tout t € J, y(t) = 1/(t+C) ot C est un réel. Comme y est C! sur
J, J est un intervalle qui ne contient pas —C'. Puisque (J,y) est maximale, on a forcément
J =] — 00, —C[ ou J =| — C, +00[. On a déja vu que (] — 0o, al,y*) et (Ja, +oo|,y)) sont des
solutions de . On a donc montré que

L’ensemble des solutions maximales de 1’équation v’ = y? sur R est

§ ={(R,0), (] —o0,al,y2), (Ja, +oc[, 55 ), a € R}.

1.6.4 Exemple : résolution de y' = ky — 1
On résout maintenant I’équation (1.7) : v/ = ky — y?, avec k > 0. La encore, la fonction

f(t,z) = kx—x? est C' sur R?, donc le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique. En s’inspirant
de ce qui précede, on cherche tout d’abord §’il y a des solutions constantes (la solution nulle
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pour y' = —?). La fonction constante y(t) = a vérifie I'’équation sur un intervalle J si et
seulement si
ka —a®?=0<=a=0oua=k.

On a donc deux solutions constantes, forcément globales, (R, 0) et (R, k).

FIGURE 1.3 — Des solutions de I’équation v = ky — y?, avec k > 0

Soit maintenant (J,4) une autre solution. S’il existe ¢ty € J tel que y(tg) = 0 ou k, alors y est
solution sur J du probléme de Cauchy

y = ky — 7,
y(0) =0 ou k.
Par unicité de Cauchy, y serait 'une des deux solutions constantes. C’est absurde, donc

y(t) # 0 pour tout t € J et y(t) # k pour tout ¢ € J. On a mieux : puisque la fonction y est
continue, on a

(a) ou bien y(t) < 0 pour tout t € J,
(b) ou bien y(t) €]0, k[ pour tout t € J,
(c) ou bien y(t) > k pour tout ¢ € J.

Graphiquement, ce phénomene est particulierement parlant. Il s’agit bien stir d’un principe
général :

Lorsque le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique, les courbes représentatives de deux
solutions distinctes d’une équation différentielle scalaire d’ordre 1 ne se coupent pas.
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Exercice 1.6.6 Le démontrer.

Ce fait a aussi un intérét pour le calcul des solutions. Si (J,y) est une solution de (1.7) qui
n’est pas constante, alors, pour tout ¢t € J,

(k= y()y(t) = ky(t) — (1) # 0.
Ainsi (J,y) est une solution de (1.7) si et seulement si

Wemy@:mmw—fuy:¢w6mk{$t+yﬁ):h

et en intégrant

cervies m—O e

=y
Oou encore
()] u
1.13 1C' > 0,vVt € J, ———— =Ce™.
(1-13) = ()]

Pour conclure, il faut maintenant discuter suivant les trois cas (a), (b) et (c). Plagons nous
dans le cas (a). On a y(t) < 0 et k —y(t) > 0 pour tout ¢ € J, donc (1.13)) équivaut a

Cekt

y(t) ke —
IC >0t e J, —Sm0 =0l e=3C RV e ], y(t) = ko

y(t) — k

On notera de plus que I'on doit avoir y(t) < 0 pour tout ¢ € J, donc Cek* < 1 pour tout
t € J, cest-a~dire t < —% InC. Autrement dit, si (J,y) est une solution maximale de 1D
telle que y(t) < 0 pour tout ¢ € J, il existe C' > 0 tel que

Cekt

1

On laisse au lecteur le soin de considérer les deux autres cas (b) et (c), et de confronter ses
résultats avec la Figure [L.3

1.7 Equations différentielles d’ordre supérieur

1.7.1 Qu’est-ce qu’une équation différentielle d’ordre n ?
Jusqu’a présent, on s’est préoccupé essentiellement d’équations différentielles scalaires d’ordre

1, a exception des équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2 & coefficients constants.
De maniere générale, voila ce que ’'on nomme équation différentielle scalaire d’ordre n.
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Définition 1.7.1 Une équation différentielle d'ordre n s'écrit
(1.14) y" =F(,y9,y, .y )

ou F' est une fonction continue sur I x U a valeurs dans R"”, I étant un intervalle ouvert de
R, et U un ouvert de R".

On dit que le couple (J,y), constitué d'un intervalle J C I et d'une fonction y : J — R de
classe C™, est une solution de I'équation ([1.14]) lorsque

i) pour tout ¢t € J, on a (y(t),y'(t),y"(t),...,y" V() € U.
i) pour tout t € J, on a y™(t) = F(y(t),y' (), y"(t),...,y" D (t)).

Exercice 1.7.2 Donner la fonction F', I et U dans les exemples de |'Introduction.

1.7.2 Se ramener a un systéme de n équations différentielles d’ordre 1

Pour énoncer des résultats théoriques, mais aussi parfois pour résoudre les équations d’ordre
n, on préfere ramener une équation différentielle d’ordre n a un systeme de n équations
différentielles d’ordre 1.

Commencons par 'exemple de Déquation (1.5) : v” + p(t)y’ + q(t)y = f(t). Supposons que
(J,y) en soit une solution, et posons

Y J R Y(H) = ( y(t) )

Puisque y est nécessairement C?, la fonction Y est C' sur J et

o= (0 )= (o a0 )70+ (i)

Autrement dit, (J,Y) est solution du systeme différentiel
Y'(t) = G(t,Y (1))

ou G : I x R? = R? est la fonction définie par

60~ ( i )X+ (1) = (ptim—siea 100 )

avec X = (z1,72) € R% De maniere générale
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Proposition 1.7.3 Soit ' : I x U — R une fonction continue, ou I est un intervalle ouvert
de R et U un ouvert de R™. On note G : I x U — R" la fonction définie par

G(t,l’l,.. : 7xn) =
F(t,z1,...2,)

i) Si (J,y) est une solution de I'équation différentielle d'ordre n

(1.15) y™ = F(e,y,9,y" .y Y),
y(t)
y(t
alors (J,Y), avec Y (t)=]| . , est une solution du systeme différentiel d'ordre 1
y™(t)
(1.16) Y' = G(t,Y),
y1(t)
Y DA : : ya(t)
ii) Réciproquement, si (J,Y) est une solution de (1.16f), avec Y (¢) = | . , alors
Yn(t)

(J,y1) est une solution de ([1.15]).

La preuve de cetteproposition est facile, et on laisse au lecteur le soin de la rédiger. On
remarquera en particulier que si Y est C! et vérifie le systeme (1.16]), sa premiere composante
y1 est bien une fonction C”.

1.7.3 Au fait : c’est quoi un systéeme différentiel d’ordre 17

On formalise maintenant la notion de systeme différentiel d’ordre 1. La différence avec les
équations scalaires d’ordre 1, c¢’est que 'inconnue est une fonction vectorielle Y : I — R™, ou,
si 'on préfere, un n-uplet de fonctions (y1,...yy) (les composantes de la fonction Y').

Définition 1.7.4 Un systeme différentiel d'ordre 1 s'écrit
(1.17) Y' =F(t,Y),

ou F' est une fonction continue sur I x U a valeurs dans R"”, I étant un intervalle ouvert de
R, et U un ouvert de R".
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On dit que le couple (J,Y), constitué d'un intervalle J C I et d'une fonction Y : J — R" de
classe C!, est une solution de I'équation lorsque

i) pour toutt € J,ona Y(t) € U.
ii) pour tout t € J, on a Y'(t) = F(t,Y'(t)).

est bien d’un systeme d’équations. En effet, notant
Y(t) = (y1(t),- - yn(t))
les n coordonnées de la fonction Y : J — R™, et
F(t,z) = (Fi(t,x),..., F,(t,x))
les n coordonnées de la fonction F': I x U — R", I’équation s’écrit plus explicitement

y(t) = Fl(t,yl(t),...,yn(t)),

1
(1.18) yé(t) = .FQ(t,yl(t),...,yn(t)),

V8 = Falomn)- .. un(®).

Par exemple, le systeme prédateurs-proies de Lotka et Volterra

{ yi(t) = aya(t) — by1(t)y2(t),
Yo (1) = —cyr(t) + dy1(t)y2(t),

Sécrit Y/ = F(t,Y) avec

F:RxR? 5 R? F(t,z1,22) = (axe — bxi:0, —CT1 + dT122).

1.7.4 Le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour les systemes, et pour les
équations d’ordre n. Premiere visite.

Pour les systemes d’ordre 1, on démontrera le méme théoreme de Cauchy-Lipschitz que pour
les équations scalaires :

Proposition 1.7.5 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz - premiére version- cas des systémes) Soit
F : I xU — R" une fonction continue, ou I est un intervalle ouvert de R et U un ouvert de
R™. Soit aussi tg € I et Yy € U. Si F est de classe C! sur I x U, alors le probleme de Cauchy

{ Y = F(t,Y)
Y(to) = Yo

admet une unique solution maximale (J,Y).
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En rapprochant la Proposition [I.7.3] et ce qui précéde, on comprend que la bonne notion de
probleme de Cauchy pour une équation différentielle d’ordre n est la suivante :

Définition 1.7.6 Soit I une fonction de R x R" dans R, définie et continue sur I x U, ou
I est un intervalle ouvert de R, et U un ouvert de R™. Soit ¢ty € I et (Y0, Y1,---,Yn—1) € R".
Résoudre le probléme de Cauchy (en tg)

y' = F(t,y)
1.19
( ) { y(to) = v0,¥' (to) = y1, - .,y V(o) = yn_1,

c'est trouver toutes les solutions (maximales) (J,y) de I'équation différentielle v/ = F(t,vy)
telles que to € J et y(to) = yo. ' (to) = y1,-- .,y V(o) = yn-1.

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz (la Proposition, appliqué au systeme d’ordre 1 corres-
pondant, dit en effet que, lorsque F est C!, ce probleme admet une unique solution maximale.
Typiquement, ce résultat dit que I’équation de Newton (une équation différentielle d’ordre 2)
détermine de maniere unique la trajectoire y(t) d’un mobile a condition que l'on spécifie sa
position initiale y(0) et sa vitesse initiale y'(0)-

1.8 Systemes linéaires

L’étude des systemes linéaires va occuper une bonne partie de ce cours. Il y a au moins deux
excellentes raisons pour cela. Tout d’abord, on va réussir a donner une expression explicite
de toutes les solutions de'ces systemes. On verra ensuite que les propriétés des solutions de
systemes différentiels quelconques sont souvent (et on précisera dans quel cas) proches de
celles de systemes linéaires a coefficients constants bien choisis.

1.8.1 Qu’est-ce qu’un systeme linéaire ?

Il est temps de préciser pourquoi on parle d’équations linéaires pour les équations différentielles
de la forme (1.3) : v/ = a(t)y+b(t). Pour chaque ¢ fixé, posons ¢;(z) = a(t)z+b(t). La fonction
l;: R — R est affine. Autrement dit hy : © — £,(z) — £4(0) est linéaire :

VOél, Q9 € C,V.’L‘7.%'2 c R, ht(alml + CVQHTQ) = alht(acl) + Oéth(l'Q).
On étend cette notion aux systemes. Soit £’ : I x R™ — R une fonction affine par rapport a sa
variable X . Cela signifie que la fonction pour tout ¢ fixé, la fonction H (t, X) = F(t, X)—F(t,0)

est linéaire par rapport a X. Autrement dit, il existe une matrice A(t) telle que H(t, X) =
A(t)X, et finalement, notant B(t) = F(t,0),

F(t,X) = A)X + B(2).
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Définition 1.8.1 Soit F': I x R™ — R" une fonction continue, ou [ est un intervalle ouvert
de R. On dit que le systeme différentiel

(1.20) V'=F(tY)

est linéaire lorsqu'il existe deux fonctions A : I — M,(R) et B : I — R", forcément
continues, telles que
F(t,X)=A(t)X + B(t)

Pour les connaisseurs, un systéme différentiel (ou une équation scalaire) est dit(e) linéaire
lorsque la fonction X — F(t, X) est affine pour tout ¢...

Pour simplifier les prochains énoncés, nous allons admettre -provisoirement- le résultat suivant
(cf. le Corollaire |4.4.3). On I'a d’ailleurs déja démontré pour les équations linéaires scalaires
d’ordre 1.

Proposition 1.8.2 Toutes les solutions maximales du systeme linéaire (|1.20)) sont globales.

Parlant d’une solution (J,Y") d’un systéme linéaire, on ne précisera donc plus l'intervalle J :
on ne considere désormais que les solutions maximales, donc J = [.

1.8.2 Structure de ’ensemble des solutions

Les résultats qui suivent sont énoncés pour les systemes linéaires, mais valent bien sir aussi
pour les équations linéaires scalaires. Ce sont des remarques tout a fait simples, mais cruciales.

Le systeme différentiel
(1.21) Y = A@t)Y
est appelée systeme différentiel homogéne associée a (1.20)).
Proposition 1.8.3 Si Y] et Y3 sont deux solutions du systeme Y’ = A(¢)Y’, alors pour tous

aq, e € C, la fonction a1Y] + aoYs est aussi une solution. Autrement dit, I'ensemble des
solutions d'un systéme linéaire homogene est un sous-espace vectoriel de C*(I, R").

Preuve.— 1l suffit de remarquer que pour tout ¢ € I, (a1Y1 + a2Y2)'(t) = a1 Y/ (t) + a2Y5 (t)
et que, notant H(t, X) = A(t)X,

H(t, 01 Y1(t) + a2Ya(t)) = o H (£, Y1(t)) + aaH (¢, Ya(1)).
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Proposition 1.8.4 Si Y] et Y5 sont deux solutions du systeme linéaire Y/ = F(¢,Y), alors
Z =Y1 — Y5 est une solution du systeme linéaire homogeéne associé.

Preuve.— Pour t € I, on a
Z'(t) = Y{(t) - Yo (t) = F(t,Y1(t)) — F(t, Ya(t)) = H(t, Y1(t)) — H(t, Ya(t)) = H(t, Z(1)).
O

On en déduit le résultat connu sous le nom de principe de superposition :

Proposition 1.8.5 Soit Y| une solution de I'équation (|1.20). Toute solution Y de ((1.20])
s'écrit Y =Yy + Z, ou Z est solution de I'équation différentielle homogene associée (1.21]).

Autrement dit, pour trouver TOUTES les solutions de ((1.20));.il suffit de
1. trouver toutes les solutions Z de 1’équation homogene associée (|1.21);
2. trouver UNE solution Y} de ((1.20)).

Pour les connaisseurs encore, le principe de superposition dit que ’ensemble des solutions
d’un systeme linéaire est un espace affine, dont la direction est ’espace vectoriel des solutions
de I’équation homogene associée.

1.8.3 Dimension de ’espace des solutions

On suppose toujours que A : I.— M, (R) est une fonction continue. On a vu que l’ensemble
Sy des solutions du systeme linéaire homogene

(1.22) Y = A@t)Y

est un sous-espace vectoriel de C!(I,R™). Dans le cas des équations scalaires (n = 1), on a vu
aussi que

Sy = {t = Cet® C eR},

et qu’il s’agit donc d’un espace vectoriel de dimension 1, engendré par la fonction t — e
par exemple. Grace au théoreme de Cauchy-Lipschitz, on va démontrer la

A(t)

Proposition 1.8.6 Soit A : I — M, (R) est une fonction continue. L'espace vectoriel Sg
des solutions du systéme linéaire homogene Y’ = A(t)Y est de dimension n.

Preuve: Soit ¢y € I. D’apres la Proposition (en fait la Proposition puisque F(t, X) =
A(t)X n’est pas supposée de classe C'), pour chaque Xg € R" le probleme

Y — A,
(1.23) { Y (to) = Xo,

admet une unique solution, que je note (I, Yx,). L’application ¢ : Xy — Yx, de R™ dans Sy
est donc bijective :
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— elle est injective : si Yx, = Yx, on a nécessairement X; = Xo.
— elle est surjective : si Y € Sy, on a Y = ¢y ().
Montrons maintenant que ¢ est linéaire. Pour X1, Xs € R" et a1, a9 € R,

Ya1X1+o¢2X2 - CVlif)(l + CVQYXQ-

Puisque Yy, x;+asx, €st I'unique solution Y du systéme qui vérifie Y (tg) = a1 X1 + asXo, il
suffit de montrer que a;Yx, + a2YXx, est aussi une solution du méme probleme de Cauchy.
Le fait que a1 Yx, + a2Yx, est une solution a déja été démontré : Sy est un espace vectoriel.
Enfin

(1Yx, + 2Yx,)(to) = a1Yx, (to) + a2Yx, (to) = M X1 + Ao Xos.

La bijection ¢ : R — S est donc un isomorphisme d’espace vectoriel, et
dim Sy = dim ¢(R") = dimR" = n.

(|

En traduisant ce résultat dans le cas ot le systeme d’ordre 1 que ’on considere provient d’une
équation différentielle scalaire d’ordre n, on obtient la

Proposition 1.8.7 L'ensemble des solutions d'une équation différentielle linéaire scalaire
d’ordre n résolue a coefficient continus est un sous-espace vectoriel de dimension n de C"(I,R).

1.8.4 Méthode de variation de la constante

On a élucidé la structure de l’espace des solutions des solutions de l’équation homogene
Y' = A(t)Y. Pour décrire I’ensemble des solutions de 1’équation complete Y’ = A(t)Y + B(t),
il reste a en trouver UNE-solution.

Voici un procédé bien connu pour les équations linéaires d’ordre 1 : la méthode de variation de
la constante. On verra plus loin que cette procédure marche aussi pour les systemes linéaires.

On considere donc 'équation, avec a,b: I — R continues,

(1.24) y' = a(t)y +b(t).

On sait que les solutions de ’équation homogene associée

sont les fonctions de la forme y(t) = CeA®, ott A(t) est une primitive de a(t) sur I.

L’idée est la suivante : on cherche une solution y de I’équation sous la forme
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oll ¢ est une fonction C' & déterminer. De maniére un peu rapide, on dit que I’on fait varier
la constante ¢ qui apparait dans I’expression de la solution de ’équation homogene associée
a ([1.24).

Pour que cette fonction soit une solution, il faut et il suffit que
¢ (1)eA® +a(t)e(t)eA V) = () = a(t)y(t) + b(t) = a(t)c(t)e® + b(t),

c’est-a-dire
d(t) = b(t)e AW

et il suffit donc de prendre pour ¢(t) une primitive de t — b(t)e™

c(t) = /t b(s)e ) ds,

to

Al est-a-dire

ou tg € I est un point quelconque. On en déduit que

t
y(t) = eA(t)/ b(s)e ¥ ds
t

0

est une solution de ([1.24)), ce qui, compte tenu de la. Proposition fournit une autre
preuve de la Proposition [1.2.3

On décrit maintenant rapidement la méthode de variation de la constante pour les équations
linéaires d’ordre 2. La encore, elle permet, lorsque I’on connait une base, donc deux solutions
indépendantes de l'espace Sy de ’équation homogene associée, de trouver une solution de
I’équation complete.

Supposons que y; et y2 soient deux solutions indépendantes de 1’équation
(1.25) y' +pt)y +a(t)y =0
On sait que toutes les solutions de cette équations s’écrivent

Yy = a1y + azy.
On cherche deux fonctions a;(t) et az(t) de classe C2, de sorte que la fonction
(1.26) y = aa(t)yr + o2 (t)ys

soit solution de
v+ o)y +at)y = f(1).
On suppose aussi que «(t) et as(t) vérifient la relation

(1.27) ay(t)y1 + as(t)y2 = 0.

Cette seconde hypothese ne semble pas tres naturelle, mais on verra plus loin que 1’on peut
affirmer a prioiri que de telles fonctions existent. L’hypothese (1.27)) a pour conséquence de
simplifier un peu 'expression de 3’ et de 3" :

y'(t) = (¢ 5(0y2 + a1 (t)y) + aa(t)ys,

y'(t) = o (H)yr + ah()ya + ar )y + e2(t)ys .-
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On forme alors 1”équation différentielle que y doit satisfaire :

f=(a1(O)y] + a5(t)yh + aa (O)y] + aa(t)ys) + p(ar(D)y] + a2 (t)yh) + q(ai(t)z1 + az(t)z2),
=ay(t) (2] + pz1 + qz1) + aa(t) (25 + pzy + qz2) + 4 (Y] + ab(t)yh

et I'on se souvient que y; et yo sont des solutions de ((1.25]). On obtient

(1.28) [ =aq(t)yy + s (t)yh.

Il reste alors a résoudre le systeme linéaire ((1.27)), (1.28) d’inconnues o} et o4, ce qui donne une
expression pour ces fonctions. On peut alors prendre pour a; et ag une primitive quelconque
des fonctions obtenues.

Au passage, on voit que l'existence de solutions pour le systeme ([1.27)), (1.28) est liée a la
non-annulation du déterminant associé : pour que ((1.27)), (1.28]) admette une solution, il faut
et il suffit que

n(t) ws(t)

La quantité W(y1,y2)(t) = y1(t)y5(t) — y;(t)y2(t) est appelée Wronskien des fonctions y; et
y2. Nous reverrons cette quantité plus loin.

vt eI, Wy, y)(t) = det( n(t) yQ(? > £0
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Chapitre 2

Réduction des matrices

Comme on l’a fait pour les équations linéaires scalaires d’ordre 1, on est capable de donner
I’ensemble des solutions des systemes linéaires a coefficients-constants homogenes ou non, ce
que 'on fera dans le chapitre suivant. Pour ce faire, il faut d’abord revoir et approfondir
quelques notions d’algebre linéaire, permettant de'ramener un systeme quelconque

(2.1) Y’ = AY, avec A € M, (C),

a une forme plus simple, avec laquelle on saura se débrouiller. L’idée est que si P € M,,(C)
est une matrice inversible, en posant Z = PT'Y, ’équation (i est équivalente a I’équation

7' = BZ, avec B= P 'AP.
n effet, puisque = (™ =Pr7 ,on a
En eff i 7' = (P7lY))Y =Py’
7' =BZ = P Y = P7lAP P! «—= Y’ = AY.

On a donc tout intérét & trouver une matrice P telle que P~ AP soit la plus simple possible.
Cette question est celle de la réduction des matrices, que nous reprenons en détail.

2.1 Matrice d’une application linéaire

2.1.1 Définitions

On note K I'un des corps R ou C. La plupart des définitions et des énoncés ci-dessous sont
valables dans ces deux cas. Soit @ € L(K",K™) une application linéaire, et B = {e1,ea,...,e,}
une base de K”. La matrice de a dans la base B est le tableau de nombres A = (a;;) & n
lignes et n colonnes, dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs a(e;) dans la base B.
Autrement dit, les a; ; sont entierement déterminés par la relation

n
(I(Ej) = Z Aj,5€5.
=1
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Réciproquement, une matrice A € M, (K), c’est-a-dire tableau a n lignes et n colonnes
d’éléments de K, peut étre vu comme la matrice d’une application linéaire, modulo le choix
d’une base de K”.

On rappelle aussi que si A et B sont les matrices de deux applications linéaires a et b dans
une base B, la matrice de a o b dans la base B est la matrice produit C' = AB définie par

n
Cij = E @i kb,
k=1

2.1.2 Changement de base

On veut calculer la matrice A" de a dans la base B = {e],¢€, ..., e} de K™ lorsque 1'on
connait la matrice A de a dans la base B = {ej,e2,...,e,}.

Définition 2.1.1 On appelle matrice de passage de la base B a la base B’ la matrice P =
(pi,j) € Mn(K) dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs e/ dans la base B :

n
/ f— .. .
&= pijes
=1

Une matrice de passage P est toujours inversible : puisque ses vecteurs colonnes sont indépen-
dants, le rang de P est n, ce qui, en utilisant le théoreme du rang, entraine que P est injective
et bijective. Malgré son nom, la matrice de passage de B dans B’ permet de calculer les
coordonnées d’un vecteur dans I’ancienne base B, connaissant ses coordonnées dans la nouvelle

base B’ :

Uy
Proposition 2.1.2 Soit u € K" un vecteur, de coordonnées : dans la base B, et de
Un
u) uy u)
coordonnées | : | danslabase B.Ona | : | =P

Preuve: Il suffit de vérifier la proposition pour les vecteurs de la base B’. Le résultat pour les
autres vecteurs en découlera par linéarité. Les coordonnées du vecteur e}, dans la base B sont
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0 0
b1k
: . . : D2k . .
1|, ou le 1 figure sur la k-ieme ligne. On calcule donc P | 1 | = . , ce qui est bien,
0 0 DPn K
par définition de P, le vecteur colonne des coordonnées de e} dans la base B. O

En particulier, cette proposition permet de montrer que P~! est la matrice de passage de la
base B’ a la base B.

Proposition 2.1.3 Soit a € L(K™), A la matrice de a dans la base B, et A"sa matrice dans
la base B’. Si P est la matrice de passage de la base B a la base B/, on a

A =P AP

Preuve: Si u a pour coordonnées : dans la base B’, on a vu que X = P | : est le

/ /
un u'I’L

vecteur colonne des coordonnées de v dans la base B. Alors Y = AX est le vecteur colonne des
coordonnées de a(u) dans la base B et finalement P~1Y est le vecteur colonne des coordonnées

de a(u) dans la base B'. O

Définition 2.1.4 On dit que deux matrices A et B sont semblables sur K lorsqu’il existe
une matrice inversible P & M,,(K) telle que A= PBP~!.

De maniere équivalente, deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent la
méme application linéaire.

2.1.3 Sous-espaces stables

La réduction d’une matrice passe d’abord par la décomposition de K" en une somme directe
de sous-espaces stables.

Définition 2.1.5 On dit qu'un sous-espace vectoriel F' de K" est stable par A lorsque
A(F)CF.
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En effet, supposons qu’il existe une famille Fy, F5,...F), de sous-espaces vectoriels de K",
stables par A et tels que
K'=FioFR® & F,.

Pour chaque j € {1,...,p}, on note B; = {e{,eg,...,e%j} une base de Fj. On a donc au

passage n; = dim Fj et nqy +--- +ny =n.

Puisque K" est la somme directe des Fj, la famille B = U;—1. ,B; = {ez, j=1...p, 0 =
1...n;} est une base de K". Soit ezg un vecteur de cette base. Puisque chaque F} est stable

par A, Aeig € F},, et les cordonnées de Aeég sur les vecteurs ei avec j # jo sont toutes nulles.
Autrement dit, la matrice de A dans la base B est diagonale par blocs :

Ay

Ao

ot chaque bloc A; € M, (K) est la matrice dans la base B; de la restriction de A & Fj.

Dans la suite, on va construire, pour une matrice A donnée, une famille de sous-espaces
invariants supplémentaires. Il s’agira ensuite de choisir pour chacun de ces sous-espaces une
base qui rend le bloc correspondant le plus simple possible.

2.2 Valeurs propres et -vecteurs propres

2.2.1 Définitions

Soit A € M, (K) (K'=R ou C).

Définition 2.2.1 On dit que A € C est une valeur propre complexe de A lorsqu'’il existe un
vecteur non-nul u € C™ tel que Au = Au. On note spc(A) I'ensemble des valeurs propres
complexes de A (c'est le spectre complexe de A).

Pour A € sp(A), I'espace vectoriel E\ = Ker(A — A\I) C C" est le sous-espace propre
(complexe) associé a \. Sa dimension () est appelée multiplicité géométrique de \.

Lorsque A € M,,(R), on a une définition équivalente pour le spectre réel de A :
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Définition 2.2.2 On dit que A € R est une valeur propre réelle de A lorsqu'il existe un
vecteur non-nul u € R™ tel que Au = Au. On note spr(A) I'ensemble des valeurs propres
réelles de A (c'est le spectre réel de A).

Pour X\ € spr(A), I'espace vectoriel £\ = Ker(A — AI) C R" est le sous-espace propre (réel)
associé a \. Sa dimension () est appelée multiplicité géométrique de \.

Remarque 2.2.3 Si A € M,(R) et A € C\ R une valeur propre complexe de A associée au
vecteur propre u € C", alors A est une valeur propre de A associée au vecteur propre u. On
a en effet Au = \u donc Au = A\u, et puisque A € M, (R), Au = Au.

Les sous-espaces propres sont stables par A : si u € E), Au = Au € E). Lorsqu’ils sont
supplémentaires, la matrice A est diagonalisable, c’est-a-dire semblable & une matrice diago-
nale. En effet si

(2.3) Ker(A—MI)&®--- & Ker(A=X,I) =C",

la, décomposition par blocs (12.2) ci-dessus est

puisque la restriction de A & Ker(A — A\;I) est A\;jI. Autrement dit, il existe une base dans
laquelle 'application linéaire dont A est la matrice est diagonale. Le probleme est que ([2.3))
n’a pas toujours lieu.

Néanmoins, deux sous-espaces propres distincts ont une intersection réduite au vecteur nul :
si Au=AXu=Nu,onau=0o0ul=NX\.Onaméme la

Proposition 2.2.4 Soit k£ € N*. Si uy,ue,...,u; sont k vecteurs propres associés chacun a
des valeurs propres 2 a 2 distinctes d'une méme matrice A, la famille {uy, ua, ..., u} est libre.

Preuve: Par récurrence sur k.
— Pour k = 1, la proposition découle du fait qu’un vecteur propre ne peut pas étre le
vecteur nul.

Notes du cours Math318, année 2014/2015. Version 2.01. Thierry Ramond



CHAPITRE 2. REDUCTION DES MATRICES 36

— Soit k& > 2. Supposons que la proposition soit vraie pour k£ — 1 vecteurs propres.

Soit alors wuq,...ux des vecteurs propres associés respectivement aux valeurs propres
k—1
A, A2, ..., A de A, deux a deux distinctes. Supposons que uy = Z aju;. Alors
j=1
k-1 k-1 k—1
Zaj)\kuj = A\gug = Aug, = Z ajAu; = g N
j=1 j=1 =1
Donc

k—1
Zozj()\k — )\j)uj =0.
j=1

Par hypothese de récurrence, tous les coefficients «;(A\r — A;) sont nuls. Mais puisque
uy, # 0, il existe au moins un jo tel que o, # 0. On a donc Ay = Aj, ce qui est absurde.

O
Autrement dit, la somme ([2.3)) est toujours directe, mais n’est en général pas égale a C" : la

somme des multiplicités géométriques des valeurs propres est en général < n. On retient aussi
que A est diagonalisable si et seulement si la relation (2.3)) est vraie :

Définition 2.2.5 On dit que A € M,,(K) est diagonalisable sur R (resp. sur C) s'il existe
une base de {e1,eq,...,e,} de R™ (resp. C™) constituée de vecteurs propres de A.

De maniére équivalente, une matrice A € M, (C) (par exemple) est diagonalisable si tout
vecteur de C™ peut-s’écrire comme somme de vecteurs propres de A, c’est-a-dire

(2.4) C"=Ker(A—MI)® - ®Ker(A - N\gI),
ousp(4) ={\1,..., \q}

Proposition 2.2.6 A € M,,(K) est diagonalisable si et seulement si il existe une matrice P
inversible et une matrice D diagonale telles que

A=PDP L

Preuve: Si A est diagonalisable, la matrice P de passage de la base canonique a la base de
vecteurs propres de A convient. Réciproquement, si A = PDP~! les colonnes de P forment
un systeme de n vecteurs propres indépendants. O
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2.2.2 Polynome caractéristique
Voici un moyen commode de calculer les valeurs propres d’une matrice A.
Proposition 2.2.7 Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme de degré n
P4s(A) = det(A — A),

appelé polynéme caractéristique de la matrice A. La multiplicité d’une valeur propre A comme
racine de P4 est appelée multiplicité algébrique de A. On la note m(\).

Preuve: Dire que Au = Au pour un u # 0 équivaut a dire qu’il existe un vecteur non-nul dans
Ker(A — \I), et donc que A — AI n’est pas inversible, ou encore que det(A — A\I) = 0. m

Puisque tout polynéome admet au moins une racine dans C,.le spectre d’une matrice n’est
jamais vide. Par contre il se peut qu’une matrice a coefficients réels n’admette aucune valeur
propre réelle.

Proposition 2.2.8 Si A et B sont deux matrices semblables, elles ont méme polynéme ca-
ractéristique, et donc méme spectre.

Preuve: Soit P inversible telle que A = PBP~!. On a
PA(X\) =det(A = A) = det(P) det(A\ — A) det(P~1)
=det(P(A\I—= A)P™!) = det(\ — PAP™!) = Pg()\).
|
On peut donc en particulier parler du polynéme caractéristique et du spectre d’une appli-

cation linéaire a : il s’agit du polynome caractéristique et du spectre de n’importe quelle
représentation matricielle de a.

Proposition 2.2.9 Soit Ay une valeur propre de A. On a

1< u(ho) < mo).

Preuve: On note pour simplifier p1 = p(Xg). Soit (eq,ez,...e,) une base de Ey,. On peut la
compléter en une base B = (e1,...€y, €41, ...¢€,) de K". Soit P la matrice de passage de la
base canonique a la base B, c’est-a-dire la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des
vecteurs e; dans la base canonique. On peut facilement vérifier (par exemple en appliquant
chacune des deux matrices aux vecteurs de la base canonique) que

Ml, C
-1 - 04
pap = (M ).
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ou I, est la matrice identité de M, (K), et C' et D sont deux matrices qu’il est inutile de
calculer. En effet on peut écrire

Ml, C\ (I, 0\ (NI, C
& (o 5)= (8 o) (5" i)

ce qui montre (par exemple en développant ces déterminants selon les lignes) que
Py(X) = det(A — AI) = det((Ao — N)I,) det D = (Ao — A\)H det D.

Ainsi \g est une racine de P4 d’ordre au moins . O

2.2.3 Le théoreme de Cayley-Hamilton

Rappelons qu’on dit qu’un polynéme est scindé sur K s’il s’écrit comme produit de facteurs
de degré 1 a coefficients dans K. Dans C, tout polyndéme est scindé, mais ce n’est pas le cas
dans R, comme par exemple P(z) = 22 + 1.

Proposition 2.2.10 (Condition nécessaire et suffisante de trigonalisabilité) Une
matrice A est semblable dans K a une matrice triangulaire si et seulement si son polyndme
caractéristique est scindé sur K. En particulier dans C, toute matrice est semblable a une
matrice triangulaire.

Preuve: Soit A € M, (K). Puisque le polynéme caractéristique de A est scindé, A admet
au moins une valeur propre A. Soit e; € K" un vecteur propre associé a A, et Fj le sous-
espace vectoriel engendré par e;. Puisque Ae; = Aej, I est stable par A. Soit alors F] un
supplémentaire de F; dans K", et B} une base de F}. Dans la base B = {e;} U B/, la matrice

de A est de la forme
Al x ... %

0

: Al
0
ou 4; € M, (K). On raisonne alors par récurrence. La proposition est trivialement vraie pour

n = 1, et si elle est vraie pour les matrices de taille n — 1, le raisonnement précédent montre
qu’elle est vraie pour les matrices de taille n.

Réciproquement, si A = PBP~! avec B triangulaire supérieure, on a P4(x) = Pp(x) grace a
la Proposition et en développant det(AI — B) par rapport & ses colonnes par exemple,

on voit que
n

Pe(X) =[x = bi),

j=1
ol les b; ; sont les coefficients diagonaux de B. Donc P4 est scindé, et les valeurs propres de
A (et de B) sont les b; ;. O
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Proposition 2.2.11 (Théoréme de Cayley-Hamilton) Soit A € M, (K), et P4 €
K"[z] son polyndme caractéristique. On a

Pa(A) = 0.

Preuve: Soit B = {e1,...,e,} une base de C" dans laquelle A est triangulaire supérieure. On
note Fy = {0}, 1 = ({e1}), b = ({e1,e2}), ..., Fr, = ({e1,...,e,}) = C". Les F; sont
stables par A, et vérifient

FRCRG---CF=C"

On note A; les éléments diagonaux de B : ce sont les valeurs propres de A rangées dans
un certain ordre, répétées suivant leur multiplicité algébrique. Puisque B est triangulaire
supérieure, pour tout j € {1,...,n} on a (A — \;I)F; C Fj_;, et donc

n n—1
Pa(A)(C) = [[(A=NDF, € [T(A=NDFi .- ¢ (A= MDF = {0},
j=1 j=1
ce qui prouve le théoreme pour K = C. Dans le cas ou K = R, on voit aussi que
PA(A)(R") =0,

lorsque Py4 est le polynome caractéristique de A écrit sous forme scindée dans C[z|. Si Py
est le polynome caractéristique de A a coefficients réels, on a de toutes fagons, pour = € R,
PA(QZ) = PA(I), donc PA(A) = 0. |

2.3 Espaces propres généralisés

On a compris qu'une matrice n’est pas diagonalisable lorsque ses sous-espaces propres sont
trop petits. On introduit maintenant une autre famille de sous-espaces stables associés aux
valeurs propres de A, qui contiennent le sous-espace propre correspondant.

2.3.1 Définition et propriétés
Soit A € M, (K), et
d
PaN) =[x = x)™
j=1

le polynome caractéristique de A - qu’on a écrit sous forme scindé : les \; peuvent étre dans
C. On a noté par commodité m; = m(\;) la multiplicité algébrique de A;.
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Définition 2.3.1 On appelle espace propre généralisé associé a la valeur propre \; le sous-
espace vectoriel
Gj = Ker((A— \;1)™)

Proposition 2.3.2 Les sous-espaces propres généralisés ont les propriétés suivantes :
i) Chaque G est stable par A.
ii) Ej C Gj, ot Ej est le sous-espace vectoriel propre associé a A;.
i) C"=G1®G2® - - & Gy.

iv) Pour tout j, dim G; = m;.

Preuve:
i) Soit u € Gj. On a (A — NI)™)(Au) = A(A —A;I)™ (u) = 0, ce qui montre que
Au € Gj.

ii) Sim; =1, Ej = G;. Sinon m; > 1, et pour u € Ej,
(A—=XND™u= (A~ NI)™ YA~ \T)u=0,

donc u € Gj.

iii) On démontre d’abord le résultat général suivant :
Lemme 2.3.3 (Lemme des Noyaux) Soit P € C"[z]| un polyndme, tel que P =
PP, ... P, ou les polynémes P; sont deux a deux premiers entre eux, alors

Ker P(A) = Ker Py (A) @ Ker Py(A) @ - - ® Py(A).

Preuve: On n’écrit la preuve que dans le cas de deux polynomes (k = 2). Le cas général
s’en déduit par une récurrence facile. D’apres le théoreme de Bézout, il existe deux
polynomes @1, Q2 € C"[x] tels que

1= Py(z)Q2(x), +Pi(z)Q1(z),

et donc tels que
I'= Py(A)Q2(A) + P (A)Q1(A).

Tout vecteur U € C™ s’écrit donc
(2.6) U= P(A)Q2(A)U + P1(A)Q1(A)U.

Pour U € Ker Pi(A) N Ker P»(A), (2.6) donne, puisque les polynéme d’une méme
matrice A commutent entre eux,

P(A)(QuAID) + Po(A)(Qa(A)) = Qu(A) (PUA) + Qa(A)(Po(A)U) =0,
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ce qui montre que
(2.7) Ker P1(A) NKer P(A) = {0}.
Soit alors U € Ker P(A). On a

P1(A)(P2(A)Q2(A)U) = Qa2(A) (PL(A)Py(
Py(A)(P1(A)Q1(A)U) = Q1(A) (P1(A) P

et donc, d’apres (2.6) et (2.7)),
Ker P(A) C Ker P1(A) @ Ker P2(A).

=

U) = Q2(A)P(A)U =0,
U) = Qi(A)P(A)U =0,

=

Enfin, si U € Ker P;(A) ou U € Ker Py(A4), on a
P(A)U = Pi(A)P,(A)U = P,(A)Pi(A) =0,

ce qui montre que
Ker P, (A) ® Ker Py(A) C Ker P(A),

et qui termine la preuve du Lemme. O

Pour prouver le point (iii), on applique ce résultat au polynéme caractéristique P = Py
de A, que 'on peut écrire P(x) = H;l:l(x — A;)™. On notera que I'on a utilisé le fait
que le polynome P est automatiquement scindé sur C". On a P = PP, ... P; avec
Pj(z) = (z — A\;)™. Les polynomes P; sont deux & deux premiers entre eux, et le

théoreme de Cayley-Hamilton donne P(A) = 0. On a donc

C"=KerP(A)=KerPi(A)®--- ®Ker Py(A) =G1 @ --- @ Gyg.

iv) Pour tout j € {1,...,d}; on note a; = dim G; et Bj = {€j1,€52,---,€jq,} une base de
G. D’apres le point (iii) ci-dessus, B = B1U ... By est une base de C", et la matrice de
I’application linéaire associée a A dans cette base est diagonale par blocs, c’est-a-dire
de la forme :

Ay

Ay

Aqg

avec A; € My, (C). Le polynome caractéristique de A s’écrit donc (en raisonnant

comme dans (2.5))),
d
j=1
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Soit A une valeur propre de la matrice A;. On Pa;()\) = 0 donc Pa(A) =0, et A = )\
pour un k € {1,...,d}. Soit alors u; € C% \ {0} un vecteur propre de A; associé &
A=A et U=0& - Buj@ - @&0C" Onal e Gy, et AU = \U, d'oi

0#U € GjNKer(A— M),
ce qui entraine que j = k. Ainsi la seule valeur propre de A; est \;, ce qui donne
P, (x) = (2 — X)%,

et
d d

d
Pa(z) = [z = A)™ =[]z = 1)™ = HPA]. (z).

J=1 J=1

On a donc nécessairement o; = m;.

2.3.2 Condition nécessaire et suffisante de diagonalisablité

On est maintenant capable de donner une condition nécessaire et suffisante, facile a vérifier,
pour qu’une matrice soit diagonalisable:"La situation est un peu différente suivant que 1'on
cherche a diagonaliser sur R ou sur C :

Proposition 2.3.4 Soit A € M;(R). La matrice A est diagonalisable sur R si et seulement
si

i) Le polyndme caractéristique de A est scindé sur R,

ii) Pour toute valeur propre A de A, p(A) = m(\).

Tout polynéme est scindé sur C. Pour la diagonalisabilité sur C, la condition nécessaire et
suffisante devient

Proposition 2.3.5 Soit A € M,,(K). La matrice A est diagonalisable sur C si et seulement
si pour toute valeur propre A de A, on a u(A\) = m(\).

Preuve: Soit A1, Ag,..., \g les valeurs propres de A, de multiplicité algébrique m; et de mul-
tiplicité géométrique p;.

Si pj = my, puisque E; C G; d’apres le point (ii) ci-dessus, et dim Ej = p; = m; = dim Gj,
on a E; = Gj, et le point (iii) donne

C'"=E19 - 9 Ey,

donc A est diagonalisable.
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Si A est diagonalisable, on a
Gl -G =C"=FE, ¢ - ¢ Ey,

donc en particulier n = Z;l:l m; = 2?21 ;. D’apres la Proposition on a p; < mj; pour
tout j € {1,...,d}. Il est donc impossible que l'on ait ux < my pour un certain k. m

2.4 Forme normale de Jordan

On a donc rempli la premiere partie du programme : en choisissant une base B de C™ qui est
la réunion de bases B; de chaque G, la matrice de A dans cette base s’écrit sous la forme
diagonale par bloc (2.2)), ot chaque bloc A; est la restriction de A au sous-espace G ;. Posant

N; =A; — )\,
on a d’ailleurs N;-nj = 0. Autrement dit A; = A\;I + N; avec N; matrice nilpotente d’ordre

§m]'.

2.4.1 Matrices nilpotentes

Définition 2.4.1 Une matrice N = 0 est nilpotente lorsqu'il existe s € N* tel que N* = 0.
Le plus petit entier s > 1 tel que N° =0 est I'ordre de nilpotence de N.

Proposition 2.4.2 Soit N € M, (C). Les assertions suivantes sont équivalentes
i) N est nilpotente.
ii) La seule valeur propre de N est 0.

iii) Le polynéme caractéristique de N est Py(x) = z".

Preuve: Supposons que N est nilpotente d’odre p. Si A est une valeur propre de N, associée
au vecteur propre U € C", on a

0= NPu= NP INu=ANP ly=...= )Py,

donc A = 0. Le polynéme caractéristique de Py est un polynéme scindé dans C"[x], de
degré n, dont 0 est la seule racine. On a donc Py(x) = cz™ pour un certain ¢ € C. Or
Py(xz) = det(xl — N), donc ¢ = 1. On a prouvé que (i) = (i) = (ii1). Réciproquement,
si Py(x) = 2", le théoreme de Cayley-Hamilton donne N" = Py(N) = O. Donc N est
nilpotente d’ordre inférieur ou égal a n. O
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Remarque 2.4.3 — L'ordre de nilpotence de N € M,,(C) est toujours inférieur a n.
— Si N est une matrice nilpotente et diagonalisable, alors N est semblable a la matrice
nulle, donc est nulle.

L’exponentielle d’une matrice nilpotente est, en principe, facile a calculer. C’est en particulier
un polynome en t, puisque

Si N est nilpotente d’ordre p,

t2
etN=I+tN+§N2+---+7

2.4.2 Forme normale de Jordan

Puisque 'on peut toujours triangulariser une matrice (sur C), et qu’alors la diagonale contient
les valeurs propres de la matrice (cf. la Proposition[2:2.10]); on voit que toute matrice nilpo-
tente est semblable & une matrice de la forme

0 *x ... %
k
0 ... 0

ol les * désignent un coefficient complexe dont on ignore tout & priori. On peut cependant
démontrer le résultat suivant :

Proposition 2.4.4 Soit N-€ M;j,(C) une matrice nilpotente. La matrice NV est semblable a
une matrice diagonale par blocs de la forme

Ny

Noy

ou chaque bloc Ny € My, (R), avec 1 < ky <k, et ky +--- + k, =k, est de la forme

o 1 0 ... ... 0
o 1 0 ... 0
N; =
0
; 1
0 0
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Revenant a la matrice A initiale, on obtient sa forme normale de Jordan :

Proposition 2.4.5 Toute matrice A € M,,(C) est semblable a une matrice de la forme

Aq
A
A= )
Ad
avec A; € M,y (C) donnée par
Ty
T
Aj = )
et Tg € My, (C) donnée par
A1 0
A 100 0
T) =
0
1
0 A

On notera les deux cas extrémes : on peut avoir 7; = 1 (la matrice N; est d’un seul bloc), et
dans ce cas

Ajo1o0 0

Ao 10 0

Aj= .
1

0 \j
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On peut aussi avoir 7; = m; (la matrice N; est constitué de m; blocs de taille 1), ce qui
signifie que A; s’écrit

Aj 0 O ... ... O
: A 0 0O ... O
Aj = .
: 0
0o ... Y

Exercice 2.4.6 Dresser la liste de tous les blocs A; possibles pour A € My(C), A € M3(C),
puis pour A € My(C).

2.4.3 Meéthode pratique pour le calcul

Voici un algorithme pour calculer la forme de Jordan d’une matrice A :

1) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. Si la matrice A est diagonali-
sable, c’est fini. Sinon :

2) Déterminer une base adaptée de chacun des sous-espaces propres généralisés. Pour ce faire,
on peut procéder ainsi : pour chaque valeur propre A;,

- On choisit un vecteur propre ey ; de A associé a la valeur propre \; (déterminé a I’étape 1).
On cherche alors eg ; tel que (il s’agit de résoudre un systeme linéaire dont les inconnues sont
les coordonnées de ey ;)

(A= Ajlez; = el ;.

Pour un tel vecteur on aura en effet

(A= AjD)?ez; = (A= NI)er; =0,
donc ez ; € Gj. De plus e; ; et ez ; seront forcément linéairement indépendants : sinon es ;
serait aussi un vecteur propre associé a A\j et (A — Ajl)ea; = 0 ce qui est absurde. Enfin

Aegj = e+ Ajeaj,

ce qui est la forme cherchée.
- On répete ce procédé, au plus m; — 1 fois : on cherche ey ; tel que (A — Ajl)epy1,; = ek,
On peut alors étre confronté au probleme suivant : s’il existe p < m; tel que (A — \;1)P =0,
le procédé s’arete apres p — 1 étapes : on ne fabrique donc pas assez de vecteurs pour former

une base de Gj. On doit alors recommencer le processus avec un autre vecteur propre pour
la valeur propre A;.

Voici un exemple : Soit A € My (C) la matrice définie par

1 1 -1 0
01 0 -1
A= 10 1 1
01 0 -1
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- Son polynéme caractéristique est Pa(x) = ((z — 1)? + 1)? (développer par rapport a la
premiére colonne par exemple). La matrice A a donc deux valeurs propres A\; = 1414 et Ay =
1 —4, de multiplicités algébriques respectives m; = mo = 2. Les sous-espaces propres associés
sont de dimension 1, engendrés par e;; = (1,0, —14,0) et ea; = (1,0,%,0) respectivement. La
matrice A n’est donc pas diagonalisable, et on veut I’écrire sous forme de Jordan.

- On cherche un vecteur e; o2 = (1,22, 3, 24) tel que (A — Aj)e12 = e1,1. Le systeme corres-
pondant s’écrit

11 -1 0\ /= 1
01 0 —1 ||a]| |0
10 1 1 |fas| |-
01 0 -1/ \zy 0

On trouve e; 2 = (0,1,0,—). Puisque m; = 2 on sait que (e1,1,e1,2) est une base du sous-
espace propre généralisés (G1 associé a .

- On procede de la méme maniere pour trouver une base de Ga. On cherche un vecteur es o
tel que (A — Aj)ez2 = ez 1. Tous calculs faits, on trouve ez 2 =(0,1,0, 7).

Finalement, notant P la matrice de passage de la base canonique a la base B, c’est a dire

1 0 10

0 101
P= —i 0 i 0 |’

00— 0 ¢

on a

Lt i 1 0 0
0 1+ 0 0ol
0 0 1—i | P
0 1 0 1—i

Il reste & calculer P! = par exemple avec la méthode de Gauss. On trouve

1 0 2 O
1o 1 0 i
,1_7
P_z 1 0 — 0
01 0 —i
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Chapitre 3

Systemes linéaires

On veut décrire completement et explicitement I’ensemble des solutions des systemes linéaires

a coeflicients constants
Y' =AY, A € M,(R).

On verra a la fin de ce chapitre ce qui persiste de cette étude dans le cas des des systémes
linéaires a coefficients variables.

Y = A@)Y + B(t).

Pour commencer, on revient sur le cas de I’équation scalaire linéaire d’ordre 1 homogene a
coefficients constants. On considere le probleme de Cauchy

{ y' = ay,

y(0) =1,

dont on a noté y : t — e* la-solution. Quelles informations I’équation donne-t-elle sur cette
fonction ?

Une fonction y € C! est solution du probleme de Cauchy ci-dessus si et seulement si

y(t) = a/o Y (s)ds+y(0) =1+ a/o y(s)ds.

Il semble qu’on n’ait rien gagné a écrire ainsi I’équation : la fonction inconnue y se trouve des
deux coté de 1'égalité. L’idée géniale (n’ayons pas peur des mots) est de définir une suite de
fonctions (y,) par récurrence, en posant yo : t — 1 et

t
Ynt1 i t— 1+ a/ Yn—1(s)ds.
0

Si la suite (y,) converge uniformément vers une fonction y, on doit avoir, pour chaque ¢

s t T
y(t) = lim yp41(t) = lim (1 +/ Yn—1(s)ds) =1 +/ lim y,—1(s)ds =1 +/ y(s)ds.
0 0 n—-+0o 0

n—-4o00 n—-400

Autrement dit si la suite (y,) converge uniformément vers y, la fonction y est une solution
du probleme de Cauchy.
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On peut calculer les fonctions ¥, de proche en proche :

at)?
(2) ey

t t
yi(t) = 1+a/ lds = 1+at, y(t) = 1+/ (14as)ds = 14+at+
0 0

Sous réserve de convergence uniforme (qui a bien lieu), on a donc

at — 1 (a .
R > k

Dans ce qui suit nous allons donner un sens a la fonction

Ay _ (1 — (tA)*
tse Xof(ngrfmz )Xo,

pour n’importe quelle matrice A € M,,(R) (ou méme A € M,,(C)); et n’importe quel vecteur
Xo € R” (ou méme X, € C™). Nous verrons que cette fonction est la solution du probleme
de Cauchy
Y = AY,
Lot

3.1 Exponentielle de matrice

3.1.1 Norme d’une matrice

Pour simplifier ’exposé, on ‘travaille sur le corps R. Jusqu’a mention explicite du contraire,
ce qui suit peut étre lu en remplacant R, R" et M,,(R) par C,C" et M,,(C) respectivement.
Pour z = (z1,...,2,) € R", on note ||z| la quantité

2]l = max [zl
Jj=1,...,n

=1,...,

La fonction = — ||x|| est une norme sur R (ou C"), et (R™, ||-||) est un espace vectoriel normé
complet (on dit aussi un espace de Banach).

Pour A € M, (R), on note || A la quantité

Al = sup{[|Az[|, = € R", [[«]| = 1}

Proposition 3.1.1 La fonction A — |||A||| est une norme sur M, (R), et (M,(R), || -l
est un espace vectoriel normé complet. On a aussi, pour toutes matrices 4, B € M,(R),
IIABI| < [I[A[HIBI]I
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Preuve: D’abord ’ensemble ¥ des x € R"™ tels que ||| = 1 est un compact de R", et la
fonction = — || Az|| est continue sur R™. Donc elle admet une borne supérieure sur %, et ||| Af||
désigne bien un élément de R™T.

Si [[|A]]| =0, on a ||Az|| = 0 pour tout x € ¥, donc A = 0. Bien str |[|A]| = 0 si A = 0. Soit
A€R. On a

IAA] = sup{[|[(AA)z||, = € X} = sup{|A| [[Az[|, € X} = [A] [|A]l.
Enfin, pour x € 3, on a

I(A+ B)z|| < ||Az|| + || Bz|| < StelgHAxH +SIEIIZ>HBOCH < (1Al + Bl

ce qui montre, en prenant la borne supérieure du membre de gauche, que l’on a bien I'inégalité
triangulaire

A+ BII < Al + B3]l

On vient de prouver que (M, (R), |||-|||) est un espace vectoriel normé. Le fait qu’il est complet
peut étre vu de différentes manieres. On peut remarquer par exemple que pour tout coefficient
a;; de A, on a

Jai gl < [IAYl.
Il suffit pour s’en convaincre de prendre x =¢e;j = (0,...,0,1,0,...,0) (un 1 & la j-eme place).
On a alors
a17j
Al = Azl =T 2 ] = e
an7.7
Supposons alors que (A,,) soit-une suite de Cauchy dans (M, (R), ||| - |||). Toutes les suites

(ai;) de coefficients sont des suites de Cauchy de R, donc convergent vers un a; ;. Notant
A = (a;;)i; la matrice correspondante, il est facile de voir que (Aj,) tend vers A.

On a aussi, pour z € R"” \ {0}, notant que y = z/||z|| € X,

[Az|| = =] HA( )<l SupHAyH} < (1Al

Du coup, pour z € ¥,
[ABz|| < [[[A[ll [| B[l < [[[A[l IB]ll

ce qui, en considérant la borne supérieure du membre de gauche donne bien ||AB]| <
AL IBI- O

3.1.2 Définition

Proposition 3.1.2 Soit A € M,,(R). La série de matrice de terme général ( A¥) est conver-
gente.
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Preuve: On note d’abord que la série numérique de terme général (|| A[|[*) est convergente,
puisqu’il s’agit d’une série entiere de rayon de convergence infini. Comme dans tout espace
vectoriel normé complet, la série normalement convergente est convergente : pour ¢ > p, on a

71 P 1
If Z HAk - Z HA’“HI <
k=0 k=0

Or le membre de droite peut étre rendu aussi petit que souhaité en prenant p et g assez grand,
puisque, la série ) ;- %Ak étant convergente, c’est une série de Cauchy. Ainsi la série de

q

1
ST Al

k=p+1

terme général %Ak est une série de Cauchy, donc converge. O

Définition 3.1.3 Pour A € M, (R), on note exp(A) (ou e?) la somme de la série

1
exp(A) = Z EAk'
k>0

C'est un élément de M,,(R).

Exemples 3.1.4 i) Notant O € M,,(R) la matrice nulle, on a exp(O) = [+ 0+ 0?/2!+
R

ii) Si A = diag(\1,...,\,) est-une matrice diagonale, on a A*¥ = diag(\¥, ..., \F), donc
e = diag(eM, ..., eM).

3.1.3 La fonction ¢+ e'4

Dans l'introduction de ce cours, on a caractérisé la fonction exponentielle t — e de R dans
R comme la solution du probleme de Cauchy

{ y' = ay,

y(0) =1.

On montre maintenant que la fonction ¢ — 4 & valeurs dans M, (R) joue le méme réle. On
commence par la

Proposition 3.1.5 Soit A € M,,(R). La fonction ¢ : t > €' est C* de R dans M, (R). De
plus

i) Pour tous t1,t2 € R, ¢(t1 + ta) = d(t1)d(t2).
ii) Pour tout t € R, ¢(t) est inversible, d'inverse (¢(t)) ™! = ¢(—t).
iii) Pour tout n € N, et tout t € R, ¢ (t) = A"e!4.
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Preuve: On prouve d’abord le point (i). En multipliant terme & terme les séries normalement
convergentes qui définissent ¢(t1) et ¢(t2) on trouve

o0 =( T Ban = 3 GB350 48

| | I
p>0 """ ¢>0 q: p,q>0 p q: k>0 pra—k D q:
k! 1
k—
—Z 1 Z Tl et ) Ak = 3 (b 12)P A = (11 +12).
k20" p= k>0

De ce fait ¢(t)p(—t) = ¢(0) = I = ¢(—t)¢p(t), ce qui montre le point (ii). On passe a la
preuve du point (iii). Soit <bk( )= ;:, AF. La fonction ¢y, est clairement C*°:On a ¢j(t) = O et
pour 1 < k, ¢.(t) = (Itj 11

convergente sur tout compact [—m,m| de R : pour t € [-m,m] on a

t
me HI—\HAHIZ Lk mAmk L bl

= A¢j_1(t). La série de terme général ¢/ (t) est uniformément

Puisque, de plus, la série de fonctions de terme général ¢y (t) converge simplement, sa fonction
somme ¢ : t — e est dérivable, et sa dérivée s’obtient en dérivant terme A terme :

=Y () =AY r(t) =
k>0 k>0

On conclut par récurrence que ¢ est C* et que ses dérivées successives sont bien données par
(iii). O

Proposition 3.1.6 Soit A € M, (K), et Xy € R™. La fonction ¢x, : R — R™ donnée par
bx,(t) = e X est I'unique solution du probleme de Cauchy

— Ay,

(3.1) { Y (0) = Xo.

Preuve: On a d’abord ¢x,(0) = Xo. On vérifie aussi que ¢’y (t) = Adx,(t), en écrivant le
développement limité a ’ordre 1 de ¢x, au point ¢ :

dx,(t+h) = e<t+h>AX0 = e Xy = AT+ hA+ h Ry (A, b)) Xo = Xo + hetA X0 + O(h?),
ou Re(A,h) = Z]>O (3+2) A%t = A%ehA est bornée pour tout h assez petit.

Supposons maintenant que Y (¢) soit une solution de ( , et posons X (t) = e Y (t). On

calcule
X'(t) = —Ae Y (1) + e Y (1) = —Ae MY (1) + e AY (1),

Or, en revenant a la définition on a

t* ok t* ok t* ok A
_A(ZEA):ZEA“:(ZHA JA = €A,

E>0 E>0 k>0
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donc X'(t) = 0, et la fonction X est nécessairement une fonction constante : pour tout ¢ € R,
X(t) = X(0) = Y(0) = Xo, ce qui donne Y () = !4 Xy = ¢x, (1) O

On notera que cette proposition n’est autre que le théoreme de Cauchy-Lipschitz dans le cas
des systemes linéaires homogenes. Comme on ’a déja dit, le théoreme de Cauchy-Lipschitz
n’a d’intérét que lorsque I'on ne sait pas donner explicitement les solutions.

3.1.4 Quelques propriétés

On regroupe ici quelques propriétés de ’exponentielle de matrice qui se réveleront utiles pour
leur calcul effectif.

Proposition 3.1.7 Soit A et B deux matrices de M, (R). Si A et B commutent, on a

6A+B _ eAeB

t(A+B)

Preuve: On suppose que A et B commutent. On sait que ¢x,(t) = e Xp est 'unique

solution du probleme de Cauchy
Y' = (A% B)Y,
Y (0) = Xo.
On va montrer que 9 (t) = et4etB X vérifie aussi (3.2)). On a d’abord clairement 1(0) = Xj.

On calcule

(3.2)

Y (1) = Ae'te!B Xy 4 4 Be!P X,
Lorsque A et B commutent, A¥ et B commutent pour tout k£ € N, et l’on a

B = (> k‘A’f => k:'Ak => ZA’“B =B(>_ ZAk) = Be'.

k>0 k>0 E>0 E>0

On a donc ¢/ (t) = Aetde!B Xy + et BetPU = (A + B)et1etP Xy = (A + B)i)(t). Finalement
Y(t) = ¢x,(t) pour tout t € R et tout Xp € R™, ce qui, en prenant ¢ = 1, donne la relation
annonceée. O

» On peut trouver des matrices A et B pour lesquelles eAtB #£ e4eP. Prenons par exemple

A= (8 (1)) et B = (? 8) Les matrices A et B ne commutent pas puisque 'on a AB =

<(1) 8> et BA = <(1) 8) On voit facilement que A?> = B2 = 0, et donc que

exp(A)—I—i—A—([l) 1) eXP<B)—~’+B_G (1)>

d’ou

exp(d)exp() = (1 1)
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01
10

_lfe+1/e e—1]e
exp(A+B)—2(€_1/e e+1/e>‘

D’un autre coté, A+ B = ( >, et on va montrer dans la section suivante que

On peut aussi montrer une réciproque affaiblie de cette proposition. Supposons que et(A+B) —

et4e!B pour tout t € R. En dérivant deux fois cette égalité, on obtient
(A + B)et(A—‘rB) _ AetAetB + etABetB
puis
(A + B)Qet(A—i-B) — AQetAetB + 2AetAB€tB + €tABQ€tB,
ce qui donne, pour t = 0,
(A+ B)? = A> + 2AB + B?,
et donc BA = AB.

On verra plus loin I'importance de la Proposition pour le calcul effectif des exponentielles
de matrice. Voici d’ores et déja un exemple. Soit A € M3(R) la matrice donnée par

2 1.0
A=10 2 0
0 01

La matrice A n’est pas diagonalisable (voir plus loin), et le calcul successifs des puissances de

A pour former e n’est pas simple. On remarque alors que A = D + N, avec
2 00 010
D=|0"2 0] e¢eN=]|0 0 0},
001 000

02 0

et que D et N commutent : DN = ND = [0 0 0].On adonc e? = eP eV, et 1'on sait
000
e

calculer e” = diag(e?, e?;e!). Pour le calcul de eV, on remarque que N2 = 0, donc e’V = I+N.
On peut donc calculer

Proposition 3.1.8 Soit A et B deux matrices de M,,(R). S'il existe P € M,,(R) inversible
tel que A = PBP~! ona
et = PeP Pl

Preuve: On remarque que, pour tout k € N, (PBP~1)* = PB¥P~! et donc

1 1 _ 1 _ 1 _ -
et=) AN =) LPBPTYE=) S(PB'PTY = P(Y | BY)Ph = PPl
k>0 k>0 k>0 k>0
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3.1.5 Calcul de ¢4

On reprend le théoréme de forme normale de Jordan sous une forme un peu moins précise,
mais bien adaptée au calcul de ’exponentielle d’une matrice.

Proposition 3.1.9 (Décomposition de Dunford) Soit A € M, (C). Il existe une matrice
inversible P € M,,(C) et un couple de matrices (D, N) de M,,(C) telles que

i) D est diagonale, N est nilpotente.
ii) DN = ND.
iii) A= P(D+ N)P~ L,
De plus, notant P4(z) = H;l:l()\ — A;)"™ le polynéme caractéristique de 4,

Ajoox 0 0
T Ao :
(33) D+ N = - ot Tj = D;j + N; = o | € M, (©),
Ty N
Aj

avec Dj = A\jl et x =0ou 1.

On obtient finalement le résultat suivant pour e*4 :

Corollaire 3.1.10 Soit A € M,,(C), et t € R. La matrice exp(tA) est semblable a la matrice

etTl

otTa

avec
t(mjfl) (mj—l)

COSSVRE

ou les T; = D; + N; sont les matrices données dans la Proposition

t2
etTi — tDitNj — et)\j (I + th + 5]\fj2 4+ 4+ )’

Preuve.— On sait que dans une base bien choisie tA s’écrit sous la forme par blocs (3.3).
Puisque le produit de matrices diagonales par blocs s’obtient en faisant le produit par blocs,
il suffit de calculer e/’5 pour un bloc quelconque. Puisque Dj et N; commutent, on a

etTj — 6t(Dj+Nj) — €tDj€th,

et puisque N; € M, (C) est nilpotente, (N;)* = 0 pour tout k > m;, donc

t2

t(m'—l) s
- 17Dty

tT; tA;
etli = (I +tN; + — N,
J (m]’ — 1)' J

NJ.2_|_..._|_ ).
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Reprenons 'exemple de la matrice

1 1 -1 0
01 o0 -1
A= 1 0 1 1
01 o0 -1
On sait que
144 1 0 0
0 144 0 0
A=P P
0 0|1—1 1
0 1 0 1—3

et on va calculer séparément ’exponentielle des deux blocs diagonaux T = <1 gz 1 i z)

et Th = <1az 1£Z> OnaT)y =MI+ N etTy = XNI+ N, et le seul calcul a faire est celui

de etV =T+ tN = (é i) On obtient
e(1+i)t e(1+i)tt 0 0
0 e(H—i)t 0 0
e =p Pt
0 0 e(l—i)t 6(l—i)tt
0 1 0 -t

3.2 Solutions des systemes linéaires a coefficients constants

On revient maintenant a la résolution des systemes linéaires a coefficients constants
(3.4) Y' = AY (t) + B(t),

oun A € M, (K) et t — B(t) est une application continue d’un intervalle ouvert I C R dans
K”. On sait que I’ensemble S des solutions est I’ensemble des fonctions de la forme

Y (t) = e Xo + Y1 (t),
ou Xy € K", et Yi(t) est une solution de I"équation ({3.4). Il reste deux problémes :

i) calculer efficacement Yy,

ii) trouver une solution Y;.
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3.2.1 Calcul effectif de e'* X,

Pour le point (i), on utilise évidemment les résultats de la section précédente : on trouve une
base B = {V1,...,V,} dans laquelle A s’écrit sous forme de Dunford (Jordan) D+ N. Notant
P la matrice de passage de la base canonique a la base B, on a

(3.5) e Xy = PPN p=lx.

Cette formule permet en principe le calcul, mais il est plus efficace de procéder de la maniére
suivante. Soit (o, ..., ay) les coordonnées de X dans la base 5. Autrement dit

Xo=a1tVi+ -+ a,Vy.
On a

etAXO = ozletAVl + -+ alnetAVn.

Par ailleurs, le calcul de !4V}, se fait & vue, compte tenu de la forme donnée dans le Corollaire

@:SinEGj,

3.6 AV, Z NI 1N, 1 N D mi

. e = e . — : . e . .

(36) F (L ENG + 5 N7 + AR Vi

On pourra noter que (o, ..., ay,) sont les composantes du vecteur P~! Xy, ce qui montre que

cette approche ne differe pas réellement de la formule (3.5). A ceci prés qu’on n’a pas eu
besoin de calculer P~!!

Reprenons encore notre exemple :

1 1 -1 0
01 -1
g = 1 0 1 1
01 -1
On sait que
eI+t pe(1+i)t 0 0
0 e(l—i—i)t 0 0
etA — P ]:)717
0 0 e(l*i)t te(lfi)t
0 1 0 el-it

mais on supposons que l'on veuille seulement calculer ¢4 Xy, avec X, = (2,0,—2i,—i). On
peut bien siir utiliser la formule ci-dessus, et commencer par calculer P~!Xj. Cependant,
notant que Xo = 2e1,1 — €22, on voit beaucoup plus rapidement que

201+t _ 4o(1-i)t
_ (1=t
—2e(IH+0)t _ jpe(1=i)t
1—i)t

etAXo = 2€tA6171 — etA€272 = 26(1+i)t61’1 — e(l_i)t(t6271 + 6272) =

—jel

De la formule (3.6, on peut tirer facilement le résultat de structure suivant, qui n’a pas
beaucoup d’intérét autre que théorique.
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Proposition 3.2.1 Les solutions a valeurs complexes du systeme différentiel Y/ = AY
s'écrivent comme combinaisons linéaires de fonctions de la forme

t— et’\jtkujk,

ol \; est une valeur propre de A, k < m; — 1 un entier et u;; un vecteur de C".

3.2.2 Solutions réelles

On peut avoir envie de ne considérer que les solutions réelles de Sg. En particulier, si A €
M, (R) et Xy € R”, la fonction t — €4 X est & valeurs réelles : sa partie imaginaire I(t)
vérifie en effet le probleme de Cauchy

I' = Al
1(0) =0,

dont 1'unique solution est la fonction nulle. Pourtant si les valeurs propres de A ne sont pas
réelles, il n’est pas clair du tout que Pexpression de e4X, donne une fonction & valeurs dans
R™. On se souvient alors de la remarque suivante :si A € M, (R) et A\ € C\ R une valeur
propre complexe de A associée au vecteur propreu € C”, alors \ est une valeur propre de A
associée au vecteur propre . On a en effet Au = \u donc Au = A\, et puisque A € M, (R),
Au = Aa.

L’idée consiste alors a regrouper les valeurs propres complexes conjuguées, et de choisir pour
G la base complexe conjuguéede celle de G . Considérerons I’exemple suivant : Soit a,b € R,
avec b # 0, et A € My(R) la matrice
a —b
A=

Les valeurs propres de A sont A = a+ib et A. Dans C, A est semblable & la matrice diag(\, \),
et et est semblable & la matrice
et(a+ib) 0
< 0 et(a—ib) > :

On se souvient que si u = uj +iug, avec uy, us € R? est un vecteur propre de A pour la valeur
propre \, @ = u; — iup est un vecteur propre associé a . Pour Xy = aju + ati € R?, avec
a1, € C, on doit avoir ag = aq et

X, = aeaFi0) 4 petla=ib) g

On ne voit pas clairement sur cette expression que Y (t) € R2. Mais en écrivant u = uq + ius,
avec ui, us € R?, on obtient

e X = €'(cq cos(bt) — co sin(bt))uy + €'(cq sin(bt) + ¢z cos(at) )us.
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Cet exemple est tout a fait général. En fait si \; = a;+ib; est une valeur propre de A € M,,(R),

alors j\j aussi et le bloc e!?i associé a G ;@ G;\j s’écrit, dans une base convenable
t2 tm—l
tm72
0 R; tR; ... (m—2)!Rj
etT]’ — ea]-t ,
tR;
0o ... R;

otl R; — ( cosbjt —sinb;t

sinbjt  cosb;t ) On pourra retenir la

Proposition 3.2.2 Soit A € M, (R). Les solutions a valeurs réelles du systeme différentiel
Y’ = AY s'écrivent comme combinaisons linéaires de fonctions de la forme

t > €' cos(bjt)tiu; g, t > € sin(bt)t v g,

ol \j = aj + ib; est une valeur propre de A, k <'m; — 1 un entier et u;;,v;r € R".

3.2.3 Variation de la constante

Comme pour les équations scalaires; il existe un algorithme pour trouver UNE solution Y; ()
de I’équation ({3.4). Il consiste a chercher une solution Y7 (t) de la forme

Yi(t) = AU (1).

En formant ’équation que doit satisfaire Y7, on obtient
AU (t) = B(t),

ou encore (attention : le produit des matrices n’est pas commutatif),
U'(t) = e B(t).

On peut donc choisir

Ul(t) = /t t e 4 B(s)ds,

et on obtient comme solution

t
Yi(t) = etA/ e *AB(s)ds.
t

0

Bien entendu, on est encore confronté au probleme du calcul effectif de e 4 B(t). La encore,
la meilleure solution est d“écrire B(t) dans la base B = {Vi,...,V,} dans laquelle A s’écrit
sous forme Dunford (Jordan) : B(t) = a1 (t)Vi + - - - + a,(t)V,. On a alors comme ci-dessus

e MB(t) = a1 (e AV 4 -+ an(t)e AV,

Notes du cours Math318, année 2014/2015. Version 2.01. Thierry Ramond



CHAPITRE 3. SYSTEMES LINEAIRES 60

3.3 Systemes linéaires a coefficients variables

On a vu que les solutions du systéme linéaire homogene a coefficients constants Y/ = AY
sont les fonctions de la forme t — etAXo, ou X est la valeur de la solution en ¢t = 0, et 'on
peut calculer explicitement e*4X,. Il ne persiste qu’assez peu de choses de I’étude précédente
dans le cas des systémes homogenes a coefficients variables Y’ = A(¢)Y. En particulier, on ne
doit pas s’attendre a avoir une expression explicite des solutions. Cependant, la linéarité de
I’équation a des conséquences qu’il est important de connaitre, et que ’on décrit ci-dessous.

3.3.1 Résolvante

On considere I'équation différentielle linéaire homogene
(3.7) Y' = A(t)Y,

ou t — A(t) est une fonction continue d’un intervalle ouvert I.C R dans M, (R). Dans ce
cadre on a admis (et on démontrera plus tard) que, pour tout (¢, Xo) € I x R™, le probléeme
de Cauchy

(3.8) { V=AY,

Y(to) = Xo,

admet une unique solution maximale, qui est globale. On sait aussi que ’ensemble S des
solutions maximales de I’équation Y/ = A(t)Y est un espace vectoriel de dimension n, et on
a noté ¢, : S — R” 'application linéaire bijective qui a une solution Y de I’équation associe
sa valeur Y'(s) en s.

Définition 3.3.1 On appelle résolvante de I'équation différentielle (3.7)), la fonction de I x I
dans M,,(R) définie par
R(t,to) = (bt o} ((Pto)fl.

Autrement dit, R(t,tg) est I'application linéaire qui a un vecteur X € R™ associe la valeur en
t de la solution de I’équation différentielle qui vaut X a l'instant tg.

Cette définition a un sens méme si ¢ - A(t) = A est une matrice constante. Dans ce cas
(@8)_1 — e—SA? et R(t’to) — e(t—to)A'

On rassemble dans la proposition suivante les propriétés essentielles de la résolvante. Cette
proposition est a rapprocher de la Proposition ol les mémes propriétés sont établies

pour t — elt=to)A,
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Proposition 3.3.2 Soit R: I x I — M, (R) la résolvante de I'équation différentielle (3.7)).
On a

i) Vtel, R(t,t) = Id.
ji) vto,tl,tg el, R(tg,tl)R(tl,to) = R(tg,to).
iii) V(t,t0) € I, Ou(R(L, to)) = A(t)R(t, to).

Preuve: Les deux premieres assertions découlent directement de la Définition et 'on se
concentre sur (iii). Soit Xg € R™ et Y (¢) = R(t,t9)Xo la solution du probléme de Cauchy

. On a
O (R(t,t0))Xo = O (R(t, t0)Xo) = Y'(t) = A(t)Y (t) = A(t)R(t: to) Xo.

Ce calcul étant valable pour tout Xy € R™, on a bien la propriété annoncée. O

On pourra noter que R(t,tp) est une matrice inversible. En effet (i) et (ii) donnent
R(t,to)R(to,t) = Id = R(to, t)R(t,t0),

donc R(t,t9)~! = R(to,1).

Il est également utile de noter que les propriétés (i) et (iii) peuvent se résumer en disant que
R(t, t) est une solution du probléeme de Cauchy dans M, (R) = R"

M = A()M,
(3.9) { M(to) = Id,

On sait d’ailleurs que ce probleme admet une unique solution. En particulier si Y7,Y5...Y),
sont n solutions respectives.dans R™ des n problemes de Cauchy

{ Y = AQ1)Y,

(3.10) Y (to) = ej,

ou les e; sont les vecteurs de la base canonique de R", il est simple de voir que la matrice
M (t) dont les vecteurs colonnes sont les Y;(t) vérifie (3.9). Autrement dit cette matrice n’est
autre que R(t, o).

» Insistons encore : il n’y a pas de procédé général permettant de calculer R(t,tp). On a ce-
pendant le résultat suivant, qui n’a pas réellement d’intérét en lui-méme et peut étre considéré
comme un exercice.

Proposition 3.3.3 Si A(t1)A(t2) = A(t2)A(t1) pour tous t1,te € I, alors

t

R(t,to) = exp ( A(s)ds).

to
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t

Preuve: On note M (t) = exp ( A(s)ds), et on calcule

to

M(t+ h) = exp ( / " A(s)ds + / o A(s)ds).

to t

Or, pour tous a,b,c,d € I, on a
b d
/ A(Sl)dsl/ A(SQ)dSQ = / A(Sl)A(SQ)dSldSQ
a c [a,b] x[c,d]
d b
= / A(s2)A(s1)ds1dse = / A(sz)dSQ/ A(sy)ds.

[a,b] x[c,d] c a

Donc, gréace a la Proposition
t+h
M(t+h) = exp ( / A(s)ds> M),
t

Or la formule de Taylor-Young donne

exp < /t o A(s)ds) — Ld 4 HA() + ofh),

donc
M(t+h) — M(t) = hA(h)M(t) + o(h)M(t),

et

Mt —
LAY ) - M()
h=0 h
Autrement dit, ¢ — M(t) est une solution de I’équation différentielle Y’ = A(¢t)Y dans
M, (R) = R"™ et comme M(ty) = Id, le théoréme de Cauchy-Lipschitz (unicité) donne bien
M(t) = R(t, to). O

= A(M ().

3.3.2 Systeme fondamental de solutions - Wronskien

On considere toujours 1'équation différentielle linéaire homogene & coefficients variables (3.7)).
Si l'on connait la résolvante ¢ — R(t,tp), on a a disposition un systeme de n solutions
de I'équation différentielle. En effet, notant (e;)j—1, la base canonique de R", la fonction
Y;(t) = R(t,to)e; est la solution vérifiant Y;(ty) = e;. Autrement dit, les vecteurs colonnes
de R(t,tg) sont n solutions de I’équation différentielle. Puisque I'espace des solutions est de
dimension n, on peut se demander si ces n fonctions en forment une base. Si c’est le cas, on
dit que les fonctions Y; forment un systeme fondamental de solutions. Plus précisément :
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Définition 3.3.4 Soient Y7, Y5, ..., Y,, des solutions de |'équation différentielle linéaire
homogene Y’ = A(t)Y. On dit que {Y1,Y>,...,Y,,} est un systéme fondamental de solution
lorsque les Y; forment un systeme libre de fonctions, i.e.

n
ZanJ(t)zopourtout tel=a,=ay=--+-=a,=0.
j=1

Attention ! Deux fonction Y; et Yo peuvent étre indépendantes méme s’il existe un (et méme

plusieurs) ¢ ou Yj(t) = Ya(t) par exemple. C’est le cas des fonction Yi(t) = (cols t> et

sint

Ya(t) = ( 0 > bien que Yi(7/2) = Ya(7/2).

Définition 3.3.5 Soient Y7, Y5, ..., Y,, des solutions de |'équation différentielle linéaire
homogene Y’ = A(t)Y. On appelle wronskien des fonctions Y;, j = 1...n, la fonction

£ W) = det [Y1(t)... V(1))

Proposition 3.3.6 Soit W(t) = det R(¢,p). On a

W(t) = exp(/ Tr A(s)ds).

to

Preuve: On a
W(t + h) = det R(t + h, t)W(t).

Or la formule de Taylor-Young & l'ordre 1 donne R(t + h,t) = Id + hA(t) + o(h), donc
W(t+ h) = det(Id + hA(t) + o(h))W(t) = (1 + h Tr A(t) + o(h))W(t),
et W est la solution de I’équation différentielle
W= (Te A(E)W,
qui vérifie W(ty) = 1. O

Par conséquent, les vecteurs colonnes de la résolvante forment un systeme fondamental de
solutions de I’équation : le déterminant de la résolvante - leur wronskien- n’est jamais nul.
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3.3.3 Méthode de variation de la constante

Pour les équations homogenes a coefficients non-constants, on a vu que la résolvante R(t,t()
joue le méme role que la fonction t e(t=t0)A Pour les équations inhomogenes, on peut
aussi 'utiliser pour obtenir une solution particuliere de I’équation. On reprend la méthode de

variation de la constante. On veut donc trouver une solution de ’équation

Y' = A@)Y + B(t),

On sait que les solutions de I’équation homogene associée s’écrivent R(t,ty)Xo, et 'on cherche

une solution sous la forme

Yi(t) = R(t, to)U(2).

En formant ’équation que doit satisfaire Y7, on obtient
R(t,t0)U'(t) = B(t),

ou encore, puisque R(t,to) est inversible d’inverse R(to,t),
U'(t) = R(to, ) B(t).

On peut donc choisir

U(t) = /tt R(to,s)B(s)ds,

et on obtient comme solution

t

Vi (t) = Rt to) / R(to, s)B(s)ds.

to
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Chapitre 4

Existence et unicité

On attaque maintenant la preuve du théoreme de Cauchy-Lipschitz. On va en donner plusieurs
variantes. Il s’agit de donner des conditions suffisantes pour ’existence et I'unicité locale de
la solution du probleme de Cauchy

{W:F@m,
Y(to) = Xo,

ou F: I xU — R™ est continue, I étant un intervalle ouvert de R contenant tg et U un
ouvert de R™contenant Xj.

4.1 Le cas linéaire

On commence par le cas linéaire. D’une part parce que 'on a admis - et utilisé -le résultat
correspondant depuis plusieurs cours, et d’autre part parce que la démonstration dans ce
cadre, tout en étant plus simple que dans le cas général, en fait apparaitre les idées principales.
On s’intéresse donc au probleme de Cauchy

(4.1)

{ Y' = A(t)Y + B(t),
Y(to) = Xo,

on A: 1 — M,(C)et B:I— C" sont des fonctions continues sur l'intervalle ouvert I C R,
et Xg € C™ est donné.

4.1.1 Formulation intégrale

On commence par écrire le probleme (4.1)) sous une forme équivalente, dite forme intégrale,
qui s’avere souvent étre plus maniable.
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Proposition 4.1.1 La fonction Y : J — R™ est une solution de (4.1)) sur l'intervalle ouvert
J C I si et seulement si pour tout ¢ € J, on a

(4.2) Y (t) = Xo + /t A(s)Y (s) + B(s)ds.

to

Preuve: Si Y est une solution de (4.1)), on a pour tout s € J
Y'(s) = A(s)Y (s) + B(s).

L’équation (4.2) s’obtient alors en intégrant cette égalité entre ¢y et ¢,'sachant qu’on a aussi
Y (t) = Xo.

Réciproquement, si (4.2)) est vérifiée, la fonction Y est automatiquement C! sur J puisque
primitive de la fonction continue s — A(s)Y (s) 4+ B(s), et on obtient Y'(t) = A(t)Y (t) + B(t)
en dérivant. O

4.1.2 Schéma de Picard

On considere alors la suite (Y;,) de fonctions définies par la relation de récurrence - appelée
schéma de Picard :

)/b(t) = X07

(4.3) Y (t) = Xo + tA(S)Yn(s) + B(s)ds.

to
L’idée que 'on a en téte est de montrer que cette suite de fonctions est bien définie, et qu’elle
converge uniformément vers-une fonction Y sur J, que l'on veut étre de classe C!, sur un
certain intervalle J contenant tg. Si c’est le cas, on aura, pour t € J,

Y(t)= lim Y,41(t) = Xo+ /tt lim A(s)Y,(s) + B(s)ds = Xo + tA(S)Y(S) + B(s)ds.

n—-+0o o n—-+00 to

Donc (J,Y) sera bien une solution de (4.2).

Remarque 4.1.2 Pour I'équation différentielle scalaire ' = ay, ol a € R*. Si I'on cherche la
solution qui vérifie y(0) = xq, les premiéres fonctions de la suite fournie par le schéma de Picard

sont
Yo (t) = Xy,

y1(t) = xo —i—/o ayo(s)ds = xo(1 + at),
(at)? (at)"

TR

yn(t) = xo(1 + at +

)

On sait que la suite (y,,) converge vers y : t — mpe® qui est bien la solution du probléme.
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Pour simplifier les notations, on va supposer que ty = 0, et on travaille désormais dans un
intervalle de la forme [0,77] ou la seule limitation concernant 7' > 0 est que [0,7] C I. Il est
clair que si Y, est C! sur [0,7], alors la fonction Y;,;1 est bien définie et elle-méme C! sur
[0, T']. Puisque que c’est le cas de Yy, on a démontré par récurrence que la suite (Y;,) est bien
définie par , et que les fonctions de cette suite sont C* sur [0, 7.

On pose W,, =Y,, — Y,,_1, pour tout n > 1. On a tout d’abord, pour tout ¢ € [0, 7],
t
W10 < / |A(s)Xo + B(s)||ds < Mt,
0

ou
M = sup [A(s)Xo+ B(s)|| <+oc
s€[0,T]

puisque A et B sont continue sur le compact [0, T]. Par récurrence, on obtient alors pour tout
n > 1, pour tout ¢ € [0, T,

n—1 "
IWa(®)] < 4™ 1M

ol A = sup,co,r) [l A(s)|- En effet

uwulu</ﬁA m@<A/uW )ds.

En particulier, la série de fonctions } -, Wy (t) est normalement convergente, donc converge
uniformément sur [0,77]. Or

> Wa(t) = Yaqa(t) — Yo(t),

donc la suite (Y;,) converge uniformément, et sa limite Y est continue sur [0,77]. On a vu que
dans ces conditions;([0,7],Y") est une solution de (4.2)).

On a donc démontré I'existence d’une solution du probleme de Cauchy (4.2 sur tout intervalle
de la forme [0,77] inclus dans I. On peut démontrer de la méme maniere Iexistence d’une
solution sur tout intervalle de la forme [—T,0] inclus dans I, et finalement sur I puisque,

notant I =|a, b, on a

1 1
I= —b——].

4.1.3 Unicité

Il reste & montre 'unicité de la solution de (4.2)). On reprend la méme idée : si ([0,7],Y7) et
([0,T],Y3) sont deux solutions de (4.2)) (toujours avec tg = 0 pour simplifier), on a

WW%WWMSAHMWH@—B@M%SAMt
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ol M = sup,epo,r) [Y1(s) — Ya(s)||. Par récurrence on obtient alors, pour tout n > 1,

AT
n!l

1Y1(t) = Y2(0)|| < M

Comme le membre de droite tend vers 0 quand n — +00, on obtient bien Y; = Y3 sur [0, 7.

On a donc démontré le

Théoreme 4.1.3 Soit A: I — M, (C) et B: I — C" des fonctions continues sur l'inter-
valle ouvert I C R, et Xy € C". Le probleme de Cauchy

{ Y' = A@t)Y + B(t),
Y (to) = Xo,

admet une unique solution maximale, qui est globale.

4.2 Le cas autonome

Pour mettre en évidence une difficulté qui n’apparait pas dans le cas linéaire, tout en restant
dans un cadre assez simple, on s’intéresse maintenant au cas des équations différentielles
autonomes

Y' = F(Y),

ou la fonction F' ne dépend pas de t. Encore une fois, on veut prouver un résultat d’existence
et d’unicité locale pour le probleme de Cauchy associé

Y = F(Y),
(44) { Y (to) = Xo,

ol F' : U — R™ est une fonction continue de 'ouvert U de R dans R™, et Xy € U est donné.

Cette fois (J,Y") est solution de (4.4) si et seulement si

i) Y est continue sur J, et Y (¢) € U pour tout ¢t € J.

ii) Pour tout ¢t € J, on a
t

Y(t) = Xo +/ F(Y(s))ds.

to

Notes du cours Math318, année 2014/2015. Version 2.01. Thierry Ramond



CHAPITRE 4. EXISTENCE ET UNICITE 69

On veut définir une suite (Y;,) de fonctions par la relation de récurrence
Yo(t) = Xo, t
Yoi1(t) = Xo —I—/ F(Y,(s))ds.

to

(4.5)

On est alors confronté au probleme suivant : la fonction F' n’étant continue que sur U, la
suite (Y;,) ne sera bien définie qu’a condition que pour chaque n, Y;,(s) reste dans U pour tout
s € [to,t] C J. Cela conduit naturellement & imposer que la fonction F' soit Lipschitzienne.

4.2.1 Fonctions Lipschitziennes

Définition 4.2.1 Soit F': U — R"™ une fonction définie sur'l’'ouvert U de R™et & > 0 un
réel. On dit que F est lispchitzienne de rapport k sur U lorsque

Va,y € U, |F(x) = )l <klz -yl

On peut visualiser cette propriété pour les fonctions d’une variable : une fonction F': R — R
est lipschitzienne de rapport k lorsque les cordes tracées entre le point (z, F'(x)) et un autre
(y, F(y)) de la courbe représentative de F' ont toutes une pente comprise en —k et k.

Par exemple la fonction F : R — R définie par F'(xz) = sinx est lipschitzienne de rapport 1;

1
|sing < sing| = |(x — y)/ cos(ty + (1 — )z)dt| < |z —y|.
0

Par contre la fonction F' : R — R définie par F(x) = 2 n’est pas lipschitzienne : puisque
F(z) - F(y) = 2? —y* = (x — y)(z + y), la majoration |F(z) — F(y)| < k|lz — y| est mise en

défaut des que |x + y| > k. On introduit donc une notion un peu moins exigeante.

4.2.2 Fonctions localement Lipschitziennes

Définition 4.2.2 Soit F': U — R™ une fonction définie sur I'ouvert U de R™. On dit que
F' est localement lispchitzienne sur U lorsque, pour tout xg € U, il existe rg > 0 et kg > 0

tels que
Va,y € B(zo,r0), [|[F(z) = F(y)|l < kollz —yl|.
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Cette fois, on dispose d’un classe plus grande de fonctions. En particulier :

Proposition 4.2.3 Si F : U — R™ est C!, alors I est localement lipschitzienne sur U.

Preuve: Soit xy € U. Puisque U est ouvert, il existe rg > 0 tel que B(xp,79) C U. On note
Q = B(xo,70/2) C U, et M > 0 la borne supérieure de la fonction continue dF' sur le compact
Q. Siz,y e Q,lesegment [z,y] = {ty + (1 —t)x,t € [0,1]} est inclus dans le convexe Q, et
l'on peut considérer la fonction f définie sur [0, 1] par

f(t) = F(ty + (1 —t)z).

Cette fonction est C! et I'on a

1 1
ﬂw—ﬂ@—ﬂw—ﬂM—Adwﬁ—Adﬂwﬁﬂ—@@%@—mﬂ

d’ou
1
1F(y) — F(@)|| < lly — = /0 [dF ((ty + (1— t)x))[|dt < M|y — |,

ce qui montre que F' est Lipschitzienne de rapport M sur Q. O

Réciproquement, on voit facilement que toute fonction localement lipschitzienne est continue,
mais il existe des fonctions localement lipschitziennes qui ne sont pas C! : par exemple z + |z
est lipschitzienne de rapport 1 sur R mais n’est pas dérivable en 0.

4.2.3 Existence dans le cas autonome

On démontre l'existence d’une solution (J,Y") du probleme (4.4]) en supposant que la fonction
F : U — R™ est-localement Lipschitzienne. Encore une fois, on prend tg = 0 pour simplifier
les notations.

Puisque U est ouvert, il existe rg > 0 tel que B(Xp,r9) C U. Puisque F est localement
lipschitzienne, quitte a diminuer rg, il existe kg > 0 tel que F' est lipschitzienne de rapport kg
sur B(Xp, o).

Soit alors Q = B(Xp,70/2). Sur le compact @, la fonction continue F' est bornée, et 1’'on pose

M = sup{||F(X)||, X € Q} < +oc.

Etape 1 : Soit 7' = 57;. On démontre par récurrence que le schéma de Picard définit bien

une suite de fonctions continues sur [—7', 7. On considere la propriété :

P(n) : La fonction Y,, est définie et continue sur [-7, 7], et

.
sup ¥, () = Xoll < -
te[-T,T)
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La propriété P(0) est vraie pour n’importe quellle valeur de T', puisque Yj est la fonction
constante, égale a Xj.

Supposons que P(n) soit vraie. Puisque Y;, est continue sur [T, 7] & valeurs dans Q, F oY,
est continue sur [=T,T], et Y,,+1 est bien définie et continue sur [T, T]. De plus

1Ya(8) = Xo = | / 5))ds]| < / |F(Ya(s)llds < MT,

puisque T' < P(n+ 1) est vraie.

o
2M’
La propriété est héréditaire, et puisqu’elle est vraie pour n = 0, elle est vraie pour tout n € N.

Etape 2 : Comme dans le cas linéaire, on montre que la suite (Y},) converge uniformément
sur [T, T]. On a d’abord, pour ¢t > 0,

t
Y1(t) = Yo ()] < / I1E(Yo(s))llds < Mt
0
Puis, en utilisant le fait que F est kg-lipschitzienne sur Q,

t t t2
1Ya(t) - Vi(0)]| < /0 |F(Yi(s)) — F(Yo(s))llds < ko /0 I¥i(s) = Yo(s)llds < Mo’

On en déduit par récurrence que

(koT)"

||Y = 1||oo < M-——— |
n!

I

et on conclut comme dans le cas linéaire.
Etape 3 : On montre que la fonetion Y est une solution du probleme de Cauchy (4.4)).

On a, pour tout n,

t
Vasa(t) = Xo+ [ F(Va(s))ds,
to
et donc, en passant a la limite, en utilisant la convergence uniforme de la suite (F' o Y},),

Y(t) = Xo+ lim tF( ())ds—Xg—i—/Ot lim F(Y, ())ds—Xo—f—/tF(Y(s))ds.

n—+oo to n—+oo to
D’autre part Y est continue, et Y (¢) = limY,,(t) € Q C U, donc Y vérifie les deux conditions

(i) et (ii) ci-dessus. La fonction Y est bien une solution du probléeme de Cauchy (4.4]) sur
[T, T].

4.3 Le cas général

Cette fois on considere le probleme de Cauchy pour une équation différentielle d’ordre 1

(46) { Y' = F(t,Y),

Y (to) = Xo,
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ou F': I xU — R™ est une fonction continue de 'ouvert I x U de R x R™ dans R™, et
Xy € U est donné.

Pour éviter de rencontrer des difficultés techniques a chaque étape du raisonnement, qui
pourraient faire perdre de vue la simplicité de la preuve, on va formaliser un peu les idées
mises en oeuvre dans les deux cas précédents : a chaque fois, on a fait apparaitre la solution
du probleme de Cauchy comme point fixe de ’application

d:Y eClJ)— Xo+ /t F(s,Y(s))ds.

to

4.3.1 Le théoreme du point fixe

Définition 4.3.1 Soit F un espace vectoriel normé, et ® : ' — FE une application. On dit
que ® est contractante lorsque ® est Lipschitizienne de rapport < 1, c'est-a-dire s'il existe
une constante 0 < k < 1 telle que

Va,y € B, [|®(x) = 2(y)l| < kllz—yll.

Proposition 4.3.2 (Théoréme du point fixe de Banach) Soit F un espace de Ba-
nach. Si ® : £ — FE est contractante, alors ® admet un unique point fixe.

Preuve.— On regle d’abord la question de 'unicité : si ® admet deux points fixes 1 # xa,
on a
|21 = 22f| < [[@(21) — P(22)|| < K|zt — 22| < [lz1 — 22,

ce qui est absurde.

Soit (xy,) la suite définie par xg € E et 41 = ®(zy,). Si la suite (x,,) converge vers un x € E,
on aura, puisque ® est automatiquement continue,

x =limz,y1 =lim®(z,) = ¢(limz,) = ¢(x).

Autrement dit, la limite éventuelle de la suite (x,) est un point fixe de ®. Pour montrer que
cette suite converge, on va montrer qu’il s’agit d’une suite de Cauchy. Or, pour n > 1,

st — 2l = [@(@n) = D(en1)]| < kllan — 20| < -+ < k"l — o]l

Donc, pour g > p > n,

q - Lk
[zq — pl < iji |21 — 2ol < 11— %

J=p

|21 — o[-
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Puisque k < 1, ceci montre que (z,,) est une suite de Cauchy dans I’espace de Banach FE, et
finalement converge. O

On on aura besoin du raffinement suivant :

Corollaire 4.3.3 Soit & : E — FE une application sur I'espace de Banach E. Si ® posséde
une itérée contractante, alors ® admet un unique point fixe.

Preuve.— On sait que $°"* admet un unique point fixe a. Si b est un point fixe de ®, on a
®°™(b) = b, donc b = a nécessairement, ce qui montre que ® a au plus un point fixe. De plus

3" (@(a)) = 30" (a) = (@7 (a)) = B(a);

donc ®(a) = a puisque c’est un point fixe de ®°. O

4.3.2 Tonneau de sécurité

Pour appliquer le théoreme du point fixe a 'application ® définie par

¢
Y—=oY):t— Xp +/ F(s,Y(s))ds,
to
il faut d’abord trouver un espace de Banach E, inclus dans C°(I,U) tel que ®(E) C E. On
cherche E sous la forme
E = C’([to— T, to + T, B(Xo,70))

Puisque I et U sont ouverts et _contiennent tg et Xy, il existe un cylindre Cy = [tog — Tp, to +
To] x B(Xo,r0) centré en (tg, Xp) et contenu dans I x U.

Définition 4.3.4. On dit qu'un cylindre Cp = [to — T, to + T x B(Xo,79) C Cp centré en
(to, Xo), est un tonneau de sécurité pour (4.6 lorsque toute solution éventuelle Y de (/4.6))
sur J = [to — T, tog + T vérifie

vVt € J, Y(t) S B(X(),To).

Le fait essentiel est qu’il existe des tonneaux de sécurité. Autrement dit, en ne supposant que
la continuité de F', on peut assurer a priori que le graphe d’une éventuelle solution ne s’écarte
pas trop vite du point (tg, Xo). Prouvons-le : puisque F' est continue sur I x U, elle est bornée
sur le compact Cy et on note

(4.7) M = sup{||F(t, X)||, (t,X) € Cp} < +c0.

On a alors la
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%V

to—T to to+T
to—Tp ° to+Th

FIGURE 4.1 — Tonneau de sécurité

Proposition 4.3.5 Si T' < min(Tp, 15), le cylindre Cr est un cylindre de sécurité pour (4.6)).

Preuve: On raisonne par contraposée : on-suppose que Cr n’est pas un cylindre de sécurité,
donc qu’il existe une solution Y de 1D qui quitte le cylindre Cp. Soit alors t le plus petit
temps dans [to,to + T tel que Y (¢) ¢ B(Xo,r0), plus précisément

t = inf{s € [to, to + T, [|Y (s) — Xo|| > ro}-
On a ||Y(s) — Xo|| < ro pour tout s < ¢, donc par continuité
1Y (t) = Xoll = 7o
D’autre part, Y{(s) € B(Xp, ) pour tout s € [to,t] donc
Vs € [to. 2], [[Y'(s)Il < [[F(s, Y ()| < M,
et

1Y (1) - Xol| < / 1Y (s)llds < M(t — to).

On a donc nécessairement T >t — tg > —- O
To

4.3.3 Existence et unicité locale

On commence par donner la notion de fonction lipschitzienne adaptée au fait que ’équation
(4.6) n’est pas autonome.
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Définition 4.3.6 Soit F': I x U — R™ une fonction continue. On dit que F’ est localement
lipschitzienne par rapport a sa seconde variable lorsque pour tout (o, Xo) € I x U, il existe
un cylindre C' = [tg — T, to + T'] x B(Xo,70) C I x U et une constante ko = ko(to, Xo) telle
que

VIt X0),s (8 Xa) € C, (I (E X1) — F(t X2) | < koll X1 — Xall.

Le lecteur montrera sans difficulté ’analogue de la Propostion : si Fest continue et
admet des dérivées partielles continues par rapport a sa seconde variable X € U, alors F' est
localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable.

Proposition 4.3.7 (Théoréeme de Cauchy-Lipschitz) Soit ' : 1 x U — R™ une fonc-
tion continue, localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable. Il existe T" > 0 tel
que le probleme de Cauchy (4.6) admet une unique solution dans [tg — T, to + 1.

Preuve.— Soit ro > 0 tel que B(Xp,r9) C U. Soit aussi 0 < T < 37 tel que O =
[to — T, to + T] x B(Xo,ro) soit un tonneau de sécurité pour (4.6). On note E = CO([ty —
T,to+ T, B(Xo,70)). Muni de la norme
Yoo = “sup  [[Y()]],
[to—Tto+T]

FE un espace de Banach.

- Soit alors ® 'application définie sur E par

Vt € [to— Tito + T), D(Y)(2) :X0+/tF(s,Y(s))ds.

to
La fonction ®(Y") est continue sur [ty — T, t9 + T, et, pour tout ¢ € [to — T, to + T,

[2(Y)(t) — Xol| < / |F(s,Y(s))]lds < MT < ro.

Donc ® envoie E dans E.

- Montrons que la fonction ® possede une itérée contractante. Soit Y, Z € E. Quitte a diminuer
T et rg, on peut supposer que F' est kg-lipschitzienne par rapport a sa seconde variable dans
C7. On a donc
t t
[@(Y)=2(2) < | [IF(s,Y(s))—F(s, Z(s))llds < ko/t 1Y (5)=Z(s)llds < kolt—tol[|Y =2
0

to

Par récurrence, on en déduit que, pour tout p > 1,
(ko)?

127(Y) = 27(2) oo = = =TV (s) = Z(s)lI-

Puisque (kp%)pr — 0 quand p — +00, il existe p € N tel que &P est contractante.

Ainsi ® admet un unique point fixe, qui est I'unique solution de (4.6) sur [tg — T,to +T|. O
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4.3.4 Solution maximale

On peut déduire assez facilement du théoreme d’existence et d’unicité locale le résultat suivant

Corollaire 4.3.8 Sous les conditions du théoreme de Cauchy-Lipschitz, le probleme (/4.6])
admet une unique solution maximale.

Preuve.— Soit (J,Y1) et (J,Y2) deux solutions de I’équation Y/ = F(¢,Y) définies sur un
méme intervalle J. S’il existe tg € J tel que Yi(tg) = Ya(to), alors Y7 et Ya coincident sur J.
Sinon ensemble {t € J,t > to, Y1(t) # Ya(t)} n’est pas vide, donc admet une borne inférieure
to. Par continuité, on a Yi(tg) = Ya(to). Mais le théoreme d’unicité locale donne l’existence
d’un T > 0 tel que Yy () = Ya(t) sur [tg — T, to], ce qui contredit la définition de tq.

Maintenant si (Ji,Y1) et (J2,Y2) sont deux solutions maximales de (4.6]), elle coincident sur
J1 N Jo. Comme elles sont maximales, on a J1 N Jy = J; = J. O

On peut se demander si la taille de I'intervalle d’existence J de la solution maximale de (4.6)
peut varier beaucoup pour des données de Cauchy proches les unes des autres. Voila une
réponse rassurante, que nous admettrons.

Proposition 4.3.9 Soit F' € C%(I x U,R™) avec I un intervalle ouvert de R, et U un ouvert
de R™, localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable. Soit K un compact de
I x U. Il existe T > 0 tel que, pour toute donnée initiale (to, Xo) € K, la solution maximale
de ([4.6)) est définie au moins sur Jtg =Tk, to + Tk]|.

4.4 Existence globale

4.4.1 Un critere d’existence globale

Alors que le théoreme de Cauchy-Lipschitz permet d’établir I’existence locale d’une solution,
on a vu des cas - en particulier celui des équations linéaires a coefficients constants - ou toutes
les solutions maximales sont des solutions globales. Voici un critéere assez général qui donne
une condition suffisante pour que ce soit le cas.

Proposition 4.4.1 Soit F : I x R™ — R™ une fonction continue, ol I est un intervalle
ouvert de R. On suppose qu'il existe une fonction k : I — R™ continue, tellle que, pour tout
t € I fixé, la fonction X — F'(t, X) est k(t)-lipschitzienne sur R™. Alors la solution maximale
du probléme de Cauchy est globale.

Preuve.— On reprend la preuve du Théoréeme de Cauchy-Lipschitz. Soit [tg — T—,to + T ]
un intervalle compact quelconque inclus dans I, et

E=Cto—T_,to +T],R™).
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On sait que (E, | - ||s) est un espace de Banach. Pour Y dans E on note ®(Y") la fonction

définie par
t

O(Y):t— Xo+ / F(s,Y(s))ds.
to
La fonction ®(Y') appartient bien & E, et on va montrer que I’application ® : £ — E admet
une itérée contractante.

Soit K = max;cpy,—7_to+1,] k(t). Puisque ¢ +— k(t) est continue et I'intervalle compact, on
a K < +oo. L’application F est K-lipschitzienne par rapport a sa seconde variable sur
[to —T—,to + T4], et donc, pour Y, Z € E,

J2(Y) ~®(2)| < | F(s,Y(s) — Fls, Z(s))lds < Kt —tol Y= Z].

to
Par récurrence on obtient
o o Kp|t _tolp Km(maX(T-‘r?T—))p
[2P(Y) = @P(2)| < ——— Y = Z]| < , 1Y —Z||,
p: p:
KP T.,T )P
et I'on peut choisir p assez grand pour que (max(T, T ) < 1.

p!

L’application ® possede donc un point fixe unique, ce qui signifie que le probleme de Cauchy
admet une unique solution sur [tg — 7=ty + T ]. Puisque cet intervalle est quelconque
dans I, on a démontré la proposition. O

Exemple 4.4.2 La fonction F : R x R définie par F(t,z) = sin(tx) vérifie I'hypothese de la
Proposition ci-dessus. On a en effet, en appliquant le théoréme des accroissements finis,

|sin(tz1) — sin(txe)| = [t(z1 — x2) cos(c)| < |t] |x1 — 2.

On peut donc prendre k(t) = |t|, qui est bien une fonction continue.

Cette proposition s’applique aussi dans le cas des systemes linéaires a coefficients variables,
ou F(t,X) = A(t)X + B(t), avec t — A(t) € M, (C) et t — B(t) € C" continues. On a en
effet

[F'(t, X1) — F(t, Xo)|| = [[A@)] | X1 — Xaf|,

et 'on peut prendre k(t) = ||A(t)]|, qui est bien continue. On obtient donc le

Corollaire 4.4.3 Toutes les solutions maximales du systéme linéaire Y/ = A(t)Y + B(t), avec
A et B continues, sont globales.

On peut aussi se demander si la condition ci-dessus est nécessaire pour qu’il y ait existence
globale. La réponse est négative comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 4.4.4 Soit F': R — R la fonction définie par F(x) = esiz <0, et F(z) = zlnz
pour x > 0. La fonction F' est continue, mais n'est pas Lipschitzienne au voisinage de = = 0.
Cependant les solutions maximales de I'équation 3’ = F'(y) sont globales.
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4.4.2 Qu’est-ce qui empéche une solution d’étre globale ?

On a vu que sous des hypotheses relativement peu contraignantes, le probleme de Cauchy

(48) { Y' = F(t,Y),

Y (to) = Xo,

admet une unique solution maximale (J,Y). Par contre on sait qu’il existe des cas ou cette
solution maximale n’est pas globale. On veut comprendre ce qui empéche de prolonger la
solution (J,Y"). On pourrait imaginer diverses raisons, comme par exemple le fait que Y cesse
d’étre dérivable aux extrémités de J. La réponse porte le nom de théoréeme des bouts : c¢’est
toujours le comportement de Y aux extrémités de J qui pose probleme. Voici d’abord un
résultat général connu sous le nom de Théoreme d’échappement fort.

Proposition 4.4.5 Soit F' € C°(I x U,R™), avec I un intervalle ouvert de R, et U un ouvert
de R™, localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable. Soit aussi K un compact
de U, et (to, Xo) € K. Si (Ja,b[,Y) est la solution maximale de (4.8)), il existe [t_,t+] Cla,b]
tel que

Vi t_,ty], Y(t) ¢ K.

Autrement dit, il existe un instant ¢, a partir duquel le graphe {(¢,Y(t)), t €]a,b[} de la
solution quitte le compact K et n’y revient pas. De méme, il existe un instant ¢_ avant lequel
ce graphe n’est jamais entré dans K.

Preuve: On montre l'existence de 1 en raisonnant par I’absurde (celle de ¢_ se démontre
exactement de la méme manieére). On suppose donc que

Vty €la,b[, 3t > ty, Y(t) € K.
On peut alors choisir une suite (t,) Cla, b| telle que

lim ¢, =0, et Y(t,) € K.

n—-+o0o

Puisque K est compact, on peut supposer (quitte a extraire une sous-suite) que la suite
(Y (t,,)) converge vers un certain X, € K.

D’apreés la Proposition [4.3.9] il existe T5 > 0 tel que pour tout (ty, Xo) € B((b, X),9), la
solution maximale de est définie au moins sur |ty — Ty, to + Ts[. Or pour n assez grand,
(tn,Y (tn)) appartient & B((b, X0 ), ), €t £, +0 > b. Donc la solution associée a (t,, Y (t,,)) est
un prolongement strict de (Ja, b, Y") ce qui contredit le caractére maximal de cette solution. O

Le théoreme des bouts est une variante de la Proposition dans le cas o U = R™. Dans
ce cas, lorsque la solution maximale de I’équation différentielle n’est pas globale, c’est qu’elle
”explose” avant d’atteindre le bord de I. De maniere plus précise
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Proposition 4.4.6 Soit F' € C°(Ja,b[xR™,R™) avec a < b , localement lipschitzienne par
rapport a sa seconde variable. Soit (t9, Xo) €]a,b[xU et (]I, T*[,Y) la solution maximale de
(4.8). On a I'alternative suivante :

ou bien T* = b,

ou bien T* < bet lim ||Y ()| = +oo.
t—T*

De méme

ou bien T}, = a,

ou bien T, > a et lim ||Y(¢)| = +o0.
t—Tx

Preuve: Supposons que T* < b. Pour tout R > 0, on sait qu’il existe ¢ (R) < T* tel que,
pour tout ¢ >t (R), ||Y(t) — Xo|| > 2R, et donc ||Y(t)|| > R pourvu que R soit assez grand
(R > || Xol)- =

Corollaire 4.4.7 Sous les hypothéses précédentes, si (J,Y") est une solution maximale, alors
J est un intervalle ouvert.

Preuve.— Ssupposons par exemple que J. =|T,,T*]. Puisque Y est continue sur J, on a
limy_, 7+ [|[Y ()| = [|Y(T7)]] < +00, ce-qui contredit la proposition. O

Ce théoréme des bouts sert souvent.sous la forme suivante. Soit (J,Y) la solution maximale
de (4.8). S’il existe M > 0 tel que ||Y (t)|| < M pour tout t € J, alors (J,Y) est une solution
globale. Par exemple on a la

Proposition 4.4.8 Soit ' € C°(I x R™ R™) avec I intervalle ouvert de R, localement
lipschitzienne par rapport a sa seconde variable. Si I’ est bornée, alors les solutions maximales
de I'équation Y’ = F(¢,Y") sont globales.

Preuve: Soit (J/,Y") une solution maximale. Pour ¢t € J on a
Y@l < IFEY @) < M

Donc .
Y@ < [ Y'(s)ds|l + | Xoll < M|t —to| + || Xol|-

En particulier, si J est borné, la fonction Y est bornée sur J. D’apres le théoreme des bouts
ci-dessus, on a alors J = I. O

Dans le cas ot F' croit au plus linéairement par rapport a ¢, on a le méme résultat :
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Proposition 4.4.9 Soit F € C°(I x R™ ,R™) avec I intervalle ouvert de R, localement
lipschitzienne par rapport a sa seconde variable. S'il existe A, B tels que ||F(¢t, X)|| < At + B
pour tous (¢, X), alors les solutions maximales de I'équation Y’ = F(¢,Y) sont globales.

Preuve: Soit (J,Y") une solution maximale. Pour ¢t € J on a
Y@l < IFEY (@) < At + B

Donc .

A
YOI <1 [ Y(s)ds|| + 1 Xoll < It - tol* + Blt — to| +{[Xof-
to
En particulier, si J est borné, la fonction Y est bornée sur J. D’apres le théoreme des bouts
ci-dessus, on a alors J = I. O

4.4.3 Le lemme de Gronwall

Voici un résultat concernant des inéquations différentielles. On peut le voir en particulier
comme un moyen de montrer 'existence globale de solutions. Supposons par exemple que
y'(t) < 0. Pour une telle fonction, on sait que y(¥) < y(tp) pour tout ¢ > ¢y : il ne peut pas
y avoir explosion pour les t > tg. Outre le résultat, on pourra retenir I’idée de la preuve : en
changeant de fonction inconnue (par exemple a I’aide d’un facteur intégrant) on se ramene a
I'inéquation différentielle y/(¢) < 0.

On commence par une version. intégrale.

Proposition 4.4.10 Soit ¢, g deux fonctions continues sur [tg, to + 1] a valeurs réelles, avec

g>0,etacR. Si
t
Ve ftoto + T, 6(t) <at / o(s)é(s)ds,
to

alors
t

Vit € to.to + T),  $(t) < aexp( / o(5)ds)

to

t
Preuve: Soit w(t) = a +/ g(s)p(s)ds. On a w'(t) = g(t)¢(t), done, puisque g(t) > 0 pour

tout t, 0
w'(t) < g(t)w(t).
Soit alors G(t) = f;; g(s)ds.
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donc w(t)e=¢® < w(ty)e ¢t0) = g et

aexp( / g(s)ds) = ac®® > w(t) > B(0).

to
O
Voici maintenant une version ”équation différentielle”.
Proposition 4.4.11 Soit ¢ : R — R une fonction de classe C! telle que ¢(0) = 0 et
VEER, [¢(t)] < C+ M|g(t)]
ou C', M > 0 sont des constantes données. Alors
C
Vi e R, |o(t)| < M(eMW —1).
Preuve.— Soit ¢ > 0. On a
t t
[o()] =lo(t) — ¢(0)] = | /0 ¢/ (s)ds| < /0 |¢/(s)lds
t t
S/ C+ M|p(s)|ds < Ct + M/ lp(s)|ds = w(t).
0 0
Soit alors f(t) = e~ Mlw(t). On a
() = e M/ (t) — Me=Mhw(t) < e™MY(C + Muw(t)) — Me Mlw(t) = Ce ™!,
Donc
t t C
f(@) :/ f'(s)ds < C’/ e Msds < —(1—e My,
0 0 M
On obtient le résultat en multipliant les deux membres de I'inégalité par e,
Il reste a montrer le résultat pour t € R™. O

Exercice 4.4.12 Soit A : R — M,,(R) une application continue. On suppose qu'il existe a > 0
tel que ||A(t)|| < a pour tout t € R. On note (J,Y") la solution maximale du probleme de Cauchy

Y'(t) = A@)Y (1),
{ Y (0) = Xo,

ol Xg € R"™ est donné.
i) Pourquoi peut-on d'affirmer que J =R?7?
ii) En posant v(t) = ||[Y (¢)]], ot || - || désigne la norme euclidienne, démontrer que :

vt >0, [V ()] < e[| Xoll

iii) Démontrer que Vt <0, ||V (¢)]] < e~ || Xo]|.
On a donc, pour tout t € R, ||V (1)]| < e X]|.
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Stabilité et linéarisation

On se pose maintenant la question du comportement asymptotique, c’est a dire pour des
temps tres long, des solutions d’équations différentielles - en particulier non-linéaires. Pour
simplifier ’exposé, on se concentre sur les équations autonomes

Y' = F(Y),
(5.1 { Y(0) = X,

ou F : R™ — R™ est supposée continue et localement lipschitzienne, de sorte que ce probleme
de Cauchy admet une unique solution maximale. On peut par exemple avoir en téte le systeme
prédateurs-proies de Lotka-Volterra

{ Yl = ay1 — cy1yo,
yh = —bys + dy1y2,

que l'on a déja évoqué. La question que I'on se pose est de prédire, en fonction de la donnée
initiale, I’évolution a long terme de chacune des populations de proies y;(t) et de prédateurs
y2(t), méme si on ne peut pas écrire les solutions de ce systéme explicitement.

Il y a un cas ou la réponse est simple : celui ou la donnée initiale Xy est un point d’équilibre
pour I’équation.

Définition 5.0.13 On dit que Xy € U est un point d’équilibre pour I'équation différentielle
Y’ = F(Y) lorsque F(Xp) = 0.

Dans ce cas en effet, la solution du probleme est la fonction constante Y (t) = X, et le
comportement de Y () pour des t grands n’est pas difficile & décrire.

Se pose alors naturellement la question de savoir si ’on peut encore prédire le comportement
de Y (t) lorsque la condition initiale X, est suffisamment proche d’un point d’équilibre X0
pour I’équation. On peut espérer en particulier que Y (¢) reste pour tout temps assez proche
de la fonction constante Y : ¢ — Xo.
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5.1 Portraits de phase des systemes linéaires homogenes 2 x 2
a coefficients constants

Pour les systeémes linéaires homogenes a coefficients constants Y/ = AY, Xy = 0 est toujours
un point fixe. Pour avoir une idée des différents comportements que l'on peut rencontrer,
on va examiner 'allure des solutions des systemes 2 x 2 homogenes a coefficients constants
Y =AY, ou A € My(R).

Pour les équations différentielles scalaires (m = 1), il est possible de représenter les courbes
intégrales des solutions ¢ — y(t) : ce sont les courbes représentatives de fonctions de R dans
R. Deés que I'on considere des systemes, le dessin d’une courbe intégrale est plus difficile : pour
m = 2 par exemple il s’agit de représenter dans R? le graphe d’une fonction-de R dans R2.
On préfere dans ce cas oublier la description de la courbe au cours du temps, et ne regarder
que la trace obtenue sur R?. De maniere générale

Définition 5.1.1 On appelle orbite de I'équation Y/ = F(Y)) toute courbe O de R™ définie
par
O ={Y(t),t e R},

ol Y est une solution de I'équation.

Autrement dit, une orbite peut étre vue comme la projection sur R™ de la courbe intégrale
d’une solution. C’est aussi I'image dans R™ de la courbe paramétrée ¢t — Y ().

Proposition 5.1.2 Deux orbites O; et Oy distinctes d'une méme équation différentielle au-
tonome ne se coupent jamais.

Preuve: Supposons qu'il existe M € O; N Oq, et notons (I, Y1) et (I2,Y2) les deux solutions
auxquelles O; et Oy sont associées. Il existe deux réels ;1 et to tels que

Yi(ty) = Ya(ts) = M.

Soit alors T' = t1—tg et Yo = 71Ys la fonction définie sur I, = T+1I, par 372(75) = Yg(t—(t}—tz)).
Parce que I'équation est autonome, (I, Y3) est une solution aussi : pour tout ¢ € I, on a
t—T €l et 3 ~

Yy(t) =Yyt = T) = F(Ya(t = T)) = F(Ya(t)).
De plus 172(751) = Ys(t2) = Y1(t1). Donc Y, = Y1, et Oy, qui est aussi la courbe associée & Y,

coincide avec 0. O

Avec cette proposition, on comprend que ’on aura une bonne idée de I'allure des orbites de
toutes les solutions a partir du dessin de quelques unes seulement. Ce genre de dessin porte
le nom de portrait de phase pour I’équation différentielle.

Notes du cours Math318, année 2014/2015. Version 2.01. Thierry Ramond



CHAPITRE 5. STABILITE ET LINEARISATION 84

On retiendra aussi la

Proposition 5.1.3 SiY est une solution de I'équation autonome Y’ = F(Y'), alors la fonction
Y :t+— Y (t — 7) est aussi une solution, et son orbite est la méme que celle de Y.

On distingue quatre cas disjoints :

Au moins une des valeurs propres est nulle
— Si les deux valeurs propres sont nulles, et A n’est pas diagonalisable, A semblable a
. 1 . . (o
la matrice (8 0). Dans une base adéquate, le systeme s’écrit ) = xa, 25, = 0, donc

Tr9 = cg et x1 = cot + ¢y

— Si une seule des valeurs propres est nulle, la matrice est diagonalisable, et le systeme
s’écrit, toujours dans un systéme de coordonnées bien choisi, 2} = Az1, 25 = 0, ce qui
donne z1 = c1eM et x9 = 9.

T2 A T2 a
> >
1 €1
Ar> 0,22 =0 A1 <0,2=0
L2 A
>
1

M=X=0,A£0

FIGURE 5.1 — Cas dégénérés

Cas de deux racines réelles distinctes

Dans ce cas la matrice A est diagonalisable, et quitte a travailler dans une base de vecteurs
propres, le systeme Y’ = AY équivaut a

xll = )\lxb
Th = \owa,
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avec |A1| > |A2|. Les solutions sont (x1(t), x2(t)) = (c1eM?, cae??), ol (c1,c2) est un vecteur

constant. Pour un (cj, ¢a) donné, lorbite correspondante est la courbe

A2 /A
Ty = C’x12/ !

On a alors deux portraits de phases différents :

i) si les valeurs propres sont de méme signe, on a 0 < A\y/A; < 1, et le portrait de phase
est appellé "noeud” (stable si elles sont négatives, instable si elles sont positives).

ii) si les valeurs propres sont de signes opposés, on a —1 < Ay/A;1 < 0 et le portrait de
phase est appelé "selle”.

Exercice 5.1.4 Faire les dessins correspondants.

Cas ou A n’est pas diagonalisable

Dans ce cas, A posséde une valeur propre double réelle. A, et ’équation se rameéne apres

changement de base a
{ ) (t) = Az (£) + 22(),
xh(t) = Aaa(t).

Les solutions sont (x1(t), z2(t)) = (eM(c1 +eat), eMea), et le portrait de phase correspondant
est appelé noeud impropre.

/

Y

FIGURE 5.2 — Noeud impropre
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Cas de deux racines complexes distinctes

Si A a deux valeurs propres complexes conjuguées distinctes, A = ae® et A = ae ", 'équation
Y’ = AY s’écrit dans une base adéquate

{ 2'(t) = acos(d)z(t) — asin(d)y(t),
y'(t) = asin(d)x(t) + acos(d)y(t).

On cherche (z(t),y(t)) sous la forme x(t) = r(t)cos(0(t)),y(t) = r(t)sin(0(t))). On obtient

alors le systeme
r(t) = (acosd)r(t)
0'(t) = —(asin?)

Les solutions sont donc données par
r(t) = 1oel @D 0(t) = Oy — (asind)t

Ce sont des spirales logarithmiques si cos(d) # 0. On parle de "foyer”, stable si cos(d) < 0, et
instable si cos(d) > 0. Le sens de rotation des spirales est déterminé par le signe de sin(J) :
trigonométrique si ce signe est positif. Enfin si cos(d) = 0 les orbites sont des cercles (plutot
des ellipses : le repere dans lequel on travaille, constitué de vecteurs propres de A, n’est en
général pas orthonormé), et ’on parle de ”centre”.

5.2 Notions de stabilité

La notion d’équilibre stable ou instable nous est familiere pour les systemes mécaniques. On
peut penser par exemple au mouvement d’une bille soumise a ’action de la pesanteur sur un
terrain présentant des bosses et.des creux. Si on lache la bille exactement au fond d’un creux,
celle-ci ne bouge pas : le fond d’un creux est un point d’équilibre. Si on la lache pres du fond
d’un creux, la bille va osciller de part et d’autre du minimum sans sortir du creux : le fond
d’un creux est un point d’équilibre stable.

Que se passe-t-il si I'on lache la bille exactement au sommet d’'une bosse? L’expérience est
difficile a réaliser : en général on rate le sommet, et la bille part tres loin d’un coté ou de
I'autre de la bosse. L’écriture de 1’équation différentielle obtenue a partir du principe de
Newton nous apprend pourtant que le sommet d’une bosse est aussi un point d’équilibre.
Cette fois la trajectoire de la bille dépend trés fortement de la position initiale de celle-ci : il
s’agit d’un équilibre instable. Méme si 'on n’est pas maladroit, on rate en fait aussi le fond
du creux : mais contrairement au cas du sommet, la stablité de ce point d’équilibre fait que
la bille reste proche du fond, et que ’on ne s’en apercoit pas.

5.2.1 Définitions

Voici deux notions de stabilité pour un point d’équilibre. On pourrait formuler des définitions
du méme type pour la stabilité d’une solution quelconque, mais I’on se contente ici de parler
de la stabilité de la solution constante Y : ¢ — Xy ou Xg est un point d’équilibre. De maniere
imagée, on dit que cette orbite est stable si toutes les orbites restent aussi proches que 'on
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veut du point d’équilibre, quitte a considérer des conditions initiales suffisamment proches de
Xo.

Dans toute la suite, il sera commode de noter ®,(X) la valeur a I'instant ¢ de la solution du
probleme de Cauchy
{ Y' = F(Y),

Y(0) = X.

Définition 5.2.1 Soit Xy € R™ un point d'équilibre pour I'équation Y/ = F(Y). On dit
que X est stable (au sens de Lyapounov) lorsque pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que,
pour tout X € R™ avec || Xy — X]|| <4,

i) @4(X) est défini pour tout t € R,
ii) Vt > 0,]|P(X) — Xo|| <e.

Exercice 5.2.2 Pour les systemes linéaires 2 x 2, dans.quels cas Xg = 0 est-il un point fixe
stable ?

L’examen des orbites obtenues pour les systémes 2 x 2 conduit aussi & la définition suivante.

Définition 5.2.3 Soit Xy € R™ un point d'équilibre stable pour I'équation Y’ = F(Y). On
dit que X est asympotiquement stable lorsqu’il existe § > 0 tel que

(5.2) |Xo = Xl < 6= lim_[[®(X) - Xol =0.

Exercice 5.2.4 Pour les systemes linéaires 2 x 2, dans quels cas Xy = 0 est-il un point fixe
asymptotiquement stable ?

Contrairement & ce que 'on pourrait penser de prime abord, la propriété (5.2)) n’entraine pas
la stabilité : on peut trouver des orbites qui partent loin du point d’équilibre avant de tendre
vers ce point quand ¢ — —+oo.

5.2.2 Cas des systémes linéaires a coefficients constants
Dans le cas des systéme linéaires (pas seulement les systémes 2 x 2), c’est a dire lorsque

F(X) = AX pour A € M,,(R), 0 est un point d’équilibre (c’est le seul si et seulement si A
est inversible), et on a le résultat suivant.
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Proposition 5.2.5 Soit A € M,,,(R), et \;, j =1...p ses valeurs propres.
— 0 est asymptotiquement stable si et seulement si tous les A\; ont une partie réelle
strictement négative.
— 0 est stable si et seulement si tous les A\; ont une partie réelle négative ou nulle et les
blocs de Jordan correspondants a un A; de partie réelle nulle sont diagonaux.

Preuve: On utilise la forme explicite des solutions obtenue dans la Proposition [3.2.1] Si A est
diagonalisable, les solutions de ’équation Y’ = AY s’écrivent

Y(t) = Z et)‘jUj,
j=1

ol les \;j sont les valeurs propre de A répétées suivant leur multiplicité, et U; des vecteurs
propres associés. On a donc

m
1Y@ <> e e ul,
j=1

et la proposition en découle facilement dans ce cas. Lorsque A n’est pas diagonalisable, les
solutions de ’équation Y/ = AY s’écrivent

_

J
Y(t) = Z Oéj7k;€t>\jtkUj7k,
j 0

B
Il

J=1

ol les \; sont les valeurs propres distinctes de A, et les U; ;. des vecteurs de C". On a donc

Y@ <

-

aj
e RN N o k|| U; -
k=0

7j=1

Les termes de la somme qui correspondent a des A; de partie réelle strictement négative
tendent vers 0 quand ¢ — 400. Par contre si Re A\; = 0, le seul cas ou le terme correspondant

¥ ol k|t®|U; k|| ne tend pas vers linfini quand ¢ — +o00 est celui ot ¢; = 0. Autrement
dit, si le bloc correspondant a la valeur propre A; dans la décomposition de Jordan de A n’est
pas diagonal, il existe des solutions Y (¢) telles que Y (¢) — 400 quand ¢ — 4o00. Dans le cas
contraire ou tous les blocs correspondants & des valeurs propres de partie réelle nulle sont
diagonaux, la fonction Y () est bornée, et il suffit de prendre ||Y'(0)| (les ;) suffisamment
petits pour que ||Y(¢)|| reste, pour tout ¢ > 0, inférieur & un € > 0 fixé. O

5.3 Fonction de Lyapounov

On donne maintenant un critere qui permet d’affirmer qu’un point d’équilibre est stable.
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Définition 5.3.1 Soit X un point d'équilibre pour I'équation Y’ = F(Y). Soit V' un voisi-
nage ouvert et borné de Xy, et L : V — R* une fonction C!. On dit que L est une fonction
de Lyapunov sur V' pour I'équation Y’ = F(Y") lorsque

i) L(Xo) =0,
ii) VX € V\ {Xo}, on a L(X) >0,
iii) VX € V, VL(X) - F(X) < 0.

Remarque 5.3.2 Lorsque la condition (iii) ci-dessus est une inégalité stricte, ¢'est- a-dire lorsque
L vérifie (i), (ii) et
VX e V\{Xo}, VLX) - F(X) <0

on dit que L est une fonction de Lyapounov stricte.

Proposition 5.3.3 Soit Xy un point d'équilibre_pour I'équation Y’ = F(Y). Soit aussi
L : V — RT une fonction C' qui ne s'annule.qu’en Xj. La fonction L est une fonction de
Lyapounov (resp. une fonction de Lyapounov stricte) pour Xy sur V si et seulement si, pour
toute solution (J,Y") de I'équation telle que Y (¢) € V pour tout ¢ € J, la fonction ¢t — L(Y'(t))
est décroissante (resp. strictement décroissante).

Preuve: Supposons que L est une fonction de Lyapounov sur V' pour 1’équation Y/ = F(Y).
Si (J,Y) est une solution de I’équation telle que Y (¢t) € V pour tout ¢ € J, on a

AUL(Y (1) = VLY (8)) - Y'(1) <0,
donc la fonction ¢ — L(Y (t)) est décroissante.

Réciproquement : soit X € V et Y () = ®4(X) la solution maximale de ’équation Y’ = F(Y)
telle que Y (0) = X. Puisque Y est continue et puisque V est ouvert, il existe T" > 0, tel que
Y (t) € V pour tout t €] — T, T[. Donc t — L(Y(t)) est décroissante sur | — T, T[, et puisqu’il
s’agit d’une fonction dérivable, on a, pour tout t €] — T, T7,

0> 9, (L(Y (1)) = VLY(t) - Y'(t).

Pour ¢ = 0 on obtient 0 > VL(X) - F(X). O

Voici le principal résultat de ce chapitre, connu sous le nom de (premier) Théoreme de Lya-
pounov, et que l'on amettra.

Proposition 5.3.4 S'il existe une fonction de Lyapounov (resp. une fonction de Lyapounov
stricte) pour le point d'équilibre X, celui-ci est stable (resp. asymptotiquement stable).
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Preuve.— 1l existe r > 0 tel que L(X) > L(Xy) pour tout X € B(Xo,r) \ {Xo}. De plus,
pour tout € < r, il existe a > 0 tel que, notant

Ua = {X € B(Xo,7), L(X) < L(Xo) + a}

on ait U, C B(Xo, €).

En effet sinon, pour tout a = %, on pourrait trouver X,, € B(Xy,r) telle que

1
L(Xn) < L(Xo) + E et HXn - X()H > €.

Puisque la suite (X,,) est bornée, elle admet une sous-suite convergente vers un certain X

tel que Xy € B(Xo,7) \ B(Xo,¢€) et L(X;1) < L(Xp) ce qui contredit le fait que Xy est un

minimum strict de L dans B(Xjg, ).

Soit (|Tx, T*[, Y (t)) une solution maximale de I’équation, avec Y(0) = X € U,. On a
O(L(Y (1)) = VLY (1) - Y'(t) = = |[VLY )] <0,

donc la fonction ¢ — L(Y'(t)) est décroissante. Comme L(X) < L(Xo) + d, on a L(Y (t)) <
L(Xo) + a pour tout t > 0 donc L(t) € U, C B(Xy,€) pour tout t € [0,77*]. Le théoreme des
bouts (la Proposition [4.4.6) entraine alors 7% = +o0.

Enfin, puisque L est continue, U, est ouvert et contient Xy, donc il existe 6 > 0 tel que
B(Xy,0) C Uy, et pour tout X € B(Xp,d) on a, pour tout ¢t > 0, &,(X) € B(Xo,¢). Donc
X est un point d’équilibre stable.

Supposons maintenant de plus que L.: V' — RT est une fonction de Lyapounov stricte. On
sait que X est stable. Soit alors € > 0 tel que B(Xg,e) C V, et 6 > 0 tels que pour tout
X € B(Xp,0d), la solution maximale ®;(X) issue de X est définie pour tout ¢ > 0 et vérifie
®4(X) € B(Xo,€).

Pour X € B(Xy,J), onnote g(t) = L(P,(X)). La fonction g est décroissante et minorée par 0,
donc il existe ¢ > 0.tel que g(t) — ¢ quand t — 400. Supposons que ¢ > 0. Puisque ’ensemble
{®+(X),t > 0} est bornée, il existe une suite (¢,) telle que ¢, — +oo et (P, (X)) converge,
vers un certain X; € B(Xp,€). Pour s > 0, on a

L(®,(X1)) = L(@,( Tim_ @, (X)) = lm_L(®yre, (X)) = Tim_glt) = £ = L(X2),
donc L est constante sur la trajectoire issue de X7, ce qui contredit ’hypothese que L est

une fonction de Lyapounov stricte si X7 # X. Donc X7 = X, i.e. pour tout X € B(Xj,0),
O,(X) — X;. O

Exemple 5.3.5 On consideére le systeme

{ Yh (1) = yo — v1(y? + v3),
Yy (t) = —y1 — y2 (% + 43).

Il s'éerit Y = F(Y) avec F(X1, Xa) = (Xa — X1 (X2 + X2), — X1 — Xo(X2 + X2)). Puisque F
est C° et
02 F1(X1,X2) =1 -2X1 X0 # -1 - 2X1 X5 = 01 F(X1, Xo),
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le champ F' n'est pas un champ de gradient. Le seul point d'équilibre est Xy = (0,0), et si
(y1(t),y2(t)) est une solution, on a

o, 110 +13(0),

5 = y1()yi (1) +y2(t)ya(t) = — (47 (t) +93(1))* < 0.

On considere donc la fonction L : R? — RT définie par L(Xy, Xs) = X? + X3. On vérifie
facilement qu'il s'agit d'une fonction de Lyapounov stricte pour Xy, et donc que X est un point
d’'équilibre asympotitquement stable.

Exemple 5.3.6 On reprend 'exemple vu plus haut du systeme Y/ = F(Y) avec F(X1, X3) =
(—X3,X3), dont le seul point d'équilibre est Xo = (0,0). Ce systéme s'écrit

/
ya(t) = vy,

et I'on peut remarquer que si (y1(t),y2(t)) en est une solution, on.a

Gt(yi‘(t) + yi(t))

i = y1 ()30, (8) 42 (8)y5 (1) = 0.

Donc la fonction L : R? — R* définie par L(X1, X2) = X{ + X3 est une fonction de Lyapounov
pour X, mais cette fois pas une fonction de Lyapounov stricte. Le point d'équilibre Xy = (0,0)
est stable, mais le théoréme de Lyapounov nedit pas s'il est asymptotiquement stable ou non. On
peut cependant voir facilement que ce n’est pas le cas. Puisque L est constante sur les courbes
intégrales de cette équation, chacune de ces courbes est incluses dans une courbe de niveau de
L, c'est-a-dire un des ensembles

L7 e) = {(X1,X0) e R?, X{+ XJ =c}).

Ces courbes de niveau sont fermées et restent loin de Xy = (0,0) pour ¢ > 0. Donc aucune
trajectoire non triviale (y1(t), y2(t)) ne peut tendre vers X quand ¢t — +oo.

5.4 Linéarisation et stabilité

5.4.1 Systeme linéarisé

Pour un systeme linéaire a coefficients constants, on peut déterminer facilement si un point
d’équilibre est stable, asymptotiquement stable ou instable. Dans le cas général ot Xy est un
point d’équilibre d’une équation Y’ = F(Y) par exemple non-linéaire, il est donc naturel d’es-
sayer de se ramener a une équation linéaire, et d’approcher F' pres de X par sa différentielle
dXoF en Xo.
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Définition 5.4.1 Soit F' : U — R™ une fonction de classe C! sur I'ouvert U C R™, et
Xo € U un point d'équilibre pour I'équation Y’ = F(Y'). On appelle linéarisé de I'équation
en X le systeme linéaire a coefficients constants

7' = AZ, avec A =dx,F.

5.4.2 Le critére de Routh

Pour un systéme linéaire Y’ = AY’, on a montré que le point d’équilibre Xy = 0 est asympto-
tiquement stable lorsque les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement négative.
On a utilisé pour cela le calcul explicite des solutions de ce systeme obtenue dans le Chapitre
3. Dans l'esprit de ce qui précede, on peut aussi exhiber une fonction de Lyapounov stricte
pour ce systeme.

Proposition 5.4.2 Soit A € M, (R) une matrice dont toutes les valeurs propres ont une
partie réelle strictement négative. Pour tout X € R™/ I'intégrale généralisée

400
/ e X ||2ds
0

+00
converge, et la fonction L(X) = / |e*A X ||2ds est une fonction de Lyapounov stricte pour
0

I'équation Y/ = AY.

Preuve: On a vu‘que pourtout X € R™, on peut écrire
P9
X =N X et U
j=1k=0

Soit alors
m = max{Re\, A € sp(4)} <0.

Puisque, pour tout 5 € N, e™/2ti — () quand ¢ — +o0, il existe une constante C' > 0 telle que
HesAX” < Cems/Q7
ce qui entraine la convergence de I'intégrale.

Soit X,U e R™etteR. On a
+o00 +oo
L(X +tU) = / |es4(X + tU)||2ds = / (e*AX + te*AU) - (e X + te*AU)ds
0 0

+oo
_ / 14X |2 4+ 26 X) - (AU + 2] AU |2ds
0
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Donc

(63 VLX)-U = dx L) = lim A2 t(? — LX)

+oo
=2 / (eAX) - (e*AU)ds.
0
En particulier, si Y (t) = e!4 X est une solution de équation Y’ = AY, on a
+00 +oo
VLY (1)) - Y'(t) =2 / (Y (1) - (Y (1))ds = 2 / (e AY (1) - (A AY (1)) ds
0 0

+oo
(5.4) :/0 Os(le*Y (1)|I*)ds = (Y (£)||*.
|

Il s’avere que le fonction L définie ci-dessus reste une fonction de Lyapounov pour de petites
perturbation de I’équation Y’ = AY,| c’est-a-dire des équations de la forme Y’ = F(Y) ou
F(Y) est "proche” de AY. On obtient en particulier le critere suivant, que l'on attribue en
théorie des systemes a Routh.

Proposition 5.4.3 Soit X un point d'équilibre pour I'équation Y’ = F(Y), et A = dx,F.
Si toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement négative, alors X est
asymptotiquement stable.

Preuve: Pour simplifier les notations, on suppose que Xy = 0. On a alors F'(X) = AX +G(X),
ou G(X) = o(X) quand X — 0. D’apres (5.4), (en prenant ¢ =0 et Y (0) = X) on a donc

VL(X) F(X) = VLX) AX + VL(X) - G(X) = —| X|* + VL(X) - G(X).

Or il existe C' > 0 tel que [|[VL(X)|| < C||X]|| (cf. (5.3)), donc pour || X| suffisament petit, on
a

1
1G] < 551X

- 2C
et 1
IVLX) - P(X)]| < =51 X"
Donc L est bien une fonction de Lyapounov stricte en Xy pour ’équation. O

5.4.3 Le Théoréme d’Hartman-Grobman

On termine par un résultat profond, qu’il serait déraisonnable de vouloir démontrer ici. En
fait, lorsqu’aucune valeur propre de dx,F n’a une partie réelle nulle, le comportement des
solutions du systeme Y’ = F(Y) pres de Xy "ressemble” a celui des solutions du systéme
linéarisé :
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Proposition 5.4.4 (Théoréme d’Hartman-Grobman) Soit ' : R” — R" une fonction
C!, telle que F(0) = 0. Si la matrice A = doF n’a pas de valeur propre de partie réelle nulle,
alors il existe deux voisinages ouverts U et V de 0, et un homéomorphisme h : U — V tel que h
transforme les orbites de I'équation Y/ = F'(y) en les orbites de I'équation linéarisée Y’ = AY.

Plus précisément
VX € U,3I C RVt € I, h(®y(X)) = " h(X).

Notes du cours Math318, année 2014/2015. Version 2.01. Thierry Ramond



Chapitre 6

Systemes prédateurs-proies

On revient comme promis au tout début du cours sur les systemes différentiels de Lotka et
Volterra, introduits pour décrire I’évolution conjointe de deux populations : les prédateurs et
les proies. Il s’agit des systemes de la forme

Y1 (t) = ayi(t) —by1 (€)ya(t),
(6.1) { yi(t) = —cya(t) + dis (Do (2),

Ici a, b, ¢ et d sont des constantes strictement positives. L’idée est que si les prédateurs (y2(t))
et les proies (y1(t)) évoluaient indépendamment I'une de I'autre, le nombre de proies croitrait
de maniere exponentielle (loi de croissance Malthusienne) : y1(t) = C1e®, et le nombre de
prédateurs diminuerait de manitre exponentielle aussi y2(t) = Cae™ . Ces deux fonctions

{ (1) = ay(t)

vérifieraient alors le systeme

Ya(t) = —cya(t),
L’interaction entre les deux populations se traduit, d’une part par une diminution du taux
de croissance de la-population de proies proportionnelle au nombre de rencontres entre elles,
et d’autre part, par une augmentation du taux de croissance de la population de prédateurs,
également proportionnelle au nombre de rencontres entre les deux populations.

6.1 Existence et unicité. Temps d’existence
On considere le probleme de Cauchy (6.1)) avec pour condition initiale y;(0) = z1,y2(0) = 2,
ou z1 et xg sont deux réels positifs ou nuls. L’équation (6.1]) s’écrit

Y' = F(Y), avec F(z1,22) = (axy — briwo, —cx2 + dz179).

La fonction F(X) est indépendante de ¢ (il s’agit d’un systéme autonome), et est locale-
ment lipschitzienne par rapport a X puisqu’elle est C*. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz
s’applique, et permet d’affirmer que ce probleme admet une unique solution maximale (J,Y).

Voyons quelques cas particuliers :
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— si &1 = x2 = 0, la solution est la fonction constante nulle Y (¢) = (0,0) et J = R.
— si z; = 0,23 > 0, on voit que la fonction Y (t) = (0, z2e~") est une solution, donc la
solution, et J = R aussi.

— si @y > 0,22 = 0, 1a encore la solution est Y (t) = (z1€™,0), avec J = R.
On sait que les orbites de ce systeéme ne peuvent pas se couper. On en déduit donc que
lorsque x; > 0,22 > 0, la solution (J, (y1,y2)) correspondante vérifie y1(t) > 0 et y2(t) > 0
pour tout ¢ € J. Dans ce cas on a, pour tout ¢t € J, y;(t) < ay;(t), donc yy(t) < z1e, et
yh(t) < dyr(t)y2(t) < f(t)y2(t) ot f(t) = dz1e®. En intégrant, on obtient,

(t) < 72+ /0 F(s)ya(s)ds

et le Lemme de Gronwall (Proposition [4.4.10|) donne, pour ¢ > 0,

ya(t) < xo exp(/0 f(s)ds).

Du coup la solution Y (t) = (y1(t),y2(t)) reste bornée sur tout intervalle borné, et le théoreme
des bouts (Proposition entraine donc que [0;+oc[C J. On peut montrer aussi que
] —00,0] C J :onayh(t) > —cya(t) donc ya(t) < wee”“pour t < 0, puis y1(t) > —by1 (t)y2(t),
et on conclut de la méme maniere.

En conclusion, toutes les solutions du systéme, correspondant a des données initiales x1, xo
positives, sont globales.

6.2 Points d’équilibre

Les points d’équilibre éventuels du systéeme vérifient 1’équation

_ z1(a — bxy) =0, 1 =0, x2 = a/b,
F(x1,x2)—0<:>{ ra(—c + diy) = 0 @{ vy =0, OV { 1= c/d

Il y a donc deux points d’équilibre : O(0,0) et A(c/d,a/b). La différentielle de F' au point
(z1,22) est
dF (21, 72) = (a— bxy —bxy )
’ dxg —Cc+ da:1 ’

dF(0) = (g _OC> et dF(A) = <d£/b _bg/d>.

Le systeme linéarité en 0 est donc un point selle, alors que le systeéme linéarité en A est
un centre. Le théoréme de Hartman-Grobman permet d’affirmer que les orbites du systeme
complet auront, pres de O, ”la méme allure” que celles du systeme linéarité, mais aucun des
résultats précédents ne permet de prédire I'allure des orbites du systéme complet prés de A.

donc
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FIGURE 6.1 — Régionnement du plan pour le systeme prédateurs-proies

6.3 Comportement global
On découpe le premier quadrant {(z1,22) € R%,2y > 0,22 > 0} en quatre régions : I =
10,¢/d[x]0,a/b], IT =]c/d, +00[x]0,a/b], [I] =]¢/d,+0o0[x]a/b,+o0] et IV =|0,c/d[x]a/b, +00].

On montre d’abord qu’une trajectoire issue-de la région I passe nécessairement dans /1. On
commence par la

Proposition 6.3.1 Soit ([a, +00[,Y) une solution du systeme linéaire autonome Y’ = F(Y').
Si Y (t) = X quand ¢t — 400, X est un point d'équilibre du systeme, i.e. F'(X) = 0.

Preuve.— Ce résultat repose sur le

Lemme 6.3.2 Soit f une fonction C! sur [a,+oc[. S'il existe £ € R et ¢/ € RU {—o00, +c}
tels que f(t) — £ et f'(t) — ¢ quand t — +o0, alors ¢/ = 0.

Preuve du lemme : Supposons par exemple que ¢/ > 0 (resp. ¢’ = +00). Soit alors m = ¢'/2
(resp. m > 0 quelconque). Il existe T' > 0 tel que f’(¢) > m pour tout ¢t > T'. Alors, pour tout
t>T,

ft)—f(T) = /Tt f'(s)ds > m(t — T) — +o0o quand t — +o0,

ce qui contredit le fait que f(t) — ¢ quand ¢ — +o0. Le cas £/ < 0 se traite de la méme

maniere. O
Soit alors Y = (y1,92,...,yn) une solution du systéme qui converge vers X. On applique la
proposition aux fonctions y (), ..., yn(f) qui ont toutes une limite quand ¢t — +o0. Puisque

I est continue, I'équation Y’ = F(Y) dit alors que les fonctions y;(t) ont aussi une limite,
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donc que ces limites sont nulles. Du coup, en passant a la limite £ — +o0o dans 1’équation
Y'(t) = F(Y(t)), on obtient F(X) = 0. O

Soit (29, 29) € I, et (y1(t), y2(t)) la solution du probléme de Cauchy correspondant. Supposons
que (y1(t),y2(t)) € I pour tout ¢t € [0,+oc[. Alors y;(t) > 0 et y5(t) < 0 pour tout ¢ >
0. Comme y; et yo sont alors monotones et bornées, elles convergent toutes les deux vers
2° > 20 > 0 et 23° < 29 < a/b respectivement. Or la limite d’une courbe intégrale est
nécessairement un point fixe de F' ce qui est absurde puisque z9° > 0 et :L‘g < a/b.

Récapitulons : la trajectoire issue de (m?,xg) € I quitte nécessairement la région I. Comme
y2(t) est décroissante, elle ne peut sortir de I qu’en un point (y1(7"),y2(7T")) du segment
{z1 =¢/d, x5 €]0,a/b[}. En un tel point on a y{(T") > 0 donc la courbe rentre dans la région
II.

De la méme maniere, on montre que toute trajectoire issue de la région II passe dans la région
III. Soit (z9,29) € II, et (y1(t),y2(t)) la solution du probleme de Cauchy correspondant.
Supposons que (y1(t),y2(t)) € II pour tout ¢t € [0,4o0[. Alors () > 0 et y4(t) > 0 pour
tout ¢t > 0. La fonction yy est bornée par hypothese, et deux cas peuvent se présenter pour
Y1t
— ou bien y; est bornée : dans ce cas (y1(t),y2(t)) tend vers une limite X, qui est un
point fixe de F', mais c¢’est impossible puisque y4(0) > ¢/d compte tenu de la croissance
de y1.
— ou bien y; tend vers +oo. Dans ce cas, la deuxiéme équation du systeme yh(t) =
—cy2(t) + dy1(t)y2(t) donne y4(t) = 400 quand t — +o0, ce qui contredit le fait que
19 a une limite.
Donc la trajectoire quitte la région II, et compte tenu du sens de variation de y;, elle entre
nécessairement dans la région III.

On prouve avec les mémes arguments que toute trajectoire issue de la région III entre dans
la région IV, et que toute trajectoire issue de la région IV rentre dans la région I. On cherche
A savoir si les trajectoires sont périodiques, c’est-a-dire si une trajectoire issue de (29, 29) € T

repasse par (x(l), :Ug) & I aprés avoir fait le tour du point fixe A.

6.4 Une fonction de Lyapounov

On va montrer que la fonction H : (x1,z2) — dr1 — clnxzy + bxra — alnxs est une fonction de
Lyapounov pour le systeme au point A. En fait H est constante le long des trajectoires : si
(y1(t),y2(t)) est une solution du systeéme, pour des données initiales strictement positives, on
a yl(t),yg(t) >0et

O (H (y1(t), y2(t))) = OvH (y1.(£), y2(£)y1 (t) + O2H (y1(t), y2(t))y ()

= (d— — )y (t)(a — bya(t)) + (b — ——)ya(t)(—c + dyr (1))

yi(t) y2(1)

=0.

Le théoreme de Lyapounov nous apprend que A est un point d’équilibre stable pour le systéeme
prédateurs-proies, mais on peut étre plus précis : dire que H est constante le long des tra-
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jectoires équivaut a dire que chaque trajectoire est incluse dans une courbe de niveau de la
fonction H. Or ces courbes de niveaux sont fermées, donc les trajectoires sont périodiques.

FIGURE 6.2 — La fonction H : vue de c6té, vue du dessous

On peut le voir de la manieére suivante. Soit. (2, 29)-€ I et Y (t) = (y1(t),92(t)) la trajectoire
correspondante. On sait que la trajectoire revient -dans la région I, et puisqu’elle ressort dans
la région II, il existe 0 < T1 < T3 tels que y1(T}) = ¢/d et y2(T}) €]0,a/b[. Or sur le segment
{z1 =¢/d,z2 €]0,a/b[}, la fonction H est injective :

H(c/d,x3). = f(x2) avec f(z) =c—clne/d+b—alnz,

et f/(x) =b—a/x > 0 pour z€]0,a/b]. Comme H(Y(T1)) = H(Y (T2)), on a donc Y (T3) =
(T3). On peut alors en ‘déduire que Y est périodique de période T' = T» — T : la fonction
Y(t) =Y(t+ - T) est une solution (puisque I’équation est autonome), et Y(Ty) = Y(Ty) =
Y (T1). Donc Y (£).= Y (t) pour tout ¢, c’est-d-dire Y (t +T) = Y (¢).

).<
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FIGURE 6.3 — Portrait de phase pour le systeme prédateurs-proies
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