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Chapitre 1

Nombres réels

1.1 Ensembles de nombres

Vous avez rencontré jusqu’a présent différents types de nombres : d’abord les entiers, ou
entiers naturels, des la petite enfance, puis au college les entiers relatifs et les rationnels. Vous
avez noté N I’ensemble des entiers, Z celui des entiers relatifs, et Q celui des rationnels. En
identifiant les entiers naturels aux entiers relatifs positifs, vous avez écrit N C Z, puis en
identifiant les entiers relatifs aux fractions rationnelles dont le dénominateur est 1, vous avez
aussi écrit

NcCczZcQ.

Dans QQ vous savez faire des additions et des soustractions, des multiplications et des divisions.
Vous savez aussi comparer deux nombres rationnels quelconques.

Ca n’est pas tout.Vous avez rencontré m et v/2, et on vous a dit qu’il ne s’agit pas de nombres
rationnels. Vous avez alors admis ’existence d’un ensemble de nombre noté R, dit ensemble
des nombres réels, tel que Q C R, et dans lequel vous pouvez faire additions, soustractions,
multiplications et divisions, et aussi comparer deux nombres réels quelconques.

Dans ce premier chapitre, on veut d’abord faire le point sur les regles qui régissent la ma-
nipulation des nombres réels. On veut aussi mettre 'accent sur une propriété essentielle de
R, qui n’est pas vraie dans ’ensemble @ des rationnels, et dont on va déduire la plupart des
résultats de ce cours : la propriété de la borne supérieure.

Pour commencer, il est temps de montrer la

Proposition 1.1.1 Il n'existe pas de nombre rationnel dont le carré est 2. Autrement dit :
V/2 n'est pas un rationnel.

Preuve: On raisonne par ’absurde : supposons le contraire. Il existe une fraction ir-
reductible % telle que 2 = 2—2. Mais alors p? = 2¢2, donc p? est pair. Puisque seuls les
nombres pairs ont un carré pair, p est pair et s’écrit p = 2k. Du coup 2¢*> = 4k? donc ¢?
est pair, et ¢ est pair. C’est absurde puisque la fraction p/q est irreductible. O
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Au passage, il est important de s’interroger sur ce que signifie cette ”preuve”, ou plus
précisément sur ce que ’on entend en mathématique lorsque ’on parle de ”démonstration” :
a partir de propriétés déja établies (des théoremes) et de notions déja définies, on déduit une
nouvelle propriété en utilisant les regles de la logique mathématique. Ici par exemple, on a
utilisé les notions de fraction irréductible et de nombre pair, on a utilisé la propriété ”si n?
est pair alors n est pair”... Dans ce ”jeu de construction” que sont les mathématiques, il faut
bien sur avoir un socle : c’est le role de ce que 'on nomme axiomes. Un axiome est un énoncé
mathématique admis une fois pour toutes, et qui n’a pas pour vocation d’étre démontré. Vous
avez par exemple certainement entendu parler des axiomes d’Euclide, qui fondent la géométrie
euclidienne, dont le célebre ”par un point passe une et une seule droite paralléle & une droite
donnée”. La démarche mathématique telle que 'on vient de ’esquisser peut paraitre fasti-
dieuse. Mais il faut avoir en téte I'une des spécificités importantes des mathématiques par
rapport aux autres sciences : une fois que vous avez démontré un théoreme, celui-ci est vrai
pour I'éternité!?

Au niveau ou se situe ce cours, on va voir affleurer quelques axiomes de ’analyse concernant
les nombres réels : les théoréemes que nous établirons ensuite reposeront parfois directement
sur ce socle. La propriété de la borne supérieure évoquée plus haut est I'un de ces axiomes.

1.2 Regles de calcul dans R

Rappelons-le, on admet 'existence d’un ensemble R, qu’on appelle ensemble des nombres
réels, qui contient Q. On admet aussi que 'on peut manipuler ces réels suivant certaines
regles (finalement un petit nombre) que I'on énonce maintenant.

1.2.1 Somme et produit

Si a et b sont deux réels quelconques, on sait définir le réel somme de a et b, noté a + b, et
le réel produit de a et b, noté a x b. Voici les quelques regles (axiomes) qui fondent le calcul
dans R tel que vous le pratiquez depuis toujours !
— Pour l'addition :

Regle 1 : a+b=b+ a pour tous réels a et b.

Regle 2 : a+ (b+¢) = (a+ b) + ¢ pour tous réels a,b et c.

Regle 3 : a+ 0= 0+ a = a pour tout réel a.

Reégle 4 : Pour tout a € R, il existe un unique réel, noté —a, qui vérifie a + (—a) =

(—a)+a=0.
On résume ces quatre propriétés en disant que (R, +) (lire : R muni de l'addition) est un

groupe commutatif (la commutativité est la propriété énoncée dans la regle 1).
— Pour la multiplication :

Regle 5 : a x b =0b x a pour tous réels a et b.

Regle 6 : a x (b x ¢) = (a x b) x ¢ pour tous réels a,b et c.

1. Le mathématicien et logicien Kurt Godel vient de se retourner dans sa tombe, mais nous ne raconterons
pas cette histoire 1a maintenant. Si vous étes curieux, interrogez votre moteur de recherche préféré. ..
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Regle 7 : a x 1 =1 X a = a pour tout réel a.
1

Reégle 8 : Pour tout a € R* = R\ {0}, il existe un unique réel, noté —, qui vérifie a x — =
a a

- xa=1
a

On remarque que la multiplication dans R* vérifie les mémes quatre propriétés que 'addition
dans R : (R*, x) est aussi un groupe commutatif.

Voila une derniere régle, que vous connaissez sous le nom de distributivité :
Regle 9 : a x (b+¢) = (a xb)+ (a x ¢) pout tous a,b et ¢ dans R.

On résume les neuf propriétés qui précedent en disant que (R, +, x) est un corps commutatif.
I1 faut noter qu’a ce stade, R et Q ont exactement les mémes propriétés : (Q, +, x) est aussi
un corps commutatif.

1.2.2 La relation d’ordre

On sait aussi comparer deux réels quelconque a et b : on a toujours ou bien a < b, ou bien
b < a. En particulier, notant R* ’ensemble des réels a tels que 0 < a, et R~ I’ensemble des
réels a tels que a < 0, on voit que R est la réunion de R™ et de R~ : tout réel est ou bien
positif, ou bien négatif.

La relation d’ordre < est compatible avec ’addition et la multiplication, dans le sens ou ’on
a les trois propriétés suivantes :

Regle 10 : Sia <b, alors a + ¢ < b+ ¢ pour tous réels a, b et c.
Regle 11 : Sia<bet0<cyalorsaxc<bxc. Sia<betc<0,alorsbxc<axec.

1
Regle 12 : Si a > 0, alors — > 0.
a

Ceratines des conséquences de ces regles doivent étre soulignées :

— Supposons que a < b et que ¢ < d. La Regle 10 donne d’abord a+c¢ < b+c, puis b+c¢ < b+d,
donc finalement a + ¢ < b+ d : on peut ajouter membre & membre des inégalités.

— Attention! on ne peut multiplier membre a membre des inégalités que lorsqu’elles ne
concernent que des nombres positifs.

1
— Supposons que 0 < a < b. La Regle 12 donne 1/a > 0, donc la Régle 11 donne 0 < 1 < bx —.
a

1 1
On a aussi 1/b > 0, d’ou finalement 0 < 5 < -
a

2
-2
Exercice 1.2.1 Donner un encadrement de < < pour x €]3,4[, puis pour x €
z2 + 6z + cos(x)
]—3,-2[.

1.2.3 Distance dans R : valeur absolue

Voici pour finir une notion tres utile, que 'on peut définir sans ajouter de nouvel axiome.
Disons d’abord que max{a,b} désigne le nombre a si b < a et le nombre b sinon.
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Définition 1.2.2 Pour x dans R, on note |x| le nombre réel défini par |z| = max{—=z,z}.

A partir de cette définition, et en raisonnant au cas par cas, on obtient la

Proposition 1.2.3 Soient = et y deux réels. On a
1 |yl = |2l |yl
2. x| = || < |z +y| < |z|+ |y| (inégalité triangulaire).

Apres la présentation ”axiomatique” qui précede, il faut quand méme se rappeler que l'on
peut utiliser son ”sens commun” quand on manipule des réels. En particulier il est commode
de se représenter I’ensemble des réels comme étant I’ensemble des points d’une droite. Cette
analogie ne suffit pas a comprendre toutes les propriétés des nombres réels, mais elle est tout
de méme parfois utile pour guider son raisonnement. Dans ce contexte, vous ne devez pas étre
surpris par la

Définition 1.2.4 On appelle distance entre deux réels a et b le nombre d(a,b) = |a — b|.

a 0 b
| | | >
I I I
B

d(a,b)=la-bl

FIGURE 1.1 — La droite réelle

Exercice 1.2.5 Montrer, en revenant a la définition de la valeur absolue, que

z—a|<e<=z€la—¢€a+e€.

1.3 Majorant, minorant, borne inférieure, borne supérieure

1.3.1 Définitions, exemples

Définition 1.3.1 Soit A une partie non-vide de R, et m un nombre réel. On dit que
1. m est un majorant de A lorsque a < m pour tout a € A.

2. m est un minorant de A lorsque m < a pour tout a € A.
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Par exemple 0 est un minorant de N. D’ailleurs n’importe quel réel plus petit qu’un minorant
de A est encore un minorant de A. On remarque aussi que puisque 0 € N, 0 est le plus grand
des minorants de N (... n’importe quel nombre réel supérieur strictement & 0 ne serait pas
plus petit que tous les éléments de N).

Il est surement clair pour vous que ’ensemble N n’a pas de majorant dans R... pourtant cela
ne découle pas des propriétés de R énoncées jusqu’a présent (cf. le paragraphe suivant).

Définition 1.3.2 Soit A une partie non-vide de R, et b un nombre réel. On dit que

1. b est la borne supérieure de A lorsque b est le plus petit des majorants de A.

2. b est la borne inférieure de A lorsque b est le plus grand des minorants de A.

On a vu par exemple que 0 est la borne inférieure de N dans R. Voci d’autres exemples : si
A =]0,2], 0 est un minorant de A, et 2 est un majorant de A. Puisque 2 est un élément de
A, c’est nécessairement le plus petit des majorants, donc la borne supérieure de A, ce qu’on
note : 2 = sup |0, 2].

Il n’est pas aussi évident que 0 soit la borne inférieure de A =]0,2]. Supposons qu’il existe
un minorant de A, qu’on note m, qui soit strictement plus grand que 0. Puisque m > 0, on a
aussi m > m/2 > 0 donc m/2 € A et m/2 est inférieur & m, ce qui est absurde puisque m est
un minorant de A. Donc 0 est bien le plus grand des minorants de A : 0 = inf ]0, 2].

Question 1 Lesquelles des Regles 1 a 12 a-t-on utilisées dans ce raisonnement ?

Proposition 1.3.3 Soit A une partie non-vide de R, et b un réel. Les deux énoncés suivants
sont équivalents

1. b est la borne supérieure de A.

2. b est un majorant de A et, pour tout € > 0, il existe au moins un élément de A dans
I'intervalle [b — €, b].

Preuve: Si b est la borne supérieure de A, c’est un majorant de A, et pour tout € > 0,
b — € n’est pas un majorant de A : il existe un élément x de A qui est supérieur a b — e.
Puisque b est un majorant de A, on a aussi x < b, donc x € [b — ¢, b].

Réciproquement, si (2) est vraie, alors b est bien le plus petit des majorants de A. O

Bien entendu, si A n’admet pas de majorant, A n’a pas non plus de borne supérieure. Voila
maintenant la différence essentielle entre Q et R : dans R, c’est le seul cas ou une partie
(non-vide) de R n’a pas de borne supérieure.

1.3.2 La propriété de la borne supérieure

La propriété qui suit est elle aussi un axiome :
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Regle 13 : Soit A une partie non-vide de R.
1. Si A est majorée, alors A admet une borne supérieure.

2. si A est minorée, alors A admet une borne inférieure.

On veut insister sur le fait que cette propriété n’est pas vraie dans Q. On considere par
exemple A = {z € Q, 22 < 2}. A n’est pas vide (0 € A par exemple), et majorée (par 3 par
exemple). Suppose que A admette une borne supérieure b € Q.

Supposons que b? < 2, et considérons pour n € N* le nombre rationnel b, = b(1 + %) On a
(bp)? = b*(1+2/n+1/n?) < b?(1+3/n). Il est alors facile de vérifier que si n > 3b%/(2 — b?)
alors b2 < 2. Donc b, > b et b, € A ce qui est absurde. De la méme maniére, on ne peut pas
avoir b2 > 2, donc b est un rationnel tel que b?> = 2, ce qui la encore est absurde : A n’a pas
de borne supérieure dans Q.

Le raisonnement qui précede repose sur une propriété importante de QQ : pour tout rationnel
7, on peut trouver un entier n tel que 7 < n (dans le raisonnement qui précede, r = 3b%/(2 —
b?)). Cette propriété porte le nom de propriété d’Archimede, et nous allons admettre comme
(dernier!) axiome que R vérifie aussi cette propriété.

Regle 14 : Pour tout x € R, il existe n € N tel que = < n.

1.4 Propriété d’Archimede

(Pour une deuxiéme lecture)

1.4.1 Développement décimal d’un réel

L’ autre applications immédiate de I’axiome d’Archiméde est de permettre de définir la partie entiere
d’un réel.

Proposition 1.4.1 Pour tout réel x, il existe un unique entier relatif n tel quen < x <n+1. On
le note n = E(x) : c'est la partie entiére du réel x.

Preuve: Soit pour commencer & € RT, et A la partie de R définie par A = {p € N,z > p}. A
n’est pas vide puisque 0 € A. De plus, grace a la propriété d’Archimede, il existe un entier n tel
que = < n : tous les éléments de A sont donc inférieurs a n : A est un ensemble fini, donc admet
un élément maximum m. Par définition de A on a alors m <z < m + 1 puisque m + 1 ¢ A.
Pour x < 0, on applique ce qui précede & —x : au total, on a alors montré que pour tout x € R,
il existe un entier m tel que m < x < m + 1.

Il reste & voir qu’il ne peut pas y en avoir un second : supposons que l’on ait aussi m’ < z < m/+1.
On aurait —m’ —1 < —z < —m/ et donc m —m’ —1 < 0 <m —m’ + 1, ce qui, pour des entiers,
entraine m —m’ = 0. O

On peut étre bien plus précis :
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Proposition 1.4.2 Soit x un réel. Pour tout n € N il existe un unique entier q,, tel que

Adn Qn+1
— < .
0m =% o

Le rationnel % est appelé valeur approchée a 10~ pres par défaut du réel x.

Preuve: L’entier g, = E(10™z) convient, et ¢’est le seul. O

1.4.2 QQ est dense dans R

On a bien compris maintenant que Q # R. Cependant, grace a la propriété d’Archimede, on montre
que ces deux ensembles ne sont pas tres différents :

Proposition 1.4.3 Q est dense dans R : tout intervalle |a,b| non-vide de R contient au moins un
rationnel.

Preuve: Puisque b — a > 0, la propriété d’Archimede permet d’affirmer qu’il existe n € N tel
que n > 1/(b— a). Posons alors m = E(na) : on a m < na < m+ 1, donc

1 1
@§a<m+ §T+—<a+(b—a):b.
n n n

n

Le nombre rationnel (m + 1)/n appartient donc a |a, b[. O

1.4.3 Caractérisation des intervalles

Proposition 1.4.4 Soit A une partie non-vide de R. Les énoncés suivants sont équivalents :
1. A est un intervalle.

2. Pour tous a,b de A, I'intervalle [a,b] est inclus dans A.



Chapitre 2

Suites de nombres

2.1 Premieéres notions

2.1.1 Qu’est-ce qu’une suite de nombres ?

Une suite numérique est une liste infinie de nombres. De maniere plus précise

Définition 2.1.1 Une suite numérique est une fonction de N dans |'ensemble des nombres
réels (ou complexes), définie sur une partie infinie de N. Si w : N — R est une suite, on
notera u,, le n-ieme élément de la liste, c'est-a-dire le nombre u(n) image de n par u. On
notera aussi (U, )nen, OU méme simplement (uy,), la suite wu.

Attention aux notations : wu, est un nombre, le terme général de la suite (u,). Il ne faut
pas non plus confondre la donnée de la suite (u,) (la liste infinie...) et I'image dans R de
lapplication u, c’est a dire 'ensemble {u(n),n € N} (les nombres réels qui figurent dans la
liste). Par exemple, pour u, = (—1)", cette image est le sous-ensemble {—1,1} de R: il y a
beaucoup de suites distinctes ayant cet ensemble comme image.

On peut aussi penser & des suites (u,) de nombres complexes... Mais leur étude peut se
ramener a celle de deux suites réelles (Reuy,) et (Imwu,), méme s’il peut étre commode de
travailler directement avec la forme complexe. Nous n’en parlerons pas plus.

2.1.2 Sens de variation

On dit qu’une suite numérique réelle (u,) est croissante ou décroissante lorsque la fonc-
tion u l'est, c’est a dire
n>m= Uy > Uny-.

Il est tres simple (par récurrence - voir un peu plus loin : ¢’est un excellent Exercice) d’obtenir
le critere suivant, que 'on prendra comme définition :
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Définition 2.1.2 Une suite numérique (u,) est croissante si et seulement si pour tout n,
Up < Un41- Elle est décroissante si et seulement si u, > w41 pour tout n.

Exemple 2.1.3 La suite (u,) de terme général u,, = n? est croissante, alors que la suite (v,)
de terme général v,, = 1/n est décroissante.

Il existe bien siir des suites qui ne sont ni croissantes ni décroissantes : c’est le cas par exemple
de w:n— (=)™

2.1.3 Suites majorées, minorées ou bornées

Définition 2.1.4 On dit qu’une suite (u,) est majorée s'il existe un réel M supérieur a
tous les termes de la suite :

pour tout n € N, u, < M.
La suite (uy,) est dite minorée s'il existe un réel m inférieur a tous les termes de la suite :

pour tout n € N, u, < m.

Lorsqu’une suite est majorée et minorée on dit qu’elle est bornée.

On notera qu’une suite n’est pas majorée (resp. pas minorée), lorsque, pour tout réel A donné,
il existe au moins un terme de la suite plus grand (resp. plus petit) que A.

Exemple 2.1.5 La suite ((—1)") est bornée. La suite de terme général n? est minorée (par
0) mais pas majorée. Supposons en effet qu’il existe M € R tel que M > n? pour tout n € N.
On a alors M > 0, donc VM est bien défini, par exemple comme la borne supérieure de
I’ensemble majoré {x € R, 2 < M}. Or il existe ng € N tel que ng > /M. Mais alors
M < (no)?, ce qui est absurde.

2.2 Suites définies par récurrence

2.2.1 Principe de la récurrence

Nous rencontrerons deux manieres différentes de définir une suite, qu’il importe de reconnaitre :
la conduite de ’étude d’une suite differe en effet sensiblement suivant que leur définition est
d’un type ou de 'autre.



CHAPITRE 2. SUITES DE NOMBRES 13

e Une suite peut-étre définie de maniére explicite, le terme général w,, de la suite étant
donné comme une fonction de n : u, = f(n), ou f est une fonction, disons de R dans
R. Par exemple u : n — 2n est la suite des nombres pairs.

e Une suite peut également étre définie par une expression récurrente. Le terme général u,,
est alors donné comme une fonction du ou de plusieurs (un nombre fixe!) des termes
qui le précédent : u, = f(up—1,Un—2,...,u, — k). Par exemple on peut définir la suite
(vp) des nombres impairs par récurrence : v, = v,_1 + 2. Il est alors indispensable de
fixer les conditions initiales : il faut préciser ici vg = 1. Si 'on avait pris vy = 0, on
aurait obtenu la suite des nombres pairs.

Est-ce que 'on définit bien ainsi une suite de nombres, c’est & dire une liste infinie 7. .. Pour
répondre & cette question, il faut en général utiliser une propriété essentielle de ’ensemble N
des entiers naturels :

Proposition 2.2.1 Soit A une partie non-vide de N, et ng un élément de A. Sin + 1
appartient a A dés que n appartient 3 A, alors A contient {n € N,n > ng}.

On peut retenir cet énoncé en le traduisant en langage plus imagé : si ng appartient a A, et
si la propriété d’appartenir & A est héréditaire (n+ 1 est le successeur de n), alors A contient
tous les entiers supérieurs ou égaux a ng : vous avez reconnu le principe de la démonstration
par récurrence.

Cette propriété est un des axiomes admis par les mathématiciens a propos de ’ensemble N des entiers
naturels. Voici par exemple une définition de N proposée par le mathématicien italien G. Peano (1858—
1932) - et adoptée implicitement par tous :

Axiomes de Peano : Il existe un triplet {N,0,S} constitué d’'un ensemble N, d’un élément de cet
ensemble noté 0 et d’une application S de N dans N, vérifiant :

A1l S est injective : S(z) = S(y) =z =y.

A2 L’image de N par S est N\{0}

A3 Pour toute partie A de N contenant 0, sin € A= S(n) € A, alors A =N

L’élément S(n) est appelé successeur de n. Des deux premiers axiomes découle le caractére bijectif de
Papplication S : N — N\{0}. L’application réciproque est appelée application prédecesseur et notée :
P :N\{0} — N. On note d’habitude 1 le successeur de 0, 2 le successeur de 1...

On peut montrer si un autre triplet {\, e, 3} vérifie les axiomes de Peano, il existe une bijection 6 de N
sur NV telle que : 6(0) = e et 005 =X of. Autrement dit le triplet ci-dessus est "unique & une bijection
pres”, et ensemble N qui figure ci-dessus est ce que 'on appelle ensemble des entiers naturels. Tous les
théoréemes concernant les nombres entiers sont des conséquences de ces seuls trois axiomes.

On peut parfois trouver une expression explicite pour une suite définie par récurrence. Ce
peut méme étre tres simple, mais une démonstration par récurrence est toujours nécessaire.

Exercice 2.2.2 Soit q un réel. Montrer que la suite (uy,) définie par la relation de récurrence
Unt1 = QUy, S'écrit u, = q"ug pour tout n. Donner une expression explicite de la suite (vy)
définie par la relation de récurrence vp4+1 = vy, + q.

Question 2 Comment appelle-t-on ce genre de suites ?
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Il est également possible, mais c¢’est plus difficile, de trouver une définition explicite de la suite
de Fibonacci définie par la relation de récurrence a 2 termes :

ug =0,u1 = 1,Upq2 = Upy1 +Un, pourn >0.

Question 3 Est-ce que 'on définit bien une suite de cette maniére ?

2.2.2 Représentation graphique

La représentation graphique d’une suite réelle définie explicitement u,, = f(n) est trés simple :
il suffit de tracer la courbe représentative de la fonction f, et d’indiquer I'image des entiers. Par
contre celle d’une suite définie par récurrence est un peu plus délicate. On a tracé ci-dessous
la représentation graphique de la suite (u,) donnée par :

ug =1L, u, =1+

, n>1.

Up—1

Pour ce faire, on utilise de maniere essentielle

le fait que dans un repere orthonormé, la

symétrie orthogonale par rapport a la premiere bissectrice (la droite d’équation y = z) trans-

forme le point M (a, b) en le point N (b, a).

3__y y:x
27 e y=1+42/x
N
1 i |
| }\H |
M.
R
I "‘i u X

FIGURE 2.1 — Un exemple de suite récurrente

L’étude du sens de variation d’une suite est tres

différente suivant son mode de définition :

— Pour une suite définie explicitement, du type u, = f(n) ol f est une fonction donnée, le
sens de variation s’obtient facilement a partir du sens de variation de la fonction f : en
général, f est définie sur un ensemble plus grand que N (typiquement R1), et on vérifie la
propriété plus forte de monotonie sur cet ensemble. Par exemple, si on sait de plus que f

est dérivable, on peut regarder le signe de f’.

— Dans le cas des suites récurrentes, on revient en général a la définition, et on s’intéresse au
signe de la différence w41 —uy,. Pour une suite dont les termes sont tous strictement positifs,
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u
on peut aussi comparer a 1 le quotient L L’exemple de la suite (u,) représenté dans la
u

n
Figure 1 montre que le sens de variation d’une suite définie par une relation récurrente du
type un, = f(un—1) n’a qu'un rapport lointain avec le sens de variation de la fonction f.
Exemple 2.2.3 La suite u,, = 2™ — n est croissante, car
Uppl — Uy =2"T1 2" —1>1-1>0.
La suite vy 11 = /Un, avec vg = 4 est décroissante car v, > 1 et

1
Untl _ <1.

Un vV Un

Question 4 Que pensez-vous du sens de variation de la suite wy+1 = \/w, avec wy = 1/47

2.3 Convergence

2.3.1 Limite d’une suite

On dit qu’une suite (u,,) converge vers un réel £ lorsque, en dehors de n’importe quel intervalle
centré en ¢, disons de taille € > 0, il n’y a pas plus d’un nombre fini, disons V¢, de termes de
la suite.

1-¢ 1 l+e
|
|

Tous les termes de la suite,
sauf un nombre fini Ng.

FIGURE 2.2 — Limite d’une suite

Voila une autre maniere de dire la méme chose, qui est plus facile a utiliser en général.

Définition 2.3.1 On dit qu'une suite (u,) de nombres réels a pour limite un réel £ donné,
ou tend vers ¢, ou encore converge vers ¢ lorsque

pour tout £ > 0, il existe N € Ntel que n>N.=|u, —1| <e

On note alors :

lim(u,) =¢ ouencore lim w, =/
n—oo

| Proposition 2.3.2 Une suite ne peut avoir deux limites distinctes.
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Preuve: Supposons qu’une suite (u,) admette deux limites distinctes et I’. On peut
choisir un ¢ > 0 suffisamment petit pour que les intervalles I = [l —¢,l +¢] et I' =
[I' —e,l' 4 €] soient disjoints (e = |l — 1’| /3 convient). Or d’apres la définition de la limite
il n’y a qu'un nombre fini de termes de la suite en dehors de I, donc a fortiori qu'un
nombre fini de termes de la suite dans I’, ce qui est absurde. O

On notera que la modification d’un nombre fini de termes d’une suite ne change rien pour ce
qui est de sa limite éventuelle.

Définition 2.3.3 Lorsqu’une suite (uy,) tend vers un certain réel [, on dit que cette suite
est convergente. Dans le cas contraire on dit qu’elle est divergente.

Parmi les suites divergentes, on distingue celles qui tendent vers 'infini. On dit qu’une suite
(up) tend vers +oo lorsque, pour tout A donné, il n’y a qu’'un nombre fini (N4 disons) de
termes de la suite qui sont inférieurs a A. On retiendra la

Définition 2.3.4 On dit que la suite (u,,) tend vers +oo lorsque
pour tout A € R, il existe N4 € Ntelque n>Ng=u,>A

On note alors :

lim(u,) = 400 ouencore  lim wu, = +0o0
n—oo

»

Exercice 2.3.5 Ecrire la définition de ”la suite (uy,) tend vers —oo”.

2.3.2 Limite et relation d’ordre
On peut passer a la limite dans les inégalités larges :

Proposition 2.3.6 Soit (uy,) et (vy,) deux suites numériques, | et I deux nombres réels.
Supposons que (uy,) tend vers | et que (vy,) tend vers I'. S'il existe ng tel que, pour tout
n>mng, onau, < v, alorsl <.

Preuve: Supposons que | > I’ et posons € = % Puisque (u,) tend vers [, il existe

N, € N tel que pour tout n > N, on ait |u, — | < e. En particulier u,, > [ — € pour tout
n > N.. De la méme maniére, il existe N/ tel que, pour tout n > N/, v, <1’ + e. Posant
n1 = max{no, Ne, N}, on a donc

unlzl—e>l'+62vm,

ce qui est absurde. O
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Attention! Les inégalités strictes ne sont pas conservées par passage a la limite : on a par
exemple 1/n > 0 pour tout n € N*, mais la suite (1/n) tend vers 0.

Question 5 Pourquoi ne peut-on pas utiliser la preuve ci-dessus pour montrer que | < I’
quand u,, < v, pour tout n assez grand ?

Question 6 (idiote) Supposons que u,, < v, pour tout n > ng, que (uy) tend vers | et que
v, tend vers I'. Que peut-on dire de | et ' ?

| Proposition 2.3.7 Toute suite convergente est bornée.

Preuve: Soit (uy) une suite convergente, et £ € R sa limite. Pour ¢ = 1, il existe N1 € N
tel que |u, — ¢| <1 pour tout n > Ni, ou encore ¢ — 1 < u,, < £+ 1 pour tout n > Nj.
Posant M = max{ug,u1,...,un,, ¢+ 1} et m = min{ug,uy,...,un,,¢ — 1}, on a bien
m < u, < M pour tout n € N. O

Attention! La réciproque est fausse : la suite (u,) définie par u, = (—1)" est bornée mais
pas convergente.

2.4 Calcul de limite

Les définitions ci-dessus sont assez difficiles & manipuler. Nous regroupons ici quelques théore-
mes qui permettent de montrer qu’une suite converge vers un réel £. Ces résultats sont en
principe connus du lecteur, mais on en profite pour mettre en oeuvre la définition ci-dessus
afin de les démontrer.

2.4.1 Le théoréme des gendarmes

Proposition 2.4.1 Soit (u,) une suite numérique. S'il existe une suite (v,) qui tend vers
0 et telle que, pour tout n (ot méme a partir d'un certain rang) :

|un*l| <y

alors (uy,) tend vers .

Preuve: Soit ¢ un réel positif. Il existe un entier N; tel que, pour tout n > N, |v,| < e.
Donc pour tout n > N, |u, — | < e. O

Autrement dit pour montrer qu’une suite converge vers | € R il suffit de majorer sa distance
a [ par une suite positive dont on sait qu’elle tend vers 0. Pour pouvoir utiliser ce résultat, il est
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nécessaire de disposer de suites de références. Le lecteur courageux utilisera les définitions
pour montrer la

Proposition 2.4.2 Soit k et a deux réels.
1. La suite (n*),en+ tend vers zéro si k < 0 et vers +oco si k > 0.
2. La suite (a™) tend vers zéro si |a| < 1, et vers +00 sia > 1.

3. La suite (n¥a™) tend vers zéro si |a| < 1 pour n'importe quel k.

11
Exemple 2.4.3 La suite u: n+— 1/(3n? +n+ 1) tend vers 0, puisque u, < 352 et la suite
n

(un) de terme général u,, = 1/n? a pour limite 0. On en déduit par comparaison que les suites
de terme général v, = 1/(n* + 1) et w,, = 1/(n?® — 2) tendent vers 0.

Voici un critére du méme genre pour montrer qu'une suite tend vers 400 :

Proposition 2.4.4 Soit (uy,) une suite réelle. S'il existe une suite (vy,) qui tend vers +0o
et telle que pour tout n (ol méme tout n assez grand) :

Up < Up

alors la suite (u,) tend vers +00.

Exercice 2.4.5 Monter que n < n?> — 10n pour tout n > 11, et que la suite n — n? — 10n
tend vers +o00.

2.4.2 Limites et opérations

Nous résumons dans le tableau qui suit les principaux résultats concernant la limite de la
somme, du produit et du quotient de deux suites. Ils permettent de déterminer assez facile-
ment la limite éventuelle de certaines suites. On se contente de donner la preuve du résultat
concernant la limite d’une somme : le lecteur pourra s’en inspirer pour démontrer les autres.

Proposition 2.4.6 Soit (ay) et (b,) deux suites numériques, (c,,) la somme de (a,) et
(by), c'est-a dire la suite de terme général ¢,, = ay, + by,. Si (ay,) tend vers le réel | et (by,)
tend vers le réel ', alors (c,,) tend vers |+ 1.

Preuve: Soit € un réel positif. Il existe un entier M, /; tel que, pour tout n > M, /5, on
a lap, — | < e/2. De méme, il existe un entier ME’/2 tel que, pour tout n > Mé/Q, on a
|bp, —U'| < e/2. Soit alors N, = maX{M5/2,Mé/2}. Pour tout n > N, on a :

len — L+ 1) < lap — 1| + by, = '] < e.

Résumons : pour tout € > 0, on a trouvé un entier N, tel que |¢, — (¢ 4+ ¢')| < e pour
tout n > N, : la suite (¢,,) converge vers £ + /. O
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Soit donc (uy,) et (v,) deux suites numériques.

si alors
—_— si alors
lim(uy,) | lim(vy,) || lim(w, + vy,) lim (uy,vy,) ’ ' ’ —
[cR | /€R i+ 0 o Limn () lim ()
R 1
+oo sil >0 LER L0 /e
+00 ' eR 400 —0 sil <0 0 ?
7 sl =0
+oo +oo oo Too 0, avec up >0 too
pour tout n
+00 —00 ? —00 0, avec u, <0 e
"> sl S0 pour tout n
—00 |V ER —00 +oo sil <0 +00 0
7 sl =0 oo 0
—00 —00 —00 —00

TABLE 2.1 — Limite d’une somme, d’'un produit et d’'un quotient

Attention ! dans ces tableaux, la présence d'un 7 signale qu’il n’y a pas de résultat général
possible, et qu’il faut étudier chacune de ces formes indéterminées en utilisant d’autres
3. on voit que : lim(u,) = —o0, et que
lim(v,,) = +00. Le tableau précédent ne permet donc pas directement de connaitre la limite
éventuelle de la suite (wy,) donnée par w,, = u, +v,. Pourtant il suffit de remarquer que w,, =
n?(n—1) et de conclure grace & la huitieme ligne. (On dit que 1’on a levé I’indetermination,
sport que vous avez surement déja pratiquée.)

méthodes. Par exemple si w :n — —n? et v:ni—n

2.4.3 Cas des suites définies par récurrence

Proposition 2.4.7 Soit (u,) une suite numérique qui converge versun réel . Si f : R — R
est continue au point ¢, alors la suite (f(uy)) converge vers f(¢).

De manieére un peu rapide, on écrit souvent cette proposition sous la forme

lim  f(up) = f( im wuy,).

n—-+o0o n—-+o0o
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Preuve: Soit € > 0. Puisque f est continue en /, il existe a(e) > 0 tel que

[z =] < ale) = [f(z) - f(O)] <€

Puisque (uy) converge vers /, il existe un entier N, () tel que
n > Noey = |up — €] < .

Donc, notant Ne = Ny (), pour tout n > N, on a |f(u,) — f(£)] < e O

Cette proposition est souvent utilisée pour trouver les valeurs possibles de la limite d’une suite
définie par récurrence. Supposons en effet que (u,) est une suite définie par u, 1 = f(uy,), ou
f est une fonction continue sur R. Si (uy,) converge, sa limite ¢ doit vérifier

(= lim upy; = lim f(u,) = f( lim w,) = f(¢).

n—-4o0o n—-+00 n—-+00

Autrement dit, le réel £ doit étre un point fixe pour f, c’est-a-dire une solution de I’équation

Flo) =¢.

2.5 Criteres de convergence

On donne maintenant des résultats plus difficiles, qui permettent de déterminer si une suite
converge sans avoir d’idée a priori sur sa limite. Ces énoncés peuvent tous étre vus comme
des conséquences de 'axiome de la borne supérieure. En particulier ces énoncés ne sont plus
valables si I'on travaille dans Q (i.e. avec des suites de nombres rationnels, dont les limites
éventuelles sont dans Q).

2.5.1 Suites monotones

Proposition 2.5.1 Si (u,) est une suite croissante et majorée alors elle converge, et sa
limite est la borne supérieure de I'ensemble {u,, n € N}. Si (uy,) est une suite décroissante
et minorée alors elle converge, et sa limite est la borne inférieure de I'ensemble {u,, n € N}.

Preuve: L’ensemble {u,, n € N} n’est pas vide, et il est majoré par hypothese : il admet
donc une borne supérieure b. Soit € > 0. Puisque b est la borne supérieure de la suite
(up), il existe au moins un terme de la suite dans I'intervalle [b—e, b] (sinon b ne serait pas
le plus petit majorant). Notons ng le rang de ce terme. Puisque la suite est croissante,
onab—e< uy <uy, pour tout n > ng. On a bien sir aussi u,, < b pour tout n, donc
finalement

n>nyg = |u, — bl <e.

Ce raisonnement étant valable pour tout € > 0, on a bien montré que lim(u,) =b. O
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1 1 1
Exemple 2.5.2 Soit : u, =1+ i +o On montre par récurrence que - =< on1
on en déduit que la suite (u,) est majorée par 3. Cette suite est croissante, et on conclut donc
qu’elle est convergente. Attention! rien ne dit que sa limite est 3 : on sait seulement (voir

la Proposition 2.3.6) qu’elle est inférieure a 3.

et

Question 7 Quelle est la limite de cette suite ? Est-ce un nombre rationnel, ou, autrement
dit, cette suite (u,) de nombres rationnels est-elle convergente dans Q ?

n

1
Exemple 2.5.3 Soit pourn > 1, u, = Z — - La suite (up,) est croissante, puisque un1+1 —

p=1
1
un:m>0. Elle est aussi majorée puisque, pourpZZ,I%gp(pl_l) §ﬁ—%et donc
11 1 1 1 1 1 1
<l4+l—=-4-—-4+-——--- ——=2--<2.
e I T L R R f n =

Cette suite est donc convergente. Attention! la encore, la suite est majorée par 2, donc sa
limite est inférieure a 2, mais on ne peut certainement pas en déduire que la suite tend vers
2

2 : elle tend vers. . %

Exemple 2.5.4 Considérons la suite (u,) de rationnels, ou w, est le plus grand nombre
décimal avec n chiffres aprés la virgule dont le carré est inférieur a 2 : uyp = 1, uy = 1,4,
ug = 1,41, etc... On peut voir que (u,,) est une suite croissante majorée qui converge vers V2.

2.5.2 Suites adjacentes

Définition 2.5.5 On dit que deux suites (uy,) et (vy) sont adjacentes lorsque
1. (up) est croissante,
2. (vp) est décroissante,

3. lim(up, —v,) = 0.

Vous avez déja rencontré des suites adjacentes : la méthode de la dichotomie, utilisée par
exemple pour démontrer le Théoreme des Valeurs Intermédiaires consiste a construire deux
suites (an) et (by), avec (ay,) croissante, (b,) décroissante et b, —a, — 0 puisque b, —a, < %2
(on coupe l'intervalle en 2 & chaque étape).

Attention ! La troisieme propriété ne suffit pas en général a assurer la convergence des suites

(up) et (v,) : prendre par exemple u, = v, =n...

Proposition 2.5.6 Si (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes, elles convergent et ont
méme limite.
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Preuve: On montre d’abord que (u,) est majorée par vy. Sinon il existe p € N tel que
up > vg. Si d = (v, —v9)/2, on a encore u, > vy + d. Puisque (uy) est croissante, on a
donc, pour tout n > p, u, > u, > vg + d. Ensuite, puisque (v,,) est décroissante, on a,
pour tout n > p, u, > vy + d > v, + d. Mais alors pour tout n > p on a u,, — v, > d, et
lim(u,, — v,) > d, ce qui est absurde.

Maintenant (u,) est une suite croissante et majorée, donc elle converge vers un réel /.
Or v, = uy, — (uy — vy), donc en utilisant le résultat sur la limite d’une somme, on voit

que (v,,) tend aussi vers /. O
. . o 1 1
Exemple 2.5.7 Soient (uy,) et (v,) les suites définies par u, = 1+ 5 +--+——In(n+1) et
n
1 1

Uy = 1+§+- +++——In(n). On avy,—u, = In(n+1)—In(n) = In(142), donc lim(v, —uy) = 0.
n
De plus, pout tout n > 1, on a

1 1
Un4l = Un = —In(n+2)+In(n+1) = T —In(1+ ni)

1 ( 1 1 + 1
= — — €
n+l ‘n+l 2n+1)2 n+1)2 'n

ot € est une fonction de limite nulle en 0. Du coup

1 1
Up+1 — Up = 2(1+6(7))7

2(n+1) n

ce qui montre qu’il existe N € N tel que up41 — u, > 0 pour tout n > N : la suite (u,) est
croissante a partir du rang N. On montre de la méme maniére que (v,) est décroissante a
partir d’un certain rang (c’est un peu plus difficile), et donc que (u,,) et (v,) convergent vers
une méme limite. Cette limite, qu’on note en général v, porte le nom de constante d’Euler.

On peut aussi énoncer cette proposition en termes d’intervalles fermés emboités : si I, =
[tn, vpn] avec (uy) croissante, (v,) décroissante et si la longueur de I,, tend vers 0, alors il
existe un et un seul réel £ appartenant a I'intersection de tous les intervalles I,.

Question 8 Pourquoi faut-il que les intervalles soient fermés ?

2.5.3 Critere de Cauchy pour les suites.

Ce dernier critére est tres important : il constitue lui aussi une propriété fondamentale de
I’ensemble des nombres réels.

Définition 2.5.8 On dit qu'une suite (u,) vérifie le critere de Cauchy ou que (u,,) est
une suite de Cauchy lorsque

pour tout £ > 0, il existe N. € N, n > No,m > Ne = |uy — up| < €
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Autrement dit (u,) est une suite de Cauchy lorsque la distance entre deux termes quelconques
est aussi petite que I’on veut, quite a ne considérer que les termes de rang suffisamment grand.
Voici d’'un coup un grand nombre d’exemples de suites de Cauchy !

| Proposition 2.5.9 Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Preuve: Soit £ la limite de la suite (u,), et € > 0. Il existe N, € N tel que si n > N, alors
|up, — €] < €/2. Du coup si n,m > N, on a

[tun, — Um| < |up — €| + |um — €] <e.

| Proposition 2.5.10 Toute suite de Cauchy est bornée.

Preuve: 1l existe N1 € N tel que si n,m > Ny, alors |u, — u,,| < 1. En particulier pour
tout n > Ny, on a un, —1 < u, < up, + 1. La suite (u,,) est bornée a partir du rang Ny,
donc elle est bornée. O

Voici encore une propriété fondamentale de R, qui n’a pas d’équivalent dans Q.
| Proposition 2.5.11 Toute suite de Cauchy est convergente dans R.

Preuve: Pour tout n, ensemble {u,,, m > n} est inclus dans {u,,, m > 0}, donc

est minoré. Puisqu’il n’est pas vide, il admet une borne inférieure qu’on note a, =

inf{u,,, m > n}.

La suite (ay) est croissante, majorée puisque la suite (u,) l'est, et 'on note s sa borne

supérieure ; on va montrer que (u,) converge vers s. Soit donc € > 0.

— Par définition de la borne supérieure, il existe Ne € N tel que |a,, — s| < €/3 pour tout
n > N..

— Puisque (uy,) est une suite de Cauchy, il existe M, € N tel que si n,m > M, alors
[tun, — um| < €/3.

Soit donc n > max{N,, M.}. Par définition de la borne inférieure, il existe mg > n tel

que apn < Up, < an +€¢/3. Or

[un — 8| < |tn = tmg| + [tmg — an| + |an — s/,
donc pour n > max{N,, M.}, on a bien |u, — s| < e. O
On donne maintenant un exemple de suite de nombres rationnels vérifiant le critere de Cauchy,
mais dont la limite (qui existe dans R d’apres la proposition précédente!) n’est pas un nombre

rationnel. Autrement dit, dans Q, il y a des suites de nombres rationnels qui vérifient le critere
de Cauchy mais qui ne sont pas convergentes.
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1 2
Exemple 2.5.12 Soit (u,) la suite donnée par ug =1 et up+1 = i(un +—).
Unp,
1. On vérifie (par récurrence) que tous les termes de cette suite sont rationnels. Ensuite, en
étudiant les variations de la fonction |0, +0o[3  + & (z + 1) sur R*, on vérifie que u, > /2
pourn > 1.

2. En remarquant que

2
2 —uy

Up41 — Unp = )

2up,

on démontre ensuite que cette suite est décroissante, et, par conséquent, converge (dans R!).
Elle vérifie donc le critére de Cauchy.

3. On montre ensuite que sa limite est v/2. On sait déja que cette limite existe et qu’elle est
supérieure ou égale a4 /2. Mieux : on obtient par passage & la limite :

2

1

et donc ¢ = /2 : la limite de la suite (u,) n’est pas un rationnel.

Exemple 2.5.13 Soit (uy,) la suite donnée par

1+1—|-1+ —1—1
U — ST H i
" 2 3 n

1
On vérifie que, pour tout n > 1, ugy — up > 3 Cette inégalité montre que 'on n’a pas la

propriété de Cauchy, et que, par conséquent, cette suite est divergente.

2.5.4 Le lemme de Cesaro

On termine ce chapitre par un résultat qui s’avere trés utile, mais que nous n’utiliserons pas
(ou peu!) dans ce cours. Le lecteur pourra considérer qu’il figure 1a a titre culturel.
Proposition 2.5.14 Soit (u,) une suite de réels, et (vy,) la suite définie par

up tug+ -t up
n

Un =

Si (uy) converge vers un réel £, alors (v,) converge aussi vers (.

Le lecteur notera que v, est la moyenne des termes de la suite (u,) de rang inférieur a n.
On admet cette proposition, pour ce concentrer sur I’exercice suivant, qui est une application
typique du Lemme de Cesaro.

Exemple 2.5.15 Soit (w,) a suite définie par wy = 1/2 et wy+1 = wy(1l — w,) pour tout
n > 0. On démontre par récurrence que 0 < w, < 1 pour tout n, puis que la suite (wy,) est
décroissante. Elle converge donc, et sa limite ne peut étre que £ = 0.
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On veut étre plus précis, et savoir a quelle vitesse la suite (wy,) tend vers 0. Pour cela on
introduit la suite (u,,) définie par

1 1 1
U = —_— = .
" Wn+1 Wn, 1—u,

I est clair que (u,,) tend vers 1. La suite (v,) de ses moyennes tend donc aussi vers 1, ce qui
donne

1 1 1 1
Uy = —(u1 + -+ up) = —( -—)—1
n noWpi1 w1
On en déduit que nw,, — 1 ou encore
1 1 1
Wp = — + 76(7)7
n o nn

pour une fonction € de limite nulle en 0.

Question 9 Que pouvez-vous dire de (v,,) quand u, = (—1)" 7 Autrement dit, la convergence
de (vy,) entraine-t-elle la convergence de (uy,) 7



Chapitre 3

Propriétés des fonctions d’une
variable réelle

3.1 Fonctions continues

3.1.1 Continuité en un point

Soit f : R — R une fonction, et Dy sont ensemble de définition. On rappelle quune fonction
est continue en xg € Dy lorsque lim f(x) = f(xo). En revenant a la notion de limite d’une
T—x0

fonction en un point, cela s’écrit

Définition 3.1.1 Soit zo € Dy. On dit que f est continue en xq lorsque, pour tout € > 0,
il existe un o > 0 tel que, si x € Dy et |z — xg| < @, alors |f(x) — f(xo)| < e.

De manieére un peu plus imagée, la fonction f est continue en xg lorsque pour tout voisinage

y A
V=If(xg)-&,f(xg)+El y=feo
V=1f(x ), f(x ) +€[ vooy=f
fxe) f(estinclusdansv | ] 17"H”hf(u) n'est jamais
0 fixg) | inclus dans V

x Vv

v

X
U=]x0—(x,x0+(x[ 0 U=]xg-aL,xg+al

FiGURE 3.1 — Une fonction continue en xg, et une qui ne I'est pas.
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V de f(zo) (ce qui correspond a choisir un € > 0), on peut trouver un voisinage U de xg
(c’est- a dire un a > 0) tel que

reUNDy = f(x)eV

Question 10 Donner une liste de fonctions continues en 0, et une liste de fonctions qui ne
sont pas continues en 0. Ces fonctions sont-elles définies en 0 ¢ Conclusion ?

Le résultat suivant n’a pas un tres grand intérét a notre niveau, mais il peut permettre de
simplifier ’étude de la continuité. Il faut par contre bien comprendre sa preuve.

Proposition 3.1.2 Les énoncés suivants sont équivalents :
1. La fonction f est continue en xg.

2. Pour toute suite (x,,) qui tend vers xq, on a lim(f(x,)) = f(xo).

Preuve: On a déja vu que (1) entraine (2). On démontre maintenant la réciproque par
Pabsurde. Supposons que (2) soit vraie et que (1) soit fausse : il existe € > 0 tel que, pour
tout a > 0, on peut trouver un = €|xg — a, zg + af tel que f(x) ¢|f(xo) — €, f(xo) + €[.
En particulier en prenant o = 1/n, on construit une suite (z,,) telle que |z, — zg| < %
et | f(zn) — f(zo)| > €, ce qui est absurde. O

Pour fixer les idées, on rappelle que

Proposition 3.1.3

— Si f et g sont deux fonctions continues en xg, alors f 4+ g et fg sont continues en xg.
— Si f est continue en xg et f(xg) # 0, alors 1/ f est continue en x.

— Si f est continue en xq et g est continue en f(xg), alors g o f est continue en xy.

Preuve: On va utiliser la caractérisation avec des suites (méme si une démonstration
directe n’est pas beaucoup plus difficile : Exercice!). Soit donc (z;,) une suite qui
tend vers zo. On sait que f(z,) — f(z0) et que g(zy) to g(zo), donc (f + g)(zn) =
flxn) + g(xn) — (f 4+ 9)(x0) et (fg)(zn) — (fg)(xo) en utilisant les résultats sur la
limite et le produit d’une somme de suites. Ceci étant vrai pour toute suite (x,) qui tend
vers g, on a montré le premier point. Le second point découle directement du résultat
sur la limite de 'inverse d’une suite. Enfin puisque g est continue en f(zg), on sait que

lim(g(f(xn))) = g(lim(f(zn))), ce qui donne bien lim(g(f(zn))) = g(f(z0))- =
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3.2 Fonctions continues sur un intervalle

3.2.1 Le théoréme de Weierstrass

Définition 3.2.1 On dit que f est continue sur l'intervalle ouvert |a, b] lorsque f est conti-
nue en chaque point de ]a,b[. On dit que f est continue sur l'intervalle fermé [a, b] lorsque
f est continue en chaque point de Ja, b[ et f est continue a droite en a et a gauche en b.

Proposition 3.2.2 Soit a < b deux nombres réels. Si f est une fonction continue sur [a, b],
alors f est bornée sur [a, b].

Preuve: Soit A = {z € [a,b], f est bornée sur [a,x]}. L’ensemble A est majoré par b, et
c’est une partie non-vide de R : a € A puisque f(a) est un majorant et un minorant de
f sur [a,a]. Donc A admet une borne supérieure, que 'on note c¢. Supposons que ¢ < b.
Puisque f est continue en c, il existe a > 0 tel que si |z — ¢| < a et & € [a,b], alors
fle)—1< f(z) < f(e)+ 1. Pour § = min{e, (b—¢)/2} on a donc f bornée sur [a, ¢+ ],
ce qui est absurde. Donc ¢ = b et f est bornée sur [a, b]. O

Attention! on ne peut pas affaiblir 'hypothese. Par exemple la fonction f : z — 1/x est
continue sur |0, 1], mais elle n’y est pas bornée : il est indispensable que I'intervalle soit fermé.
De méme, la fonction f : x — 22 est continue sur [0, +oo[, mais n’est pas bornée sur cet
intervalle. On retiendra donc qu’ une fonction continue sur un intervalle borné et
fermé de R est bornée.

Utilisons encore une fois ’axiome de la borne supérieure : puisque 1’ensemble { f(z), = € [a,b]}
est non-vide (a < b) et borné, il admet une borne supérieure M et une borne inférieure m. Le
résultat qui suit montre que m et M sont en fait respectivement un minimum et un maximum
pour f sur [a,b].

Proposition 3.2.3 Si f est une fonction continue sur [a,b], il existe xo et x1 dans [a,b]
tels que
f(zo) < f(x) < f(x1) pour tout x € [a,b].

Preuve: Soit donc M la borne supérieure de f sur [a, b], et supposons que f(z) # M pour
tout x € [a,b]. Alors la fonction g : R — R donnée par g(z) = 1/(M — f(z)) est définie et
continue sur [a, b], donc elle est bornée : il existe My € R tel que 0 < 1/(M — f(x)) < M,
pour tout x € [a,b]. On a alors M — f(z) > ﬁl et f(x) < M —1/M; pour tout z € [a,b],
ce qui contredit le fait que M est le plus petit des majorants de f sur [a, b]. Donc il existe
x1 € [a,b] tel que f(x1) = M.

On montre de la méme maniere l'existence d'un zg € [a, b] tel que f(xg) = inf{f(x), = €
[a, b]}. O
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3.2.2 Le Théoréme des Valeurs Intermédiaires

Proposition 3.2.4 Soit a < b deux nombres réels, et f une fonction continue sur [a,b]. Si
y est compris entre f(a) et f(b), alors il existe un moins un c € [a,b] tel que f(c) =y.

Preuve: On va supposer que f(a) < f(b), la preuve étant identique dans le cas ou
f(b) > f(a). Soit donc y €]f(a), f(b)[, et A = {z € [a,b], f(t) <y pour tout ¢ € [a,x]}.
A est non-vide et majoré, donc admet une borne supérieure c¢. Supposons que f(c) < y.
Par continuité, il existe § > 0 tel que f(c+ ) < ¢, ce qui est absurde. De méme f(c) ne
peut pas étre strictement supérieur a y, donc f(c) = y. O

On peut faire mieux :

Proposition 3.2.5 Soit a < b deux nombres réels et f une fonction continue sur [a,b].
Soient aussi m et M les bornes inféreures et supérieures de f sur [a,b]. Siy € [m, M], alors
il existe un moins un ¢ € [a,b] tel que f(c) =y.

Preuve: 11 suffit d’appliquer le résultat précédent sur l'intervalle d’extrémités xq et 1,
ou zg,x1 € [a,b] sont tels que f(xg) =m et f(z1) = M. O

Pour résumer, on a démontré le résultat suivant :
Proposition 3.2.6 Soient a < b deux réels, et f : R — R une fonction continue sur

[a,b]. I'ensemble f(]a,b]) = {f(x), x € [a,b]} est l'intervalle [m,M] od m et M sont
respectivement la borne inférieure et la borne supérieure de f sur |a,b].

3.3 Dérivées

3.3.1 Définitions

Définition 3.3.1 Soit f : R — R une fonction. On dit que f est dérivable sur I'intervalle
ouvert |a, b] lorsque f est dérivable (i.e. admet un D.L. a I'ordre 1) en chaque point de ]a, b].
On note alors f’ la fonction définie sur Ja, b| qui a = associe le nombre dérivé de f au point
x.

Définition 3.3.2 Soit |a, b[ un intervalle ouvert de R. On dit qu'une fonction f: R — R,
définie sur Ja, b[ est de classe C° sur cet intervalle lorsque f est continue sur Ja,b[. Si k > 1
est un entier, on dit que f est de classe C¥ sur |a, b[ lorsque f est k fois dérivable sur ]a, b],
et f*) est continue sur |a, b.
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3.3.2 Extremums

Définition 3.3.3 Soit f : R — R une fonction définie sur D, et I une partie de D. On dit

que g € I est

— un maximum de f sur I lorsque, pour tout z € I on a f(z) < f(xg);

— un minimum de f sur I lorsque, pour tout = € I on a f(z) > f(xo);

— un extremum de f sur [ si c'est un maximum ou un minimum de f sur [;

— un extremum global de f si c'est un extremum sur D ;

— un extremum local de f s'il existe un voisinage I de x( tel que xy est un extremum de f
sur [.

Proposition 3.3.4 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ]a,b[. Si f admet un
extremum local en un point ¢ de |a,b[ alors f'(c) = 0.

Preuve: On n’écrit la preuve que dans le cas d’un maximum. Soit donc ¢ un maximum
local de f : il existe un voisinage |c — a, ¢ + af de ¢ tel que, pour tout z €]c — a, ¢ + @],
on a f(z) < f(c). Puisque f est dérivable en ¢, il existe une fonction € de limite nulle en
0 telle que f(c+ h) = f(c) + hf'(c) + he(h), ce qu'on peut écrire

fle) = fle+h) = h(f'(c) + €(h)).

Supposons que f’(¢) > 0. Puisque €(h) — 0 quand h — 0, il existe un voisinage de ¢ de
la forme |c — hg, ¢+ ho| tel que f'(¢) + €(h) > f'(¢)/2 > 0. Mais alors pour 0 < h < hy,
ona h(f'(c)+e(h)) >0, donc f(c) < f(c+h) ce qui est absurde. Le méme raisonnement
montre qu’on ne peut pas non plus avoir f'(c) < 0, et donc on a bien f/(c) = 0. )

La réciproque de cette proposition est fausse : pour la fonction f : z — 3, on a f/(0) = 0,
mais f n’admet pas d’extremum local en 0. Pour I'instant donc, on sait seulement que 1’on
doit chercher les éventuels extremums locaux d’une fonction dérivable f parmi ses points
critiques, i.e. les points z tels que f'(x) = 0.

3.3.3 Le Théoréme des Accroissements Finis

Proposition 3.3.5 Soit g une fonction continue sur [a,b]. Si g est dérivable sur |a,b|, il
existe ¢ €la, b] tel que
9(b) — g(a) = (b—a)g'(c).
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Preuve: Soit f: R — R la fonction définie sur [a, b] par

On a f(a) = f(b) =0, et f est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[. De plus

/ o g(b) — g(a)
fz)=g(z) - T b_a

donc g(b) — g(a) = (b—a)g'(c) si et seulement si f'(c) =0 .
D’apres le Théoreme de Weierstrass, il existe x1,x2 € [a, b] tels que

f(z1) < f(x) < f(x2) pour tout = € [a, b].

e Cas 1 : 1 et 9 appartiennent & {a,b}. Alors f(z) = 0 pour tout z € [a,b], donc f’
est la fonction constante nulle sur Ja,b[ : le théoréme est vrai.

e Cas 2 : x9, par exemple, est différent de a et de b. On peut alors appliquer le résultat
précédent : xo est nécessairement un point critique de f, i.e. f/'(z2) = 0.

v

FIGURE 3.2 — Le TAF : il y a un point ot la tangente a Cy est parallele a la droite (AB).

Il y a deux idées dans cette preuve : d’abord on peut se ramener au cas ou f(b) = f(a) =0,
et le TAF dans ce cas revient a dire qu'il existe un point ¢ €]a, b ou la dérivée de f s’annule
(ce résultat porte le nom de Théoreme de Rolle). La deuxieéme idée repose sur le théoreme
de Weierstrass : puisque f est continue sur [a,b], f admet un maximum et un minimum sur
cet intervalle, qui ne peuvent pas étre tous les deux en a ou en b : il s’agit donc d’un point
critique.

Question 11 Si f est dérivable en b, et si le mazimum de f sur |a,b] est atteint en b,
pourrait-on affirmer que f'(b) =0 ¢
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Proposition 3.3.6 Soit f une fonction dérivable sur]a,b[. Si f'(x) > 0 (resp. f'(z) <0)
pour tout x €]a, b|, alors f est croissante (resp. décroissante) sur ]a,b[

Preuve: Soient 1 < z9 deux points de ]a,b[. La fonction f est continue sur [z1,x2] et
dérivable sur ]z1,xs[, donc il existe ¢ €]xq,x2| tel que f(z2) — f(x1) = (z2 — 1) f(c).
Si f est positive sur Ja,b[, on a f'(¢) > 0 donc f(x2) > f(x1). Ceci tant vrai pour tout
couple (x1,x2) de points de |a, b], f est bien croissante sur cet intervalle. O

3.3.4 Formule de Taylor-Lagrange

Proposition 3.3.7 Soit f une fonction de classe C" sur [a, b], telle que ™) soit dérivable
sur ]a, b[. Il existe ¢ €]a, b| tel que

(b _ a)nJrl

(n+1)! Fre),

f(b) = Tn,a(b) +

ot Ty, o(x) est le polynéme de Taylor d'ordre n de f au point a :

(z —a)’
2!

(z —a)"

n!

Tha(z) = f(a) + (z —a)f'(a) + fla)+--+ F™(a)-

Cette égalité porte le nom de Formule de Taylor-Lagrange a I'ordre n.

Preuve: 11 suffit d’appliquer le TAF (en fait Rolle) a la fonction g définie par

(b— x)n—i—l
(n+1)! 7

ou C' est choisi de sorte que g(a) = 0. O

Voici un cas ou 'on peut affirmer qu'un point critique est un extremum local :

Proposition 3.3.8 Soit f une fonction de classe C? sura, b|, et xo €]a,b[. Si f'(x0) =0 et
" (x0) #0, alors f admet un extremum local en x : c'est un maximum local si f"(zg) < 0
et un minimum local si f"(xzg) > 0.

Preuve: On n’écrit la preuve que dans le cas f'(z9) = 0 et f”(xo) > 0. Puisque f” est
continue en x, il existe hg > 0 tel que, pour tout ¢ €]zg— hg, zo+ ho[, on a f”(c) > 0. Or
pour chaque h tel que |h| < hg, il existe ¢ entre x et = + h, donc dans |z — ho, zg + ho|,
tel que

2 2
Flo + 1) = flro) + hf(z0) + o 7(6) = Flao) + - (o)

ce qui montre que f(zg+ h) > f(xp) : zop est bien un minimum local pour f. m



Chapitre 4

Méthodes de résolution numeérique
d’équations

Dans ce chapitre, on utilise les outils présentés jusque la pour obtenir des renseignements
aussi precis que possibles sur la ou les solutions d’équations de la forme f(xz) = b, ou b est
un réel donné, et f une fonction. Dans le cas ou f est une bijection, le lecteur ne doit pas
imaginer que I’on puisse se contenter de la réponse = = f~1(b) : il s’agit de donner une valeur
approchée aussi précise que possible de f~1(b). Autre idée fausse, la solution d’une équation
f(x) = b ne s’écrit en général pas avec des fonctions connues, méme quand f est une fonction
simple : E. Galois a démontré que ce n’est pas possible en général lorsque f est un polynome
de degré > 5.

4.1 Fonctions réciproques

On rappelle rapidement les définitions vues au premier semestre.

4.1.1 Bijection et bijection réciproque

Définition 4.1.1 Soient A et B deux ensembles, et f : A — B une fonction dont I'en-
semble de définition est Dy = A. On dit que f est une bijection lorsque pour tout élément b
de I'ensemble d'arrivée B, il existe un unique élément a dans I'ensemble de départ A tel que

f(a) =b.

Exemple 4.1.2 La fonction affine f : R — R donnée par f(x) = mx + p est une bijection
lorsque m # 0. En effet pour tout b € R, I'équation f(a) = b admet une unique solution
b—p
m
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Définition 4.1.3 Soient A et B deux ensembles, et f : A — B une bijection. On appelle
bijection réciproque de f la fonction qui a b dans B associe |'unique a de A tel que f(a) = b.
Cette fonction est notée f~!: B — A. C'est aussi une bijection.

Exemple 4.1.4 On a vu (plutét : on a admis) que la fonction f : R —]0,+oo[ donnée
par f(z) = e® est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction qui a b €]0,+00[
associe I'unique a € R tel que e* = b. C’est donc la fonction f~1 :]0,+oo[— R donnée par

f~4(b) = Inb.

On suppose maintenant que f : R — R est une bijection, dont Cy est la courbe représentative
dans un repere orthonormé (0,7, 7).

Proposition 4.1.5 La courbe représentative de la bijection réciproque f~! est la courbe
symétrique de Cy par rapport a la droite D : y = x (la premiére bissectrice).

4.1.2 Cas des fonctions régulieres

Rappelons que, d’apres le T.V.I, 'image d’un intervalle I par une fonction continue sur I est
un intervalle J. De ce fait, on a immédiatement la premiere partie de la

Proposition 4.1.6 Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R. On note J
I'intervalle f(I). Si f est strictement monotone, alors f : I — J est une bijection. De plus
la bijection réciproque f~! :.J — I est aussi continue et strictement monotone, de méme
monotonie que f.
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Ce résultat permet de justifier les affirmations des exemples précédents! La continuité de la
bijection réciproque est plus difficile a démontrer, et nous 'admettrons.

On suppose maintenant que f est une fonction continue et dérivable sur I, et que f est
strictement monotone sur I. On a vu qu’il suffit pour cela que f'(z) > 0 pour tout = € I,
mais que ce n’est pas nécessaire (f(z) = z3...). D’apres la proposition précédente f : I — J

est une bijection, et f~! est continue. On a mieux :

Proposition 4.1.7 Si f est une fonction continue, dérivable et f strictement monotone
sur I. Si f'(x0) # 0 alors f~1 est dérivable en yo = f(xo) et son nombre dérivé en yqo est

donnée par 1 1
—1\7 _ = .
(f7) (o) = o) F'(F o))

On peut comprendre (et méme démontrer) cette formule en examinant simultanément la
courbe représentative de f et celle de f~! : si m # 0 est le coefficient directeur de la tangente
T a Cy en x, le coefficient directeur de la droite symétrique de 7 par rapport a A est 1/m.

4.2 Méthode de dichotomie

On veut résoudre I’équation f’(z) = 0, pour une fonction f donnée. Plus précisément, on
suppose que l'on sait que cette équation admet une unique solution zy dans U'intervalle [a, b],
et 'on cherche a déterminer une valeur approchée de xy avec une précision fixée a ’avance.
La méthode de dichotomie permet cela, et ne repose que sur un seul des résultats vus dans le
chapitre précédent : le théoréme des valeurs intermédiaires. Autrement dit, la seule hypothese
nécessaire pour la mettre en oeuvre est :

f est continue sur l'intervalle [a, b].

Dans ce cadre, une fagon simple d’assurer que ’équation f(z) = 0 ait une solution dans [a, b]
est de supposer que f(a) et f(b) sont de signe contraires. Pour simplifier la discussion qui va
suivre, on supposera méme

fla) <0< f(b).

Répétons-le, le Théoreme des Valeurs Intermédiaires permet d’affirmer que I’équation f(z) = 0
admet au moins une solution dans ]a, b[, mais rien ne dit qu’elle est unique : nous ferons cette
hypothese.

L’idée de la méthode est treés simple : on coupe lintervalle [a,b] en deux parties de méme
longueur [a,c] et [c,b] ot ¢ = %2 est le milieu de [a,b], et 'on cherche dans lequel de ces
intervalles se trouve la solution xq. Elle est dans [a,c] si f(c) > 0, et dans [¢,b] si f(c) < 0!
Le théoreme qui suit montre que la répétition de ce raisonnement un assez grand nombre de
fois conduit a une valeur approchée de zy avec n’importe quelle précision donnée a ’avance.
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Proposition 4.2.1 Soit f une fonction continue sur [a,b], avec f(a) <0 < f(b), et telle
que l'équation f(x) = 0 ait une seule solution dans [a,b]. Soient (a,) et (b,) les suites
définies par ag = a, by = b et

an si f(* s ) >0, ) % si f(2 ; ) >0,
% si f(“ ; ) <0, b si f(2 ‘; ) < 0.

Les suites (ay,) et (by,) convergent vers xy. De plus a,, (resp. by,) est une valeur approchée

dexgae= bg—n‘l—prés par défaut (resp. par excés).

Preuve: Pour ce qui est de la convergence, il suffit de remarquer que (a,,) et (b,,) sont des
suites adjacentes : (a,) est croissante, (b,) est décroissante, et ’on voit facilement par
récurrence que b, — a, < 1’2_7“, donc en particulier que (b, — a,,) — 0. Ainsi (ay) et (by)
convergent vers une méme limite £. Supposons que f(¢) # 0. Puisque f est continue en
¢, f garde un signe constant au voisinage de ¢, disons sur |¢ — ¢, ¢+ §[. Soit alors N € N
tel que (b—a)/2V < 6. Puisque ¢ € [ax,by], on a [an,by] CJ¢ — 6, + 8. Donc f(ay) et
f(byn) sont de méme signe, ce qui est absurde par construction. Ainsi on a bien £ = z.
La derniere assertion de la proposition découle directement du fait que a, < xg < b,. O

Cette méthode est tout a fait simple a programmer. Voila I'algorithme correspondant :

[lire a,b,precision];

Tant que (b-a)>precision

{
c=(at+b)/2;
si (£(c).f(b)<0) alors a=c;
sinon b=c;

};

[afficher a];

4.3 Méthode du point fixe

4.3.1 Le théoréme du point fixe

Définition 4.3.1 Soit f une fonction définie sur D. On dit que x € D est un point fixe de
f lorsque f(z) = x.
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Proposition 4.3.2 Soit f une fonction de classe Cl sur un intervalle fermé I C R, telle
que f(I) C I, et (uy) la suite définie par un+1 = f(u,) pour un uy € I donné. S'il existe
un réel 0 < k < 1 tel que |f'(z)| < k < 1, alors la suite (u,,) converge vers un réel £, qui est
le seul point fixe de f sur I. De plus

[0 — up| < k"€ — ).

Preuve: Supposons d’abord que f admette deux points fixes x1 et zo distincts dans 1.
On aurait

1 — 22| = | f(21) — f(22)| < kloy — 22| < |21 — 22,

ce qui est absurde. Donc f admet au plus un point fixe dans I.
On va montrer maintenant que (u,) est une suite de Cauchy de R, et donc qu’elle
converge. Pour n > 1 on écrit w1 — up = f(up) — f(un—1). On applique le théoreme
des accroissements finis sur 'intervalle d’extrémités u,, et u,,—1 : cet intervalle est inclus
dans I, donc f y est Cl, et il existe ¢ € I tel que upi1 — un = (up, — un_1)f'(c). On a
donc

|Un+1 - Un| < k;|un - un71|7

et par récurrence, on obtient
[un+1 — un| < E™|ugp — ug).
Soit maintenant p > ¢ deux entiers, et m =p — g, on a
[up = uq| = [tigem — gl < [Uugrm — ugrm—1| + [Ugrm—1 — Ugtm—2| + -+ + g1 — ugl,

et donc
= g S (I + T ) g — ),

Or krtm=1p gatm=2 4. 4 |0 = k(1 + - + k™) = k9422 done

[up — ug| < lu1 — uol.

~1—k

Puisque 0 < k < 1, on a lim;_.; o k7 = 0, donc pour € > 0, il existe N. € N tel que
%\ul —ugp| < € pour tout ¢ > N,. Finalement, on a |u, —u,| < € pour tout p > ¢ > N, :
la suite (u,) est une suite de Cauchy, et converge donc vers un réel ¢ € I. En passant
a la limite dans wu,4+1 = f(uy), et grace a la continuité de f, on obtient bien f(¢) = ¢.
Pour ce qui est de la dernieére inégalité, on a

|t — 4] = [f(un—1) = f(O)] < klun—1 — /|
et le résultat découle d’une récurrence facile. O
Attention! c¢a ne marche pas si 'on suppose seulement que |f’(z)| < 1. Considérer par
exemple la fonction f : [1,4+o00[— [1,+o0[ définie par f(x) = z + —. La fonction f n’admet
x

1 1
pas de point fixe : f(z) =z & — = 0. Pourtant f'(x) =1— —;, donc |f'(x)| < 1 sur [1, +ool.
T x
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4.3.2 Points fixes attractifs et points fixes répulsifs

On se pose maintenant la question suivante : si « est un point fixe de f, peut-on obtenir une
valeur approchée de a & partir d’une suite définie par la formule de récurrence u, 41 = f(uy).
Autrement dit, peut-on trouver un intervalle I contenant «, stable par f et tel que f’ vérifie
une inégalité du type |f/(x)] < k < 1 sur I.

Définition 4.3.3 Soit f une fonction C! sur R, et o un point fixe de f. On dit que o est
un point fixe attractif si |f’(«)] < 1. On dit que « est un point fixe répulsif si |f/(a)] > 1.

Exemple 4.3.4 Soit f(x) = %(wS + 1). En établissant son tableau de variations, on voit que
f admet trois points fixes a1 < as < as. Le Théoreme des Valeurs Intermédiaires permet de
montrer que —2,5 < a1 < 2,0 < ay < 0,5 et 1,5 < ag < 2. L’étude du sens de variation de
f! permet de conclure que a; et ag sont des points fixes répulsifs, alors que ay est un point
fixe attractif.

e Supposons que « soit un point fixe attractif. Puisque f’ est continue, il existe h > 0 tel que,
pour tout z € [ — h,a + h], on a |f'(z)| < k < 1, ol par exemple k = %l(o‘) L’intervalle
I = [ao— h, e+ h] est stable pour f : si xz € I, le TAF appliqué sur U'intervalle d’extrémités x
et a donne

[f(z) —al = |f(x) = fla)] <kl —af <kh <h,

et donc f(z) € I. On a démontré la

Proposition 4.3.5 Si « est un point fixe attractif de f, il existe h > 0 tel que, pout tout
ug € [ — h,a + h|, la suite (uy,) définie par u,1+1 = f(uy) converge vers c.

e Maintenant si « est un point fixe répulsif de f, on aura |f’(x)| > 1 sur un voisinage I de «,
et 'on ne pourra pas utiliser directement la méthode du point fixe pour obtenir une valeur
approchée de «. Il est cependant parfois possible de 'utiliser, disons dans le cas ou I’on dispose
d'une expression ”explicite” pour f~!. En effet puisque |f/(x)| > 1 sur I, et puisque f est
continue sur I, on a ou bien f’(z) > 1 pour tout = de I, ou bien f’(z) < —1 pour tout z de I.
En particulier f est strictement monotone sur I, et puisqu’elle y est continue, f est bijective
de I sur J = f(I). Il suffit alors de remarquer que « est automatiquement un point fixe
attractif pour 7! : on a en effet f~1(a) =, et [(f~1)(a)| < 1 puisque (f71)'(a) = 1/f'(c).

Dans le cas de la fonction f(x) = i(mg + 1) par exemple, f : R — R est une bijection, et on
a f~1(x) = {/4x — 1 : on peut trouver une valeur approchée de a; (ou de as) en utilisant la
méthode du point fixe pour f~1... & condition de disposer d’un moyen de calculer la racine
cubique d’un réel.

e [l reste a considérer le cas des points fixes a qui ne sont ni attractifs, ni répulsifs, c’est a dire
pour lesquels |f'(«)| = 1. Dans ce cas, la suite (u,,) définie par u,4+1 = f(uy) peut converger
ou diverger, et ce méme pour une donnée initiale arbitrairement proche de a.
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Par exemple 0 est un point fixe de f(z) = sinh(z) = 2(e® —e ™), et f/(0) = cosh(0) = 1. Pour
tout ug > 0, la suite u,4+1 = f(uy) est strictement croissante, donc ne peut pas converger
vers 0 (en fait elle tend vers +o00). Par contre 0 est aussi un point fixe de g(z) = sinx, mais

la suite up+1 = g(uy) converge vers 0 pourvu que ug soit pris assez proche de 0 (Jug| < 7/2
suffit).

Question 12 Prouvez tout ¢a!

4.3.3 Algorithme

On suppose que « est un point fixe attractif de f, que f vérifie les hypotheses du Théoreme du
Point Fixe sur un intervalle I contenant «. On prend ug € I et on calcule les itérés successifs
ur = f(uo), f(f(wo)), f(f(f(up)))... Quand peut-on s’arréter ? On peut bien sir estimer la
constante k < 1 telle que |f'(z)| < k sur I, et si 'on veut obtenir une valeur approchée a e
pres, itérer N fois, ou N est tel que (cf. le Théoreme du Point Fixe)

NI < e,

ou |I| désigne la longueur de Uintervalle I. La détermination de k et N peut cependant étre
longue ou difficile, et ’on se contente plutot de s’arréter lorsque la distance entre deux itérés
successifs est inférieure a €¢/M, o M est choisi assez grand (M = 10,100...). On peut en
effet écrire

|un - €| < |Un+l - un| + ’unJrl - €| < ‘UnJrl - un| + k|un - £|a

et on aura donc

€
_Y < - -
un == 7 M(1—Fk)

On comprend que plus k est proche de 1, plus M doit étre grand pour donner la précision
attendue. Voila un algorithme possible :

‘un—i—l - Un‘ <

[lire x, precision];
M=10; /* 1l’algorithme donnera la précision attendue pour k<9/10 */
y=x+1;
Tant que (abs(y-x)>precision/M)
{
y=%;
x=f (%) ;
s

[afficher x];

4.4 Méthode de Newton

On va utiliser une méthode de point fixe pour résoudre I'équation f(x) = 0. On suppose
toujours que « est 'unique solution de cette équation dans un intervalle I donné. On va
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simplement exhiber une fonction g dont a est un point fixe super-attractif, c’est-a dire telle
que g(a) = a et ¢'(a) = 0.

Historiquement, ce n’est pas ainsi qu’a été pensée la méthode. L’idée, attribuée a Isaac New-
ton, est de remplacer la courbe représentative de f par sa tangente. Plus précisément, partant
d’une valeur approchée ug de a, on trace le point d’intersection de la tangente a Cy au point
d’abscisse a et de 'axe des abscisses. Si cette tangente n’est pas horizontale, c’est-a-dire
f'(ug) # 0, on obtient un point M de coordonnées M (uq,0) et un calcul simple montre que

Ayant en téte la figure ci-dessous, on espére que u; est une meilleure approximation de « que
Uug-

y—f(u0)=f’(u0)(x-u0)

y=f(x)

\ 4

FIGURE 4.1 — La méthode de Newton

La construction de Newton correspond bien a ce que nous avons annoncé. Il faut d’abord
noter que si f/(«) # 0, et puisque f’ est continue, il existe un intervalle contenant « sur lequel
f(x)
f'(@)

au voisinage de . On a aussi g(a) = a, et on note que, si f est de classe C2,

) =1— (f'(@)” = f@)f"(z) _ f(@)["(x)

(f'(x))? (f'(@)*
ce qui montre que ¢'(a)) = 0. Par conséquent « est un point fixe attractif de g, et il existe
un intervalle I contenant « sur lequel on peut utiliser la méthode du point fixe : pour un wug

assez proche de «, la suite (uy) définie par u,+1 = g(uy) converge vers a.

est donc bien définie

/' ne sannule pas. Dans ce cas, la fonction g définie par g(z) = z—

Du fait que ¢’(«) = 0, la suite (u,) converge tres vite vers a. Le résultat suivant montre
que partant d’une valeur approchée a 0,1 pres, on obtient environ 2" décimales exactes en n
itérations.
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Proposition 4.4.1 Soit f une fonction de classe C? sur l'intervalle I = [a — 7,a + 7], ol
f' ne s'annule pas. On note

f(=) :
M = sup et h=min(r,1/M).
ver | f'(z) (r1/40)
Siug € [ — h,a + h], et notant (u,) la suite (u,) définie par un+1 = g(un), avec g(x) =
f(x)
— ,ona
f'(x)

1 n
fun = a] < 3 (MJuo = al)?

Par exemple pour f(z) = 23 — 4z + 1, les solutions de 1’équation f(z) = 0 sont les points
fixes a1, as et az de la fonction h : x — %(1:3 + 1) que nous avons déja étudiés. Notant que ce
sont des zéros simples de f, la méthode de Newton donne a1, as et ag comme points fixes de
la fonction

flz) @ —dz+1  22% -1

g(x):x—f,(x)—x 322 —4 3324

Le lecteur pourra vérifier que pour obtenir une valeur approchée & 107'° pres de as par
exemple, il faut calculer une douzaine de termes de la suite (u,,) construite avec h, alors que 5
termes de la suite construite avec g suffisent. Avec la méthode de dichotomie, il faut environ
50 itérations.

Question 13 Est-il vraiment nécessaire d’écrire un algorithme ici pour la méthode de New-
ton ?

Une derniere remarque : I'estimation ci-dessus montre que la convergence est moins bonne
quand le nombre M est grand, c’est-a-dire quand f’(x) est proche de 0 sur I, et f”(x) est
grand sur I. La méthode de Newton est donc particulierement efficace lorsque la racine que
lon cherche se trouve dans une région ou la pente est grande (|f'(z)| >> 0), et ou elle ne
varie pas beaucoup (|f”(z)| << 1). En particulier, cette méthode doit bien marcher. .. pour
les droites qui ne sont pas horizontales !



Chapitre 5

Calcul de primitives

5.1 Primitive d’une fonction continue

Définition 5.1.1 Soit f une fonction définie sur D, et I un intervalle inclus dans D. On
dit qu'une fonction F' est une primitive de f sur I lorsque

1. F est définie, continue et dérivable sur I ;
2. pour tout z € I, F'(z) = f(x).

Si f admet une primitive F sur I, alors il est clair que pour tout C' € R, la fonction G : x —
F(x) + C est aussi une primitive de f sur I. En fait il n’y en a pas d’autre : si F' est une
primitive de f sur I, alors toutes les primitives de f sur I s’écrivent z — F(z) + C' pour un
certain C' € R, puisque (F — G)'(x) = 0 pour tout x € I.

Voila maintenant le résultat sur lequel repose le calcul intégral des fonctions continues :

Proposition 5.1.2 Si f est une fonction continue sur un intervalle [a, b], alors la fonction
F' définie par

F:x»—>/:f(t)dt

est une primitive de f sur [a,b]. C'est la seule qui s'annule en a.

T T

On utilise d’ailleurs les notations [ f(x)dx ou / f(t)dt (Attention : pas / f(z)dz) pour

désigner ’ensemble des primitives de la fonction f. De ce théoreme découle le résultat bien
connu suivant
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Proposition 5.1.3 Soit f une fonction continue sur [a,b]. On a

b
/ f(@)dz = [F(2)]s = F(b) — F(a),

ot F' est une primitive quelconque de f sur |a,b].

Voici une liste de primitives qu’il faut absolument connaitre. Le lecteur devra a chaque fois
s'interroger sur l'intervalle ou ces primitives existent. On donne toutes les primitives de la
fonction : le C des formules ci-dessous désigne un nombre réel quelconque.

anrl 1
/m”d:rz + C, pour n # —1 / dr =In|x+a|+C
n+1 T+a

/eo‘xd:c - + C, pour o # 0 /cos(ax)da: = sin(az) + C, pour a # 0
a a

1
dxr = arcsinz + C / dx = arctanx + C
1+ 22

=

5.2 Trois techniques de calcul

5.2.1 Intégration par parties

Il arrive que l'on ait a intégrer un produit de fonctions. Bien entendu, le produit des primitives
n’est pas une primitive du produit. Plus précisément, pour deux fonctions u et v dérivables,
on a

(uw) (z) = ' (z).v(x) + u(z).v'(x)

On en déduit la formule d’intégration par parties :

Proposition 5.2.1 Soit u et v deux fonctions de classe C! sur [a,b]. On a

Cette formule est évidement tres utile lorsque 1'une des deux intégrales est beaucoup plus
simple & calculer que 'autre. Soit par exemple

w/2
I = / x cos xdx
0

On pose u(z) = z et v'(x) = cosz. On a alors u/(x) =1 et I'on peut prendre v(z) = sinx (un
autre choix de primitive est tout & fait possible mais ne change pas le résultat du calcul). On
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obtient donc
D) /2 T /2
I =[zsinz],” — smxdsz—[—cosm]o =——1
0

5.2.2 Changement de variable
La proposition qui suit est connue sous le nom de formule du changement de variable. Le

lecteur doit noter que I’égalité ci-dessous peut étre lue dans les deux sens, et qu’elle sert
autant dans I’'un que dans 'autre.

Proposition 5.2.2 Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a,b]. Soit aussi u une
fonction continument dérivable de |c, 3] dans [a,b] avec u(a) = a et u(B) =b. On a

Abﬂxww=ilffW@»w@ﬁ#

Preuve: Si F est une primitive de f sur [a,b], on a, pour tout ¢ de [«, ],
(Fou)(t) = F'(u(t).u'(t) = flu(t)u(t),

et il suffit d’intégrer :

B
/’ﬂmmwwﬁ—uwuwm—Fww»—me»—F@—Fw»

ce qui prouve la proposition. O

Question 14 Que suffit-il de savoir sur la fonction u pour étre sir que u([c, 3]) C [a,b] ?

. . 7 . &Y 7 . 7 . I
Avec les notations différentielles que I'on a déja rencontrée, si x = u(t), on peut écrire — =

dt
d
d—? =/(t), ou, en poussant un peu le bouchon (hum),
du = ' (t)dt.

On peut donner un sens mathématique & ce petit calcul, mais pour l'instant on doit se
contenter d’y voir un moyen de retenir cette formule, voir de la mettre en pratique. En effet,
si ’on note w la variable notée = dans la formule ci-dessus (ce qui ne change rien), on lit

/ab fu)du = /j Flu(t)d (t)dt.

Voici des exemples ou 'on applique la formule du changement de variable dans chacun des
deux sens.
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e On veut d’abord calculer
1 1
I—/ f(u)du-/ V1—u?du
0 0

On va simplifier grandement le calcul en posant u(t) = sint. On a du = /(t)dt = costdt et
u(a) = 0 pour o = 0, u(3) = 1 pour 3 = 7. La formule ci-dessus lue de gauche a droite donne

alors /2
™
I = / V1 — sin? t cos tdt.
0

Or sur lintervalle [0,7/2], v/1 —sin?¢ = cost, donc

™

5 1 /3 1 in2t]™/?
I:/2cos2tdt:/2(1+c0s2t)dt: t+ 2 u
0 2 Jo 2 2 |, 4

On vient de calculer la surface d’'un quart de disque de rayon 1, donné par I’équation y? =
1 — 22, avec z € [0, 1]. Pour un disque de rayon R, on trouve de cette maniere la valeur de
son aire : mR2.

e Calculons maintenant I'intégrale
€ (In(t 2
y= [ Or,
1 t

On reconnait facilement dans la fonction a intégrer une expression de la forme f(u(t))u'(t)
avec u(t) = Int (et donc u/(t) = 1/t) et f(x) = 2%. On a u(1) = 0, u(e) = 1 et, en lisant la
formule de changement de variable de droite a gauche,

1 1
J:/u2du:
0 3

5.2.3 Primitives de fraction rationnelles

Lorsque f est une fraction rationnelle, il existe un procédé dit de décomposition en éléments
simples qui permet de trouver ses primitives. Rappelons d’abord que ces primitives n’existent
que sur chaque intervalle inclus dans I’ensemble de définition de f. On donne maintenant une
idée de ce procédé pour les fractions rationnelles du type

ar + 0

f) = az +br +c

Il faut distinguer trois cas :

e Cas 1 : le dénominateur admet deux racines réelles distinctes x1 et xo. Dans ce cas on peut
écrire

A B
_l’_

rT—T1 T—1x9

fz) =

ou A et B sont deux réels.
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e Cas 2 : le dénominateur admet une racine double xg. Dans ce cas il existe A et B dans R

tels que
A B

(x —x0)2  x—x0

fz) =

e Cas 3 : le dénominateur ne s’annule pas : on écrit

2ax + b 1
.y B -
f(@) a:c2+ba:+c+ (z+£)2-A

Le lecteur se persuadera qu’il connait les primitives de chacun des termes qui apparaissent
ci-dessus. La question qui reste et de savoir déterminer les coefficients A et B dans chacun
des cas qui précedent. La méthode la plus simple consiste a réduire les expressions ci-dessus
au méme dénominateur, et d’identifier les coefficients.



Chapitre 6

Equations différentielles

6.1 Motivation

La modélisation mathématique des phénomenes du monde réel passe tres souvent par ’écriture
d’une équation différentielle, qui décrit les variations de la quantité que ’on veut étudier en
fonction d’un parametre. C’est encore une fois Isaac Newton qui a le premier écrit et étudié
des équations différentielles. Son principe fondamental de la dynamique s’écrit par exemple

ma(t) = F(a(t)),

ou t — x(t) décrit la trajectoire du centre de gravité d’un objet de masse m, soumis au
champ de force x — F(x). Il est d’ailleurs clair que pour connaitre la position z(t) de I'objet
a l'instant ¢, il faut connaitre non seulement la regle qui gouverne les variations de cette
fonction, mais aussi la position et la vitesse initiale du centre de masse. Dans le cas d'un
objet se déplacant verticalement sous 'action de l’attraction terrestre, supposée constante
dans la région ou le mouvement a lieu, et compte tenu de la résistance de 'air, I’équation
différentielle ci-dessus s’écrit
ma” (t) = —ka'(t) + mg,

ol k, g sont des constantes. Un autre exemple célebre est celui du pendule : une masse m est
suspendue a lextremité d’une corde de longueur ¢ dont 'autre extrémité est fixe. L’angle 0(t)
que fait, a l'instant ¢, le fil avec la verticale vérifie la relation

0" (t) + %sin(@(t)) —0.
Cette équation n’a pas de solution que l'on puisse exprimer simplement avec des fonctions
connues. Il faut avoir a 'esprit que c’est le cas de la plupart des équations différentielles, méme
si les exercices proposés aux étudiants consistent souvent a trouver une solution explicite -
c’est plus facile! L’étude qualitative d’une équation différentielle consiste & décrire certaines
propriétés des solutions sans les calculer, mais nous ne pratiquerons pas ce sport ici.

On trouve des équation différentielles dans tous les domaines de la physique. Par exemple la
charge électrique ¢(t) d’un condensateur dans un circuit RLC (résistance-bobine-condensateur),
alimentée par une source de courant alternatif, doit vérifier I’équation

L' (t) + Re () + éq(t) _ U cos(wt).
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La biologie est aussi une source importante d’équations différentielles. La modélisation des
systemes prédateurs-proies, due & Volterra, est particulierement éclairante. Au niveau de ce
cours, on peut aussi penser a 1’évolution d’une population de bactéries : on peut étre amené
a penser que le taux de croissance de leur nombre est proportionnel a ce nombre. Celui-ci est
alors décrit par I’équation différentielle

N'(t) = kN(t),

ol k est une constante, que I'on pourra ajuster de sorte que la solution de ’équation coincide
au mieux avec les données expérimentales.

Signalons enfin que les mathématiques elles-mémes peuvent étre source d’équations différen-
tielles. Sil'on cherche les fonctions dérivables y telles que y(a + b) = y(a)y(b) pour tous réels
a,b, on arrive trés vite a 'équation 3’ = ky ot k = ¢/(0). Il est d’ailleurs important de noter
que résoudre 1’équation

y, = f(l’, y)7

c’est trouver les courbes (z, y(x)) dont le vecteur tangent au point d’abscisse z est (1, f(z, y(x))).
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FIGURE 6.1 — Le champ de vecteurs f(z,y) = (1,22 + ¢3)

Il est temps de préciser ce qu’on entend par “résoudre une équation différentielle”. On I’écrit
pour les équations d’ordre 1.
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Définition 6.1.1 Une équation différentielle d'ordre 1 s'écrit
(ED1) y' = F(t,y),

ou F' est une fonction continue sur I x U, I et U étant deux intervalles de R. On dit que
le couple (J,y), constitué d'un intervalle J C I et d'une fonction y définie, continue et
dérivable sur J, est une solution de I'équation lorsque

1. pour tout t € J, on a y(t) € U.
2. pour tout t € J, on ay/(t) = F(t,y/(t)).

On est bien str obliger de vérifier la condition (1) pour que la condition (2) ait un sens.
On verra des plus loin des exemples ol il n’existe pas de solution pour lesquelles J = I.
Autrement dit, en général, méme si la fonction F est “gentille” sur R x R, on ne peut pas
espérer avoir de solution de ’équation (ED1) sur R tout entier.

Pour fixer les idées, on va étudier un type particulier d’équations différentielles, les équations
linéaires. Dans le cas des équations d’ordre 1, on peut écrire les solutions a partir de fonctions
que vous connaissez. C’est aussi le cas pour les équations d’ordre 2 a coefficients constants,
mais on rappelle encore une fois que ce n’est pas le cas en général.

6.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

On considere dans cette section pour commencer les équations différentielles de la forme
(EDL1) y' = a(t)y +b(t),

ou a et b sont deux fonctions définies et continues sur un intervalle I C R. Ce sont des
équations du type (ED), d’ordre 1, avec F définie sur I x R par F(t,y) = a(t)y + b(t). Dans
ce cas particulier, la condition (1) ci-dessus est donc automatiquement vérifiée !

Notant H la partie de H qui dépend de vy, ici H(t,y) = a(t)y, on voit facilement que H est
linéaire par rapport a la variable y :

Ht, Miyr + Aaya) = MH(t,y1) + A H(t, y2),

pour tous (A1, A2) € R? et tous (y1, y2) € R2. On parle donc d’équations différentielles linéaires
d’ordre 1.

Nous allons voir que pour ce type d’équations, il est possible d’exprimer toutes les solutions a
I’aide d’intégrales et de fonctions connues. Attention ! Il ne faut surtout pas croire que c’est
le cas de toutes les équations différentielles. . .

6.2.1 Le principe de superposition

La linéarité de I’équation est une propriété tres utile. On a en particulier la
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Proposition 6.2.1 Soit (J,y1) une solution de I'équation (EDLI1). Toute solution (J,ys2)
de (EDL1) s'écrit yo = y1 + z, ou z est solution sur J de I'équation différentielle homogéne
associée :

(H) 2 =al(t)z.

Preuve: Pour tout ¢t € J, on a (y1)'(t) = a(t)yi(t) + b(t) et (y2)'(t) = a(t)y2(t) + b(t). On
a donc, par soustraction

(12)'(t) = (1) (1) = a(t)(a(x) — 11 (x)),
et, posant z = yo — y1, il suffit de remarquer que 2’ = (y2 — 1)’ = (y2)’ — (11)’- O
Autrement dit, pour trouver TOUTES les solutions de (EDL1), il suffit de

— trouver ’ensemble des solutions de ’équation homogene associée ;

— trouver UNE solution de (EDL1).
6.2.2 Solutions de I’équation homogene associée

Proposition 6.2.2 Soit a une fonction continue sur I C R. L’ensemble des solutions de
I'équation

(H) 2 =a(x)z

sur I est
Sy ={z:t— Ce’®), CeR},

otl A(t) est une primitive de la fonction a sur I.

Remarque 6.2.3 Dans le cas de I'équation (H), on peut donc trouver des solutions sur tout
lintervalle I. On parle de solutions globales.

Preuve: 11 est d’abord trés simple de vérifier que pour n’importe quel C, la fonction
t — Ce A®) est C! sur T et vérifie Péquation.

Soit maintenant (I,z) une solution de 1’équation. La fonction w : t — eA®z(t) est
constante sur l'intervalle I : en effet, pour tout ¢t € I, on a

w'(t) = e A0 (tz) — a(t)e 2D z(t) = e AD (2/(t) — a(t)z(t)) = 0.
Donc il existe C' € R tel que, pour tout t € I, w(t) = C, ou encore z(t) = Ce®), O
On peut se demander comment 1’on a deviné la forme des solutions. Une facon de procéder est

de raisonner par condition nécessaire : si (I, z) est une solution de I’équation, on doit avoir,
pour tout t € I,
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On est alors bien sur tenté de diviser les deux membres de cette égalité par z(t), mais il faut
pour cela faire ’hypotheése que z(t) # 0 pour tout ¢t € I. Compte tenu du résultat qui précede,
ce n’est pas un réel probleme : les solutions de ’équation homogene 2’ = a(t)z ne s’annulent
jamais, sauf s’il s’agit de la fonction constante nulle (C' = 0).

Continuons donc, en supposant que z ne s’annule jamais sur I : on arrive a

to
On a donc
|2(t)] = Ke®),
ott K = e™I2(t)l = |2(¢)| est une constante strictement positive. On doit donc avoir z(t) =

e(t)Ke*®  on €(t) = +1. Mais puisque z doit étre continue, la fonction e est nécessairement
contante sur I, et 'on obtient bien z(t) = CeA® pour une constante C' € R.

6.2.3 Recherche d’une solution : variation de la constante

Dans ce paragraphe, on donne une méthode qui permet toujours de trouver une solution. Il
est important de comprendre que dans la circonstance présente, tous les moyens sont bon!
Par exemple, il est trés simple de trouver une solution de I’équation 3’ = 1, et employer la
méthode de variation de la constante dans ce cas est tres exagéré. ..

L’idée est la suivante : on cherche une solution (I,y) de (EDL1) sous la forme

ot C' est une fonction C! & déterminer, et A(t) est une primitive de a comme ci-dessus. De
maniere un peu rapide, on dit que ’on fait varier la constante C' qui apparait dans I’expression
de la solution de I’équation homogene (H) associée a (EDL1).

Pour que cette fonction soit une solution, il faut et il suffit que
C'(1)eA® + a(t)C ()™ = ¢/ (t) = a(t)y(t) + b(t) = a(t)C(£)er® +b(t),
c’est-a-dire

C'(t) = b(t)e4®

A(t)

et il suffit donc de prendre pour C(t) une primitive de ¢ — b(t)e” ") c’est-a-dire

O(t) = /t t b(s)e ) ds,

0

ol tg € I est un point quelconque.
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6.2.4 L’ensemble des solutions

Au total, on a trouvé toutes les solutions sur I de ’équation (EDL1), et 'on a montré la

Proposition 6.2.4 Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de R. L'en-
semble S des solutions sur I de I'équation

y = al(t)y +b(t)

est
t
S = {(I, Y), y:ti— eA(t)(C —l—/ efA(s)b(s)dS),C € R} ,
t

0

otl A(t) est une primitive de a(t) sur I, et ty un point quelconque de I.

6.3 Equations différentielles linéaires du second ordre a coef-
ficients constants

Une équation différentielle linéaire du second ordre est une équation différentielle qui s’écrit
(EDL2) y' +p@)y +q(@)y = f(z)

pour certaines fonctions p, ¢ et f continues sur un intervalle I de R. On ne va ici considérer
que le cas ou p et g sont des fonctions constantes, car dans ce cas, et dans ce cas uniquement,
on est capable de donner I’ensemble des solutions comme dans le cas des équations linéaires
d’ordre 1.

6.3.1 Principe de superposition
Cette équation étant linéaire, on a aussi le principe de superposition :

Proposition 6.3.1 Soit (J,y1) une solution de I'équation (EDL2). Toute solution (J,ys2)
de (EDL2) s'écrit y» = y1 + z, ol z est solution sur J de I'équation différentielle homogéne
associée :

(H) 2 +p2 +qz=0.

On laisse au lecteur le soin de prouver cette proposition. Comme pour les équations linéaires
d’ordre 1, on voit que pour trouver TOUTES les solutions de (EDL2), il suffit de

— trouver ’ensemble des solutions de ’équation homogene associée;

— trouver UNE solution de (EDL2).
On ne donnera pas ici de méthode générale pour trouver une solution de (EDL2). Une telle

méthode existe (c’est aussi une méthode de variation des constantes), mais est plus difficile &
mettre en oeuvre. On se contente de donner les solutions de I’équation homogene (H) associée.
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6.3.2 Equations homogenes

On cherche les solutions de 1’équation
(H) 2"+ p2' +qz =0,

ou p et g sont des nombres réels fixés.

L’idée de départ consiste & chercher des solutions de (H) de la forme z : ¢t — e pour un
certain nombre 7. En calculant 2’ et 2” pour cette fonction, on voit que c’est une solution si
et seulement si r est une solution de 1’équation caractéristique associée a (H) :

(*) r? 4+ pr+q=0.

On peut alors démontrer la

Proposition 6.3.2 Soit A = p? — 4q le discriminant de I'équation caractéristique (*)
associée a (H).

1. Si A >0, I'ensemble des solutions sur R de I'équation (H) est
Sy = {t — Clerlt + Cgemt, C,Cy € R},

ot 1,72 € R sont les racines de (*).

2. Si A =0, I'ensemble des solutions sur R de I'équation (H) est
Sy = {t — e”’t(Clt + CQ), Ci,Cs € R},

ot g € R est la racine de (*).

3. Si A <0, I'ensemble des solutions sur R de I'équation (H) est

Sy = {t — e P2(C} cos(6t) + Cosin(6t), C1,Cy € R},

ot § € Rt vérifie 52 = —A.



CHAPITRE 6. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 54

Preuve: « On commence par le cas ou A = 0. Soit z(¢) une solution de (H). On pose
w(t) = e " z(t) = eP/?2(t). On a

w'(t) = gept/2z(t) + P22 (1)
2
w'(t) = pzept/Qz(t) + pePt 22! (t) + P22 (1) = P2 (qz + p2 + 2") = 0.
Donc w(t) = Cyit + Cy pour certains réels C1,Cs, et z(t) est de la forme annoncée.
Réciproquement, toutes les fonctions de cette forme sont des solutions de (H), ce qui

prouve la proposition dans ce cas.
e Considérons maintenant le cas ot A > 0. Soit z(¢) une solution de (H). Notant r; =

—p—2\/Z7 on pose w(t) = e "z(t). On a
w'(t) =re " 2(t) + e (1)
w’(t) = (r)%e " 2(t) — 2re " (t) + e (1)
= [(r1)? = qle " 2(t) — [2r1 + ple T (t),
oll on a utilisé le fait que 2" = —pz’ — gz. Un calcul simple montre que
(r)? —q=—pri —2¢ = —rVA et 2r +p = —VA.
On a donc

w"(t) = VA[—rie T 2(t) + e T ()] = VA W' (t).
Posant v = w’, on a v' = v/Av, donc v(t) = AeVAt et on en déduit que
w(t) = C’ge‘/& + Oy,
pour certains réels C1, Cy. Du coup
2(t) = C’ge‘/&e”t + Cre ™t = Cre "t 4 Che™!,

comme annoncé. Réciproquement, toutes les fonctions de cette forme vérifient (H), et on
a terminé la preuve de la proposition dans le cas A > 0.
e On admet le résultat dans le cas A < 0. O
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6.4 Un peu de théorie générale

6.4.1 Définitions

Définition 6.4.1 Soit F' une fonction de R x R™ dans R, définie sur U x D, ou U est un
intervalle de R. Si I est un intervalle de R et y : x — y(x) une fonction définie sur I, de
classe C™, on dit que (I,y) est une solution de I'équation différentielle d'ordre n

(ED) y" = F(ey.yy oy )
lorsque I C U et, pour tout z € I, on a (y(z), v (x),y"(z),...,y" V(z)) € D et

y" = F(z,y(z), 9 (z),y"(),...,y" V().

Question 15 Donner la fonction F', U et D dans les exemples précédents.

Remarque 6.4.2 On dit parfois que les équations différentielles de la forme (ED) sont des
équations différentielles résolues (la dérivée de plus haut degré s’écrit comme fonction des
dérivées d’ordre inférieur), et I'on s’autorise a considérer comme équations différentielles des
expressions de la forme

Gz,y,y,...,y"™) =0.

Cependant la résolution de ce genre d’équations passe toujours par une mise sous la forme
(ED). Par exemple I'expression xy' +y = 0 n’est pas une équation différentielle résolue, et ne
peut pas I'écrire sous la forme (ED) sur R tout entier : on n’obtient au mieux qu’une équation
différentielle résolue (y' = —y/x) sur chacun des intervalles U =] — o0, 0[ et U =]0, +00[.

Attention ! On ne peut pas toujours trouver de solution définie sur U tout entier, méme pour
des équations différentielles simples. Soit par exemple F la fonction définie par F(z,y) = 1+y2.
Son domaine de définition est U x D avec U = R et D = R. L’équation différentielle

y =F(z,y) =1+

a pour solution y = tanz sur chaque intervalle I ou cette fonction est définie (par exemple
I =] —7/2,7/2[). Mais il n’y a pas de solution définie sur U = R tout entier.

Définition 6.4.3 On dit que (I, y) est une solution globale de I'équation différentielle (ED)
lorsque I = U.

Supposons que 'on ait déterminé une solution (I,y) de I’équation différentielle (ED) par un
procédé quelconque, et que ce ne soit pas une solution globale (I # U). Est-il possible de
trouver un intervalle J plus grand que I sur lequel la fonction y est encore solution de (ED) ?
On vient de voir que ga n’est pas toujours le cas : la solution (] — 7/2,7/2[,z — tanz) de
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I’exemple précédent ne peut pas étre prolongée. Par contre, si on avait obtenu la solution
(] = 1,1[,x — tanz), on aurait pu la prolonger en (| — /2, 7/2[, z — tanx).

Définition 6.4.4 Soit (I1,y1) et (I2,y2) deux solutions de |'équation différentielle (ED).
On dit que (I3,y2) prolonge (I1,y1) lorsque I contient I, et yo coincide avec y; sur I :

pour tout x € I, ya(x) = y1(z).

On dit que (I,y) est une solution maximale de (ED) lorsqu’elle n'admet pas d'autre prolon-
gement qu’elle-méme.

6.5 Probleme de Cauchy

On vient de le voir, une équation différentielle a en général beaucoup de solutions, méme si
I’on ne s’intéresse qu’aux solutions maximales. D’un autre c6té, on a vu par exemple que
la trajectoire M (t) d’un point matériel au cours du temps est complétement déterminé par
I’équation de Newton (une équation différentielle d’ordre 2), a condition de préciser la position
et la vitesse initiale du point. Ceci conduit a la notion de probleme de Cauchy pour I’équation
différentielle (ED), pour lequel on espére avoir une solution unique.

Définition 6.5.1 Soit F' une fonction de R x R™ dans R, définie sur U x D, ou U est
un intervalle de R, et zyp € U. On appelle probleme de Cauchy (en xg) pour I'équation
différentielle

(ED) y" = F(e,y.yy" oy Y)
la recherche des solutions de (ED) vérifiant la condition initiale
y(iEO) = Yo, ?/(170) =Yi,--- 7y(n_1) (LEO) = Yn-1,

ou (Yo, Y1s---,Yn—1) est fixé dans D.

L’exemple suivant montre que la situation n’est pas aussi simple qu’on pourrait le souhaiter :
il arrive qu'un probléeme de Cauchy ait plusieurs solutions.

Exemple 6.5.2 La fonction nulle est une solution sur R de 1I'équation différentielle y' =
3ly|¥/3. La fonction x +— % est également une solution sur R, et le probléme de Cauchy

{ y' = 3Jy|*/3,
y(0) =0,

admet donc au moins deux solutions.
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Voici cependant une réponse satisfaisante, qui porte le nom de théoréme de Cauchy-Lipschitz.
Sous certaines hypotheses relativement faibles sur la fonction F';, un probleme de Cauchy ad-
met une unique solution localement, c’est a dire sur un intervalle I contenant zy. Atten-
tion! On n’a, en général, aucune information sur 'intervalle I d’existence de la solution. On
se contente d’un énoncé pour les équations différentielles d’ordre 1, mais ce résultat est tres
général. On fait une hypothese sur la régularité de F' un peu plus forte que nécessaire pour
simplifier les choses.

Proposition 6.5.3 Soit F' : R x R — R une fonction définie sur U x D, ou U est un
intervalle ouvert de R. Soit aussi xg € U et yo € D C R. On considére le probléme de
Cauchy

) { y' = F(z,y),

y(7o) = Yo
Si F est de classe C* sur U x D, alors il existe un intervalle I C U contenant xo et une

fonction y de classe C' sur I solution de (P). De plus si (J,11) est une autre solution de (P),
avec xg € J, alors y1(z) = y(x) pour tout x € I N J.

Remarque 6.5.4 Ce théoréme peut aussi s’énoncer de la maniére suivante : sous les hy-
pothéses précédentes, le probléme de Cauchy (P) admet une unique solution maximale.

Question 16 Pourquoi le Théoréme de Cauchy-Lipschitz ne s’applique-t-il pas dans le cas
de I'exemple précédent ?

Dans le cas des équations linéaires d’ordre 1, on a vu que F(x,y) = —a(x)y + f(z). Lorsque a
et f sont continues sur U, la fonction F' est continue sur U X R, et est dérivable par rapport
a y avec OyF(x,y) = —a(x). En particulier 9y F est continue sur U x R, et le Théoreme de
Cauchy-Lipschitz s’applique : pour zg € U et yp € R donnés, il existe un intervalle I C U
contenant o et une fonction y de classe C sur I qui est I'unique solution sur I du probleme
de Cauchy

y = —a(@)y+ f(z),
y(xo) = vo-

Pour ce type d’équations, on a déja obtenu bien mieux : on connait toutes les solutions de

I’équation, et il est tres facile de vérifier que le probleme de Cauchy ci-dessus admet une

unique solution : c’est la fonction de ’ensemble S correspondant a o = yg. On sait d’ailleurs
aussi que 'on a I =U.

Question 17 Quel résultat déja évoqué retrouve-t-on pour yg =07

Autrement dit, le théoréeme de Cauchy-Lipschitz n’est pas d’une grande utilité dans le cas
ou l'on sait déterminer explicitement I’ensemble des solutions. Mais, rappelons-le, cela est
extrémement rare.
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Exercice 6.5.5 Montrer que le probléme de Cauchy (y' = (14 z)%e®Y ; y(0) = yo) admet
une solution unique au voisinage de xg = 0.

6.6 Schéma d’Euler

Il est maintenant bien clair qu’en général, on ne peut pas écrire les solutions d’une équation
différentielle & I'aide de fonctions connues ou méme d’intégrales de telles fonctions. Dans la
pratique, il faut étre capable de calculer des solutions approchées d’une équation différentielle.
Il existe de nombreuses méthodes pour ce faire, certaines extrémement performantes, mais
nous nous contenterons de décrire la plus simple.

Soit donc F' : U x D — R une fonction vérifiant les conditions du Théoreme de Cauchy-
Lipschitz, et (zg,y0) € U x D un point fixé. On cherche & déterminer une solution approchée
du probleme de Cauchy

"= F(x,y),
P {y (z,y)

y(x0) = Yo
sur un intervalle de la forme [zg, 2o + a]. La méthode d’Euler consiste a découper I'intervalle
en N sous-intervalles [z;,zj41] , 7 € {0,... N — 1}, et & approcher la courbe représentative
de la solution y sur [z}, z;41] par sa tangente en x;. Autrement dit, on veut poser
Yapp() = Y () (2 — 25) + y(z;), pour z € [, zj11].
Evidemment, cette formule n’a pas d’intérét : on ne sait pas calculer y(z;) et y/'(z;). On

travaille donc par récurrence : on pose d’abord, pour z € [zg, z1],

Yapp(z) = 20(z — x0) + Yo.

On pose alors y; = Yapp(x1) = (1 — 20)F (20, Y0) + Yo, €t on recommence. A 'étape j, on
pose, pour € [z, Tji1],

{ Yj = Yapp(xj) = (2 — 25-1)F(xj-1,y5-1) + yj1
Yapp(T) = F (x5, y;) (75 — 2j41) + 95

On obtient ainsi une fonction yg,, affine par morceaux, dont la courbe représentative est
relativement proche de la vraie solution ¢y du probleme de Cauchy. La Figure 6.6 ci-dessous
donne la représentation graphique de y,p, et de y pour le probleme de Cauchy

y=y+1,

y(0) =0.
Dans ce cas, et on a vu comment le montrer, la vraie solution est y(z) = ¢* — 1. On a utilisé
le schéma d’Euler sur 'intervalle [0,1], en découpant cet intervalle en N = 2,4 et 20 sous-
intervalles de méme longueur. Il semble sur ce cas que 'approximation est d’autant meilleure

que le nombre N de sous intervalle est grand, ou, ce qui revient au méme, que le pas, c’est-
a-dire la longueur de chaque sous intervalle, soit petit. On donne pour finir un résultat qui
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FIGURE 6.2 — Méthode d’Euler : comparaison entre solution approchée et vraie solution
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va dans ce sens, avec des hypothéses un peu fortes mais qui permettent d’obtenir un énoncé
lisible.

Proposition 6.6.1 Soit F' une fonction vérifiant les hypothéses du Théoréme de Cauchy-
Lipschitz sur U x D. On suppose de plus qu’'il existe M > 0 tel que

|F(z,y) — F(a',y')| < M(|lz — 2'| + |y —y'|), et |F(x,y)| < M.

Soit y la solution du probléme de Cauchy (P) ci-dessus, et Yy, la fonction affine par morceaux
obtenue par le schéma d’Euler sur l'intervalle [a = z9,b = xy]|, avec pas h = (b —a)/N.
Pour tout n < N on a

[9(20) = Yapp(x0)] < (M + 1)(M =) — 1),



