Introduction générale et
rappels

Apres quelques rappels, le cours proprement dit comprendra quatre
chapitres : [intégrale de Riemann sur R, [intégrale de Lebesgue sur R,
les séries de Fourier et intégrale de Lebesque sur R®. Dans cette intro-
duction j’essaie d’expliquer quelques uns des objectifs mathématiques de
ce cours.

Les principes que j’essaie de mettre en ceuvre dans ce cours tiennent
en quatre points :

1) Dégager les idées essentielles.

2) Donner des énoncés simples et efficaces.

3) Fournir de multiples exemples pour chaque notion étudiée.

4) Faire des dessins partout (sauf dans ce polycopié!).

0.1 Qu’est-ce que l’'intégration ?

0.1.1 L’objectif de I’intégrale

Si 'on revient aux sources, 'objectif d’une théorie de l'intégration est
le suivant. On a des fonctions y = f(x), définies sur un ensemble X, qui
peut étre a priori assez général (une partie de R, de RY, etc.) et a valeurs
réelles ou complexes. On cherche a mesurer la taille d'une fonction f (disons
positive) par un nombre (une “norme” de f). Il y a plusieurs possibilités.
La plus simple est de regarder le maximum de f : || ]l = sup,ex f(2) (la
norme de la convergence uniforme). Mais c’est une mesure de f dans une
seule direction, celle des y. L'intégrale [, f(z)dx = || f||1, au contraire, est
un nombre qui mesure de la taille de la fonction dans les deux directions : en x
et en y (c’est la norme de la convergence “en moyenne”). L’idée intuitive qui
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nous guide c’est bien str le cas o X est un intervalle de R et ou l'intégrale
c’est simplement 1’aire sous la courbe y = f(z).

On peut retenir cela sous forme d’une une maxime : Une intégrale a
deuzx facons d’étre grande, si la fonction prend des grandes valeurs sur un
domaine pas trop petit, ou si elle prend des valeurs pas trop petites sur un
grand domaine : les grands maigres et les petits gros.

0.1.2 Propriétés attendues

Selon Lebesgue lui-méme, une intégrale digne de ce nom doit vérifier
plusieurs propriétés :

1) Elle doit étre linéaire : [ (Af +pg) =X [ [+ [y 9-

2) Elle doit étre positive (donc croissante) :siona f > 0,ona [, f >0
(ce qui implique, avec 1), quesiona f < g,ona [, f< [,g)

3) Elle doit avoir de bonnes propriétés de convergence; on attend un
théoreme du genre : sous certaines hypotheses, si on a f = lim f,,, on a
| + f =1lim J « fn (autrement dit, on peut intervertir les signes lim et ).

C’est cette troisieme propriété qui fait toute la différence entre la théorie
de Riemann et celle de Lebesgue : tout est dans les hypotheses. Evidemment
on souhaite qu’elles soient les plus faibles possible et on verra au chapitre
2 que l'intégrale de Lebesgue permet un grand progres a cet égard avec les
théoremes de convergence monotone et de convergence dominée.

Cette propriété de passage a la limite admet des variantes avec des séries
au lieu de suites : [, > fo = >, [ fo (interversion des signes [ et X).
Elle permet aussi d’étudier les intégrales dépendant d'un parametre F(t) =
f x f(t,z)dx. En partlcuher on obtiendra un théoreme de “dérivation sous le

signe somme” = X of (‘“ dx (sous des hypotheéses minimes).
Parmi les mnombrables apphcatlons de ces résultats de convergence on
étudiera au chapitre 3 les séries de Fourier :

o0 (o)
E a,, COSNT + E b,, sin nx
n=0 n=1

qui sont un outil essentiel pour étudier les fonctions périodiques et donc les
phénomenes de vibrations et oscillations de la physique.

0.1.3 Construction de l’intégrale

Les fonctions quelconques



Pour obtenir les théoremes de Lebesgue, il faut passer par une construc-
tion de l'intégrale assez sophistiquée. Notons déja que I’essentiel, pour savoir
définir des intégrales, est de savoir le faire pour fonctions réelles positives.
En effet, si f est une fonction réelle de signe quelconque on peut toujours
Vécrire f = fT — f~ avec fT(z) = max(f(x),0) et f~(x) = max(—f(x),0)
(on notera qu’on a aussi |f| = f* + f7). On définit alors, par linéarité,
[f=[ft=[f.Sif estavaleurs complexes, on I’écrit f = Re f+¢Im f
et on est ainsi ramené par linéarité au cas des fonctions a valeurs réelles.

Intégrer les constantes

Pour les fonctions positives, on commence par le commencement : les cons-
tantes. La, en dimension 1, il y a une formule, sans doute la plus importante
de ce cours, mais que les étudiants instruits ont peut-étre déja rencontrée :

P’aire d’un rectangle est le produit de sa longueur par sa largeur.

On généralise cette formule en dimensions plus grandes en une formule “du
cylindre”. Si on a une fonction constante et égale a b sur une partie A d'un
ensemble X son intégrale est donnée par la formule base x hauteur : p(A)b
ou u(A) désigne la “mesure” de A. Dans le cas ou la fonction constante est
égale a 1 sur A et nulle ailleurs (ce qu’on appelle la fonction caractéristique
de A, notée xa ou encore 1,) 'intégrale est exactement égale a p(A).

Bien entendu, avant d’écrire une telle formule, encore faut-il savoir ce
qu’est cette mesure. C’est assez clair pour un intervalle [a, b] : u([a, b]) = b—a,
voire pour un pavé, mais pour une partie quelconque, c¢’est une autre histoire
et un autre aspect de la théorie : la théorie de la mesure.

Mesures

Au sens mathématique du terme, une mesure sur un ensemble X est une
application, définie sur certaines parties de X et a valeurs réelles > 0, qui
associe a une partie A un nombre p(A) : sa mesure. Une telle mesure doit
vérifier I’axiome essentiel suivant :

Si A et B sont deux parties disjointes, on a (AU B) = u(A) + pu(B).

On dit que p est (simplement) additive. Il y a une variante de cette condi-
tion ou 'on impose une additivité dénombrable (ou o-additivité), toujours
pour des parties disjointes : ,u( U An) = Z 1(A,). Cette propriété d’addi-

neN neN
tivité dénombrable est I'un des avantages essentiels de la théorie de Lebesgue

sur celle de Riemann. En voici un exemple : les rectangles de longueur 1 et
de largeur 1/2", n > 1 posés les uns sur les autres et qui forment le carré
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unité. Avec Riemann, on ne peut pas écrire a priori que I'aire du carré est la
somme des aires des rectangles. La notion de dénombrabilité sera rappelée
ci-dessous.

La construction

Apres les fonctions constantes, en pensant toujours a la linéarité, on
peut intégrer les combinaisons linéaires de ces fonctions : [ D7 Aixa, =
S Aip(A;). Siles A; sont des intervalles (voire des pavés), ce sont les fonc-
tions en escalier (cf. Ch. 1), s’ils peuvent étre plus compliqués, on parle de
fonctions étagées (cf. Ch. 4). Il reste a passer aux fonctions quelconques.

C’est 'objectif d’une théorie de I'intégration et donc de ce cours! Il y a
pour cela plusieurs outils essentiels : au chapitre 1 (resp. 2) nous utiliserons
des techniques d’encadrement (resp. de passage a la limite), a partir des
fonctions en escalier, au chapitre 4, des méthodes de passage a la borne
supérieure a partir des fonctions étagées générales.

On obtient ainsi des fonctions intégrables (celles que 'on sait intégrer).
Il y a en fait deux notions : intégrable au sens de Riemann et au sens de
Lebesgue et nous les caractériserons. On notera qu’il y a beaucoup plus de
fonctions intégrables au sens de Lebesgue, y compris des fonctions un peu
méchantes comme la fonction caractéristique de Q ou celles des ensembles
de Cantor, mais c’est un des avantages de la théorie.

0.1.4 D’autres théorémes

Hormis les résultats de convergence évoqués ci-dessus, d’autres résultats
sont essentiels. D’abord, en dimension 1, ceux que le lecteur a déja vu en
DEUG (pardon, en L1-L2) : le lien intégrale-primitive, I'intégration par par-
ties et le changement de variables, cf. Ch. 1.

Dans le chapitre 3 on abordera le probleme des séries de Fourier avec
un autre outil, de nature géométrique : le produit scalaire et on en verra la
puissance.

En dimension plus grande, deux résultats se détachent, cf. Ch. 4 : le
théoreme de Fubini, qui permet de ramener une intégrale multiple a une
intégrale simple, et la formule de changement de variables.

0.2 Rappels

0.2.1 Propriétés des nombres réels



0.2.1 Proposition-Définition. Il existe un unique corps ordonné archimé-
dien appelé corps des nombres réels et noté R qui vérifie l'un au choix des
axiomes suivants :

1) Toute partie non vide et majorée A C R admet une borne supérieure.

2) Toute suite de Cauchy de nombres réels est convergente.

3) La propriété de Bolzano-Weierstrass : si (x,) est une suite bornée de
nombres réels il existe une sous-suite (x,, ) convergente.

4) Si (z,) et (yn) sont deuz suites adjacentes de nombres réels elles ont une
limite commune x € R. Ce nombre est l'unique x qui vérifie x, < x < y,
pour tout n.

Le corps R contient le corps Q des rationnels.

Borne supérieure

Rappelons ce qu’est la borne supérieure! d’un ensemble A.

D’abord un majorant de A est un nombre M qui vérifie : Vo € A, z <
M. Ensuite la borne supérieure M de A, notée sup A, est le plus petit des
majorants. Cela signifie :

1) C’est un majorant : Vo € A, z < M.

2)Ve>0,dr € A tel que M —e <z < M.

Cette deuxieme condition exprime que M est le plus petit des majorants.
En effet, pour tout € > 0, M — € n’en est pas un puisqu’il y a un x de A qui
est plus grand.

Voici un exemple de manipulation de cette notion :

0.2.2 Proposition. Soient A et B deux parties majorées de R, avec A C B.
Alors, on a sup A < sup B.

Démonstration. Comme sup B est un majorant de B, on a, pour tout b € B,
b < sup B. Comme A est inclus dans B, on a, a fortiori, a < sup B pour tout
a € A. On voit que sup B est un majorant de A. Comme sup A est le plus
petit majorant de A on a bien sup A < sup B.

Suites de Cauchy

Rappelons la notion de suite de Cauchy dont nous ferons un usage constant
tout au long de ce cours. Une suite (disons de réels) (z,) est dite de Cauchy
si elle vérifie :

Ve >0,3N € N,Vp,g €N, (p,q > N = |z, — ] < €).

M y a évidemment une notion de borne inférieure, duale de celle-ci.



Il est clair qu'une suite convergente (disons vers [) est de Cauchy a cause
de l'inégalité triangulaire : |z, — z,| < |z, — [| + |l — x,|, mais la réciproque
n’est pas évidente (c’est un théoreme dans le cas de R, voire un axiome).
Ainsi, cette assertion est fausse si l'on se limite aux rationnels. En effet, si
I’on considere la suite de rationnels :
1 1 1
xn=1+ﬂ+§+“'+mv

on sait qu’elle converge vers e, de sorte que cette suite est de Cauchy dans
R (et donc aussi dans Q), mais elle n’est pas convergente dans Q car e est
irrationnel. Un espace dans lequel toute suite de Cauchy converge est dit
complet. C’est le cas de R, mais pas de Q (on sent bien qu’il “manque” des
choses dans Q, par exemple v/2, e, T, etc.).

0.2.2 Dénombrabilité

Si E est un ensemble fini la notion de cardinal de F, qui n’est rien d’autre
que le nombre des éléments de E, est bien connue. Cette notion est liée
de facon fondamentale a celle de bijection, puisque c¢’est en mettant deux
ensembles en bijection (les moutons et les cailloux par exemple) que s’est
dégagé le concept méme de nombre. Dans le cas des ensembles infinis, on
fonde encore la notion de cardinal sur celle de bijection mais les choses sont
plus difficiles.

0.2.3 Définition. On dit que deux ensembles E et F' ont méme cardinal s’il
existe une bijection f de E sur F. On dit qu’un ensemble E est dénombrable
s’il a le méme cardinal que N, c’est-a-dire s’il existe une bijection f : N — F.

0.2.4 Ezemples.

1) L’ensemble N — {0} a méme cardinal que N (bien qu'’il lui manque 0).
En effet, on a une bijection f : N — N — {0} donnée par f(n) =n+ 1. On
montre de méme que N est en bijection avec N —{0,1,...,n}.

2) L’ensemble 2N des nombres pairs a méme cardinal que N bien qu’il lui
manque un ensemble infini (les impairs). En effet, on a la bijection n +— 2n

de N sur 2N.

Plus généralement on a la proposition suivante :

0.2.5 Proposition. Soit E un sous-ensemble infini de N. Alors E est dé-
nombrable.



Démonstration. On construit par récurrence une bijection f : N — FE en
utilisant le fait que toute partie non vide de N admet un plus petit élément.
On prend pour f(0) le plus petit élément de E, puis pour f(1) le plus pe-
tit élément de E — {f(0)}. Supposons f(0), f(1),..., f(n) construits. On
définit f(n + 1) comme le plus petit élément de E — {f(0), f(1),..., f(n)}
(cet ensemble est non vide sinon E serait fini). Je dis que I'application f
ainsi construite est bijective. En effet, deux éléments distincts de N ont, par
définition, des images distinctes. Par ailleurs, tout élément de E est atteint
par f (précisément, si n est un élément de E, on a n = f(p) ou p est le
cardinal de EN{0,1,...,n—1}).

0.2.6 Corollaire. L’ensemble des nombres premiers est dénombrable.

0.2.7 Corollaire. Tout ensemble infini contenu dans un ensemble dénombra-
ble est dénombrable. Si E est infini et si f : E — N est une application
injective, E est dénombrable.

Jusqu’ici on a vu que certains sous-ensembles de N étaient “aussi gros”
que N. Voici maintenant des ensembles contenant IN mais pourtant pas plus
gros.

0.2.8 Proposition. L’ensemble Z est dénombrable.

Démonstration. On construit une bijection de Z sur N en posant f(n) = 2n
sin>0et f(n)=—-2n—1sin<0.

0.2.9 Remarque. L’idée de la démonstration précédente est tres simple : il
s’agit de ranger Z dans N. Pour cela on fabrique, avec les pairs et les impairs,
deux “tiroirs”, qui sont aussi gros que N en vertu de 0.2.5, et dans lesquels
on range d'un coté les entiers positifs et de 'autre les négatifs. On peut
d’ailleurs, en utilisant les congruences modulo n faire n tiroirs au lieu de
deux.

0.2.10 Proposition. Soit E un ensemble. On suppose que E s’écrit comme
réunion disjointe
E=JE
iel
ou I et les E; sont tous dénombrables. Alors, E est dénombrable.

Démonstration. En vertu de 0.2.7, il suffit de construire une application injec-
tive de E dans IN. Pour cela on considere ’ensemble P des nombres premiers
que 'on numérote (il est en bijection avec N) : P = {po,p1,p2,...}. Par
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ailleurs, on a une bijection de I sur N et on peut donc supposer I = N. On a
aussi une bijection de E; avec N* : E; = {a;1,...,ain,...}. On définit alors
f:E — N en posant f(a;,)=p}'. On voit que f est une bijection de E sur
son image, donc une injection, cqfd.

0.2.11 Remarque. Dans cette démonstration, 'idée, comme pour 0.2.8, est
de fabriquer des tiroirs dans N, mais en nombre infini pour y ranger tous
les ensembles F;. Cette fois, ce sont les puissances des nombres premiers qui
constituent nos tiroirs.

0.2.12 Corollaire. L’ensemble Q est dénombrable.

Démonstration. On peut écrire Q comme la réunion (dénombrable) des en-
sembles Q, des rationnels écrits sous forme de fractions irréductibles a/b
avec b € N*. Il reste donc a montrer que les Q, sont dénombrables. Or, ces
ensembles sont clairement infinis et contenus dans Z, donc dénombrables.

0.2.13 Corollaire. Le produit de deuzx ensembles dénombrables est dénom-

brable.

Démonstration. En effet, on a A x B =J,., ({a} x B).

Jusqu’ici, les ensembles infinis que nous avons considérés (N C Z C Q)
étaient tous dénombrables, c¢’est-a-dire de méme cardinal que N. Le corps
R, en revanche, a un cardinal strictement plus grand, puisque nous allons
montrer qu’il n’est pas dénombrable.

0.2.14 Théoreme. Le corps des réels n’est pas dénombrable.

Démonstration. Nous raisonnons par I’absurde en supposant R dénombrable.
A fortiori, 'ensemble des réels compris entre 0 et 1 (1 exclu) serait lui aussi
dénombrable comme sous-ensemble infini d’un ensemble dénombrable, voir
0.2.5. Cela signifie qu’on pourrait numéroter les réels de [0, 1] : z1, 2o, ..., Ty, ..
cette suite les épuisant tous. Nous allons montrer que ceci est impossible en
construisant un réel de [0, 1], distinct de tous ceux de la suite (z,).

Pour cela on considere les développements décimaux illimités de x1, ...x,,, ...
et on construit  en se donnant son développement décimal illimité (propre)
r = 0,a1as...a,... comme suit. On choisit a; différent du premier chiffre
apres la virgule de z; et de 9 (pour éviter les développements impropres).
C’est, possible puisque on doit juste éviter deux chiffres parmi dix. On choi-
sit ensuite ay distinct de 9 et du deuxieme chiffre apres la virgule de x5, et
ainsi de suite, on choisit a,, distinct de 9 et du n-ieme chiffre apres la virgule
de z,. On a construit ainsi un nombre réel, qui est dans [0, 1] puisque le
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développement est propre. De plus, il est différent de tous les termes de la
suite. En effet, il est différent de x; car ils n’ont pas le méme premier chiffre

apres la virgule, de x5 a cause du deuxieme chiffre, de x,, a cause du n-ieme
chiffre : cqfd.

0.2.3 Normes

0.2.15 Définition. Soit E un espace vectoriel. Une application N : E — R™*
est une norme sur E si elle vérifie les trois propriétés suivantes :
1)onaN(zx)=0<=x=0,

2) on a N(A\x) = |A|N(x) pour tout v € E et tout A € R,

3) on a N(z+y) < N(z)+ N(y) pour tous z,y € E.

On note souvent N(x) = ||z]|.

0.2.16 Exemples.
1) Si E = R" on a trois normes classiques pour = (z1,...,2,) : ||Z||e =

sup |z, |zl =30 l, l2ll2 = /22 =7

2) Si E est P'espace vectoriel des fonctions continues sur [a,b] on a, entre
b
autres, || flloo = sup, [f(2)] et ||z[l = [, [f(2)|dz.

Quand on dispose d’une norme sur un espace vectoriel £ on définit aus-
sitot une distance sur E en posant d(x,y) = ||z — y||. On a aussi des notions
de convergence, de continuité, etc. On les écrit exactement comme sur R
en remplagant les valeurs absolues par les normes. Par exemple, si on a une
norme sur ’espace vectoriel F, une suite (x,) d’éléments de E converge vers
r € FEsilona:

Ve >0,IN e N,Vn €N, (n > N = |z, — z|| < ¢).

0.2.4 Convergence uniforme

Rappelons la définition :

0.2.17 Définition. Soit X un ensemble et soit (f,) une suite de fonctions
de X dans R ou C. On dit que la suite (f,) converge uniformément (sur X)
vers une fonction f: X — R (ou C) si on a :

Ve>0,IN e N,Vne N,n > N = (Vz € X, |f(z) — fa(z)| < ).



C’est exactement la convergence pour la norme ||.|| car la derniere ex-
pression équivaut a ||f — fulleo < €.
Rappelons aussi le théoreme :

0.2.18 Théoreme. On suppose que X est muni d’une distance d (on peut
penser a une partie de R ou R?). Si la suite (f,) converge uniformément
vers f sur X et siles f, sont continues en xo € X, il en est de méme de f.

Démonstration. On se donne ¢ > 0. On veut majorer |f(z) — f(xq)|. Pour
cela on décompose :

f(@) = fxo) = f2) = fulz) + ful2) — ful20) + fulzo) — f(20)

et on applique l'inégalité triangulaire :

[f (@) = fwo)| < [f(2) = ful@)] + | ful2) = ful2o)| + [fn(z0) — f(20)].

Comme la convergence est uniforme?, il existe un N tel que le premier et le
troisieme termes soient < e pour tout n > N et pour tout z € X. Fixons un
tel n. Comme f,, est continue en zg le second terme est < € pour d(x,zg) < 7.
On a gagné.

0.2.19 Corollaire. Dans la situation précédente, si les f, sont continues
sur tout X il en est de méme de f.

2C’est une réflexion intéressante de se demander pourquoi la convergence simple ne
marche pas. On se rend compte assez vite qu’il faut, soit pouvoir majorer le premier
terme indépendamment de = (convergence uniforme), soit le second indépendamment de
n (équicontinuité).
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Chapitre 1

L’intégrale de Riemann

Dans tout ce qui suit on travaille avec une fonction f : [a,b] — R, définie
sur un intervalle fermé borné [a,b] (on supposera a < b, sauf mention
expresse du contraire) et on suppose que f est bornée.

1.1 Fonctions intégrables

Pour définir I'intégrale d'une fonction on pense a l’aire sous la courbe
représentative. Pour une fonction constante positive égale a A sur [a, b] I'intégrale
va étre l'aire du rectangle : A(b — a). On convient de prendre aussi cette
définition si A est < 0. Si on a une fonction en escalier sur [a,b], c’est-a-
dire une fonction constante et égale a \; sur les intervalles |a, s1[, |s1, sof, ...,
]sn—1,b[, son intégrale sera la somme des aires des rectangles : Z?;Ol Ai(Siv1—
s;). Pour une fonction f quelconque, le principe de I'intégrale de Riemann
est d’encadrer f par des fonctions en escalier.

1.1.1 Subdivisions, fonctions en escalier, sommes de
Darboux

1.1.1 Définition.

1) On appelle subdivision du segment I = [a,b] un ensemble fini S de points
de I, contenant les extrémaités. On peut toujours ordonner S : sp =a < §1 <
Sg < < Spp < S, = b

2) Le pas de la subdivision est la quantité |S| = max(s;11 — s;).

3) On dit qu’une subdivision T est plus fine que S si on a S C T.

1.1.2 Ezemple. Si n est un entier > 0, la subdivision formée des points
si=a+ =9 pour i = 0,...,n, est appelée subdivision réguliere d’ordre

n
n.
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1.1.3 Définition. Soit f : [a,b] — R. On dit que f est une fonction en
escalier s’il existe une subdivision S = {a = sg, $1,...,8, = b} telle que f
soit constante (€gale a \;) sur chaque intervalle ouvert |s;, s;v1|, pour i =
0,...,n—1. On note f = esc(S, \;).

Une fonction f : R — R est dite en escalier s’il existe un segment [a,b] tel
que [ soil en escalier en restriction a [a,b] et nulle en dehors de |a, b].

1.1.4 Remarque. On notera qu’on ne dit rien des valeurs de f en les points
de la subdivision. En particulier, la notation f = esc(S, \;) désigne plusieurs
fonctions.

1.1.5 Proposition. La somme, le produit de deuz fonctions en escalier sont
des fonctions en escalier. Si f est en escalier, g o [ aussi, quelle que soit g.
Si f est une fonction en escalier, l’ensemble des x tels que f(x) > k (resp.
>k, <k, <k)estuneréunion finie d’intervalles (peut-étre réduits a un
point).

Démonstration. La premiere assertion est facile en utilisant la réunion des
subdivisions. Pour la seconde, go f est associée a S et aux g(\;). Pour I'image
réciproque, il suffit, pour chaque intervalle de la subdivision (et chaque point),
de regarder si f est > k sur cet intervalle.

Pour I'instant, nous n’avons pas encore défini I'intégrale de quelque fonc-

tion que ce soit, mais, moralement, 'intégrale d’une telle fonction en escalier
n—1

est fab f(t)dt = Z(Si_i_l — 5;)A;. Clest ce qui nous guide pour la suite.
i=0

Sommes de Darboux

On reprend une fonction f : [a,b] — R, bornée quelconque. Si S = (s;)
est une subdivision de [a, b], on peut encadrer f par deux fonctions en escalier
g et h associées a cette subdivision. Pour cela, pour ¢ = 0,1,...,n — 1, on

pose
m; = inf f(z) et M;= sup f(x).

Isi,sital 186,511

1.1.6 Remarques.

1) Les bornes m; et M; existent car on a supposé f bornée. Point n’est besoin
qu’elle soit continue.

2) On associe a f et S les fonctions en escalier g(z) et h(z) respectivement
égales & m; et M; sur les intervalles |s;, s;41] et égales a f en les points s;. Il
est clair qu'on a g(z) < f(z) < h(x).
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La définition que nous avons en vue pour l'intégrale d’une fonction en
escalier rend naturelle la définition suivante :

1.1.7 Définition. On appelle sommes de Darboux (inférieure et supé-
rieure) associées a S et f les deux sommes

[y
[y

n— n—

U(S, f) = : <5i+1 - Si)mi et E(S, f) = : (5i+1 - Sz)MZ

]

Il
=)
Il
o

7

En effet, on a, “moralement”, (9, f) = f; g(t)dt et (S, f) = fab h(t)dt.
Si S, est la subdivision réguliere d’ordre n, les sommes correspondantes
sont notées o, (f) et X,(f).

1.1.8 Remarque. On notera que les valeurs de m;, M; et les sommes (S, f)
et X(S5, f) ne changent pas si on modifie f en les points s;.

1.1.9 Proposition. Soient S, T des subdivisions.

1) Onaa(S,f) <X(S, f).

2) SiT est plus fine que S on a o(S, f) < o(T, f) et X(S, f) > X(T, f).
3) On a o(S, f) < 3(T, f).

Démonstration. Le point 1) est clair. Pour le point 2), faisons le cas de o,
I’autre est analogue. On raisonne par récurrence sur le nombre de points
supplémentaires introduits dans T'. S’il y a un seul point ¢ ajouté entre s; et
Siy1, la quantité (s;41 — s;)m; est remplacée par (t — s;)m) + (s;41 — t)m)
ou mj et m] sont respectivement les minimums de f sur |s;, t[ et ¢, siq1].
Comme on a m; < m, et m; < m! on a la conclusion.

Enfin, le point 3) résulte des précédents en considérant la subdivision
SUT:

o(S,f) < o(SUT, f) <S(SUT, f) < (T, f).

1.1.2 Fonctions intégrables : définition

La proposition précédente admet une conséquence importante :

1.1.10 Proposition. Les bornes supgo(S, f) et infg3(S, f) existent et
vérifient supg o (S, f) < infg 3(S, f).

Démonstration. Soit T' une subdivision quelconque. Pour toute subdivision
Sonaoao(S,f)<X(T,f). On voit que les nombres (S, f) sont majorés par
X(T, f). lls ont donc une borne supérieure et, comme celle-ci est le plus petit
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des majorants, elle vérifie supgo(S, f) < 3(T, f). Comme cela vaut pour
tout 7', on voit que les nombres (7, f) sont minorés par supgo(S, f). Ils
ont donc une borne inférieure qui est le plus grand des minorants, donc vérifie

supg o (S, f) < infg X(S, f).
La définition suivante est alors bien naturelle :

1.1.11 Définition. On dit qu’une fonction bornée f est Riemann-intégra-
ble si l'on a supgo(S, f) = infg 3(S, f). La valeur commune de ces bornes

b
est appelée intégrale (de Riemann) de a a b de f et on la note / f(t)dt.
On a, pour toutes subdivisions S,T : (S, f) < fff(t) dt < X(T, f).

1.1.12 Proposition. La fonction [ est Riemann-intégrable si et seulement
si, pour tout € > 0, il existe une subdivision T telle que (T, f)—o(T, f) < e.

Démonstration. Si on a la condition précédente, on a : § = infg X(S5, f) —
supgo (S, f) < X(T, f) — o(T, f) < €. On conclut alors grace a la remarque
suivante, triviale, mais essentielle :

1.1.13 Remarque. Si un nombre réel o > 0 vérifie 6 < € pour tout € > 0, on

ad=0.

La réciproque vient de la définition d’une borne supérieure ou inférieure.

La propriété suivante fait intervenir le pas de la subdivision :

1.1.14 Proposition. Pour que f soit intégrable il faut et il suffit que la
quantité 32(S, f)—o (S, f) tende vers 0 lorsque le pas de la subdivision S tend
vers 0. L’intégrale est alors la limite commune de 3(S, f) et o(S, f).

Démonstration. Si (S, f) — o(S, f) tend vers 0 quand |S| tend vers 0, on a
évidemment infg ¥(S, f) —supg o (S, f) = 0, de sorte que f est intégrable et
il est clair que l'intégrale est la limite de (S, f) et o (S, f).

Supposons maintenant f intégrable. Nous allons montrer que o (S, f) tend
vers fab f(t) dt quand |S| tend vers 0. Cela montrera le résultat (car le raison-
nement est analogue avec ). On note m et M les bornes de f sur [a, b] et on
pose h = M —m. Soit € > 0. Comme f est intégrable, il existe une subdivision
T, a p points, telle que f; f—o(T, f) < e Soit S une subdivision quelconque
et posons S = SUT. On a a fortiori f; f—0o(S, f) < e. Nous allons montrer
que, si le pas de S est assez petit, on a o(5’, f) — (S, f) < e. On suppose
d’abord |S| < Min (t;41 — t;) = 7, de sorte que chaque intervalle [s;, ;1]
contient au plus un point de T'. Les intervalles de S qui ne contiennent pas de
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points de T" apportent une méme contribution aux sommes o (S’, f) et o(S, f).
Si Iintervalle [s;, s;11] contient le point ¢, la différence entre les deux contri-
butions, sur cet intervalle, est égale, avec les notations de la preuve de 1.1.9,
a (t—s;)(m;—m;) + (siv1 —t)(mi —m;), donc majorée par (s;41—s;)(M —m),
donc par |S|h. Pour les p intervalles qui contiennent des points de 1" elle est
donc majorée par p|S|h. Il suffit alors d’avoir |S| < Min (¢/ph, T) pour que
o(S, ) — o (S, f) soit < ¢, donc [ f—a(S,f) < 2e.

1.1.15 Corollaire. Pour que f soit intégrable, il faut et il suffit que la
différence 3, (f) — on(f) tende vers 0 quand n tend vers linfini. Les deuz
suites ont alors pour limite commune [’intégrale.

Chasles

1.1.16 Notation. Soit f : [a,b] — R. On note oy, (f) = supgo (S, f) et
E[a,b](f) = Supg E(Sv f)

1.1.17 Proposition. Soient a, b, c trois réels avec a < b < c et soit f une
fonction bornée sur |a,c|. Les restrictions f, et f. de f a [a,b] et [b,c|] sont
Riemann-intégrables si et seulement si f Uest et, si l'on note f; f(t)dt et
fbcf(t)dt les intégrales de f, et f., on a la relation de Chasles :

l%@ﬁ:lv@ﬁ+lv@ﬁ

Démonstration. C’est ici qu’on voit I'intérét de prendre des subdivisions non
régulieres. Soient S et T' des subdivisions quelconques de [a,b] et [b, c] res-
pectivement, de sorte que SUT est une subdivision de [a, ¢]. On a o(S, f,) +
o(T, fo) =c(SUT, f) < 0paq(f). En passant a la borne supérieure, d’abord
sur S, puis sur 7', on en déduit : o, 4 (fo) +0(T, fo) < 0paq(f) puis op(fa) +
o, (fe) < 01aq(f). Avec la relation analogue sur X on en déduit que si f,
et f. sont intégrables, f I'est aussi et qu’on a la relation.

Réciproquement, supposons f intégrable. Si U est une subdivision quel-
conque de [a,c|, on considere les restrictions S et T de U a [a,b] et [b, ]
(en leur ajoutant au besoin le point b). On a alors o(U, f) < o(S, fa) +
o(T, f.). En effet, tous les termes des sommes sont égaux, sauf peut-étre
pour les intervalles qui contiennent b ot I’'on a seulement I'inégalité. En pas-
sant aux sup, on a 0aq(f) < 0y (fa) +0p.g(fe). On a, de méme, X, 4 (fa) +
Vi (fe) < Bpa,q(f) et Uintégrabilité de f implique o q(f) = X, (f), donc
aussi o) (fa) = Liap(fa) €t opg(fe) = Xp,qg(fe), donc l'intégrabilité de f,
et f..
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1.1. 18 Remarque. Si on a a > b, on convient de définir fbf dt comme
— fb t)dt. La relation de Chasles est alors vérifiée quelle que soit la position
des pomts a,b,c.

1.1.3 Fonctions intégrables : exemples

Les exemples suivants montrent que la définition de l'intégrale adoptée
ci-dessus redonne bien ce qu’on attend pour les fonctions constantes et les
fonctions en escalier.

1.1.19 Proposition. Une fonction constante, égale a A, sur [a,b], est inté-

grable et on a fabf(t)dt = MNb —a). Il en est de méme si la fonction est
constante €gale a \, sur]a,b| et prend des valeurs arbitraires en a et b.

Démonstration. En effet, on a o(S, f) = X(S,f) = A(b — a) pour toute
subdivision.

1.1.20 Remarque. On a la un premier exemple du fait que la modification
d’une fonction sur un ensemble “négligeable” (ici 'ensemble {a,b}) ne change
pas l'intégrale.

1.1.21 Proposition. Une fonction en escalier f = esc(S,\;) est intégrable

et on a :
n—1

/ F(t)dt = o(S, f) = = > (501 -
=0
b
La formule / f@)dt = o(T, f) = X(T, f) est encore vraie si T est plus fine
que S. !

Démonstration. On applique 1.1.17 et 1.1.19 plusieurs fois.

Maintenant qu’on sait ce qu’est I'intégrale d’une fonction en escalier, on
peut reformuler 1.1.12 :

1.1.22 Proposition. Une fonction f est Riemann-intégrable si et seulement
si, pour tout € > 0, il existe deux fonctions en escalier g et h vérifiant g <
f<het f;h—ffg<e et on a alors ffggfffggh.

Démonstration. Soit S une subdivision. Si g et h sont les fonctions en escalier
associées a S et aux valeurs m; et M, respectivement (cf. 1.1.6.2), les sommes

de Darboux o(S, f) et (S, f) sont égales & f g(t)dt et f h(t)dt, d’ot le
résultat par 1.1.12. Réciproquement, si f est encadree par les fonctions en
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escalier g = esc(S, \;) et h = esc(T, p;) on peut supposer S =T (quitte a les
remplacer toutes deux par SUT) et on a alors \; < m; < M; < pu;, d’ou il
résulte :

b b
/ g(t)ydt < o(S,f) <3(S, f) < / h(t) dt

ce qui permet de conclure, toujours par 1.1.12.

1.1.23 Proposition. Une fonction' monotone est Riemann-intégrable.

Démonstration. Supposons par exemple f croissante et considérons la sub-
division réguliere d’ordre n. On a m; > f(s;) et M; < f(si41), d’ou :

ou(F) = 220 @) + 1) + Flse) £+ Flsun) et

n

b—a

Salf) £ 22 (F 1) + f(s2) + o Flsa) + S 0)

(f(b) = f(a))(b—a)

n

d'ott B, (f) — on(f) <

et la conclusion par 1.1.15.

1.1.24 Proposition. Une fonction continue sur [a, b] est Riemann-intégrable.

Démonstration. Soit € > 0. Comme la fonction f est continue sur [a, b] elle
est uniformément continue :

Ve >0, 3 >0, Yo,y € [a,0] (lz -yl <n=|f(2) = f(y)| < e).
On prend alors la subdivision réguliere associée a un entier n qui vérifie

(b — a)/n < n. Sur chaque intervalle de la subdivision on a M; — m; < € et
donc X, (f) — on(f) < e(b—a).

1.1.25 Ezemple. La fonction y caractéristique des rationnels de [0, 1] n’est
pas intégrable. En effet, sur chaque intervalle d’une subdivision le maximum
de x vaut 1 (car il y a des rationnels dans tout intervalle non vide) et le
minimum vaut 0 (car il y a des irrationnels dans tout intervalle non vide).
On en déduit que les sommes o(S, f) valent toutes 0 tandis que les X(S, f)
valent toutes 1.

!Bien entendu, les fonctions sont toujours supposées définies sur un segment [a,b] et
bornées.
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1.2 Propriétés de ’intégrale

1.2.1 Linéarité et croissance

1.2.1 Théoreme.

1) L’ensemble E des fonctions Riemann-intégrables f : [a,b] — R est un
sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel de toutes les fonctions de |a,b] dans
R et Uapplication I : f — fabf(t)dt est une forme linéaire sur E.

2) La fonction f est intégrable si et seulement si f+ = Max (f,0) et f~ =
Max (—f,0) le sont. Si f est intégrable, |f| l'est aussi®.

3) L’application I est croissante : si on a f < g on a I(f) < I(g). En

particulier, on a linégalité | f;f(t)dt’ < f: |f(t)|dt.

Démonstration. 1) Seul le cas de I'addition de deux fonctions pose probleme.

a) Notons d’abord que la formule f:(f +g) = f; f+ f:g est vraie dans
le cas des fonctions en escalier. En effet, on peut supposer que ces fonctions
sont attachées a une méme subdivision en vertu de 1.1.21 et le résultat est
alors évident.

b) Si on a deux fonctions intégrables f; et f, et un nombre € > 0, en vertu
de 1.1.22, il existe des fonctions en escalier g1, h1, g2, ho, avec g; < f; < h; et
f; h; — ff g; < e pour i = 1,2. Mais alors, les fonctions en escalier g; + g» et

hy + ho encadrent f; + f5 et on a ff(hl + hy) — f:(gl + g2) < 2€ en vertu
du a). Cela montre déja que f; + f2 est intégrable. De plus, f;(fl + f2) et

fab fi+ fab f sont toutes deux comprises entre fab(gl + g2) et f;(hl + hs),
donc leur différence est, en valeur absolue, plus petite que 2e. Comme cela
vaut pour tout € > 0, cette différence est nulle et on a bien f ab (it fo) =

b b
fa fl + fa f2'
2) Si fT et f~ sont intégrables, f = f* — f~ l'est aussi. Réciproquement,
si f est intégrable, comme on a f~ = (—f)T il suffit de traiter le cas de

f1. Soit € > 0 et soit S une subdivision qui vérifie X(S, f) — o(S, f) < e
Sur chaque intervalle de la subdivision, si 'on note M; et m; les extrema
de f, ceux de fT sont M;" = max(M;,0) et m; = max(0,m;). On a donc
M} —m; < M; —m; (distinguer selon que M; est positif ou négatif) donc
X(S, fT)—o(S, fT) < e et la conclusion s’ensuit. Le cas de | f| en résulte par
linéarité car on a |f| = f*+ f~.

Le point 3) est clair.

2Dans le cas de Riemann, la réciproque est fausse : |f| intégrable n’implique pas f
intégrable, exemple, la fonction qui vaut 1 sur les rationnels de [0,1] et — 1 sur les irra-
tionnels. Avec Lebesgue, le résultat sera vrai, au moins si les fonctions sont mesurables.
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1.2.2 Proposition. Si f et g sont intégrables il en est de méme de fqg.

Démonstration. On se ramene au cas f, g > 0 par utilisation des fonctions du
type f* et lindarité. Dans le cas positif, on choisit une subdivision qui donne
un écart de € a la fois pour f et g. Siles extrema de f, g, fg sur les intervalles
de la subdivision sont M;, m;, N;,n;, P;, p; respectivement, on a P; < M;N;
et p; > m;n;. On écrit alors, par la vieille ruse, P, — p; < M;N; — m;n; =
M;(N; —n;) +n;(M; —m;) et cela permet de majorer (S, fg) —o(S, fg) par
(M + N)e on M et N désignent les maxima de f et g sur [a,b].

1.2.2 Fonctions a valeurs complexes

Le fait que l'intégrale soit linéaire permet d’étendre sa définition aux
fonctions de [a, b] dans C.

1.2.3 Définition. Soit f : [a,b] — C une fonction. On dit que f est
Riemann-intégrable si sa partie réelle et sa partie imaginaire le sont et on
pose :

/abf(t)dt - /ab Re f(#)dt +z‘/ab Im f(t)dt.

Les propriétés vues en 1.2.1 restent valables a I’exception de 2) et 3)
dans lesquelles subsiste seulement l'inégalité : | fab f(e)dt| < fab |f(t)|dt (ou
|z| désigne le module du nombre complexe z).

1.3 Primitives et intégrales

Les deux paragraphes qui suivent concernent des choses connues : le lien
intégrale-primitive, l'intégration par parties, le changement de variables, les
intégrales impropres. Ils sont juste la pour vous les remettre en mémoire.
Attention, cela ne veut pas dire que ce n’est pas important : on ne peut rien
faire sans cela et on utilisera ces techniques dans tous les exemples pratiques.

1.3.1 Le théoréme fondamental

1.3.1 Théoréme. Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a,b]. Alors

la fonction F définie par F(x) = / f(t)dt est continue. De plus, si f est

a
continue, F' est une primitive de f.
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Démonstration. Montrons d’abord la continuité de F. Soit M un majorant
de |f] sur [a,b]. On a, pour h > 0, |F(z + h) — F(z)| = ’ffrhf(t)dt’ <
ffrh |f(t)|dt < hM et cette quantité tend vers 0 quand h tend vers 0. Le
raisonnement est analogue pour h < 0.

Ecrivons que f est continue en z. On a :
Ve>0,In>0,VteR, (z—n<t<z+n= f(z)—e< f(t) < f(z)+e).

Si h est positif, on en déduit, pour h < n: (f(z) —e)h < F(z+h) — F(z) <
F(x+h) — F(z)

(f(z) + €)h. On voit ainsi que le rapport tend vers f(x)

quand h tend vers 0. Le raisonnement est analogue pour h < 0.

1.3.2 Applications : changement de variables, intégration
par parties, etc.

On se contente d’énoncer les deux résultats et on renvoie le lecteur a ses
cours de DEUG pour toutes précisions sur ces sujets.

1.3.2 Proposition. Soient u,v deuz fonctions définies sur [a,b] et de classe
CL. On a la formule (dite d’intégration par parties) :

Démonstration. La notation [uv]® signifie u(b)v(b) — u(a)v(a). Le résultat
vient de la formule (uv) = v'v + uv'.

1.3.3 Proposition. Soit I un intervalle de R, f : I — R une fonction
continue et ¢ : [a,b] — I une fonction de classe C*. On a la formule :

b o(b)
[ s goa= [ s

Démonstration. On regarde les fonctions F(y) = [? | f(u)du, F(p(x)) et

o(a)
G(z) = [} fle) ¢'(t)dt.

1.3.4 Remarque. On notera qu’on ne suppose ni que ¢ est injective, ni que
¢’ ne s’annule pas.
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1.3.3 Intégrales impropres

Rappelons (voir les cours de DEUG) qu’on définit, a partir de I'intégrale
de Riemann, des intégrales impropres dans deux cas :

e lorsque l'intervalle d’intégration n’est pas borné,

e lorsque la fonction f n’est pas bornée.

Dans les deux cas, que la borne b soit infinie ou qu’elle soit finie mais

b
que la fonction f soit infinie en b (par exemple), on définit / ftdt =

lim [ f(t)dt si cette limite existe. On dit alors que l'intégrale est conver-

+o0 1
e t N dt
Par exemple, I'intégrale 5} et 'intégrale — sont convergentes,
1 0

Vit
. /+°° dat . [tdt
mais ni —, ni —-
1 t o t
Rappelons qu’on a une condition suffisante de convergence qui est la
convergence absolue (c¢’est-a-dire celle de 'intégrale de |f(¢)]). Un exemple

T sint
ol cette condition n’est pas remplie est celui de 'intégrale / Tdt. On
1
parle alors de semi-convergence.

1.4 Intégrale et limites

Dans un espace vectoriel (de points ou de fonctions), pour étudier la
convergence de suites, la continuité, etc. on a besoin de distances ou de
normes. Sur lespace vectoriel des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] il
y a a priort deux “normes” intéressantes :

e la norme de la convergence uniforme définie par || f|loc = supy, | f(2)],

e la semi-norme de la convergence en moyenne (ou convergence L) définie

par || flly = [ f(t)]dt.

1.4.1 Remarques.

1) La semi-norme L' n’est pas une norme car on peut avoir ||f|j; = 0 sans
que f soit nulle. C’est le cas, par exemple, d'une fonction qui est nulle sauf
sur un ensemble fini.

2) En vertu de 1.2.1.3, on a U'inégalité || || < || ]l (b —a). Cela montre que
la convergence uniforme implique la convergence en moyenne.

Dans ce paragraphe nous établissons les propriétés de l'intégrale de Rie-
mann vis-a-vis de la convergence uniforme.
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1.4.1 La convergence uniforme : complétude

1.4.2 Théoréme. Si (f,) est une suite de fonctions Riemann-intégrables sur
la,b] qui converge uniformément vers une fonction f, alors la fonction f est

Riemann-intégrable et on a fabf = lim f: fn-
Démonstration. On écrit la convergence :

Ve>0,IN e N,Vn e N (n > N = Vz e I,|f(z) — fu(z)] <e).

Cela montre déja que f est bornée (par my — € et My + €, si my et My
désignent les bornes de fy).

Fixons un nombre € > 0 arbitraire (qui fournit un N comme ci-dessus) et
soit S une subdivision. Si on note m,,; et M, ; (resp. m;, M;) les inf et sup de
fn (vesp. f) sur [s;, sit1], on voit que I'on a my; —e < m; et My, +¢e> M.
On en déduit en additionnant le tout :

U(Su fN) - E(b - CL) < 0(57 f) < 2(57 f) < 2(57 fN) + E(b - CL).
En passant au sup et inf sur les subdivisions on obtient :
supo (S, fn) —e(b—a) <supoa(S, f) <inf X(S, f) < inf (S, fn) + €(b — a),

mais, comme fx est intégrable, on a sup o (S, fy) = inf X(5, fy) = fab fn(t)dt
et, finalement :

b b
/ fn(t)dt—e(b—a) < supo(S, f) <inf3(S, f) < / fn(t)dt+e(b—a). (%)

On a donc inf X(S, f) —sup (S, f) < 2¢(b—a), mais comme € est arbitraire,
cela n’est possible que si inf X(S, f) = supa (S, f), ce qui signifie que f est
intégrable. La relation (*) (qui vaut en remplagant N par un n > N) montre
alors que l'intégrale de f est la limite des intégrales des f,,.

1.4.3 Corollaire. L’espace vectoriel E muni de la norme uniforme est com-
plet.

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy de fonctions Riemann-intégrables
(au sens de la norme uniforme). On a donc :

\V/€>O,E|NEN7VP7QEN7 (p7qu:> ”fp_qu S 6)‘

La derniere inégalité signifie encore qu'on a Vz € [a,b], |f,(x) — fy(x)] < €,
inégalité que nous noterons (*). Si on fixe un = € [a, b], on en déduit que la
suite (f,(z)) est une suite de Cauchy de réels. Elle converge donc vers un réel
que 'on appelle f(x). Sil’on fixe p > N et qu’on fait tendre ¢ vers I'infini dans
la relation (*) on en déduit qu’on a, pour tout = € [a,b], |f,(z) — f(z)| <,
donc que (f,,) converge uniformément vers f. On conclut avec 1.4.2.
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1.4.2 Fonctions réglées

Parmi les limites uniformes de fonctions Riemann-intégrables sur un seg-
ment (dont on vient de voir qu’elles étaient encore Riemann-intégrables) il y
a en particulier les limites de fonctions en escalier qui constituent une classe
intéressante. On peut méme se demander, a priori, si ce ne sont pas toutes
les fonctions Riemann-intégrables. On verra qu’il n’en est rien.

1.4.4 Définition. Soit f : [a,b] — C une fonction. On dit que f est réglée
sl existe une suite (f,,) de fonctions en escalier telle que f soit limite uni-
forme de la suite (f,) sur [a,b].

Le théoreme suivant (que nous ne démontrerons pas) donne une carac-
térisation des fonctions réglées en terme de régularité.

1.4.5 Théoréme. Une fonction f : [a,b] — R est réglée si et seulement si
elle admet une limite a gauche et une limite a droite en chaque point.

1.4.6 Exemples.

1) Une fonction continue est réglée.

2) Une fonction monotone est réglée. (En effet, il est clair qu’elle admet en
chaque point une limite a droite et une limite a gauche.)

3) Nouc verrons au paragraphe suivant un exemple de fonction intégrable
(Riemann) non réglée.

1.4.7 Proposition. Une fonction réglée sur [a,b] est bornée et n'a qu’un
nombre fini ou dénombrable de points de discontinuité.

Démonstration. Ecrivons que f est limite uniforme d’une suite de fonctions
en escalier (f,) :

Ve >0,dN e N,Vn € N, (n > N = Vz € [a,b],|f(z) — fu(z)| < ).

Sil’on se donne € et qu’on fixe N, il est clair que f est bornée par e+max | fy|.

Chacune des fonctions f, est continue sauf aux points d'un ensemble fini
A,. Appelons A la réunion des A,,. C’est un ensemble dénombrable. Si x est
en dehors de A, le raisonnement usuel montre que la fonction f est continue
en xo.

1.4.8 Ezemple. Notons qu’il peut y avoir une infinité de discontinuités pour
une fonction réglée (méme monotone). Un exemple est fourni par la fonction
définie sur [0,1] par f(0) =0 et f(z) = 1/n sur l'intervalle |1/(n + 1),1/n].
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1.5 Caractérisation des fonctions Riemann-
intégrables

1.5.1 Notation. Si I = (a,b) est un intervalle borné de R (on ne précise
pas s'il est fermé, ouvert, etc.) on note [(I) sa longueur, c’est-a-dire b—a. On
utilisera aussi la méme notation [(A) si A est une réunion finie d’intervalles
disjoints. Siona a; < b; <as <by <...<a, <b,, on pose :

1((a1,01) U (ag, b)) U... U (an, by)) = Zb — a;.

1.5.1 Les ensembles de Cantor

La construction des ensembles de Cantor, c¢’est comme la fabrication du
gruyere : on fait des trous! Expliquons d’abord le principe. On part du seg-
ment [0, 1], on lui enléve un intervalle (ouvert) au centre (c’est-a-dire un in-
tervalle symétrique par rapport a 1/2). Il reste deux segments sur les bords.
On leur enleve a chacun un intervalle ouvert au centre. Il reste quatre seg-
ments, on leur enleve un intervalle au centre et on recommence. On fait ca
une infinité de fois. L’ensemble de Cantor c¢’est le fromage, c’est-a-dire ce qui
reste quand on a enlevé tous les trous (sl reste quelque chose!)

Pour formaliser cette construction, on se donne une suite de nombres > 0,
A0y A1y - -5 A, - .. qui vont étre les longueurs des intervalles enlevés a chaque
étape : a I’étape 0 I'intervalle enlevé a [0, 1] est de longueur \g, a I’étape 1 les
deux intervalles enlevés sont de longueur Ay, etc. A I’étape n on enleve donc
2™ intervalles, tous de longueur A,. Si 'on veut qu’il reste quelque chose a la
fin, il faut qu’on ait :

+0o0
(%) d o, <L
0

Précisément, si la suite (A,) vérifie cette condition, on pose Ky = [0, 1] et on
définit par récurrence un ensemble K, qui est réunion de 2" segments, et
qu’on obtient en enlevant & K,,_; (qui est formé, lui, de 2" segments) les
2"=1 intervalles centraux de longueur \,_; de ces segments. L’ensemble de
Cantor est alors défini ainsi :

1.5.2 Définition. Soit A = (\,) une suite vérifiant la condition (x). On

note Ky lintersection Ky = ﬂ K,. L’ensemble K, est appelé ensemble de
neN
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Cantor relatif a A. Dans le cas A\, = on parle d’ensemble triadique

3n+1
de Cantor.

La proposition suivante résume les principales propriétés des K, et de
}(AZ

1.5.3 Proposition.
1) L’ensemble K,, est réunion de 2" segments non vides et disjoints. Sa lon-
gueur totale (c’est-a-dire la somme des longueurs des 2™ intervalles qui le

n—1
constituent) est égale a 1 — 22’)\2-. Cette quantité est > 2"\, (donc > 0)
i=0
400
et a pour limite 1 — Z 2"\,
n=0

2) L’ensemble K, est compact, non vide, contenu dans [0,1]. Il ne contient
aucun intervalle non réduit a un point.

Démonstration. Le point 1) est évident par construction (les segments sont
n—1

non vides car on retire A, qui est < (1 — Z 2’)\@-) / 2" par définition de la
i=0

suite A). Il est clair que K, est compact (il est fermé borné). Il est non vide

car il contient 0 et 1. Montrons qu’il ne contient pas d’intervalle non réduit a

un point. Si K, contenait un intervalle de largeur € > 0, cet intervalle serait

contenu dans K,,. Or, la longueur des segments constitutifs de K,, tend vers

0 avec n et elle est < € pour n assez grand.

1.5.4 Remarque. Quand on aura défini une notion de mesure un peu plus

générale, on montrera que la mesure de K, est exactement la limite des
“+oo

longueurs des K,, : 1 — Z 2"\,. En particulier, dans le cas du vrai Cantor
n=0
(triadique) ot I'on a exactement > 0> 2"\, = 1 cette mesure sera nulle.

1.5.2 Ensembles négligeables

Nous définissons maintenant les ensembles négligeables de R qui vont
jouer un role essentiel dans la théorie de Riemann, et surtout dans celle de
Lebesgue :

1.5.5 Définition. Soit A une partie de R. On dit que A est négligeable
(on dira plus tard que A est de mesure nulle, au sens de Lebesque) si pour

25



tout € > 0 il eziste une suite d’intervalles I, (nécessairement bornés) tels
que :

1) A est contenu dans la réunion des I,

2) la somme des longueurs des I,, (somme d’une série a termes positifs) est
<e.

Le lemme suivant, d’apparence anodine, est essentiel dans ces questions :

1.5.6 Lemme. (Lemme de Borel-Lebesgue) Soit K une réunion fi-
nie disjointe d’intervalles. On suppose que K est contenu dans une réunion

dénombrable d’intervalles |, o Jn- Alors, on a I(K) < Y7 1(Jn).

Démonstration. 1) On note d’abord que le résultat est évident si K est
contenu dans un unique intervalle J. En effet, on écrit K = (ay,b) U ... U
(@, by), avec a1 < by <ag <by <---<a, <b.et J=(a,b). Onaa<a et
ar <b, doub—a>> (b —a).

2) Montrons ensuite que si Ji,...,J, sont des intervalles de R, on a
U oU ) <S0 UW(Jg).

C’est évident si les intervalles sont disjoints. Sinon, on se ramene par
récurrence au cas de deux intervalles I, .J. On pose I = (a,b), J = (¢, d) et on
suppose que a est le plus petit des quatre. Comme 'union est un intervalle,
c’est que l'on a ¢ < bet I UJ = (a,Max(b,d)). On a alors (I U J) =
Max(b — a,d — a). Par ailleurs on a (1) + I(J) = (b — a) + (d — ¢) et cette
quantité est > b — a (c’est clair) et > d —a (car b—c > 0).

3) Montrons le lemme dans le cas particulier (dit compact-ouvert) ou K
est réunion disjointe de segments K,..., K, et ou tous les J, sont ouverts.
Comme K est compact, on peut supposer que les J, sont en nombre fini 7.
Considérons la réunion J; U...U J,.. C’est un ouvert de R. Ses composantes
connexes (', ...,C, sont des intervalles ouverts et chacune est réunion de
certains des Ji. Chaque composante contient un certain nombre des segments
K; et la somme des longueurs de ces segments est < [(C;) par le point 1).
Au total, on a donc [(K) < Y I(C;) =1(C1U...UC,) =1(J1U...UJ,) et
cette quantité est <>, 1(Ji) en vertu du point 2).

4) Passons maintenant au cas général. Si on avait Y [(J,) < [(K), soit
e un nombre > 0 plus petit que la différence entre ces nombres. On remplace
K = (a;,b)) U...U(a,,b,) par K = [a1,b;] U ... U][a,,b,] et on remplace la
famille des J,, (n € N) par des intervalles ouverts J/, qui débordent chaque
J, de €/2""2 auxquels on ajoute, en chaque extrémité des intervalles ]a;, b;],
des intervalles ouverts L, et LY de largeur ¢/(4r). La longueur totale des
intervalles J), L}, L est égale a

Zl +Zgn+2+ T——Z + — 4 <Z(K)
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Mais, comme K est contenu dans J, J;, U;(L; U L) et que ces intervalles

sont ouverts, on a [(K) < Y U(J)) + D UL + D U(LY), en vertu du cas
compact-ouvert, et c¢’est absurde.

1.5.7 Proposition.

1) Un sous-ensemble d’un ensemble négligeable est négligeable.

2) Un point est un ensemble négligeable.

3) Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.
En particulier, un ensemble fini (resp. dénombrable) est négligeable.

4) L’ensemble triadique de Cantor est non dénombrable mais négligeable.

5) Un intervalle non réduit a un point n’est pas négligeable.

6) Avec les notations de 1.5.2, si la suite X vérifie Y ;2'N; < 1, 'ensemble
de Cantor Ky n’est pas négligeable.

Démonstration. Les points 1) et 2) sont évidents. Montrons directement la
conséquence de 3). Soit A = {aq,...,a,,...} un ensemble dénombrable. Soit
e un réel positif. On considere les intervalles I,, = [a, — 57> Qn + 2%] Il est
clair que A est contenu dans la réunion des I, et la somme de leurs longueurs
est €.

Pour montrer 3), on considere une réunion dénombrable d’ensembles
négligeables A = U A,. Soit € > 0. Pour chaque n il existe une suite

neN*

d’intervalles I, tels que A, C Upen Ink avee Y, on ((Ini) < €/27. Alors,
I'ensemble de tous les I, est un ensemble dénombrable d’intervalles que
I’on peut numéroter comme une suite et leur réunion contient A. De plus, la
somme des longueurs des I, ;, est < Z:g o

4) Dans le cas du Cantor triadique, 'ensemble K, est réunion disjointe
de 2™ intervalles chacun de longueur 1/3", soit un total de (2/3)". Comme
K est 'intersection des K, il est clair que K est négligeable.

Pour voir que K n’est pas dénombrable, on montre que K est I’ensemble
+oo

a
des z de [0, 1] qui admettent une écriture triadique : x = Z 3—2 avec des a,,

= €.

n=1
égaux a 0 ou a 2. Le méme argument que celui utilisé pour montrer que R

n’est pas dénombrable montre que K ne l'est pas non plus.

5) C’est le lemme de Borel-Lebesgue, voir 1.5.6.

6) Choisissons un nombre € tel que 0 < e < 1 —>". 2¢)\;. Si K\ était
négligeable il serait contenu dans la réunion U d’une suite d’intervalles A,
de somme des longueurs plus petite que €. Quitte a augmenter un peu le €, on
peut supposer ces intervalles ouverts (si on prend € > € on pourra augmenter
éventuellement la longueur du n-ieme intervalle de (¢’ — €)/2" pour le rendre
ouvert). Si F' désigne le complémentaire de U, on a alors (), (K,NF) = 0. Par
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compacité, cela signifie que I'un des K, N F' est vide, donc que K, est contenu
dans U. Mais, comme la longueur de K, est plus grande que 1 — Y. 2\,
c’est absurde (lemme de Borel-Lebesgue, 1.5.6).

1.5.3 Caractérisation des fonctions intégrables

1.5.8 Théoréme. Soit f : [a,b] — R wune fonction bornée. Alors, [ est
Riemann-intégrable si et seulement si l’ensemble des points de discontinuité
de f est négligeable.

Démonstration. Nous montrons seulement ici que si f est intégrable I'en-
semble de ses points de discontinuité est négligeable et nous admettrons la
réciproque.

Dire qu’'une fonction f est discontinue en xq c’est dire :

Jh >0, Vn >0, 3x € [a,b], |v — x| <net|f(x)— flxy)] > h.

Pour h > 0, posons :
Qp = {xo € [a,b] | Vn >0, Iz € [a,b],avec |[x—zo| < net|f(x)—f(xo)| > h}.

L’ensemble D des points de discontinuité de f est égal a |J,., 2, ou méme
a UneN* Q/p. En vertu de 1.5.7 on aura gagné si on montre que €, est
négligeable pour tout h.

Soit € > 0. Nous allons montrer que {2, est inclus dans une réunion
dénombrable d’intervalles dont la somme des longueurs est < 2e. Ecrivons
que f est intégrable. Cela signifie qu’il existe une subdivision S telle que 'on
ait X(S, f) — o(S, f) < eh.

Si |s;, s;+1[ rencontre 2y, on a M; —m; > h. La condition :

n

Z(Si—H — 8i)(M; —m;) < eh

i=1

assure que la somme des quantités h(s;y; — s;), pour tous les intervalles
|siy si+1[ qui rencontrent €, est plus petite que eh. Il en résulte que ), —
{s0,51,-..,S,} est inclus dans une réunion finie d’intervalles |s;, s;41] dont
la somme des longueur est < e. Mais on peut aussi englober {sg, s1,...,,}
dans une telle réunion finie d’intervalles, et donc {2, est contenu dans une
réunion d’intervalles de longueur < 2e.

On peut appliquer ce qui précede aux fonctions caractéristiques. La re-
marque fondamentale est la suivante :
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1.5.9 Proposition. Soit A une partie de R? (ou plus généralement d’'un
espace métrique) et x 4 sa fonction caractéristique. Les points de discontinuité
de xa sont les points de la frontiere de A : Fr A=A — A°.

Démonstration. Si x n’est pas frontiere, il est dans A° ou n’est pas dans A
et la fonction y 4 est constante et égale a 1 ou 0 au voisinage de x, donc elle
est continue. Au contraire, si z est frontiere, il y a, dans tout voisinage de =z,
a la fois des points qui sont dans A et des points qui n’y sont pas, donc des
points ol x4 vaut 1 et d’autres ou elle vaut 0.

1.5.10 Exemples.
1) On retrouve le fait que la fonction caractéristique des rationnels de [0, 1]
n’est pas Riemann-intégrable. En effet, elle est discontinue en tous les points
de [0, 1].
2) Le théoreme permet de donner un exemple de fonction Riemann-intégrable
et non réglée : la fonction caractéristique de ’ensemble triadique de Can-
tor K. En effet, I’ensemble triadique de Cantor est négligeable, mais non
dénombrable. De plus, cet ensemble est fermé et d’intérieur vide, donc égal
a sa frontiere. Donc les points de discontinuité de y g sont tous les points de
K. Comme K est négligeable, la fonction xx est Riemann-intégrable, comme
il n’est pas dénombrable, elle n’est pas réglée (cf. 1.4.7).
3) En revanche la fonction caractéristique d’un ensemble de Cantor K
vérifiant ) 2"\, < 1 n’est pas Riemann-intégrable (car son ensemble de
points de discontinuité K n’est pas négligeable). Si on note x (resp. x,) la
fonction caractéristique de K, (resp. de K,,) on vérifie les faits suivants :
e Les fonctions y,, forment une suite décroissante de fonctions en escalier.
e La suite (x,) est de Cauchy au sens de L'. En effet, pour p < ¢, la
qg—1
différence x, — x, est une fonction en escalier d’intégrale Z 2"\, qui tend

n=p
vers 0 quand p tend vers l'infini.

e La fonction yx, est la limite (simple) de x,, et le candidat a étre sa limite
L', mais n’est pas Riemann-intégrable.

1.5.11 Remarque. La caractérisation de l'intégrabilité permet de retrouver
facilement le fait que le produit de deux fonctions intégrables est intégrable,
que la valeur absolue ou le module I’est. Elle donne aussi le résultat suivant :

1.5.12 Proposition. Soient f,g deux fonctions bornées, f : [a,b] — |[c,d] et
g :e,d] — R. On suppose f Riemann-intégrable et g continue. Alors g o f
est Riemann-intégrable.
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Démonstration. En effet, en un point ou f est continue, g o f I'est aussi. Il
en résulte que g o f est continue en dehors d'un ensemble négligeable, donc
intégrable.

1.5.13 Remarque. L’assertion analogue avec seulement f, g intégrables est
fausse. Voici un contre-exemple. Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) =
0 si x est irrationnel et f(p/q) = 1/q si p/q est rationnel (écrit sous forme
irréductible). Cette fonction est continue sur [0, 1], sauf en les rationnels. Elle
est donc Riemann-intégrable. Si g est la fonction égale a 1 partout, sauf en
0 ou elle vaut 0, g est intégrable aussi, mais g o f n’est autre que la fonction
caractéristique de QNI0, 1] dont on a vu qu’elle n’est pas Riemann-intégrable.

1.6 Annexe : Une remarque sur la définition
des sommes de Darboux

1.6.1 Une variante des sommes de Darboux

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée quelconque. Si S = (s;) est une
subdivision de [a, b], on a posé, pour i =0,1,...,n—1:

m; = inf f(x) et M,= sup f(z).

]5i75i+1[ ]si,si+1[

Mais on aurait tout aussi bien pu considérer les extrema sur les segments
fermés :
m; = inf f(z) et M= sup f(z).

KA
[si,8i+1] [$i,8i41]

Cela permet de définir deux types de sommes de Darboux :

—_
—_

n— n—

‘7(57 f) = (3i+1 - 3i>mi et 2(S> f) = (Sz‘+1 - Si)Mi
=0 1=0
n—1 n—1

o'(S,f) = (siy1 —siymi et X'(S, f) =D (sit1— s:)M].
i=0 i=0

Bien entendu, on a m; > m; et M; < M!. Si f est continue, on a égalité.
En effet, on a f(s;) = lim f(z) > m; et de méme en s;1. Mais, en général,
r—S;

les bornes sont distinctes et donc les sommes de Darboux avec et sans prime
ne sont pas égales. Heureusement on a le théoreme suivant :
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1.6.1 Théoreme. On a les égalités :

supo (S, f) =supa'(S, f) et inf 3(S, f) = inf X'(S, f).
S S S S

Démonstration. Traitons le cas des sommes X, I'autre est analogue. Notons
déja qu’on peut supposer la fonction f positive. En effet, comme f est bornée,
la fonction f + k, ol k est une constante positive, est positive pour k assez
grand. Sur chaque intervalle, les maxima de f + k sont obtenus en ajoutant
k a ceux de f. On a donc X(S, f+ k) = X(S, f) + k(b—a) et X'(S, f+ k) =
¥'(S, f)+k(b—a) et la méme relation vaut en prenant les bornes inférieures,
de sorte qu’il suffit de montrer 1’égalité pour f + k.

Soit S une subdivision. On a M; < M/ et donc (S, f) < ¥'(S, f). On en
déduit I = infg X(95, f) <infg X'(S, f) =TI

Montrons l'inégalité en sens inverse. Pour cela, il suffit de montrer que,
pour tout € > 0, il existe une subdivision 7" telle que 'on ait ¥'(7, f) < I+2e.
Comme [ est la borne inférieure des sommes ¥, il existe une subdivision
S = 80,51, ..,5, telle que T'on ait I < %(S, f) < I + €. On considere une
subdivision T" = tOytla---;t2n+17 avec tg = sg = a, t1 = tg + n, t2n+1 =
Sp = b, to, =b—mn et, pour chaque v = 1,....,.n — 1, ty; = s, —n et ty; 11 =

s; +m. On choisit n > 0, suffisamment petit pour que la suite des ¢; soit
2n

strictement croissante. On considere la somme Z(tiﬂ —t;) M/ ot M] est la
i=0

borne supérieure de f sur 'intervalle [t;, ;1] et on scinde cette somme selon

la parité des indices. L’intervalle [to;11,t9;10], pour ¢ variant de 0 a n — 1

est contenu dans |s;, s;11| par construction. On a donc Mj, | < M; et on en

déduit 'inégalité :

—
[aay

n— n—

(taigo — toip1) Moy < Y (Si1 — s)M; =2(S, f) < T +e.

(2

I
o
I
o

%

(Attention, c’est ici qu'il est important d’avoir supposé f > 0. En effet, on a
bien to;iyo — toip1 < Sip1 — S; et My, ., < M;, mais on ne peut conclure que
les produits sont dans le méme ordre que si ces quantités sont positives.)
Pour majorer les autres termes, on introduit la borne supérieure M de f
n

sur [a,b]. On a alors Z(tzz-ﬂ — t9;) M3, < 2n(n + 1)M. On choisit n pour
i=0
que cette quantité soit < € et on a alors X/(T, f) < I + 2¢ comme annoncé.

1.6.2 Sommes de Riemann
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1.6.2 Définition. Soit f : [a,b] — R wune fonction bornée et soit S =

80, 81, - - -, Sp une subdivision de [a,b]. On appelle somme de Riemann as-
n—1

sociée a f et S toute somme de la forme Z(Si_i_l —8;) f(&) ou & est un
i=0

point quelconque de l'intervalle [s;, S;11].

1.6.3 Remarque. Si s est une somme de Riemann associée a la fonction f et
a la subdivision S, on a l'encadrement : ¢’/(S, f) < s < ¥/(S, f).

1.6.4 Théoreme. Avec les notations précédentes on suppose la fonction f
b

intégrable sur [a,b]. Alors, les sommes de Riemann convergent vers / f(t)dt

lorsque le pas de la subdivision tend vers 0. Précisément, cela signifie que pour
tout € > 0 il existe n > 0 tel que, pour toute subdivision de pas < 1 et pour
tout choizx des points & € [s;, si41] on a :

—_

n—

| > (si41—54) f(&) — / ft)dt| <e.

i

I
o

Démonstration. On a montré (voir 1.1.12) que, si |S| est assez petit, on a
b
X(S, f)—o(S, f) <e. Par ailleurs, on sait quon a o(S, f) < I = / f(t)ydt <

(S, f). Sis= Z?:_()l(siﬂ — ) f(&) est une somme de Riemann associée a
fetS,onaaussi o/(S, f) <s<3(S,f) en vertu de la remarque ci-dessus.
On a donc bien |I — s| <e.

1.6.5 Corollaire. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. Soit n un
entier positif, S, la subdivision réguliére d’ordre m et soit £;(n) un point

i(b_a);a—i— (t+1)(b—a

quelconque de l’intervalle [a + )} Alors, la suite

b— a2 '
— Z f(&(n)) converge vers / f(t)dt
=0 ¢

n
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Chapitre 2

L’intégrale de Lebesgue

2.1 Intégrales et suites, premier épisode : la
convergence uniforme

Parmi les défauts de 'intégrale de Riemann, qui vont motiver I'introduc-
tion de I'intégrale de Lebesgue, on peut citer le fait que Riemann requiere que
I'intervalle et les fonctions soient bornés ou le fait que certaines fonctions,
somme toute assez simples, comme la fonction caractéristique des rationnels
de [0,1], ne soient pas intégrables. Le point essentiel sur lequel nous allons
porter notre attention n’est pas I'un de ceux-la, c’est le lien entre intégrales
et suites. L’objectif est d’obtenir des théoremes du genre de celui-ci :

2.1.1 Théoreme. Soit f, une suite de fonctions intégrables (en un sens a
préciser), qui converge (en un sens a préciser) vers une fonction f. Alors f
est intégrable (en un sens a préciser) et [ f est la limite des [ f,.

Les applications en analyse de ce type de théoremes sont innombrables.

2.1.1 Riemann et la norme de la convergence uniforme :
un exemple

Dans le cas des fonctions Riemann-intégrables, nous avons vu un seul
théoreme de passage a la limite du type de 2.1.1 : le théoreme 1.4.2 qui
utilise la norme de la convergence uniforme. Rappelons que, si (f,) converge
uniformément vers f, la convergence des intégrales vient de I'inégalité :
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Il est clair que cette méthode n’est pas du tout un outil raisonnable pour
étudier des suites d’intégrales. En effet, dire qu'une suite (f,) est petite au
sens de la convergence uniforme c’est dire que les valeurs des f,, sont partout
petites et qu’on peut donc coincer 'aire sous la courbe dans un rectangle
horizontal aplati. Or, son intégrale peut étre petite aussi si la fonction est
grande (pas trop) sur un petit intervalle, donc coincée dans un rectangle

vertical étroit. Un exemple tres simple illustre ces faits, il s’agit des intégrales
/2

de Wallis : I,, = sin” z dz. Comme la suite (décroissante) sin”z tend

vers 0 (car on a si?qac < 1), sauf au point x = 7/2 ou elle est constante et
égale a 1, on conjecture que la suite I,, tend vers 0.

Cependant, comme la limite est discontinue il n’y a pas convergence uni-
forme et on ne peut appliquer directement 1.4.2. On peut toutefois montrer
le résultat en utilisant uniquement 1’outil convergence uniforme. Si on exa-
mine le graphe, on voit que la courbe de sin™z tend vers le coude formé
par le segment [0, 7/2] de I'axe horizontal et le segment [0, 1] de la verticale
x = /2. On va donc majorer I'aire par celle de deux rectangles, I'un allongé,
I’autre debout. Précisément, on se donne € > 0 et on écrit

7/2 m/2—€ /2
I, :/ sin” z dz :/ sin"xd:v+/ sin” x dz.
0 0 w/2—€

Il est clair que le deuxieéme morceau est < e. Quant au premier, sur I'inter-
valle [0,7/2 — €], la convergence vers 0 de la suite sin” z est uniforme (ces
fonctions sont majorées par sin™(m/2 — €)). L’intégrale tend donc vers 0 et
elle est < e pour n assez grand. Il en résulte que I, est < 2e.

Ce raisonnement n’est pas difficile, mais il demande déja une bonne ma-
nipulation des €. Quand on disposera des théoremes de Lebesgue on aura
deux arguments simples pour conclure. On dira, au choix :

e La suite (f,) est majorée par la fonction intégrable 1. Elle converge
presque partout vers 0 (ici, presque partout signifie : sauf en 7/2), donc son
intégrale converge vers l'intégrale de 0, soit 0. (Convergence dominée)

e La suite (f,) est décroissante. Elle converge presque partout vers 0,
donc son intégrale converge vers 0. (Convergence monotone)

2.2 Intégrales et suites, deuxieme épisode : la
convergence en moyenne

I y a évidemment une (semi)-norme mieux adaptée pour mesurer la
taille des intégrales : la norme de la convergence en moyenne définie par
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£l = fab |f(t)|dt = [|f|. La norme L' possede encore la propriété qui nous
intéresse : si une suite de fonctions (f,,) converge vers f au sens de L', les
intégrales I,, = [ f, convergent vers [ f. Cela résulte de I'inégalité analogue
a 'inégalité (%) du cas uniforme, mais ot I'on s’arréte avant la fin :

/abf—/abfn

2.2.1 Remarque. Attention, il faut se débarrasser tout de suite d’une idée
fausse : si les intégrales I, = [ f, convergent vers [ f, ce n’est pas pour
autant que la suite (f,) converge vers f au sens de L. En effet, dire que les
intégrales convergent c’est dire que | [ f — [ fu| = | [(f — fa)| tend vers 0,
tandis que dire que (f,) tend vers f au sens de L' c’est dire que [ |f — f,]
tend vers 0 et on a seulement 1'inégalité : ’ J(f = fn)| < [If = fal

b
g/ = fl = 1f = Full.

2.2.2 Ezemple. On considere les fonctions f,, définies sur [0, 1], qui sont des
pics triangulaires a support dans [0,2/n] avec pointe de hauteur n en 1/n et
la fonction f = 1. Comme les intégrales des f, valent toutes 1, [ f, converge
vers [ f = 1. Cependant, (f,) ne converge pas du tout vers f, ni au sens de
L', ni simplement. En fait, la suite (f,,) converge simplement! vers 0, mais
pas au sens L' puisque les intégrales des f, sont toutes égales a 1.

Il y a tout de méme un cas ou la convergence des intégrales implique la
convergence au sens de la norme L' : lorsque les fonctions f — f, sont de
signe constant, par exemple si la suite est monotone, cf. 2.5.7.

2.2.1 Les suites de Cauchy

La convergence pour la norme L! permet d’approcher le théoréme idéal,
avec une hypothese plus faible que la convergence uniforme, mais il reste a
savoir comment montrer la convergence de (f,,) vers f au sens de L!. En tous
cas, 'exemple ci-dessus montre que la convergence simple est insuffisante.

Pour aborder cette question nous allons utiliser les suites de Cauchy. Cela
est justifié par les deux remarques suivantes :

2.2.3 Remarques.
1) Si une suite de fonctions (f,,) converge vers f au sens de L' c’est une suite
de Cauchy, en raison de 'inégalité :

pr - fq”l < pr - f”l + ||f_ fq”l'

ILe lecteur méditera cet exemple & la lumiere de 2.5.12.
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2) Si (fn) est de Cauchy au sens de L', la suite des intégrales I, = [ f, est
une suite de Cauchy de R. En effet, on a 'inégalité | [ f,— [ fo| < [ 1fp— 4.
Comme R est complet, il en résulte que I, est convergente.

3) Attention, comme pour la convergence, le fait que la suite des intégrales
soit de Cauchy n’implique pas que la suite de fonctions est de Cauchy au
sens de L', cf. 2.2.1 et 2.2.2. Cela sera cependant le cas si la suite (f,) est
monotone, cf. 2.5.7.

La réciproque de la remarque 1) est une question fondamentale en analy-
se : une suite de Cauchy d’éléments d’un espace E est-elle automatiquement
convergente dans E 7?7 Ou encore, 'espace E est-il complet? Ce n’est pas
toujours vrai car il peut “manquer” des fonctions. Ainsi, si on travaille avec
les fonctions Riemann-intégrables, on peut trouver une suite de fonctions qui
est de Cauchy au sens de la norme L! et qui converge simplement vers une
fonction f, mais telle que f ne soit pas Riemann-intégrable. Nous donnons
ci-dessous deux exemples de cette situation.

2.2.4 Ezemple. On considere les fonctions f,, : [0,1] — R définies par f,,(z) =
0 pour x < 1/n et fu(x) = 1/\/x pour x > 1/n. On vérifie que la suite (f,)
est de Cauchy au sens de L!. Elle converge vers 1/y/z qui n’est pas une
fonction Riemann-intégrable.

Au vu de cet exemple, on pourrait se demander s’il ne suffit pas de rajou-
ter les fonctions, comme ici 1/4/x, qui admettent une intégrale de Riemann
impropre. L’exemple suivant montre qu’il n’en est rien, puisqu’il concerne
une fonction bornée sur un intervalle borné :

2.2.5 Ezemple. On a vu au chapitre 1 que la fonction caractéristique d’'un
ensemble de Cantor K, non négligeable n’est pas Riemann-intégrable. On
a vu aussi que, si on note y, (resp. x,) la fonction caractéristique de K
(resp. de K,,) les fonctions x,, forment une suite décroissante de fonctions en
escalier et que la suite (y,) est de Cauchy au sens de L'. La fonction Yy,
qui est la limite (simple) de x,, et le candidat & étre sa limite L', n’est pas
Riemann-intégrable.

L’espace des fonctions Riemann-intégrables n’est donc pas complet pour
lanorme L!. La théorie de Lebesgue va consister essentiellement & le compléter.

2.2.2 Convergence L' et convergence simple

On sait que la convergence uniforme implique la convergence simple, mais
que la réciproque est inexacte. Dans le cas de la convergence L', ces notions
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sont encore plus indépendantes, la méme suite pouvant converger vers des
fonctions différentes selon le sens du mot convergence.

2.2.6 Ezemple. Dans I'exemple de Wallis, la suite (f,,) tend vers 0 au sens
de L', mais ne tend pas simplement vers 0 (elle tend vers 1 au point 7/2).

2.2.7 Ezemple. On numérote les rationnels de [0,1] : ro,ry, ..., 7, ... €t
on prend pour f, la fonction caractéristique de I'ensemble {rg,ry,...,r,}.
Comme les intégrales fol | fn| sont toutes nulles, la suite (f,,) converge vers la
fonction nulle au sens de L!. En revanche, au sens de la convergence simple,
il est clair que la suite (f,,) converge vers la fonction caractéristique x des
rationnels de [0, 1]. Elle ne converge pas vers y au sens de L' car cette fonction
n’est pas Riemann-intégrable.

Dans les deux exemples précédents, les limites aux sens des convergences
simple et L' ne different que sur des ensembles assez petits : un point
ou un ensemble dénombrable. Cela nous conduit a introduire la notion de
presque partout, qui va permettre de négliger ... les ensembles négligeables.
Précisément :

2.2.8 Définition. On dit qu’une propriété P(z) du nombre réel x est vraie
presque partout sur R (ou sur une partie de R) si l’ensemble des points
ou P est fausse est négligeable.

2.2.9 Ezemple. Par exemple une fonction est continue (ou nulle, ou dérivable,
etc.) presque partout si elle est sauf sur un ensemble négligeable. Ainsi, la
fonction caractéristique de Q est presque partout nulle. De méme, la fonction
caractéristique de I’ensemble triadique de Cantor ordinaire est presque par-
tout continue. De la méme fagon, la suite (sin™ x) converge presque partout
vers la fonction nulle. On utilise des variantes de ce terme : presque toujours,
presque sturement, etc.

On peut maintenant se demander si la convergence au sens L' entraine
la convergence simple presque partout. L’exemple suivant montre qu’il n’en
est rien!

2.2.10 Ezemple. I’exemple horrible On considere la suite de fonctions
(fn) ou fo est la fonction caractéristique de [0,1/2], fi celle de [1/2,1], fa
celle de [0,1/3], f5 de [1/3,2/3], fi de [2/3,1], etc. Les fonctions f, sont
Riemann-intégrables (ce sont des fonctions en escalier), positives, définies
sur [0,1]. La suite (f,) tend vers 0 au sens de L' (de sorte qu’elle est de
Cauchy). En effet, I'intégrale de |f,| tend vers 0 quand n tend vers I'infini
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car les f, sont majorées par la constante 1 (la longueur!) mais la largeur de
leur support tend vers 0. Pourtant, la suite (f,,) ne tend pas simplement vers
0, méme presque partout (en fait, elle ne tend vers 0 en aucun point!). En
effet, en chaque point = € [0, 1], il y a une infinité de fonctions f,, non nulles
(c’est le cas chaque fois que le support de f,, repasse par z).

2.2.3 Notre objectif

Notre objectif est le suivant : considérer les suites de Cauchy au sens de
L' de fonctions Riemann-intégrables (f,) (ou méme des suites de fonctions
en escalier, car on peut approcher toute fonction Riemann-intégrable par des
fonctions en escalier au sens de L') et, comme elles ne convergent pas en
général vers des fonctions Riemann-intégrables, cf. 2.2.7 ou 2.2.5, définir de
nouvelles fonctions intégrables f qui seront les limites de ces suites.

2.2.11 Remarque. Dans la théorie de Riemann, les intégrales sont prises sur
des intervalles compacts [a, b], mais, attention, si on a une suite (f,) (méme
de Cauchy) de fonctions, les f,, ne sont pas nécessairement toutes définies sur

1
un meéme segment. Par exemple, la suite des fonctions f, = — X[-n.n) €st de
n

Cauchy au sens de L' (elle converge vers la fonction nulle), mais les supports
de ses termes augmentent avec n. Il va donc étre commode de considérer
des intégrales sur R tout entier. Pour cela il y a un moyen simple : si f
est définie sur I = [a, b] et si elle est Riemann-intégrable, on la prolonge en
une fonction définie sur R en posant f(z) = 0 pour x & I. On pose alors
Jg flz)de = f;f(x)dx On note méme cette intégrale [, f. Inversement,
si f est définie sur R, on peut considérer fab f(z)dz, c’est, par définition,
I'intégrale de la restriction a [a,b] de f. Il n’y a donc pas d’inconvénient a
considérer que les fonctions sont définies sur R tout entier. Bien entendu,
pour le moment, les seules fonctions réputées intégrables sont les fonctions
a support borné qui sont Riemann-intégrables. C’est le cas des fonctions en
escalier dont I'intégrale est définie dans la théorie de Riemann et le reste dans
celle de Lebesgue.

2.3 Le lemme d’Egorov

Nous pouvons maintenant entrer dans le vif du sujet en commengant par
un lemme technique, pas facile, mais fondamental.
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2.3.1 Le lemme d’Egorov

Le probleme est le suivant. On a dit qu’on allait s’intéresser aux suites de
Cauchy de fonctions f,, Riemann-intégrables (voire en escalier), au sens de L.
L’exemple horrible 2.2.10 nous a montré qu’une telle suite peut ne pas conver-
ger simplement vers une fonction f, méme presque partout. Face a cette
difficulté, il va falloir se contenter d’un pis-aller. Dans ’exemple horrible, la
suite ne converge pas simplement vers 0, mais elle contient des sous-suites qui
convergent simplement, et toutes vers la fonction nulle, par exemple la sous-
suite des fonctions caractéristiques des intervalles [0, 1/n]. Ce phénomene est
général :

2.3.1 Théoréme. (Lemme d’Egorov) Soit f, : R — R une suite de
fonctions en escalier. On suppose que (f,) est de Cauchy au sens de L.

1) Il eziste une sous-suite f,, qui converge simplement presque partout vers
une fonction f. De plus, pour tout ¢ > 0, la convergence est uniforme en
dehors d’un ensemble A, de “mesure” plus petite que €, précisément, A, est
contenu dans une réunion d’intervalles U Jp telle que lon ait Z I(J,) <

neN neN
€

' b
2) On suppose que || fnll1 = / | fn(t)|dt converge vers 0. Alors, il existe une

sous-suite (fy,) de (f,) qui converge vers 0 presque partout.
3) Réciproquement, s’il existe une sous-suite (fp,) de (fn) qui converge vers

b
0 presque partout, la suite || f,|1 = / | fn(t)]|dt converge vers 0.
a

Preuve du point 1

Il s’agit de montrer que la suite (f,(z)) (ou une de ses sous-suites)
converge pour presque tout x. La premiere idée de cette preuve c¢’est que no-
ter qu'une suite (f,(z)) converge si et seulement si la série (f,,11(z) — fu(2))
converge. En effet, cela résulte de la formule :

=

Sn(x) = ) (fara(®) = ful2)) = (@) = fol2).

3
Il
o

On sait qu’il suffit pour cela que cette série converge absolument, ou mieux
encore qu’on ait, pour n assez grand :

1
(52) s (@) = fula)] < o
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On va donc s’intéresser a la suite f,,.1 — f,. La condition de Cauchy nous
dit que la suite des normes L' : || fo11 — fnll1 tend vers 0, mais on préférerait
que la série converge (ce n’est pas pareil!). L’exemple horrible montre que ¢a
n’est pas vrai en général (la suite en question est en 1/n). C’est la qu’il faut
extraire une sous-suite :

2.3.2 Lemme. Si (f,) est une suite de Cauchy au sens de L' il existe une
. S 1
sous-suite (fr,) qui vérifie || fo,, — frellh < o

Démonstration. On construit la sous-suite par récurrence sur k. On sait qu’il
existe Ny tel que, pour p,q > Ny on ait ||f, — fy]i < 1. On choisit alors
no > No. Puis on a un N; tel que, pour p,q > Ny, on ait || f, — f,ll1 < 1/4.
On choisit alors n; > N; et n; > ng. Au rang k£ on a un N, avec, pour
D, q > Ny, || fo — falli < 1/2%% et on prend ny, > Ny et ng, > ny_y.

Pour simplifier les notations, maintenant qu’on a construit cette sous-
suite, on peut faire comme si ¢’était la suite initiale, autrement dit supposer
que (f,) vérifie || fui1 — folli < 1/22". On va montrer que la suite (f,(z))
converge alors presque partout, avec I'idée d’utiliser la série (f,,11(z)— fn(2)).
Cette série converge, en tous cas, si elle vérifie (x,) pour n assez grand.
Autrement dit, z est un “bon point” (un point ou la suite f,(z) converge)
s'il existe p tel que, pour tout n > p, on ait (*,) et donc z est un “mauvais
point” si pour tout p, il existe n > p, tel que (%,) soit fausse.

Pour étudier cette condition on considere l'ensemble : A, = {r € R |
| frs1(z) — fu(z)] > 1/2"}. L’ensemble B des mauvais points est alors B =
Mpen By avec By = ,,5,, An, et il s’agit de montrer que B est négligeable.

Comme f, 11— f, est en escalier, A, est une réunion finie d’intervalles et la
condition de norme L' impose que la somme [(A,,) de leurs longueurs vérifie
[(A,) <1/2" (c’est 'aire du rectangle!). Il en résulte que B, est une réunion

+o0o
1 1
dénombrable d’intervalles dont la somme des longueurs est < Z o = 3
n=p

et on peut rendre cette longueur < e pour p assez grand. Comme B est
contenu dans B,, il est bien négligeable, par définition.

On note que la convergence est uniforme (et méme normale) sur R — B,
ce qui montre 'assertion supplémentaire.

Preuve des points 2 et 3

Pour les deux assertions, on peut supposer les f, positives (il suffit de
remplacer f, par |f,|). On pose I,, = [ fu.
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Montrons le point 2). Le raisonnement est analogue a celui utilisé pour
le point 1). Comme la suite I,, tend vers 0 on peut extraire une sous-suite
(fn,) telle que l'on ait [,,, < 1/22*. Pour simplifier les notations on suppose
désormais que l'on a I, < 1/2?" et il s’agit de montrer que (f,(z)) tend vers
0 presque partout.

On pose: A, ={z €R | f.(x)>1/2" }. Comme f, est en escalier, A,

est une réunion finie d’intervalles et on a I, > an ; don l(A,) < T On

considere ensuite B, = U A, et B= ﬂ B,.
n>p peN

Si x n’est pas dans B, il existe p tel que = ¢ B,, ce qui signifie que, pour
tout n > p,x £ A,, ouencore qu'on a, pour n > p, f(z) < 2%, ce qui montre

que fn(x) converge vers 0. Il reste & montrer que B est négligeable. En effet,

il est contenu dans B, lequel est contenu dans une réunion d’intervalles dont

1 1

la somme des longueurs est s, = - on = o1’ d’ou le résultat.

Montrons maintenant le point 3).

Linégalité | || follv — 1 folli | < I/, = folli montre que la suite || f, | est
une suite de Cauchy de R, donc elle converge. Pour montrer que c’est vers 0,
il suffit de le faire pour une sous-suite et on choisit la suite (f,,) donnée par
I’énoncé qui converge simplement vers 0 presque partout. On se ramene ainsi
au cas d'une suite (f,) qui converge presque partout vers 0. On se donne
alors € > 0 et on va montrer que || f,|[1 est < 4e pour ¢ assez grand.

On applique la condition de Cauchy. Il existe N tel que, pour p,qg > N
on ait ||f, — fyll1 < € On fixe un p > N. Soit M le maximum de f, et
soit I la réunion d’intervalles ou f, est non nulle. En vertu de la premiere
phase, on peut trouver une suite d’'intervalles (J,,), avec > I(J,) < €/M,
telle que la suite (f,,) converge uniformément vers 0 sur le complémentaire
de J = U,,en /n- Cela montre que, si g est assez grand, on a f,(z) < €/I(1)
pour x £ J. Soit K la réunion d’intervalles sur laquelle f, est > ¢/I(I). On
a K CJ,donc [(K) <Y I(J,) <e/M par le lemme de Borel-Lebesgue (cf.
1.5.6).

On met tout cela ensemble. On décompose I'intégrale

= [ fo= [t [ gt [ R

Sur R—1, comme f, est nulle, ona [p , fo= [a ;|fa—fol <|fa—folli < e
Sur [ — K, ona f, < €/l(I) et donc [, . f, < UI— K)e/l(I) < e. Enfin,

sur K, ona [, fo < [ifot [ilfo— fol- Maison a [, f, <IK)M < € et
comme l'autre terme est < ||f, — fp|l1 <€, on a bien majoré [g f, par 4e.
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2.3.3 Corollaire. Sous les hypothéses du lemme d’Egorov (point 1), si deux
sous-suites (fn,) et (fu) de (fn) convergent lune vers f et autre vers f’
presque partout, alors les fonctions f et f' sont égales presque partout.

Démonstration. La suite gy = fn, — fa; est de Cauchy au sens de L', elle
tend vers f — f’ presque partout et [ |gj| tend vers 0 (car f,, est de Cauchy).
On en déduit qu'une sous-suite de g, tend vers 0 presque partout en vertu
de 2.3.1.2, ce qui impose f — f' = 0 presque partout.

2.4 Définition et propriétés de ’'intégrale

Voila, tout est en place pour définir I'intégrale de Lebesgue. L’idée est de
définir de nouvelles fonctions intégrables comme limites de suites de Cauchy
(‘au sens de L') de fonctions en escalier. Grace a Egorov, on peut supposer
que ces suites convergent presque partout, quitte a extraire au besoin une
sous-suite.

2.4.1 Fonctions intégrables

2.4.1 Définition. On dit qu’une fonction f : R — R est Lebesque-intégrable
s’il existe une suite (f,) de fonctions en escalier, qui est de Cauchy au sens
de L', et qui converge simplement vers f presque partout. L’ensemble des
fonctions Lebesque-intégrables sur R est noté L(R).

2.4.2 Proposition-Définition. Avec les notations précédentes, les intégrales
des f, admettent une limite I qui ne dépend que de f et pas du choix de la
suite (f,). On Uappelle intégrale de f (au sens de Lebesgue) et on note

I=[;foul= [gf(t)dt.

Démonstration. Que les intégrales convergent résulte de 2.2.3. Il faut montrer
que la limite des intégrales ne dépend pas du choix de la suite. Si (f,,) et
(gn) sont deux suites de Cauchy qui convergent vers f presque partout, la
suite (f, — gn) est encore de Cauchy et converge simplement presque partout
vers 0. En vertu d’Egorov (2.3.1.3), ||, — gnll1 tend vers 0 donc, a fortiori,

J(fo—90) = [ fo — [ gn tend vers 0.

2.4.3 Remarques.

1) 1l résulte de la définition que si f est dans L et si g est égale a f
presque partout, g est dans L et on a fRf = fR g. En particulier, si f est
nulle presque partout, elle est intégrable et d’intégrale nulle. Ainsi, la fonc-
tion caractéristique des rationnels yq (qui n’est pas Riemann-intégrable) est
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Lebesgue-intégrable et d’intégrale nulle. Plus généralement, si A est négligeable,
la fonction x4 est Lebesgue-intégrable et d’intégrale nulle.
2) Si f est dans £ il en est de méme? de |f| (car elle est limite de la suite

[ful)-

La remarque ci-dessus permet de définir la (semi)3-norme L' :
2.4.4 Définition. Soit f € L. On pose | f|l1 = [g |f(t)|dt.
Il est clair que cette quantité vérifie bien 1'inégalité triangulaire.

2.4.5 Proposition. Avec les notations de 2.4.1 et 2.4.2, la fonction f est
limite de la suite (f,) au sens de la norme L', autrement dit la suite de réels
|f = fulli = Jg |f — fu] tend vers O quand n tend vers Uinfini. En particulier,
si f est Lebesgue-intégrable, pour tout € > 0, il existe une fonction en escalier

g qui vérifie || f — g1 < e.

Démonstration. C’est un peu plus subtil qu’il n’y parait! Pour p fixé on
considere la suite (g,) de fonctions en escalier définie par g, = | f, — f,]. C’est
une suite de Cauchy au sens de L'. Cela résulte de I'inégalité ||g, — g-|[1 <
| fy — frlli. Par ailleurs, g, tend vers ¢ = |f, — f| presque partout. Par
définition de I'intégrale et de la norme on en déduit que || f, — f|l1 = ||g]|1 est
la limite de || f, — fyll1 = |lgq]l1 quand ¢ tend vers U'infini. (Autrement dit “on
peut passer a la limite dans les normes L'”.) Si on fixe ¢ > 0, la condition
de Cauchy pour la suite (f,,) assure qu’on a ||f, — f,|[1 < € pour p,¢ > N.
En passant a la limite sur ¢ on en déduit || f, — f||; < € pour p > N, ce qui
est la conclusion cherchée.

2.4.6 Notation. Désormais, les mots intégrable, intégrale sous-entendront
“au sens de Lebesgue”. Au contraire, on précisera si l’on veut parler d’intégrale
au sens de Riemann.

2.4.2 Exemples
Les fonctions Riemann-intégrables

Pour faire le lien avec l'intégrale de Riemann nous définissons d’abord
I'intégrabilité sur une partie :

2La réciproque est presque vraie, mais pas tout a fait, voir le paragraphe sur les fonctions
mesurables.

3Comme dans le cas de Riemann, il s’agit d’une semi-norme et pas d’une norme car
une fonction peut étre de “norme” nulle sans étre nulle. C’est le cas, par exemple, de la
fonction caractéristique d’un ensemble fini, voire négligeable.
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2.4.7 Définition. Si f est définie sur une partiec A C R, on dit qu’elle est
intégrable sur A si la fonction f obtenue en prolongeant f par 0 en dehors
de A est intégrable sur R. On pose [, f:= [q [ (ou fabf(t)dt =[x fsi A
est le segment [a,b]).

On a ainsi, en particulier, une notion de fonction intégrable sur un inter-
valle.

2.4.8 Proposition. Soit f une fonction Lebesgque-intégrable sur R et soit I
un intervalle. La fonction f “tronquée”, égale a f sur I et nulle en dehors
de I est Lebesque-intégrable.

Démonstration. En effet, les restrictions aux intervalles de fonctions en es-
calier en sont encore.

Le premier exemple de fonctions intégrables au sens de Lebesgue ce sont
les fonctions Riemann-intégrables : tout ce qui a été fait au chapitre 1 de-
meure donc valable.

2.4.9 Proposition. Si f est Riemann-intégrable sur [a,b] et si f est la
fonction obtenue en prolongeant f par 0 en dehors de |a,b], f est Lebesgue-
intégrable et les intégrales ff f(t)dt au sens de Riemann et de Lebesgue sont
égales.

Démonstration. 11 résulte de 1.1.22, appliqué avec € = 1/n, qu’il existe deux
suites (g,) et (h,) de fonctions en escalier définies sur [a,b], qui vérifient
gn < f < h, et telles que l'intégrale f:(hn — gn)(t)dt tende vers 0. La suite
(gn) converge vers f au sens de L' dans l'espace des fonctions Riemann-
intégrables, donc est de Cauchy* pour L!. De plus, comme les intégrales
[ |y — gn] tendent vers 0, il existe une sous-suite® (h,, — gn,) qui converge
presque partout vers 0 (c’est Egorov 2.3.1.2 appliqué a En — gn). Mais alors,
onal<f—g, <h, — gn, de sorte que (g, ) converge presque partout
vers f. Comme cette suite est encore de Cauchy, il en résulte que f est
bien Lebesgue-intégrable. Son intégrale au sens de Lebesgue est la limite de
f; gn,, (t)dt, c’est bien I'intégrale de Riemann.

Des intégrales impropres

4On peut aussi utiliser les inégalités : |gp—gq| < (f—gp)+(f—34) < (hp—gp)+(hg—9q)-
5L’exemple suivant : f est nulle, h, est la suite de ’exemple horrible et g, = —h,
montre qu’il peut étre nécessaire d’extraire une sous-suite.
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2.4.10 Ezercice.

1) Montrer que la fonction qui vaut 1/z? pour > 1 et 0 ailleurs est Lebesgue-
intégrable (on exhibera une suite de fonctions en escalier convenable® qui
I'approche).

2) Montrer que la fonction qui vaut 1/y/z sur |0, 1] et 0 ailleurs est Lebesgue-
intégrable.

Nous verrons, apres les théoremes de convergence, le résultat général
concernant les intégrales impropres : une intégrale impropre au sens de Rie-
mann qui converge absolument est aussi une intégrale au sens de Lebesgue.

D’autres fonctions intégrables

Nous avons vu ci-dessus que la fonction caractéristique des rationnels de
[0, 1], qui n’est pas Riemann-intégrable, 'est au sens de Lebesgue. Voici un
autre exemple :

2.4.11 Proposition. Soit K un compact de R. Alors xgx est intégrable au
sens de Lebesgue.

Démonstration. Soit n un entier > 0. On recouvre le compact K par un
nombre fini d'intervalles [x — 1/n,x + 1/n|, avec x € K, et on note J, la
réunion de ces intervalles et .J, = J{NJ5N---NJ). L'ensemble J,, est encore
une réunion finie de segments, de sorte que sa fonction caractéristique f,
est une fonction en escalier, la suite (J,,) décroit, donc aussi la suite (f,).
Montrons qu'on a K = (), J,. En effet, il est clair que K est contenu dans
I'intersection. Réciproquement, si x n’est pas dans K, sa distance a K, 6 =
d(z, K) = infyex |x—yl, est > 0, donc x n’est pas dans J,, pour n > 1/6 (car
tout point de J, est & une distance < 1/n d’un point de K par construction).
Il en résulte que y i est limite simple des f,,. Enfin, la suite (f,,) est de Cauchy
au sens de L'. En effet, comme la suite (f,) est décroissante, on a, pour
p<q, [|fp—="1= = 1) =[1o— [ fs Or,lasuite [ f, est une suite
décroissante de nombres > 0. Elle a donc une limite, donc est de Cauchy,
donc aussi (f,,) (la difficulté évoquée en 2.2.1 ne se produit pas).

2.4.12 Fxemple. Si K est un “faux Cantor” non négligeable, on a vu que
Xk Nn'est pas Riemann-intégrable. En revanche, cette fonction 'est au sens
de Lebesgue.

6 Avec des supports de plus en plus grands.
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2.4.3 Propriétés de l’'intégrale

L’intégrale de Lebesgue a essentiellement les mémes propriétés que l'intégrale
de Riemann :

2.4.13 Théoreme.

1) L’ensemble L(R) des fonctions Lebesgue-intégrables f : R — R est un
sous-espace vectoriel de [’espace vectoriel de toutes les fonctions de R dans
R.

2) L’application I : f — [ f(t)dt est une forme linéaire sur L(R).

3) L’application I est croissante : si on a f < g on a I(f) < I(g). En par-
ticulier, si f est intégrable, |f| Uest aussi et on a l'inégalité |fRf(t)dt| <

Jr | f(@)ldt.
4) St f et g sont intégrables, Max (f,g) et Min (f, g) le sont aussi.

Démonstration. Montrons ensemble 1) et 2). Soient f,g € L. On écrit f
(resp. g) comme limite presque partout d'une suite de Cauchy (f,) (resp.
(gn)) de fonctions en escalier. On note d’abord que (f,, + g,) converge presque
partout vers f + g (si (f,) converge en dehors de A et (g,) en dehors de
B avec A, B négligeables, (f, + g,) converge en dehors de A U B qui est
négligeable). Comme la suite (f,, + gn) est encore une suite de Cauchy de
fonctions en escalier, f + g est intégrable et son intégrale est la limite de

J(fa+90) = [ fu+ [ gn, Cest donc [ f+ [g.

Pour le point 3) on écrit f, g comme limites de (f,,) et (g,). Comme on
a f < g, f et gsont encore limites, respectivement, de f' = Min (f,,g,) et
de g, = Max (fn, gn), qui sont encore des suites de Cauchy de fonctions en
escalier. Comme on a f) < g,,ona [f, < [g/, doncaussi [f< [gala
limite”.

Le point 4) résulte de formules du type : Max (f,g) = 3(f + g+ |f — g)
et de 1) et 3).

2.4.14 Remarques.

1) La fonction f constante et égale a a > 0 n’est pas intégrable. En effet,
si on note f, la fonction égale & a sur [—n,n| et nulle ailleurs, c’est une
fonction en escalier, d’intégrale 2an et on a f,, < f. Si f est intégrable on a
[ f> [ fn=2an en vertu du point 3), ce qui est absurde (on dira plus loin
que f est mesurable et d’intégrale infinie). Un argument analogue montre
que la fonction qui vaut 1/z sur ]0,1] et 0 ailleurs n’est pas intégrable.

2) Attention, en général, si f et g sont intégrables (a valeurs réelles) :

TExercice : écrire les détails de cette preuve.
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e la composée go f ne I'est pas. Exemple : sur |0, 1], g(z) = 2% et f(z) = 1/y/x.
e le produit fg ne l'est pas. Exemple : sur |0,1], f =g =1//x.

2.4.4 Fonctions a valeurs complexes

Comme dans le cas de I'intégrale de Riemann, une fonction f : R — C est
dite Lebesgue-intégrale si ses parties réelles et imaginaires le sont et on pose
Ja f = JgRef+i[gImf. On vérifie que, si f est intégrable, son module
| f| Vest aussi et quon a | [ f| < [g |f]-

2.5 Les théoremes de convergence

2.5.1 Complétude

Nous montrons d’abord que le plan annoncé a été réalisé : I'espace L
est complet. C’est la que sert de maniere essentielle le point 1) du lemme
d’Egorov.

2.5.1 Théoreme. L’espace L est complet pour la semi-norme de la conver-
gence en moyenne : si (f,) est une suite de Cauchy de L au sens de L', il
existe f € L telle que (f,) converge vers f au sens de L.

Démonstration. Soit ( f,,) une suite de Cauchy de £. Comme f,, est intégrable,
il existe une fonction en escalier g, qui vérifie ||f, — gnll1 < 27" (cf. prop.
2.4.5).

La suite (g,) est de Cauchy au sens de L'. En effet, cela résulte de
I'inégalité :

ng - quI < ng - prI + pr - qul + qu - qul-

En vertu d’Egorov, il y a une sous-suite g,, qui converge simplement presque
partout vers une fonction f. En vertu de la définition, la fonction f est dans
L et en vertu de 2.4.5, la suite converge vers f au sens de L!. L’inégalité

Nf = fucllt < Wf = gnlls + llgn, — forlls montre que (f,,) converge vers f
au sens de L' et la condition de Cauchy assure alors que la suite (f,,) tout

entiere converge vers f au sens de L.

2.5.2 Lemme d’Egorov pour les suites de fonctions Le-
besgue-intégrables
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La convergence de (f,,) vers f au sens de L' ¢’est bien, car elle implique
la convergence des intégrales [ f,, vers [ f. Il reste cependant une question :
implique-t-elle la convergence simple presque partout? L’exemple horrible
montre que ce n’est pas vrai, méme pour les fonctions en escalier, mais,
comme dans ce cas, on a un pis-aller avec des sous-suites :

2.5.2 Proposition. (Egorov-Lebesgue) Si la suite de fonctions Lebesgue-
intégrables (f,) converge au sens de L* vers la fonction intégrable f, il existe
une sous-suite (f,,) de (f.) qui converge simplement vers f presque partout.

2.5.3 Remarque. Inversement, si (f,,) est une suite de Cauchy de fonctions
Lebesgue-intégrables et si une sous-suite (f,,) de (f,,) converge presque par-
tout vers une fonction f, alors f est intégrable et la suite (f,,) converge vers f
au sens de L'. En effet, la complétude montre que f, tend vers une fonction
intégrable g au sens de L', donc aussi la sous-suite f,,, . Mais, en appliquant
2.5.2 & (fn,), on voit que f est égale & g presque partout.

Démonstration. (de 2.5.2) Elle nécessite quelques préliminaires.

2.5.4 Proposition. Soit f une fonction intégrable sur R et soit € > 0.
Il existe une fonction en escalier g et une partie A, réunion dénombrable
d’intervalles I,, dont la somme des longueurs est < e, telles que l'on ait :
DIf =gl <e

2) If = gllac,cc = supyga | f(2) — g(z)] <.

Démonstration. Le fait que f soit Lebesgue-intégrable assure qu’il existe une
suite de Cauchy (g,) de fonctions en escalier qui converge presque partout
vers f et ona ||f—g,|l1 < € pour n assez grand, en vertu de 2.4.5. Par ailleurs,
en vertu d’Egorov, et quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que
la convergence de (g,,) vers f est uniforme en dehors d’une partie A comme
ci-dessus de longueur < e. On a le résultat en prenant g = g, pour n assez
grand.

Ce résultat nous donne un théoreme de structure pour les suites de fonc-
tions intégrables :

2.5.5 Corollaire. (Lemme de structure des suites de fonctions Le-
besgue-intégrables) Soit (f,,) une suite de fonctions intégrables. Il existe
une suite de fonctions en escalier (g,) qui vérifie les deux propriétés sui-
vantes :

1) || fn — gnllr tend vers 0 quand n tend vers + oo,

2) la suite f, — g, tend simplement vers 0 presque partout.
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Démonstration. On utilise la proposition précédente en trouvant g, en es-
calier qui approche f, a 1/2" pres a la fois au sens de L' et au sens de la
convergence uniforme en dehors d’'un ensemble A, de “longueur” < 1/2".
Je dis que la suite (g,) convient. En effet, on a clairement la condition sur
la norme L!. Pour la convergence simple, on introduit, comme dans Egorov,
I'ensemble F = ﬂ B, avec B, = J,>,, An- On a deux propriétés :

peN

1) E est négligeable,

2) si x n'est pas dans E, f,(z) — gn(x) tend vers 0 quand n tend vers
I'infini.

La premicre assertion est claire, car F est inclus dans B, qui est de
longueur < 1/2P~7!. Pour la deuxi¢me, on proceéde comme dans Egorov :
si x n’est pas dans E il existe p tel que x ¢ Uan A, c'est-a-dire que x
n’est dans aucun A, pour n > p. Par définition de A, cela signifie qu'on a
| fu(2) = gu(@)] < 1/2" pour n > p et on a gagné.

Retour a Egorov-Lebesgue

En considérant f,, — f on se ramene au cas f = 0. C’est alors essentiel-
lement le lemme de structure des suites. On associe a (f,,) une suite (g,) de
fonctions en escalier comme dans 2.5.5. Le fait que (f,) converge vers 0 au
sens de L' et que || f,, — gn|l1 tende vers 0 implique que (g,,) converge vers
au sens de L'. Par Egorov, il y a une sous-suite (g,,) qui converge presque
partout vers 0. La deuxieme condition de 2.5.5 montre que (f,,) converge
aussi vers 0.

2.5.6 Corollaire. Si une fonction intégrable f vérifie ||f|l1 =0, f est nulle
presque partout.

Démonstration. On considere la suite de fonctions constantes f, = 0. Elle
converge vers f ausens L' caron a || f— f,.|l; = || f]l1 = 0. En vertu d’Egorov-
Lebesgue, il existe une sous-suite f,,, qui converge vers f presque partout.
Mais, comme les f,, sont nulles, on a f = 0 presque partout.

2.5.3 Convergence monotone : Beppo-Levi

Le théoreme de complétude, s’il est essentiel d’un point de vue théorique,
reste difficilement utilisable dans la pratique. En revanche, les deux résultats
suivants vont étre essentiels dans toutes les applications.

2.5.7 Théoreme. (de convergence monotone ou de Beppo-Levi) Soit
(fn) une suite monotone de fonctions de L a valeurs réelles. On suppose que
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la suite des intégrales I, = [ f, est bornée. Alors, la suite (f,) converge vers
une fonction f Lebesque-intégrable o la fois au sens de L' et au sens de la
convergence simple presque partout, et la suite [ f, converge vers [ f.

Démonstration. Supposons par exemple la suite croissante. La suite I, est
croissante et bornée, donc elle converge vers un réel 1. Montrons que (f,,) est
de Cauchy au sens de L. Cela signifie® que [ |f,— fol = [(fo—fp) =1, — 1,
(avec p < ¢q) tend vers 0 quand p tend vers U'infini, c’est-a-dire que la suite
des intégrales I,, est de Cauchy, ce qui est clair puisqu’elle est convergente.
En vertu du théoréme de complétude 2.5.1 la suite (f,,) converge vers une
fonction f € £ au sens de L'. En vertu de 2.5.2, il y a une sous-suite f,, qui
converge simplement vers f presque partout. Mais, comme ( f,,) est croissante,
la convergence d’une sous-suite au point x implique celle de la suite entiere,

cqfd.

2.5.8 Remarque. Dans la pratique, on montrera souvent la convergence presque
partout de la suite (f,,) directement, ne serait-ce que pour identifier la fonc-
tion f.

2.5.9 Exzemple. On peut reprendre 'exemple des intégrales de Wallis. Comme

la suite f,,(z) = sin” x est décroissante vers 0 sur [0, /2] et que les intégrales

des f, sont bornées par 1, on en déduit bien que les intégrales de Wallis
~ +oo _an

convergent vers 0. Méme argument pour [, e *"dz.

2.5.10 Corollaire. (Intégration terme a terme des séries positives)
Soit (uy,) une suite de fonctions intégrables positives. On suppose ZZ:(’J fR Uy <
+o0o. Alors, la série Z;ﬁ% un () converge presque partout et on a la formule :

“+oo

“+oo
/ Zunzz/ .
R n=0 n=0 R

2.5.11 Exemple. En vertu du corollaire on a 1'égalité :

:Z:/le2n(1—m):/01§x2"(1—x)

S

. 1 1 I

qui donne g ~——— = In2. (L'idée : on a In2 = | l‘i—””m et on écrit
n=1 n

1 _ 1-x )

14z — 1-x2°

8La difficulté évoquée en 2.2.1 ne se produit pas ici. En effet, il n’y a pas besoin de
valeur absolue ici puisque la suite est monotone.
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2.5.4 Convergence dominée : Lebesgue

2.5.12 Théoréme. (de convergence dominée, ou de Lebesgue) Soit
(fn) une suite de fonctions de L (& valeurs complexes). On suppose que (f,)
converge simplement presque partout vers une fonction f et qu’il existe une
fonction Lebesgue-intégrable positive g telle que l'on ait, pour tout n, |f.| < g
presque partout. Alors, f est intégrable et on a [ f =lim [ f,. De plus, la
suite (f,) converge vers f au sens de L'.

Démonstration. Notons que, quitte a modifier les f,, sur un ensemble négligeable,
on peut supposer qu’'on a |f,| < ¢ partout. On commence par un lemme :

2.5.13 Lemme. Soit (g,) une suite de fonctions intégrables positives, ma-
jorées par une fonction intégrable g. Alors la fonction ¢ = sup,cn gn est
intégrable.

Démonstration. (du lemme) En vertu de 2.4.13.4, si f et g sont intégrables,
Max (f, g) Uest aussi et il en est de méme, par récurrence, pour le maximum de
n fonctions. On considere les fonctions intégrables g/, = Max (go, g1, - -, In)-
Elles sont majorées par g et on a sup,, g/, = sup,, g, = ¢'. Comme la suite g/,
est croissante, elle converge vers ¢’ et les intégrales [ g/, sont majorées par
[ g. On peut donc appliquer Beppo-Levi a la suite (g/,), ce qui montre que
g’ est intégrable.

Revenons a la convergence dominée. Montrons que la suite (f,) est de
Cauchy au sens de L'. Pour cela on considere la suite de fonctions (s,,) :

Sp = Sup ‘fp - fq|~
P,g2n

En vertu du lemme, ces fonctions sont intégrables (car on a |f, — f,| < 2¢).
De plus, la suite s,(z) tend vers 0 presque partout par hypothese (car f, ()
est convergente, donc de Cauchy). La suite s,, étant décroissante, elle tend
vers 0 au sens de L' par Beppo-Levi, ce qui implique que (f,) est de Cauchy
au sens de L. Le théoréme de complétude assure alors que (f,,) converge vers
une fonction intégrable h au sens de L', et cela implique que [ f,, converge
vers [ h. De plus, en vertu d’Egorov-Lebesgue, il y a une sous-suite (f,,, ) de
(fn) qui converge vers h presque partout. Mais, comme (f,,) converge vers f
presque partout, cela montre que f et h sont égales presque partout et on a
terminé.

2.5.14 Remarque. Si I'on sait d’avance que la fonction f est intégrable, on
peut simplifier la preuve précédente en considérant la suite de fonctions g, =
SUp,s., | f — fpl, qui est décroissante et converge presque partout vers 0, donc
converge au sens de L' par Beppo-Levi.
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2.5.5 Une application des théorémes de convergence :
les intégrales généralisées

Dans ce paragraphe nous faisons le lien entre les intégrales de Riemann
généralisées et l'intégrale de Lebesgue.

2.5.15 Théoréeme. Soit f : [a,b[— C une fonction (b désigne une borne fi-
nie ou infinie). On suppose que, pour tout ¢ < b, la fonction f est Riemann-
intégrable sur [a,c|. Alors, [ est Lebesgque-intégrable sur [a,b] si et seule-
ment si lintégrale de Riemann généralisée fab f(t)dt converge absolument.
De plus ["intégrale au sens de Lebesque et [intégrale généralisée ci-dessus
coincident.

Démonstration. Traitons le cas b = +00, les autres sont analogues. Suppo-
sons d’abord que l'intégrale généralisée converge absolument. On considere
la suite de fonctions g,, qui sont les tronquées de | f| sur les intervalles [a, n].
La suite (g, ) converge vers |f| en croissant et ses intégrales sont majorées par
I'intégrale (généralisée) fa+oo | f(t)|dt. On peut donc lui appliquer le théoréme
de convergence monotone qui montre déja que |f| est Lebesgue-intégrable.
On considere ensuite les fonctions f, tronquées de f sur les mémes inter-
valles. La suite (f,,) converge simplement vers f et les modules des f, sont
majorés par |f| (qui est Lebesgue-intégrable). On peut donc appliquer le
théoreme de convergence dominée qui montre que f est Lebesgue-intégrable
et que son intégrale est la limite des intégrales des f,,, donc égale a I'intégrale
généralisée.

Réciproquement, si ’'on suppose f Lebesgue-intégrable, on a vu que |f|
I'est aussi. On introduit la suite de fonctions (g,) comme ci-dessus. On
a [go = []|f@®)]dt < [g]f] et on conclut & la convergence absolue de
I'intégrale impropre de f.

2.5.16 Remarque. Attention, la théorie ne s’applique pas pour les intégrales

: : 1t A +00 sinz : :
semi-convergentes. Par exemple, bien que l'intégrale fo 22dx soit semi-
convergente, la fonction 2 n’est pas Lebesgue-intégrable sur R*. En effet,
si elle I'était, sa valeur absolue serait intégrable et l'intégrale convergerait
absolument, ce qui n’est pas le cas (minorer la fonction sur les intervalles

(2k+1)T — T, (2k+ DI + 7).

2.5.17 Remarque. Certains résultats vus au chapitre 1 sont encore vrais lors-
qu’on considere des intégrales sur des intervalles non bornés, ou des intégrales
de fonctions non bornées, a condition de rajouter I’hypothese que les fonc-
tions considérées sont Lebesgue-intégrables. Précisément :

52



e Si f est Lebesgue-intégrable sur un intervalle I (éventuellement ouvert
ou non borné) et si a est dans I, F(z) = ff f est continue sur I. Si f est
continue sur I, F' est dérivable et de dérivée f.

e Si u,v sont de classe C'!' sur un intervalle I = (a,b) (éventuellement
ouvert ou infini) et si les fonctions u'v et uv’ sont dans £([), on a la formule
d’intégration par parties : [, uv’ = [uv]; — [, w'v (ol le symbole [uv]; désigne
la limite de u(z)v(z) — u(y)v(y) quand x tend vers a et y vers b).

2.5.6 Autres applications des théoremes de convergence
1) Le cas des intégrales de Wallis devient trivial. En effet, les fonctions
sin” x sont toutes majorées par 1.

2) Voici un exemple un peu plus intéressant. On considere les intégrales

n t n
I, = / <1 — —) Intdt, que 'on voit comme des intégrales sur R*. Les
0 n

t n
fonctions f,(t) = (1 - —) Int sont toutes majorées par e ‘Int qui est
n

intégrable sur R*. On peut donc appliquer le théoreme de convergence do-
minée, de sorte que la limite de [,, est f0+°° e tIntdt. Cette remarque permet

de montrer la formule suivante sur la constante d’Euler : v = — f0+oo e tlntdt.

1
dt
3) On peut reprendre le calcul de In2 = / 171 Pour cela on développe :
0

1

T ]t )™M ..
11 + o (1) +

14 (—1)ngn!

14t
sont majorées par 2, on peut intervertir les signes [ et >, d’out le résultat.

et, comme les fonctions f,(t) = 1—t+* =3+ -4 (—1)"t" =

Parentheése

Cette parenthese est destinée aux étudiants qui envisagent de préparer le
CAPES. Jespere que vous étes convaincus de la puissance des théoremes de
Lebesgue. Attention, I'usage de ces théoremes est prohibé a I’écrit du CAPES.
I1 faut donc se débrouiller sans cela (mais Lebesgue montre ou aller). Dans
le cas du résultat du point 3) précédent c’est facile, il suffit d’établir les deux
points suivants : "

1) On a, pour t # —1, 1 —t+ 2+ + (—=1)"t" = L+ (=1 :

141
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1tn+1 1
2)Ona0§/ dt < .
o 1+t n+2

2.5.7 Intégrales dépendant d’un parametre

1 s’agit d’étudier les fonctions données par des intégrales : F'(\) = / f(x, \)dz
R

Limite et continuité

2.5.18 Théoreme. Soit A un espace métrique quelconque (par exemple une
partie de R?) et soit f : R x A — C une fonction vérifiant les conditions
suivantes :
1) VX € A, la fonction v — f(x,\) est intégrable,
2) 1l existe un ensemble négligeable A C R tel que :

a) pour x € A, f(z,\) tend vers g(x) quand X tend vers g,

b) il existe une fonction intégrable h > 0 telle que l'on ait, pour tout
ANeEANettoutx €A, |f(x, )| <h(z )
Alors, la fonction g est intégrable et F'(\ fR x, N)dx tend vers fR x)dx
quand X\ tend vers Ag.
En particulier, si, pour tout x £ A, la fonction A — f(x, \) est continue en
Ao, la fonction F(A fR x, \)dx est continue en Ag.

Démonstration. 1l suffit de montrer que si (\,) est une suite convergeant vers
Ao, la suite (F(),)) converge vers [; g(x)dr. C'est exactement le théoreme
de convergence dominée appliqué aux fonctions f,(x) = f(x, \,). Le cas de
la continuité s’obtient en appliquant le résultat avec g(x) = f(x, Ag).

Dérivabilité

2.5.19 Théoreme. Dérivation sous le signe somme
Soit I un intervalle ouvert de R et soit f : R x I — R une fonction vérifiant
les conditions suivantes :
1)VA eI, x— f(x,\) est intégrable.
2) 1l existe un ensemble négligeable A C R tel que :
a) pour x € A, la fonction X — f(x,\) est dérivable sur I,
b) il eziste une fonction intégrable g > 0 telle que l’on ait, pour tout A € 1

of
et tout x £ A, ‘a)\(aj )x)’ g(x).
Alors, la fonction X\ — F(A fR x, ) dx est dérivable sur I et on a :

F'(\) = / gi(gg \) da.
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Démonstration. Fixons A € I. Il s’agit de calculer la limite, quand h,, tend
F(A+h,) = F(A)
By '

A+ hy) — ;A e (g
on(x) = A+ h) f ). Par définition de la dérivée, pour = ¢ A,

vers 0, de Cette quantité est l'intégrale de la fonction

0
cette fonction tend vers —f(:c, A) quand n tend vers + oo. Par ailleurs, le

1))
0
théoreme des accroissements finis montre qu’on a ¢, (z) = —f(as,Hn) avec
0n €)X\, A+ hy[. On a donc |p,(z)| < g(z) pour x & A. On conclut avec le
théoreme de convergence dominée.

2.5.20 Remarque. Si I n’est pas ouvert, le théoreme vaut, mutatis mutandis,
avec les dérivées a gauche et a droite aux bornes de I.

2.5.21 Ezemple. La fonction I'. On considere la fonction définie par I'(\) =
f0+°° e 22 Ldxr pour A > 0. Cette fonction est bien définie car I'intégrale
converge absolument pour A > 0. La fonction I' est continue et dérivable
sur |0, +oo[. Il suffit de le montrer sur Je, A[ avec 0 < ¢ < 1 < A. Pour la
continuité, on majore la fonction z +— e *2*~! par la fonction h qui vaut
e x! pour z < 1 et e 247! pour x > 1. Pour la dérivabilité, il faut
regarder 'intégrale f0+oo e *z* 'Inzdr et la fonction & intégrer est alors
majorée par la fonction h qui vaut e *z'Inz (resp. e x4 'lnz) pour
x <1 (resp. z > 1) et qui est intégrable.

La fonction I' est intéressante car elle interpole la suite n!. En effet, on
vérifie quon a I'(1) = 1 et '(A 4+ 1) = AI'(A) pour A > 0, d’ou, pour n € N*,
I'(n) = (n — 1)!I. On peut utiliser cette fonction pour prouver la formule de
Stirling : n! ~ n"e "v/2mn.

2.5.8 Quelques contre-exemples

Dans les exemples qui suivent, ni le théoreme de convergence monotone,
ni celui de convergence dominée ne s’appliquent.

Concentration

On a déja rencontré ce type d’exemple. Le plus simple est de prendre la
fonction f, constante et égale a n sur U'intervalle [0,1/n] et nulle en dehors
(un rectangle debout). Il est clair que la suite (f,,) converge simplement vers
0 presque partout (sauf en 0), mais les intégrales sont toutes égales a 1.

Si ’on veut un exemple qui converge partout, on peut utiliser les fonctions
pics de 2.2.2.
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Une variante C* sur RT de cet exemple est donnée par f,(z) = n*ze ™

(si on pose f(x) =xze™* on a f,(x) = nf(nz)).

Etalement

Dans cet exemple au contraire, le rectangle est couché : f,, est constante
et égale a 1/n sur [0,n] et nulle en dehors. La encore, la suite converge

simplement vers 0, mais 'intégrale est constamment égale a 1. Exemple C*° :

fulz) = %e’x/". (Avec les notations précédentes, on a f,(z) = = f(£)).
n

T n

La bosse glissante

Cette fois, le rectangle glisse! On prend f,, égale a 1 sur [n,n+ 1] et nulle
ailleurs. La suite tend simplement vers 0, mais l'intégrale est constamment
égale a 1.

2.6 Fonctions et ensembles mesurables

Nous donnons dans cette section les définitions et les propriétés des fonc-
tions et des ensembles mesurables. Ces notions sont beaucoup moins impor-
tantes dans ’approche que nous avons adoptée que dans celle qui part de la
notion de mesure, mais elles seront fondamentales dans le chapitre sur les
fonctions de plusieurs variables. L’idée qui préside a la définition d’une fonc-
tion mesurable est toute simple : une fonction mesurable c¢’est une fonction
qui serait intégrable si elle n’était pas aussi haute ou aussi large.

2.6.1 Définition

2.6.1 Définition.

1) Soit f une fonction de R dans R et soient a,b des réels > 0. On ap-
pelle fonction tronquée associée a f,a,b et on note fq la fonction définie
comme suit :

i) fap(x) =0 pour |x| > a,

i) pour |x| < a, fop(z) = f(2) si|f(x)] <b et fop(x) = b|§§§§| sinon. Autre-
ment dit, f,,(x) = Min (b, Max (f(z), —b)).

2) Soit f une fonction de R dans C et soient a,b des réels > 0. On ap-
pelle fonction tronquée associée a f,a,b et on note f,, la fonction définie
comme Suit :

i) fap(z) =0 pour |z| > a,

i) pour |z| < a, fop(x) = f(x) si|f(x)] <b et fop(z) = bﬁg' sinon.
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Dit en frangais, f,, c’est la fonction égale a f, sauf qu’elle est nulle si
la variable dépasse a (en valeur absolue ou en module) et qu’on tronque son
module a b si la fonction dépasse b en module.

2.6.2 Définition. Soit f une fonction de R dans R ou C. On dit que f
est mesurable si, pour tous a,b > 0, la fonction tronquée f,; est Lebesgue-
intégrable.

Voici deux exemples importants de fonctions mesurables :

2.6.3 Proposition.

1) Toute fonction continue (par exemple une fonction constante) est mesu-
rable.

2) Toute fonction intégrable (par exemple une fonction en escalier) est me-
surable.

Démonstration. Comme le maximum (resp. le minimum) de deux fonctions
continues est continu, le point 1) résulte du fait que les fonctions continues
sur un segment sont Riemann-intégrables. Pour le point 2) il s’agit de voir
que si f est intégrable, ses tronquées le sont aussi. Cela résulte du fait que le
maximum et le minimum de deux fonctions intégrables sont intégrables, cf.
2.4.13.

2.6.2 Propriétés des fonctions mesurables

La notion de fonction mesurable est la plus stable qui soit. A se demander
comment on peut faire pour obtenir des fonctions non mesurables. En fait,
on peut pratiquement faire comme si toutes les fonctions étaient mesurables,
cf. 2.6.16. On commence par la stabilité par limite simple :

2.6.4 Proposition. Si f est limite simple presque partout d’une suite de
fonctions mesurables elle est mesurable.

Démonstration. Supposons f limite de (f,) avec les f,, mesurables. Soient
a,b > 0. Il est clair que la suite des (f,).p converge simplement vers f,
(utiliser la formulation avec Min et Max). Comme toutes ces fonctions sont
majorées par la constante b sur [—a, a] qui est intégrable, f,; est intégrable
en vertu du théoreme de convergence dominée, donc f est mesurable.

On en déduit une caractérisation des fonctions mesurables :

2.6.5 Corollaire. Une fonction est mesurable si et seulement si elle est
limite simple presque partout d’une suite de fonctions en escalier.
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Démonstration. Comme les fonctions en escalier sont mesurables, la propo-
sition précédente montre qu'une limite simple de fonctions en escalier est
mesurable. Réciproquement, si f est mesurable, on applique 2.5.5 a la suite
des fonctions tronquées f, = f,,. Comme ces fonctions sont intégrables, il
existe une suite (g,) de fonctions en escalier telle que f,, — g, tend vers 0
presque partout. Mais alors g, tend vers f presque partout.

2.6.6 Remarque. Le critere précédent montre qu'une fonction f : R — C est
mesurable si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire le sont.
Cela permet de se limiter, la plupart du temps, au cas des fonctions a valeurs
réelles.

2.6.7 Proposition.

1) La somme, le produit de deux fonctions mesurables sont des fonctions
mesurables.

2) Sig: C — C est continue et f : R — C mesurable, go f est mesurable®.
3) Une fonction égale presque partout a une fonction mesurable est mesurable.
4) Siles fn, n € N, a valeurs dans R, sont mesurables, il en est de méme
de sup f, et inf f,, (si ces fonctions sont finies).

Démonstration. Les points 1), 2) et 3) sont clairs a partir de 2.6.5. Enfin, le
point 4) résulte, apres troncature, de 2.5.13.

La notion de fonction mesurable permet d’énoncer un critere d’intégrabilité :

2.6.8 Proposition. Soit f une fonction mesurable. Alors f est intégrable si
et seulement si il existe une fonction intégrable h telle que l'on ait |f| < h.
En particulier, [ est intégrable si et seulement si |f| ['est.

Démonstration. Si f est intégrable, | f| aussi et on prend h = | f|. Réciproquement,
on considere les fonctions tronquées f,, = f,, (elles sont intégrables puisque

f est mesurable). La suite (f,,) converge simplement vers f et et elle majorée

par h. Il en résulte que f est intégrable par convergence dominée.

2.6.9 Remarques.

1) Cette proposition n’est pas vraie pour l'intégrale de Riemann. Ainsi, la
fonction caractéristique des rationnels de [0, 1] n’est pas intégrable, bien que
mesurable et majorée par 1.

2) La condition de mesurabilité est essentielle. Il suffit de considérer une
partie non mesurable A contenue dans [0, 1] (s'il en existe, cf. ci-dessous!) et
la fonction f qui vaut 1 sur A, — 1 sur [0,1] — A et 0 ailleurs.

9L’assertion est fausse si on suppose f continue et g mesurable.
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On peut maintenant faire un bilan : comment montrer, finalement, qu’une
fonction est Lebesgue-intégrable 7 Le chemin peut étre balisé ainsi :

e On montre que f est mesurable.

C’est généralement une formalité : c’est plutét montrer qu'une fonction
n’est pas mesurable qui est difficile.

e On montre que |f] est intégrable (on se rameéne donc au cas f > 0) et
il suffit pour cela de montrer que f est majorée par une fonction intégrable.
C’est évident si f est bornée et a support borné : elle est majorée par une fonc-
tion constante sur un segment et nulle en dehors. Il n’y a donc de probleme
que pour les fonctions qui vont a l'infini en un point x € R et/ou ne sont
pas nulles en dehors d'un segment. Dans les cas usuels, I'expérience montre
qu’on finit toujours par se ramener au cas d’une intégrale de Riemann im-
propre absolument convergente.

2.6.3 Ensembles mesurables
Intégrale des fonctions mesurables positives

On peut généraliser aux fonctions mesurables positives la notion d’intégrale :

2.6.10 Définition. Soit f une fonction mesurable > 0. On définit son
intégrale [ f comme :

1) Uintégrale de Lebesgue fRf si [ est Lebesgque-intégrable,

2) + oo sinon.

Une fonction mesurable positive est donc intégrable si et seulement si son
intégrale est finie.

Les propriétés de 'intégrale des fonctions mesurables sont les mémes que
celles de 'intégrale de Lebesgue (linéarité, croissance, etc.), a ceci pres que
certaines intégrales peuvent étre infinies et que ’'on adapte alors les regles de
calcul : on a ainsi a+ (4+00) = +00, a X +00 = 400 pour a > 0, 0 x 400 = 0.
On a aussi un théoreme de convergence croissante : si une suite croissante
(fn) de fonctions mesurables converge presque partout vers f, [ f, tend vers

/1
Ensembles mesurables
On note A€ le complémentaire d'une partie A.

2.6.11 Définition. Soit A une partie de R. On dit que A est mesurable
si sa fonction caractéristique x4 est mesurable et la mesure de A est alors
la quantité (finie ou infinie) N(A) = [g xa(x)dx. L’application X qui d un
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ensemble mesurable associe sa mesure est appelée la mesure de Lebesque sur

R.

2.6.12 Proposition.

Une union dénombrable (resp. une intersection dénombrable) de parties me-
surables est mesurable. Le complémentaire d’un ensemble mesurable est me-
surable.

Démonstration. Si A = J,cn An (resp. A = [),cn An), 00 & x4 = sup x4,
neN

(resp. xa = in1£I X4, ) et on conclut en utilisant 2.6.7.4. Pour le complémentaire
ne

on utilise la formule y4c =1 — x 4.

2.6.13 Théoreme. La mesure de Lebesque vérifie les axiomes d’une me-
sure :

1)X0)=0; M(AUB) = XA(A) + X\(B) si A et B sont mesurables disjoints ;
AMA) < X(B) si A, B sont mesurables avec A C B (“le tout est plus grand
que la partie” aurait dit Euclide).

2) Plus généralement, si (A,) est une suite de parties mesurables disjointes,

on a A( U A,) = Z/\(A”)'

neN neN

Démonstration. Le point 1) résulte de la formule x aup = x4+ x5 pour A, B
disjointes. L'inégalité A(A) < A(B) vient de I’écriture B = AU(B—A) ou l'on
aposé B— A = BN A°. Montrons le point 2). Posons B, = AgUA;U...UA,.

On a A(B,) = >y AM(A;). La fonction x4 est la limite simple croissante des

x5, 1y a deux cas. Si les A(B,) = [, XB, sont bornées, on peut appliquer
le théoreme de convergence monotone et on a lim A(B,) = Zi% AMA,) =

Ja xa = A(A). Sinon, la suite croissante A(B,,) tend vers + oo. On a donc
2 MA,) = +00. Mais, comme A contient B,, on a A(A) > A(B,) pour
tout n, donc A(A) = 400 et le résultat s’ensuit.

2.6.14 Corollaire.
1) Si (A,) est une suite de parties mesurables, on a A( U A,) < Z AA,).

neN neN
2) Si (A,) est une suite croissante de parties mesurables, on a )\( U An) =
neN

lim A\(A,).
Démonstration. 1) On pose B, = A, — (AgUA; U...UA,_1). Les B, sont

mesurables, disjoints et on a A =, A, =U,, By, dou AM(A) = > A(B,) et
on conclut avec A\(B,,) < A(A,,).
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2) On pose By = Ag et, pour n > 1, B, = A, — A,_1. Les B,, sont
mesurables, disjoints, on a A, = ByU---UB, et A= UneN = U,en Br
dott AM(A,) = >0 o A(By), AM4) = ZJFOO A(By) et donc A(A) = lim \(A,,).

2.6.15 Proposition.

1) Un intervalle I = (a,b) avec a < b est mesurable et de mesure (éventuellement
infinie) b —a. On a donc AN(I) =I(I) (cf. 1.5.1).

2) Un ouvert, un fermé (a fortiori un compact), sont mesurables.

3) Un sous-ensemble A de R est négligeable si et seulement si il est me-
surable et de mesure nulle. Plus généralement, si un ensemble B différe®
d’un mesurable A par un ensemble de mesure nulle, il est mesurable et on a
AA) = A\(B).

4) L’image réciproque d’un ouvert ou d’un fermé par une application mesu-
rable est mesurable.

Démonstration. 1) La fonction caractéristique d’un intervalle borné est une
fonction en escalier. Elle est donc mesurable par 2.6.3.2. De plus, son intégrale
est bien égale a b—a. Le cas d'un intervalle non borné I en résulte en écrivant
I comme réunion de ses traces sur les intervalles [n,n + 1] pour n € Z et en
utilisant 2.6.12 et 2.6.13.

2) Tout ouvert U est réunion dénombrable d’intervalles ouverts (il suffit
de prendre tous les intervalles |r, s[ & extrémités rationnelles contenus dans
U) et on conclut encore avec 2.6.12.

Passons a 3). Si A est négligeable, on a vu en 2.4.3.1 que y 4 est intégrable
(donc mesurable) et d’intégrale nulle (donc A est de mesure nulle). Réciproquement,
soit A un ensemble mesurable et de mesure nulle. La fonction x4 est mesu-
rable positive et d’intégrale nulle, donc intégrable, et ona [ x4 =0 = ||xal1.
On conclut par la proposition 2.5.6.

Si A et B sont “presque égaux”, c’est-a-dire si 'ona A = (ANB)UN
et B=(ANB)UM avec M, N négligeables, on note d’abord que AN B est
mesurable (c’est AN N€), donc aussi B, puisque M est mesurable. Comme
N et M sont de mesure nulle on a pu(A) = u(AN B) = u(B).

Pour 4) on se rameéne au cas d’un intervalle A = [a,b]. La fonction y 4
est alors limite simple des fonctions continues Y,,, affines par morceaux, qui
valent 1 sur A et sont nulles a 'extérieur de [a — 1/n,b+ 1/n]. 1l en résulte
que Xyg-1(4) = X4 © f est limite des x, o f, qui sont mesurables par 2.6.7.2.

2.6.16 Remarque. 1l n’est pas évident d’exhiber des ensembles non mesu-
rables dans R. Il n’y en a que si I'on admet un axiome de la théorie des
ensembles appelé axiome du choix.

0Crest-a-dire si A — (AN B) et B — (AN B) sont tous deux négligeables.
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2.6.17 Proposition. (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)
Soit f : R — R une fonction mesurable et posons, pour k € R, By, = {x €
R | f(z) >k }. Alors, E) est mesurable. De plus, si f est >0 etk >0 on
1
a l'inégalité : AN(Ey) < E/ f(z)dx.
R

Démonstration. C’est 'aire du rectangle! L’ensemble Fj, est mesurable comme
f7([k, +o0[. La fonction f est minorée par kyg,. On a donc bien [; f >

k Jq X5, = EA(E).

2.6.18 Remarque. Si f est une fonction mesurable > 0 et si on a fR f=0,

alors f est nulle presque partout. En effet, elle est intégrable et on peut donc

appliquer la proposition 2.5.6. On peut aussi appliquer Bienaymé-Tchebychev.

On a ainsi A(Ex) = 0 pour tout k& > 0. Mais, si E est I’ensemble des points

ou fest >0,ona F = U E 1, de sorte que E est bien de mesure nulle en
nelN*

vertu de 2.6.14.2.

62



Chapitre 3

Séries de Fourier

Dans ce chapitre, nous étudions les séries de Fourier, qui sont ['un des
outils essentiels pour étudier les fonctions périodiques, donc, notamment, tout
ce qui modélise les mouvements vibratoires de la physique. Il va sans dire
que nous n’épuisons pas ce vaste sujet. Ce chapitre a une forte connotation
géométrique, par l'usage qui est fait du produit scalaire dans l’espace L2.

3.1 L’espace [?

3.1.1 Définition. Soit I un intervalle de R et f une fonction de I dans C.
On dit que f est de carré intégrable si f est mesurable et si |f|* est intégrable.
On note L%(I) I’ensemble des fonctions de carré intégrable sur I.

3.1.2 Proposition-Définition. L’ensemble L*(I) est un C-espace vectoriel,
stable par conjugaison. Si f,g sont dans L2(I) leur produit fg est intégrable
(donc aussi fg) et on a linégalité de Cauchy-Schwarz :

< ( / \f(x)\zdx) 1/2( / rg<x>\2dx)l/2-

De plus, l’égalité a lieu si et seulement si il existe A\, u € C, non tous deux
nuls, tels que la fonction \f + pg soit nulle presque partout.
On pose (provisoirement) :

/I F(0)g() dz

(o) = [ s e sl = ( [ rfwczx)l/zzm.

On a donc Vinégalité - |(flg)| < [[£]l2 |92
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Démonstration. La stabilité par conjugaison est évidente, car on a |f| = |f].
Montrons que f+ g est dans £2 si f et g y sont!. Bien entendu, cette fonction
est mesurable. Ensuite, on a |f + g|*> < (|f| + |9])* = |f]* + |g|> + 2| f| lg| <
2(|f1? + |g[*) car on a 2|f||g| < |f]* + |g|>. Tl en résulte que |f + g|* est
intégrable (elle est mesurable et majorée par une fonction intégrable) et cela
vaut aussi pour fg.

Pour montrer Cauchy-Schwarz, il faut faire un peu d’algebre. L’applica-
tion ® qui & (f, g) associe (f|g) est ce qu’on appelle une forme hermitienne
positive. Cela signifie que ® est C-linéaire en f, antilinéaire en g (c’est-a-dire
quon a ®(f, Ag) = A®(f,g)), qu'on a (g[f) = (f|g) et qu’enfin le réel (f|f)
est > 0). Clest presque ce qu'on appelle un produit scalaire. La seule
chose qui manque est le caractere défini positif, c’est-a-dire le fait que (f|f)
n’est nul que si f est nulle. Dans le cas présent on peut seulement conclure
que f est nulle presque partout. L’inégalité de Cauchy-Schwarz résulte alors
du lemme suivant :

3.1.3 Lemme. Soit E un C-espace vectoriel et (xz|y) une forme hermitien-
ne positive sur E. Alors on a linégalité de Cauchy-Schwarz : |(z|y)]* <
(x|z) (yly). Si lon pose ||z|| = +/(z|x), cette inégalité devient |(x|y)] <
|| lyll- 1l y a égalité si et seulement si il existe A\, u € C non tous deuz nuls
avec (A\x + py| Az + py) = 0.

Démonstration. Pour X € C, on calcule p = (z 4+ Aylz + \y) = (x|z) +
Mylz) + AMzxly) + [M*(y]y). Cette quantité est > 0 pour tout A. Posons
(z|y) = pe® et choisissons A\ = re? avec r réel. Un calcul immédiat donne
p = (yly)r? + 2pr + (x|z) et cette quantité est positive ou nulle pour tout
r. Si (y|y) est nul, cela impose que p est nul et I'inégalité cherchée est une
égalité. Sinon, c’est que le discriminant du polynome du second degré en r
est <0 et on en déduit le résultat.

Le cas d’égalité correspond, soit a (yly) = 0, soit a lexistence d’une
racine double r de 'équation (y|y)r? +2pr + (x|z) = 0. Mais alors, si on pose
A = re? (ol § est encore argument de (z]y)), on a (z + \y|z + A\y) = 0
comme annonce.

La conclusion, dans le cas des fonctions, vient de 2.5.6. En effet, si on a

(Af + pglAf +pg) = [ I+ pgl* =0, la fonction A\f + pg est nulle presque
partout.

3.1.4 Remarque. Attention, il n’y a pas en général d’implication entre les
deux propriétés : f intégrable et f de carré intégrable. Par exemple, sur
[1,400] la fonction 1/ n’est pas intégrable, mais elle est de carré intégrable,

'Le cas de Af est trivial et laissé au lecteur.
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tandis que sur ]0, 1], 1/4/x est intégrable, mais pas son carré. Toutefois, sur un
intervalle I de longueur (/) finie, f de carré intégrable implique f intégrable
en vertu de l'inégalité de Schwarz : ||f]l1 = (|f]|x1) < ||fll2 A(I). Bien
entendu, une fonction continue (ou plus généralement une fonction mesurable
et bornée) sur un segment [a, b] est de carré intégrable.

3.1.5 Corollaire. (Inégalité de Minkowski)
Soient f,g € L2(I). On a [|f +glla < |[fll2+ llgll2-

Démonstration. En élevant au carré il s’agit de montrer qu’on a :

(f +glf +9) < (fIf) + (glg) + 2] fll2lgll2-

Or on a (f +glf +9) = (fIf) + (flg) + (9lf) + (glg) et on conclut avec
Cauchy-Schwarz.

3.1.6 Remarque. Le corollaire montre que la quantité || f||s mérite cette no-
tation, c’est-a-dire qu’elle est une semi-norme sur l'espace L£*(I). Ce n’est
pas vraiment une norme car on peut avoir ||f|ls = 0 sans que f soit nulle
(elle est seulement nulle presque partout, cf. chapitre 2 2.5.6). Nous dirons
tout de méme parfois norme, par abus de langage.

3.1.7 Définition. La “norme” || f||2 est appelée norme de la convergence en
moyenne quadratique ou norme L? et on parlera de convergence au sens de
L? & son propos.

3.1.8 Remarque. La encore, il n’y a pas de rapport, en général, entre conver-
gence en moyenne et en moyenne quadratique, sauf si I est de longueur finie,
auquel cas on a l'inégalité : ||f]1 < || f]l2 v/ A(I) qui montre que la conver-
gence en moyenne quadratique implique la convergence en moyenne.

3.2 Fischer-Riesz ou la complétude de £?(])

3.2.1 Théoréme. (de complétude ou de Fischer-Riesz) L espace L*(I)
est complet pour la semi-norme ||.||2. Cela signifie que, si (f,) (n € N*)
est une suite de Cauchy au sens de L?, il existe une fonction f, de carré
intégrable, telle que ||f — full2 tende vers 0 quand n tend vers linfini. De
plus, il existe alors une sous-suite (f,,) qui converge presque partout vers f.
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Démonstration. Ecrivons la condition de Cauchy. On a donc :
Ve > 0,aN € N,Vp,g € N, (p,q > N = ||, — foll2 <oe).

On peut extraire de la suite f,, une sous-suite f,, qui vérifie :

ank+1 - fnk”2 < 27]6.

Il suffit maintenant de montrer que la suite (f,,,) converge vers une fonction
f ala fois au sens de L? et au sens de la convergence simple presque partout.
En effet, comme (f,) est de Cauchy au sens L? si une de ses sous-suites
converge vers f, elle converge elle aussi vers f.

Cela permet de se ramener au cas ou la suite (f,,) elleméme vérifie
I'inégalité ci-dessus : || for1 — full2 < 27" L’idée de la démonstration (comme
dans Egorov) est de transformer la suite (f,) en série. Pour cela on pose
fo = 0 et on considere les fonctions différences 6, (z) = foi1(z) — fu(x),
pour n € N. On a la formule f,(z) = 327} 6x(x) et Vinégalité ||0,]]2 < 27
La convergence (au moins ponctuelle) de la suite (f,) revient donc a celle
de la série (d,). On sait que pour qu'une série converge, il suffit qu’elle
converge absolument. Cela nous amene a considerer les fonctions S, (z) =
S 10k(@)| = S er_y | forr (@) = ()] Le gros avantage de la suite S,, c’est
quil s’agit d’une suite croissante, qui est donc justiciable de Beppo-Levi. En
fait, comme on travaille avec des fonctions de carré intégrable, ce n’est pas
S, qu’il faut regarder, mais T,, = S2. Il est clair que c’est encore une suite
croissante. Comme les f,, sont dans 'espace vectoriel £2, il en est de méme
des d,,, donc de leurs modules, donc aussi de S,,. Cela montre que les fonctions

T, sont intégrables et on a [, T,, = ||S,||3. Mais, par I'inégalité triangulaire,
n—1
on a ||Syll2 < Z |0kll2 < 2. On a donc [, T, < 2. En vertu de Beppo-Levi,

k=0
la suite (7},) converge presque partout vers une fonction intégrable T et la

suite des intégrales [ T, converge vers [ T. En prenant la racine carrée, il en
résulte que S, converge presque partout vers S = /T, de carré intégrable.
Cela implique que la série §,,(x) converge (absolument) presque partout vers
une fonction f, ou encore que la suite f,, converge presque partout vers f.

Comme f est limite simple de fonctions mesurables elle est mesurable.
Par ailleurs, on a | f,(x)| < Sp(z) < S(x), dott |fo(2)]? < S(x)? = T(x). A
la limite on en déduit |f(z)|* < T'(x), et comme T est intégrable, f est de
carré intégrable. Enfin, il reste & voir que f,, converge vers f au sens L2. Cela
signifie que l'intégrale [, |f, — f|? tend vers 0. Mais les fonctions |f, — f|
tendent vers 0 presque partout et elles sont majorées par | f,,|*>+|f|>+2|f| | fx]
donc par 47 qui est intégrable. On conclut grace au théoreme de convergence
dominée.
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3.3 Séries de Fourier : la théorie £2

3.3.1 Introduction

Les séries de Fourier sont un moyen essentiel pour étudier les fonctions
périodiques. On sait que ces fonctions jouent un role capital en physique dans
I’étude de tous les phénomenes vibratoires. Ces séries ont été introduites par
Joseph Fourier en 18222. Le principe c¢’est de ramener 1’étude d’une fonction,
disons de période 27, a celle des fonctions périodiques prototypes : cosz,sin x
et les fonctions qui s’en déduisent : cosnx, sin nx ou, mieux, a leurs variantes
complexes, ™. On va donc chercher a écrire une fonction de période 27
comme somme d’une série :

flx) = chei””” ou f(x)= Z a, cosnx + an sinnz,

neZ n>0 n>1

la nature de la convergence étant a préciser.

3.3.2 Coefficients de Fourier

On s’intéresse aux fonctions de période T > 0 et on pose w = 2%, de
sorte que les fonctions cosnwz, sinnwx et ™% sont de période T 1l suf-
fit d’étudier ces fonctions sur [0,7]. L'espace £* = L£2([0,T]) est muni du
produit scalaire défini par (f|g) = fOT f(®)g(t)dt. L'exemple de la géométrie
ordinaire nous enseigne que les bases orthogonales sont un outil essentiel dans
ce type de situation. Or, ici, on a la propriété suivante :

3.3.1 Proposition. 1) Les fonctions e,(x) = €™, pour n € Z, forment
une famille orthogonale de L. De plus, on a (ey|e,) =T.

2) Les fonctions cosnwz (n € N) et sinnwz (n € N*) forment aussi une
famille orthogonale de L£*.

Démonstration. 1) 1l s’agit de calculer (eyle,) = fOT e“P=D7dy Si p et g
sont distincts, une primitive de e“®~9% est F(z) = 63((;:;;2 et on a F'(0) =
F(T) =1, de sorte que I'intégrale est nulle. Si on a p = ¢ I'intégrale vaut 7.

2) Le résultat est immédiat en écrivant cosinus et sinus en fonction des

exponentielles ou en utilisant les formules de trigonométrie.

La valeur du carré scalaire nous conduit a modifier la définition de (f|g) :

2Théorie analytique de la chaleur, voir Fourier (Buvres, pp. 201-235. Un premier
mémoire sur le sujet avait été proposé a I’Académie en 1811.
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3.3.2 Définition. On définit le produit scalaire (f|g) sur £2([0,T]) par la

formule :
=7 [ 0

La famille (e,) est alors une famille orthonormale®.

3.3.3 Remarque. Rappelons que si f est intégrable et de perlode T on a les

deux formules : f flx)dx = ffj;{ (u)du (poser . = u+T) et fo r)dr =

[ f(2)dz pour tout a € R (écrire fo =/ +faa+T_|_fa+T

a

Les calculs fondamentaux

Les calculs qui suivent sont exactement copiés sur ceux que ’on pratique
dans I'espace euclidien ordinaire. On sait en effet, que pour écrire un vecteur
f sur la famille orthonormale (e,), on doit calculer les produits scalaires

(flen) :

3.3.4 Proposition. Soit f un polynome trigonométrique, c’est-a-dire une
combinaison linéaire finie des fonctions e,, f = Zpel cpep (ou I désigne une
partie finie de Z). On convient de poser ¢, = 0 si p n’est pas dans 1. Alors
on a (fle,) = ¢, pour tout n € Z.

Démonstration. Cela résulte de 3.3.1.
La définition suivante coule alors de source :

3.3.5 Définition. Soit f une fonction intégrable sur[0,T] et soitn € Z. On
appelle n-ieme coefficient de Fourier de f la quantité :

o= Fn) = (e = 7 [ St

On notera que la fonction f(z)e™"“* est bien intégrable (elle est mesu-

rable et son module est le méme que celui de f).

La proposition 3.3.4 montre alors que, dans le cas d'un polynome trigono-
métrique, les coefficients de Fourier sont les coefficients du polynome : si on
af =3 crColp = D e e, avec I fini, les coefficients de Fourier f(p)
de f sont égaux a ¢, pour p € I et a 0 sinon.

3En revanche, les fonctions cosnwz et sinnwz pour n € N* sont de norme 1/ V2.
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3.3.6 Corollaire. Les fonctions ¢™* (pour n € Z) sont linéaz’r@ment indé-
pendantes sur C. Cela signifie que si la fonction f(x Z cne™ est

identiquement nulle (ou simplement nulle presque partout), alors tous les ¢,
sont nuls.

Démonstration. En effet, ¢, est le n-ieme coefficient de Fourier de f et il se

calcule donc par l'intégrale de 3.3.5. Comme f est nulle presque partout, on

a bien ¢, = 0 pour tout n.

3.3.7 Remarque. En fait, plus généralement, si une série trigonométrique
n=N

Sn(z) = Z cn€™ converge presque partout vers une fonction f et si

n=—N
les fonctions |Sy| sont majorées, indépendamment de N, par une fonction

intégrable g, on a ¢, = f(n) en vertu du théoréeme de convergence dominée.

3.3.8 Corollaire. (Parseval pour les polyndémes trigonométriques)
Si f=72 cr cep est un polynome trigonométrique, on a la formule 1£1l5 =

Sl =Y 17k

pel pel
Démonstration. C’est la semi-linéarité du produit scalaire :

I£15 = (f1f) = f|ch€p —Zcp flep) = Zcpcp Z|Cp|2-

pel pel pel pel

Les variantes réelles

Un polynome trigonométrique peut s’écrire soit avec les exponentielles
complexes, soit avec les fonctions cosinus et sinus. Le lien entre les deux est
donné par les formules : ™" = cosnwx + i sinnwx et
e—mwx) )

. . _ 1, .
COS NWT = 3 (emm +e m‘”), sin nwr = % (em”x —
i

On en déduit la proposition suivante :

3.3.9 Proposition. Soit f un polynome trigonométrique que l’on écrit sous
les deux formes suivantes :

N N
flz) =ag+ Z(an cos nwx + by, sin nwz) = Z ¢, e
n=1 —
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On a les relations : ag = ¢y, et, pour n > 1, ¢, = %(an —ib,), c_p =
%(an +ibn), an = cp 4 c_p, by =i(c, — c_p).

Démonstration. En remplacant les sinus et cosinus par leurs expressions en
termes d’exponentielles, on peut identifier les coefficients en vertu du corol-
laire 3.3.6 et on obtient les expressions ci-dessus.

3.3.10 Remarque. Les fonctions cosnwz et sin nwx sont elles aussi linéairement
N N

indépendantes sur R, autrement dit, si la fonction Z a,, COS nwx+z b, sin nwx

n=0 n=1
est identiquement nulle, alors les coefficients a,, et b,, sont nuls. Plus généralement,

dans un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, toute famille orthogonale
est libre.

3.3.11 Définition. Si f est une fonction périodique de période T on définit
ses coefficients de Fourier “réels™ :

1 [T 2 [T 2 (T
a0 == / fOdt, an =2 / F(t) cosnwtdt, by = = / F(t)sinnwtdt  (pour n € N*,
T Jo T /o T Jo

3.3.12 Remarque. On notera que si f est paire (resp. impaire), les coefficients
b, (resp. a,) sont nuls.

3.3.13 Corollaire. Si f est un polynome trigonométrique :

N
f(z) =ao+ Z(an cos nwx + by, sin nwx),

n=1
les coefficients a,, et b, sont les coefficients de Fourier réels de f.

Démonstration. Cela résulte du théoreme analogue pour les c,,.

On montre aussitot la variante réelle de Parseval pour les polyndmes
trigonométriques :

3.3.14 Corollaire. Avec les notations de 3.3.13, on a :

N N

1 1
2 __ 2 2 2
713 = laol? + 5> laulP+ 5 3 ol

n=1 n=1

4L appellation n’est justifiée que pour les fonctions & valeurs réelles.
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3.3.3 Fischer-Riesz pour les séries de Fourier

Notre objectif, pour une fonction f intégrable sur [0, 7], est donc d’étudier
la convergence de la série ) _, f(n)e™==. Bien entendu, comme les coeffi-
cients de Fourier ne changent pas si on modifie f sur un ensemble de mesure
nulle, on ne peut pas espérer que la série converge mieux que presque par-
tout. Si on suppose seulement f intégrable, c’est faux® (c’est un résultat de
Kolmogorov, 1926). Nous allons d’abord étudier le cas de la convergence au
sens de la norme L2, en faisant usage le plus possible de 'outil produit sca-
laire. Pour la convergence presque partout, d’autres hypotheses nous seront
nécessaires.

Notons d’abord que, si f est périodique de période T, et si 'on pose
x
g(x)=f 9. ) la fonction g est périodique de période 27. Quitte a faire ce
T
changement de variables, on peut supposer T' = 27 et donc w = 1. C’est ce

que nous ferons désormais.

3.3.15 Notation. On désigne par f une fonction de R dans C, 27-périodique,
intégrable sur [0,27]. On note f(n) son coefficient de Fourier d’indice n €
Z (défini car f est intégrable). On a donc, pour n € Z, ¢, = f(n) =
1 2 =

n=N
—int . Y nx :
7 f(t)e ™ dt. On pose Sy f(z) = HZZNf(n)e . On a aussi les for-

mules suivantes pour les coefficients de Fourier réels (pour n € N*) :

1 2 1 /27 1 [27
w0 =5 / F@)dt, ay =~ / f(t)cosntdt, b, =~ / J(t) sinnt dt.

Le premier théoreme essentiel que nous allons montrer est le suivant :

3.3.16 Théoreéme. Si f est dans L([0,27]), la suite Sxf converge vers f
en moyenne quadratique et on a I’égalité de Parseval :

1 2 n=-+00 . 1 +oo 1 400
1 =5 | 1F@Pdz = 37 1F0R = faof + 5 3 lanf* + 5 3 I
n=—oo n=1 n=1

Démonstration. Elle comporte trois étapes. L’étape 1 est essentiellement de
nature algébrique, avec des manipulations de produits scalaires. L’étape 2
contient le coeur du théoreme, qui consiste a faire le calcul dans le cas par-
ticulier de la fonction caractéristique d’un intervalle. Enfin, ’étape 3 est un
théoréme d’approximation des fonctions de L? par les fonctions en escalier.

5Mais la divergence n’est pas grossiere. En effet, on montre facilement, en approchant
f par des fonctions en escalier, que les coefficients de Fourier f(n) tendent vers 0 quand
n tend vers + oo (exercice).
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3.3.17 Corollaire. Si f est dans L2([0,27]) et si ses coefficients de Fourier
sont tous nuls, f est nulle presque partout.

Démonstration. En effet, on a || f||o = 0 d’apres Parseval.

3.3.18 Remarque. On peut montrer que le corollaire précédent vaut encore
si f est dans £' seulement.

3.3.19 Remarque. Attention, le théoreme ci-dessus n’implique pas a priori
que la série de Fourier Sy f(x) converge vers f(x) méme presque partout,
mais seulement que c’est vrai pour une sous-suite. Cependant, le résultat
est vrai, mais c’est I'un des plus difficiles de toute 1’analyse (théoreme de
Carleson, 1966).

3.3.4 Premiere étape : Parseval
Un lemme

L’idée de base, en pensant qu’en définitive on a f = E f(n)e,, est
nez
de décomposer f en deux morceaux, I'un qui correspond aux e, d’indices

vérifiant |n| < N, et qui n’est autre que Sy f, et autre qui correspond aux
indices plus grands, et qui est f—Sy f. Comme la famille (e,,) est orthogonale,
on espere bien que ces morceaux sont orthogonaux. Le lemme suivant montre
que c’est bien le cas :

3.3.20 Lemme Awvec les notations 3.3.15 on a, pour tout N, les formules :

0) ||1Sxfl3 = Z |f(n

1)(f — SNf\SNf) = 0.
2) 12 = IIf = Swflls + I1Swfll5-

Démonstration. Le point 0) a déja été vu (cf. 3.3.8). Le point 1) vient de 0)
et de la “linéarité” du produit scalaire :

(F1Snf) = f|Zf Z n)(flem) = 3 Fn) f(n).

n—=— n=—N

Le point 2) n’est autre le théoréme de Pythagore : on calcule le carré scalaire
de f en écrivant f = (f — Sxf) + Snf. On a donc || f|5 = I|f — Sxfl5 +
ISnfI3+ (SnfIf = Snf) + (f — SnfISn[f). Mais, en vertu de 1), f — Sy f

et Sy f sont orthogonaux d’otu le résultat.
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Et ses conséquences

+o0o
3.3.21 Corollaire. La série Z |f(n)|? converge et sa somme est < ||f]|3.

n=—oo

Démonstration. En effet, les sommes partielles sont égales a || Sy f]|3 en vertu
de 1), donc majorées par || f||3 en vertu de 2).

3.3.22 Corollaire. L’application f — Sy f est une application linéaire de
L? dans L* qui vérifie ||Snflla < || fllz (donc est continue).

Démonstration. C’est le point 2 du lemme.

3.3.23 Corollaire. La suite (Syf) est de Cauchy au sens L* (donc elle
converge vers une fonction g € L? en vertu de Fischer-Riesz 8.2.1).

Démonstration. En effet, on a, pour p < q :

—p—1 q
1Sof = Spfll5 =D IF P+ D [F)]
n=-—q n=p+1

~

(toujours le Parseval des polynomes) et, comme la série des |f(n)|* converge,
elle est de Cauchy et les sommes ci-dessus tendent vers 0.

3.3.24 Commentaire. Attention, la difficulté c’est qu’'a priori, on ne sait
pas que la fonction g est égale a f. Cependant, comme on est sur un intervalle
borné, la fonction g est dans £! et la convergence a lieu aussi dans £'. En
particulier, cela implique qu’il y a une sous-suite (f,,) qui converge presque
partout vers g. On voit que, pour prouver le théoreme pour une fonction f
il suffit de montrer que Sy f converge presque partout vers f. En effet, cela
montre qu'on a f = g presque partout, d’oll la convergence au sens de L? de
Sy f vers f. Cela implique que ||Sy f||2 tend vers || f||2, donc aussi les carrés,
ce qui donne Parseval.

3.3.5 Le théoreme pour une fonction en escalier
Les coefficients de Fourier d’une fonction constante

Dans ce paragraphe et le suivant, f est la fonction caractéristique de
I'intervalle [0, a], avec 0 < a < 2.
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3.3.25 Lemme. On a les formules :

0) J(0) = 5=

Démonstration. C’est un calcul évident.

On en déduit le résultat suivant :

3.3.26 Corollaire. Pour x € R, on pose on(x) = E R On a dlors :
n
n=1
1 1
Snf(x) = % + ;O'N(ZL‘) - %O'N(.I‘ —a).

Le calcul fondamental

On cherche a calculer la limite de Sy f(z) quand N tend vers + oco. On
N ina

et

commence par calculer celle de oy (z). Pour cela on pose 7n(z) = Z

n
n=1

on a oy(x) =Im (7n(x)). Le lemme fondamental est le suivant :

3.3.27 Lemme. Soit x €]0,27[. On a :

+oo
mnx T

).

nl—lglooTN(m): I :—ln(251n§)—|—z( 5

™ =X

La limite de on(x) quand N tend vers + oo est égale a

Démonstration. La preuve qui suit n’est totalement convaincante que si 'on
connait un peu la théorie des fonctions de variable complexe. Voir en an-
nexe le lemme 3.5.1 pour une preuve directe. Nous admettrons qu’on peut,
sous certaines conditions, définir le logarithme d’un nombre complexe et que
celui-ci continue a vérifier deux propriétés : il est une fonction réciproque de
I'exponentielle, il vérifie ’équation fonctionnelle In(zw) = In z+Inw. Comme
tout nombre complexe z s’écrit z = re?, cela donne aussitot, pour z # 0,
Inz = Inr + 6, soit Inz = In|z| + iArg z. La difficulté c’est qu’il faut que
I’argument soit bien défini, alors qu’il ne 'est, a priori, que modulo 27. Pour
éviter cette difficulté, on se contentera de regarder le logarithme d'un com-
plexe en dehors de I'axe réel négatif. L’argument peut alors étre choisi dans
| —m, 7.
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On part de la relation bien connue :

Cette relation vaut pour z de module < 1. On “integre” cette relation et on
obtient :
+0c0 o
—In(l1—2) = —
(1-2) ; —

pour les mémes z, mais aussi pour z = € avec x €)0, 27| (on notera que
la série converge : pour |z| < 1 c’est le critere de D’Alembert, pour z = €
c’est la transformation d’Abel). On en déduit que la somme cherchée vaut
—In|1 — €| — iArg (1 — ). Un calcul trigonométrique immédiat donne :

1 — iz — 2sin§ (Sing - icosg) = 25111% (cos(g — g) —I—isin(g - g))
Comme z est dans |0, 27, 2/2 est dans |0, 7[, de sorte que 2sin § est positif,
donc c’est le module de la quantité considérée et § — 7 en est I'argument (ce
nombre est dans | — 7/2,7/2[). On a bien le résultat.

3.3.28 Proposition. Soit © €]0,27[, © # a. La limite de Sy f(x) quand N
tend vers linfini est égale a f(x), c’est-a-dire a 1 pour x < a et a 0 pour
x> a.

1 1

Démonstration. On écrit Sy f(x) = 21+—0N(3:)——0N(x—a). Sizest > a,
Tom m

x et x —a sont dans |0, 27[ et la limite vaut R - (z=a) = 0. Si

) 2m 2T T
x est < a, comme oy (x) est de période 2w, on a oy (z —a) = ony(27+x —a)

et, cette fois, 2m + = — a est dans |0, 27[. La limite est donc égale a

a mw—x w—27r+x—a)
2y - —1.
2w 2w 2m

3.3.29 Remarque. On notera que le résultat n’est vrai ni en a ni en 0. En
effet, on a f(0) = f(a) =1 (voire 0 si on avait pris la fonction caractéristique
de l'intervalle ouvert ou semi-ouvert), tandis que Sx f(0) et Sy f(a) ont toutes
deux pour limite 1/2 (cf. 3.4.6).
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Le résultat pour une fonction en escalier

3.3.30 Proposition. Soit f une fonction en escalier définie sur [0,2n] et
prolongée en une fonction 2mw-périodique sur R. Alors, la suite (Syf(x))
converge presque partout vers f(x). Il en résulte qu’elle converge aussi vers
[ au sens de L* (cf. 3.3.24).

Démonstration. On écrit f comme combinaison linéaire de fonctions carac-
téristiques d’intervalles J; = [a;, a;41[, qui sont différences des fonctions ca-
ractéristiques de [0,a;41] et de [0,a;], donc du type précédent. On utilise
alors la linéarité de f — Sy f et les calculs précédents. On notera que la
convergence n’a lieu que presque partout a cause des discontinuités en 0 et
a;. Précisément, en a; on vérifie aisément que Sy f tend vers la moyenne des
valeurs de f sur les intervalles qui entourent a;, cf. 3.4.6.

3.3.6 Le résultat d’approximation

Cette derniere étape concerne exclusivement la convergence L? (et plus
la convergence simple).

3.3.31 Lemme. Soient f € L2([0,27]) et € > 0. Il existe une fonction en
escalier h définie sur [0, 27| qui vérifie ||f — hlla < 2e.

Démonstration. L’idée est simple : on sait approcher une fonction f par une
fonction h en escalier au sens de L' (voir Chapitre 2, 2.4.5). Bien entendu,
méme sur un intervalle borné, ’approximation au sens de L' n’implique pas
qu'elle vaut au sens de L?, mais si les fonctions f et h sont bornées par M
on a :

||f—h\|§=/0 \f(t)—h(t)Ith§2M/O |[F(8) = h(t)] dt = 2M|[ ] = hl]1.

Or, on peut approcher, au sens de L2, une fonction par une fonction bornée :

3.3.32 Lemme. Soient f € L*([0,27]) et € > 0. Il existe une fonction
k € L2([0,27]), bornée, qui vérifie || f — k|2 < €. La fonction k est aussi dans
£1([0,2n)).

Démonstration. On considere les fonctions f,, obtenues en tronquant | f| par
n € N: fu(z) = f(o) si [f(z)] < net fu(r) = 0 sinon. Elles sont dans
L%, donc mesurables, bornées, donc aussi dans £, et la suite (f,) converge
vers f au sens de L2. En effet, il s’agit de voir que la suite |[f — f.|5 =
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27
|f(z) — fu(z)]* dx converge vers 0. Or, il y a convergence simple et on

0
a|f(x) — fu(x)* <|f(2)[?, d’ot la conclusion par convergence dominée. On
peut alors prendre pour £ une fonction f, pour n assez grand.

On peut maintenant finir 3.3.31. On approche f & e pres au sens de L2
par une fonction bornée k comme ci-dessus. Si |k| est bornée par M, on
approche ensuite k£ par une fonction en escalier hg au sens de L' & ¢/2M
pres : ||k — holl1 < €/2M (cf. 2.4.5). Attention, a priori, hy n’est pas bornée
par M. On considere alors la fonction h qui est égale a hg si |ho(x)] < M, et
5 gy Jo(@)

|ho(2)]
|k — h| < |k — hol|, dou ||k — hll; < ¢/M. Comme les fonctions k et h sont
bornées par M on en déduit qu’on a ||k —h||2 < €, donc ||f —h||2 < 2€ comme
annonce.

sinon. La fonction h est encore en escalier et on vérifie qu'on a

3.3.7 La fin du théoréme

Soit f une fonction de £? et soit € > 0. Il s’agit de montrer qu'on a
|f — Snfll2 < e pour N assez grand. Pour cela on approche f par une
fonction en escalier h & €/3 au sens de L? (cf. 3.3.31). On sait que Syh
converge vers h dans L?. Pour N grand, on peut donc majorer |h — Syhl|2
par €/3. Enfin, on a I'inégalité : ||.S,f — Sph|2 = |Su(f — R)|l2 < ||f — b2
(cf. 3.3.22). On conclut en écrivant :

If = Snflla < [If = hlla + [[h = Sxhllz + [|Svh — Sn fll2-

3.3.8 Applications

Voici deux conséquences immédiates du théoreme dans le cas de la fonc-
tion (7 — z)/2.

3.3.33 Proposition. On a les formules :

(1) T B “+o0o (_1)]) (2) 7T2 +00 1
= ] _— = —2

4 L+l 6 “—n

+oo

sinnr m X
Démonstration. Pour montrer (1) on utilise la formule : E =575
n
n=1

appliquée en © = 7 /2. Pour montrer (2) on considere la fonction f périodique
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de période 2w, qui vaut (7 —x)/2 sur |0, 27[ et 0 en 0. On constate que f est
impaire, de sorte que ses coefficients de Fourier a,, sont nuls. Une intégration
par parties permet de montrer qu'on a b, = 1/n pour n > 0. Comme f est
dans £%, on peut appliquer Parseval (variante réelle) qui donne :

1 [ (7 —x)? w1 1
2
SR B ) A P N
1112 27/0 1 r

d’ou le résultat.

3.3.34 Remarque. La premiere formule est le développement en série de
Taylor de Arctan 1 en 0, la seconde la formule classique qui donne la valeur
+oo
1
au point 2 de la fonction zeta de Riemann : ((s) = —-

ns
n=1

3.3.9 Une réciproque

Le résultat suivant montre que les suites de carré sommable correspondent
toutes a des séries de Fourier de fonctions de £ :

3.3.35 Théoreme. Soit (c,)nez une suite de nombres complexes tels que
n=-+oo
Z lcn|> < +oo. Alors, il existe une fonction f € L%, unique & égalité
n=-—o00

presque partout pres, qui vérifie f(n) = c,.

Démonstration. On pose fy = ZnszN cnén. La suite fy est de Cauchy au

sens L? (méme argument qu’en 3.3.23), donc elle converge vers une fonction
f au sens L? en vertu de Fischer-Riesz (cf. 3.2.1). De plus, on a f(n) = ¢,.
En effet, on a f/\N(n) = ¢, pour — N <n < N et 'application f — fA(n) est
linéaire continue (c’est un produit scalaire).

Si g est une autre fonction de £? vérifiant §(n) = ¢,, on a f—y (n)=0
donc f et g sont égales presque partout en vertu de 3.3.17.

3.4 Le théoreme de Dirichlet

C’est le deuxieme théoreme essentiel de la théorie. Si le théoreme 3.3.16
assure la convergence au sens L? (avec Parseval comme sous-produit essen-
tiel), on a vu qu'’il ne dit rien sur la convergence presque partout. C’est I'objet
du théoreme de Dirichlet (mais avec une hypothese de régularité nettement
plus forte sur la fonction). Nous ne démontrerons ici que la version faible de
ce résultat.
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3.4.1 La version faible

Rappelons d’abord une définition :

3.4.1 Définition. Soit f : [a,b] — C wune fonction. On dit que f est de

classe C'!' par morceaux s’il existe une subdivision sy = a < 51 < -+ <
s, = b de [a,b] telle que, sur chaque intervalle ouvert |s;, s;i1[ pour i =
0,...,7 =1, f soit la restriction d’une fonction de classe C' sur [s;, sii1].

3.4.2 Remarque. Attention, une telle fonction n’est pas nécessairement conti-
nue en les points de subdivision, mais ses discontinuités sont seulement “de
premiere espece”, ce qui signifie que f admet en chaque point x une limite a
gauche f(z7) et une limite & droite f(z™T).

3.4.3 Théoreme. Soit f : R — C une fonction continue 27-périodique.

~

1) On suppose que la série de terme général f(n) converge absolument, c’est-

+o0o
a-dire qu’on a Z |f(n)|] < +o0. Alors, la série de Fourier de f converge

n=—oo

+oo
uniformément vers f : on a f(x) = Z f(n) e,
n=—oo
2) La condition est réalisée, en particulier, si la fonction [ est de classe C"
Par MoTCEqUL.

Démonstration. Il est clair que la série de Fourier de f converge uniformément
(et méme normalement) vers une fonction continue g et qu'on a f(n) = g(n),
de sorte que l'on a f = g presque partout. Mais comme ces fonctions sont
continues, on a f = g. (Par exemple parce que 'intégrale de |f — g| est nulle.)

Pour le point 2) la convergence des coefficients repose sur un calcul facile :

3.4.4 Lemme. 5i f : R — C est continue, 2m-périodique, et de classe C!
par morceauz sur [0,2x], on a, pour tout n € Z, f'(n) =inf(n).

Démonstration. Le lecteur se convaincra que la formule d’intégration par
parties est encore valable si I’on suppose seulement les fonctions de classe C*

2m
par morceaux. On a f(n) = gy f(t)e"™ dt. On inteégre par parties en
T™Jo
—int
posant u = f(t), dv = e~ dt, d’ott du = f'(t)dt et v = ¢ — et donc
—in
Y —1 —int)12m 1 o / —int
f(n) [f@)e™™ 5" + frt)e™™ dt.

2min 2min J,
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Comme f est de période 27 la partie tout intégrée est nulle et on a le résultat.

7 QI

On déduit de ce lemme qu’on a, pour n # 0, | f(n)| =
n

des séries & termes positifs, on a 2a,b, < a? + b2, de sorte que, comme les

- Mais, pour

séries 1/n? et |f’(n)|2 convergent (pour f’ c’est Parseval!), il en est de méme

de W’ donc de |f(n)|

3.4.5 Remarque. Si f est plus réguliere que C! cela se traduit par une conver-
gence plus rapide des coefficients de Fourier vers 0 (si f est C? ils sont majorés
par une série en 1/n?). Réciproquement, on montre aisément que si I'on a une
majoration des coefficients de Fourier de la forme |]?(n)| < A/n4, la fonction
f est de classe au moins C92.

3.4.2 Application : encore ((2)

On considere la fonction f, périodique de période 27, définie par f(x) =
72 —x? pour ¥ € [—m, +7|. On vérifie que f est continue et paire®, de sorte que
ses coefficients de Fourier b,, sont nuls. Un calcul immédiat donne a¢ = %
et une double intégration par parties fournit les autres coefficients : a, =
(—=1)"*'. On constate que la série des coefficients de Fourier est en 1/n?,

donc converge absolument. On peut appliquer le théoréme et on a : 72 — 22 =

;r:(’) a, cosnz. On applique cette formule en z = m. On a f(7) = 0 et

cosnm = (—1)", ce qui donne ag = > %, d’olt le résultat.
Une autre méthode consiste a considérer le développement de 72 — 22 en

x = 0.

3.4.3 La version forte

Nous admettrons le théoreme suivant qui généralise 3.4.3 au cas non
continu :

3.4.6 Théoréme. Soit f : R — C une fonction 2w-périodique de classe C*
par morceauz (on rappelle qu’en chaque point, f admet alors une limite a
gauche et une limite a droite, pas nécessairement égales). Alors, la série de
Fourier converge presque partout vers f, précisément, on a, pour toutx € R :

f@)+ fa7)

lim Syf(z) = .
N—+o0 Nf( ) 2
SComme la fonction f est de classe C! sur | — 7, 7[, on pourrait aussi appliquer la

version forte 3.4.6 du théoreme.
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3.4.7 Remarque. Le théoreme de Dirichlet vaut aussi si f est réglée avec des
dérivées a gauche et a droite en chaque point.

3.5 Annexe : la preuve du calcul de 3.3.27

Dans cette annexe nous prouvons le lemme suivant, qui est la partie de
3.3.27 qui nous est utile :

3.5.1 Lemme. Soit x €]0,2x[. On a la formule :
+oo

Zsinnx_i_z
n 2 2

n=1

Démonstration. 11 suffit de montrer la formule pour x €]0, 7|. En effet, si x
est dans |, 27[, on se ramene & l'autre cas en posant x = 27 — u. Comme
la formule est évidente pour x = 7w on peut supposer z €|0, 7[. On considere

1 ix
I'intégrale I = /
0

e
série la fonction a intégrer, pour 0 <t <1 :

1 — et
1 o
1—6”75:;6 &

N 1 — eiN+1)zpN+1
c 1 . o nryn __
Considérons la somme partielle Sy . (t) = Z ettt = e

n=0

dt. Pour calculer cette intégrale, on développe en

On a, en module, |Sy ,(t)] < = h,(t)- Mais, comme x est différent

|1 — ezt
de 0 modulo 2, la fonction en dénominateur ne s’annule pas, de sorte que
h.(t) est une fonction continue, donc intégrable sur [0, 1].

On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée et on ob-

tient :
+0 i(n+1)z

+o0 1
I:ngo/o ez(n+1)xtndtzzen+1 )

n=0

On en déduit que la partie imaginaire de I est égale a

& sin nx
J=>,
n
n=1

qui est la quantité cherchée.
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e sinx

— est .
1 — et 14+t2 —2tcosz

Un calcul immédiat montre que la partie imaginaire de

sin x
1412 —2tcosz

1
dt
la forme J = / 5= que l'on calcule par changement de va-
0 sinz |1+ (=)

dt et on écrit cette intégrale sous

1
On en déduit J = /
0

sin x

) t —cosw )
riables en posant u = ———— (on notera que sinx est non nul). On a J =
sinx
1—'cosz . . , . ]. — COS T T
[Arctan u]_sinz . Un petit calcul trigonométrique donne ———— = tan —-

sin @ 2
Or, on a Arctan (tan §) = § (car z/2 est dans J0, 7/2[) et Arctan (—cotanz) =
Arctan (tan(x—g)) = x—g (car x—7/2 est dans | —7 /2, 7/2[). En définitive,
x

. 7T ;
on a bien J = 5 — 5 comine annomnce.
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Chapitre 4

L’intégrale de Lebesgue dans
Rd

Comme annoncé dans [’introduction générale, nous changeons d’approche
pour l'intégration a plusieurs variables, revenant a la méthode originelle de Le-
besque. Cependant, une partie importante du travail a été faite. En effet, nous
avons défini sur R la mesure de Lebesque, qui associe a une partie mesurable.
A sa mesure AN(A) (qui est un réel >0 ou + o0) et nous allons utiliser cette
notion et l’étendre a R? (en admettant toutefois l'existence de la mesure) et
construire lintégrale de Lebesque a partir de cette mesure.

Dans tout ce qui suit, on désigne par d un entier > 1. Le complémentaire
d’un ensemble A est noté A°. Si A et B sont deux parties de R? (sans relation
d’inclusion a priori), on pose A — B = AN BC.

4.1 La mesure de Lebesgue

4.1.1 Ensembles élémentaires

4.1.1 Définition. On appelle ensemble élémentaire une partie A C R?
de la forme Ay X ... X Aq ou les A; sont des parties mesurables de R. On
appelle pavé une partie P de R? de la forme Iy x Iy X -+ x I; ot les I}, sont
des intervalles bornés de R.

Notons que si A est un ensemble élémentaire non vide, les A; sont déterminés
de maniere unique : ce sont les projections de A sur les différents facteurs.

4.1.2 Remarque. On notera que, si A et B sont élémentaires, il en est de

méme de ANB. Eneffet,si A = A;x...xAget B= B;X...XxBg,ona ANB =
(A1NBy) x...x (AgN By) et on sait que les A; N B; sont mesurables dans R
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(cf. 2.6.12). La propriété est encore vraie pour une intersection dénombrable
d’ensembles élémentaires car on a la formule :

ﬂ(Aux...xAdi):(DAM)X...X(QAM)

i

et une intersection dénombrable d’ensembles mesurables est mesurable (loc.
cit.). En revanche, I'union de deux ensembles élémentaires n’en est pas un
en général. De méme, le complémentaire d’'un ensemble élémentaire n’est
pas élémentaire, mais il est réunion finie disjointe d’ensembles élémentaires.
Précisément on a :

(Alx---xAd)C:UAil><--~><A§d,

ol les symboles ¢; sont, soit une absence de symbole, soit le symbole ¢, I'union
étant étendue a toutes les distributions € = (e1,...,€4) ou 'un au moins des
€; vaut c.

4.1.3 Définition. Soit A = A;x...x Ay un ensemble élémentaire. On définit
sa mesure de Lebesgue j1(A) € [0,400] comme le produit AN(Ay) - -- AM(Aq), ot
A désigne la mesure de Lebesgue sur R, avec les conventions suivantes :

1) si l'un des A\(A;) est nul on a p(A) =0 (méme si certains des N(A;) sont
infinis),

2) si tous les \(A;) sont non nuls, et si l'un d’eux est infini, u(A) est égal a
+ 00.

4.1.4 Remarque. La justification de la convention 1) est la suivante. Considérons
par exemple un ensemble de la forme A x R C R?, avec A négligeable. On
peut écrire R comme réunion des intervalles I}, = [—Fk, k|, pour k € N. L’en-
semble A xR est alors la réunion dénombrable des ensembles E),, = Ax I,. Les
E) sont des ensembles élémentaires de mesure A\(A) x A(Iy) = 0 x 2k = 0. La
convention est donc nécessaire pour qu’une réunion dénombrable d’ensembles
de mesure nulle soit encore de mesure nulle.

4.1.5 Remarque. L'usage du symbole + oo est donc le suivant : on a a +
(+00) = 400, a X (+00) = +00 si a est > 0 et, différence avec 'usage
habituel, 0 x (+00) = 0.
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4.1.2 Ensembles négligeables

4.1.6 Définition. On dit qu’une partic A de R® est négligeable si pour tout
e > 0 1l existe une suite d’ensembles élémentaires E, tels que :

1) A est contenu dans la réunion des E,,

2) la somme des mesures des E, (qui est la somme d’une série a termes
positifs) est < e.

4.1.7 Proposition.
1) Un sous-ensemble d’un ensemble négligeable est négligeable.
2) Une union dénombrable de négligeables est négligeable.

Démonstration. Le point 1) est évident et le point 2) se prouve comme en
dimension 1).

4.1.8 Exemples.

1) Avec la convention 1) de 4.1.3, il est clair qu'un ensemble élémentaire
Ap x -+ x Ay est négligeable des que I'un des A; 1'est. La réciproque viendra
de 4.1.19.2.

2) En particulier, 'hyperplan Hjy de coordonnées défini par =, = aj est
négligeable. En effet, on a H, = RF! x {a;} x R4*. Avec la formule de
changement de variables 4.5.2 on en déduit que tout hyperplan est négligeable
et donc aussi toute partie contenue dans un hyperplan. Un bon exercice est
de montrer directement que la droite y = x est négligeable dans R2.

4.1.9 Remarque. On a maintenant une notion de propriété vraie presque par-
tout : cela signifie que la propriété est vraie sauf sur un ensemble négligeable.

4.1.3 Ensembles mesurables

La définition des ensembles mesurables se fait de maniere axiomatique
(pas plus que sur R on ne sait pas vraiment décrire les parties mesurables) :

4.1.10 Proposition-Définition. Il existe une plus petite partie M de P(R?)
qui contient les ensembles élémentaires et les ensembles négligeables et qui
vérifie les propriétés suivantes :

i) Si A est dans M, son complémentaire A aussi.

i) Si (An)nen est une suite de parties (non nécessairement disjointes) de
M, la réunion des A,, est dans M.

Les éléments de M sont appelées parties mesurables de RY.

Une partie M de P(R?) qui vérifie les conditions i) et ii) est appelée une
tribu ou une o-algebre.
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Démonstration. Montrons 'existence de M. On considere toutes les tribus 7°
de P(R?) qui contiennent & la fois les ensembles négligeables et les ensembles
élémentaires. Il en existe, car P(R?) en est une. On prend alors pour M
I'intersection de toutes ces tribus. Il est clair que M convient.

Propriétés

4.1.11 Définition. Deuz ensembles A, B C R? sont dits presque égaux si
leur différence symétrique : AAB = (AUB)—(ANB) = (A—B)U(B—A) =
(A— (AN B))U (B - (AN B)) est négligeable. On note A ~ B dans ce cas.

4.1.12 Proposition.

1) Siles A, sont dans M leur intersection y est aussi.

2) Si A et B sont mesurables, A— B = A — (AN B) [’est aussi.

3) Si A est mesurable et si B est presque égal a A, B est mesurable.

4) SionaACFECB avec A,B € M et B — A négligeable, alors E est
dans M.

Démonstration. Le point 1) vient du fait que I'intersection est le complémen-
taire de 'union des complémentaires. Le point 2) est évident. Pour 3), on note
d’abord que A — (AN B) est négligeable, donc mesurable. Il en résulte que
ANB = A—(A—(ANB)) est mesurable, puis que B = (ANB)U(B—(ANB))
I'est aussi. Enfin, 4) résulte de 3). En effet, on a A ~ E car E — A est
négligeable (il est contenu dans B — A qui est négligeable).

Parmi les parties mesurables, certaines sont appelées a jouer un role im-
portant :

4.1.13 Proposition-Définition. Toute réunion dénombrable d’ensembles
élémentaires est mesurable. On note D le sous-ensemble de P(R?) formé des
réunions dénombrables d’ensembles élémentaires. L’ensemble D est stable par
union dénombrable et par intersection finie. Une partie de R? presque éqgale
a un élément de D est mesurable.

Démonstration. Seule 'assertion sur l'intersection n’est pas évidente. Si on a

Ay, ..., A, € D, on écrit chaque A; comme réunion dénombrable d’élémentaires :
Ai = U, en Ain- Alors, intersection A;N- - -NA, est la réunion des Ay, N---N
A, . pour tous les (n,...,n,) € N" : c’est bien une réunion dénombrable

d’ensembles élémentaires.

4.1.14 Ezemples.
1) Un ouvert, un fermé (et donc un compact) de R¢ sont mesurables. En
effet, un ouvert U est réunion dénombrable de pavés ouverts qui sont des
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ensembles élémentaires, de sorte que U est dans D. Pour un fermé, il suffit
de passer au complémentaire.

2) On notera qu'un ensemble aussi simple que le cercle unité T' de R? (qui
est négligeable, cf. 4.4.6) n’est pas réunion dénombrable d’élémentaires. En
effet, sion a Ax B C I, cela implique que A et B sont de cardinal < 2. Pour
voir cela on fixe a € A, on aax B C I', mais, comme il n’y a que deux points
(a,y) € T au plus, cela montre que |B| est < 2. De méme pour A. Une
union dénombrable d’élémentaires contenus dans I' est donc dénombrable
donc distincte de I'.

3) On peut montrer qu’il existe des ensembles mesurables qui ne sont pas
dans D, ni méme presque égaux a un ensemble de D. Cependant, on verra
en 4.1.21 que tout ensemble mesurable est égal, “a € pres”, a un ensemble de
D.

4) Comme dans le cas de la dimension 1 il n’est pas évident d’exhiber des
ensembles non mesurables. Il n’en existe que grace a ’axiome du choix.

4.1.15 Remarque. Ce qui précede montre que D n’est pas une tribu. En
effet, elle contient tous les ouverts par 4.1.14.1, mais pas tous les fermés (cf.
4.1.14.2). Elle n’est donc pas stable par passage au complémentaire.

Le lemme suivant précise la structure des parties de D :

4.1.16 Lemme. Toute réunion dénombrable d’ensembles élémentaires est
aussi réunion dénombrable d’ensembles élémentaires disjoints.

Démonstration. Soit Dy I’ensemble des réunions dénombrables disjointes d’en-
sembles élémentaires. Il est clair que Dy est stable par réunion dénombrable
disjointe. D’apres 4.1.2, on sait que toute intersection dénombrable d’en-
sembles élémentaires en est un (donc est dans Dy) et que le complémentaire
d’un ensemble élémentaire est réunion disjointe finie d’ensembles élémentaires,
donc est dans Dy.

Soit alors A = |J,cn En ol les E, sont élémentaires. On pose, pour
neN:F =F, — UEZ On a A = (J,on Fn- En effet, il est clair que

<<n

I'union est contenue dafls A carona F, C E,. Elle est égale car si x est dans
A, et si on appelle n le plus petit entier tel que x € E,,, alors x est dans F,.
Cette union est disjointe car si x est dans F, N I, avec p < g, il est dans
E, et E, ce qui est absurde par définition de F},. Enfin, les F,, sont dans D.
En effet, ils sont intersections de F),, et des complémentaires des E;, 1 < n
et comme les Ef sont union disjointes finies d’élémentaires, on vérifie que F),
est dans Dy.

Il en résulte que A est dans Dy comme annoncé.
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4.1.4 La mesure

Nous admettrons l'existence de la mesure, c’est-a-dire le théoreme sui-
vant :

4.1.17 Théoréme. I existe une unique application p: M — R* U {+o0}
qui vérifie les propriétés suivantes :

i) St E = A; X+ x Ay est un ensemble élémentaire, u(E) est défini comme
en 4.1.3 : u(E) = A(Ay) -+~ AM(Ag) ot X est la mesure de Lebesgue sur R.

ii) La mesure p est o-additive : si les parties A, sont disjointes on a :

n(U An) =D u(An).

neN neN

4.1.18 Remarque. L’usage du symbole + oo est celui vu en 4.1.5.

4.1.19 Corollaire.
1) Si A, B sont mesurables et A C B on a u(A) < u(B) (“le tout est plus
grand que la partie”). Si u(A) est fini on a (B — A) = u(B) — u(A).
2) Si les parties A,, sont mesurables quelconques on a :
p( | An) <D nl4n).
neN neN
3) Si la suite de parties mesurables (A,,) est croissante on a
p(l An) = lim p(A,).
neN
4) Si la suite de parties mesurables (A,) est décroissante et si l'une des
mesures (1(Ay) est finie, on a p((),en An) = lim, p(A,,).
Démonstration. 1) On a B = AU (B — A) et B — A est mesurable, donc
u(B) = p(A) + p(B — A) 2 p(A). On en déduit u(B — A) = p(B) — pu(A)
si pu(A) est fini (s’il est infini, on a une expression indéterminée de la forme
00 — 00).
2) C’est trivial si I'une des parties est de mesure infinie. Sinon, on pose
B, = A, —U;c, 4i- Ona A = |J, A, = U, B, mais les B,, sont disjoints.
On a done u{A) = 30, #(Ba) < S0 il An).

3) On pose A=J, An. Ona A= AyU U(Aiﬂ — A;) (union disjointe),

=0

donc p(A) = p(Ag) + Y u(Ai1 — A;) et, de méme, p(A,) = pu(Ag) +
1=0

—_

n—

p(Ai — A;), dou le résultat.

I
o
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4) On peut supposer p(Ay) finie. On pose A =, cn An, Bn = Ag— A, et
B = Ay—A.OnaB =, B, et les B,, sont croissants, d’ott u(B) = lim p(B,,)
par le point 3). Mais, comme p(Ap) est fini, on a pu(B,) = pu(Aog) — p(4,) et

w(B) = pu(Ag) — pu(A), d’ou le résultat.

4.1.20 Remarque. Attention, I'exemple des parties A, = [n,+oo[ de R
montre que 'hypothese 1(A,,) finie dans 4) est essentielle.

Un théoréeme de structure
Le théoreme suivant décrit les ensembles mesurables :

4.1.21 Théoréeme. Soit A un ensemble mesurable. Pour tout € > 0, il existe
un ensemble B € D (union dénombrable d’ensembles élémentaires), conte-
nant A, tel que l'on ait p(B—A) < e. Autrement dit, A est égal a un ensemble
de D, “a € pres”.

Démonstration. Nous allons montrer, plus précisément, que A vérifie la condi-
tion (x) suivante : Pour tout € > 0, il existe des ensembles B, C € D tels que
l'on ait : 1) AC B, i) B— A CC, i) p(C) < e.

Appelons 7 P'ensemble des parties de R? qui vérifient la condition ().
L’ensemble 7 contient les ensembles élémentaires. En effet, si A est élémentaire,
il suffit de prendre B = A et C' = (). Il contient aussi les ensembles négligeables.
En effet, si A est négligeable, pour tout ¢ > 0 il est contenu dans une
réunion |J, E, avec les E, élémentaires et > u(E,) < e. On prend alors
B=C=J,E,etonabien u(C) <> n(E,) <e.

Nous allons montrer que 7 est une tribu. Comme M est la plus petite
tribu contenant les ensembles élémentaires et les négligeables, cela montrera
que M est contenue dans 7, donc que tout ensemble mesurable est dans 7.

Montrons que 7 est stable par union dénombrable. Soient A, € 7 (avec
n>0), A=J, A, et soit € > 0. Par définition, il existe B,,C,, € D avec
A, C By, B, — A, C C, et u(C,) < ¢/2". On considere alors B = |J B,,
C =UC,. Il est clair quon a A C B, B— A C C et C qui est réunion
dénombrable d’ensembles élémentaires est de mesure <) €/2" =e.

Montrons ensuite qu'une partie A est dans 7 si et seulement si, pour tout
pavé (ou tout ensemble élémentaire borné) P, ANP est dans 7. Si on a cette
derniére propriété, on considere les traces de A sur les pavés P, = [—n,n]<.
Elles sont dans 7, donc aussi A qui est leur réunion. Inversement, si A est
dans 7 et si P est un pavé, pour tout € > 0 il existe B,C € D avec la
propriété (). On vérifie qu’on a aussi cette propriété pour AN P en prenant

les ensembles BN P et C N P.
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Montrons maintenant que si A est dans D, son complémentaire A€ est
dans 7. On peut écrire A = |J,, A, comme union dénombrable d’ensembles
élémentaires disjoints (cf. 4.1.16). On a A° = [, AS. Soit P un pavé, il
suffit de montrer que A°N P est dans 7, en vertu de la remarque précédente.
Soit € > 0. On va montrer la propriété (x) pour A°N P. Comme les A,, sont
disjoints et que |J, (A, N P) est contenue dans P, on a u(|J(4, N P)) =
Y on (A, N P) < p(P), de sorte que la série ) p(A, N P) est convergente.
Il existe donc un entier N tel que l'on ait ) _ . u(A, N P) < e Alors,

I’ensemble B = ﬂ (A;, N P) convient pour montrer la propriété (x) pour
n<N

A¢N P. En effet, il est clair que A°N P est contenu dans B et B est dans D

comme intersection finie d’éléments de D (cf. 4.1.13). De plus, si z est dans B

et non dans A°N P, c’est qu'il existe n > N tel que z £ AS. Autrement dit,

x est dans A, N P. On peut donc prendre pour C' I'ensemble | J, . (A N P),

qui est bien dans D et, par construction, on a u(C) = > _ v (A, NP) <e.

Il reste a montrer que, si A est dans 7, il en est de méme de A°. On
se donne ¢ > 0. On sait qu’il existe B,C € D avec A C B, B— A C
C et u(C) < e On adonc B C A® et A°— B° = B — A. En vertu du
paragraphe précédent, B¢ est dans 7, de sorte qu’il existe D, E € D avec
B C D, D—B°C E et u(F) < e. Mais alors, on a A°C DUC € D et
(DUC)—A“C (DUC)—B°CCU(D—B° C CUE et il est clair que
w(C' U E) est < 2, ce qui acheve la démonstration.

Le corollaire suivant sera notamment utile dans la preuve du théoreme
de Fubini :

4.1.22 Corollaire. Soit A une partie mesurable. Il existe une suite de parties
B, € D, contenant A, telles que lim p(B,, — A) =0 et p(A) = lim pu(B,,).

Démonstration. On applique 4.1.21. Pour tout n € N* il existe B,, € D avec
AC Byet (B,—A) <1/n.Onaalors u(A) < u(B,) = p(A)+u(B,—A) <
w(A) + (1/n), d’ou le résultat.

4.1.23 Proposition. Un ensemble A est négligeable si et seulement si il est
mesurable et de mesure nulle. Deux ensembles mesurables presque égauxr sont
de méme mesure.

Démonstration. Si A est négligeable, il est mesurable et pour tout € > 0,
il est contenu dans une réunion d’ensembles élémentaires : A C |J,, £, avec
Yo i(Ey) < e Onadonc pu(A) <> u(E,) <e(4.1.19.2). Comme cela vaut
pour tout € > 0, u(A) est nul. Si A et B sont presque égaux, ils sont aussi
presque égaux a AN B et les différences entre A (resp. B) et l'intersection
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sont négligeables. On en déduit u(A) = u(AN B) = wu(B) par le premier
point.

Réciproquement, si A est mesurable et de mesure nulle, en vertu de 4.1.21,
il est contenu dans un ensemble B € D, avec u(B) = u(B — A) + pu(A) =
pu(B—A) < e. De plus, en vertu de 4.1.16, on peut supposer que B est réunion
disjointe d’ensembles élémentaires B,,, de sorte qu’on a y, u(B,) = pu(B) <
e et A est négligeable, par définition.

4.1.5 Fonctions mesurables

La définition des fonctions mesurables est inspirée de 1'une des carac-
térisations des fonctions mesurables sur R :

4.1.24 Proposition-Définition. Soit f une fonction de R¢ dans R (resp.
C). On dit que la fonction f est mesurable si pour tout ouvert U C R (resp.
C), la partie f~Y(U) est mesurable.

Dans le cas réel, il suffit pour cela que, pour tous a,b € R, ’'ensemble :

fHab) ={zeR’ [ a< f(z)<b}

soit mesurable, ou que, pour tout a € R, f~'(]a, +o0]) le soit.
Dans le cas complexe, f est mesurable si et seulement si ses parties réelle et
imaginaire le sont.

Démonstration. Sila propriété est vraie pour les ouverts, elle l'est, a fortiori,
pour les intervalles ]a, b[. La réciproque résulte du fait que tout ouvert de R
est réunion dénombrable d’intervalles ouverts. Pour passer du cas ]a, +o0o[ au
cas ]a, b[ on utilise les formules :
1
]CL, b[:]a7 +OO[_[b7 +OO[ et [b7 +OO[: ﬂ ]b_ ﬁ’ _'_OO[
neN*

4.1.25 FExemples. Les constantes sont mesurables ; une fonction caractéristique
X4 est mesurable si et seulement si A D'est.

Comme dans le cas d’une variable, on montre que beaucoup de fonctions
sont mesurables :

4.1.26 Proposition.

1) Toute fonction continue est mesurable. Plus généralement, si f est conti-
nue sauf sur un ensemble négligeable A, f est mesurable.

2) Si les fn, n € N, sont mesurables a valeurs dans R, il en est de méme
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de sup f, et inf f,, (s’ils sont finis). En particulier, si f,g sont mesurables,
il en est de méme de Max (f,g), Min (f,q), f+, f~ et |f].

3) Si f est limite simple d’une suite de fonctions mesurables, elle est mesu-
rable.

4) Si F: C — C est continue et f : RY — C mesurable, Fo f est mesurable.
5) La somme, le produit de deuz fonctions mesurables sont des fonctions me-
surables.

6) Une fonction égale presque partout a une fonction mesurable est mesu-
rable.

Démonstration. Le point 1), dans le cas continu, vient du fait que I'image
réciproque d’un ouvert par une fonction continue est un ouvert, donc une
partie mesurable. Si f est continue sur R¢ — A, on consideére sa restriction f
a R?— A. Si U est un ouvert de C, fﬁl(U) est un ouvert de R — A pour
la topologie induite, donc de la forme Q N (R? — A) avec Q ouvert de R

C’est donc une partie mesurable de R?. Comme on a 7_1(U) c f7YU) c
T H(U) U A, on conclut par 4.1.12.3.

Pour 2), si f = sup f,, la propriété vient de la formule f~!(]a, +oo[) =
U,, /' (Ja, +oc[). Pour le point 3), on considére g, = sup;,, fi. Les g, sont
mesurables en vertu de 2), la suite (g,) est décroissante et converge vers f,
de sorte qu'on a f = inf g, et cette fonction est mesurable, toujours par 2).
Le point 4) est évident car on a (F o f)"'(U) = f~(F~'(U)) et, comme F
est continue, F~'(U) est un ouvert.

Montrons que f + g est mesurable si f et g le sont. Si f et g sont réelles,

cela vient de la formule :

(F +9)"(Ja, +ool= | (f—lqn ool Mg a - +oo[).

reQ

En effet, il est clair que 'union est contenue dans ( f+g) ! (Ja, +00[. Réciproquement,
si on a un z qui vérifie f(x) + g(z) > a, on choisit r € Q qui vérifie
a—g(x) <r < f(r) et x est dans I'ensemble de I'union correspondant a

r. Dans le cas complexe on utilise la décomposition f = Re f + ¢Im f.

Pour le produit, le raisonnement est analogue a celui utilisé pour la somme
lorsque les fonctions sont positives et on se ramene a ce cas en employant les
décompositions du type f* — f~ et Re f + iIm f.

Enfin le point 6) vient du fait que si f est égale presque partout a g on a
f7HU) ~ g7HU).

4.1.6 Fonctions étagées

92



Les fonctions étagées vont jouer pour l'intégrale de Lebesgue le role que
jouaient les fonctions en escalier pour celle de Riemann :

4.1.27 Proposition-Définition. Soit f : R? — R. une fonction. Les pro-
priétés sutvantes sont équivalentes :

1) La fonction f est mesurable et ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

2) La fonction [ est de la forme f =" a;Xxa, ou les A; sont mesurables
et disjoints et ou les o; sont des réels (que l'on peut supposer distincts).

3) La fonction f est de la forme f = Z?:l BixB; ou les Bj sont mesurables
et ou les [3; sont des réels.

Une fonction f : RY — R qui vérifie les conditions précédentes est dite
étagée.

Démonstration. L’équivalence de 1) et 2) est claire en prenant pour «; les
valeurs non nulles prises par la fonction. L’écriture de 2) avec les «; distincts
est donc uniquement déterminée par f (on parle de I’écriture canonique de
f). West clair aussi que 2) implique 3). Enfin si f est de la forme évoquée en 3),
elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs (qui sont parmi les 5, +---+ ;).

4.1.28 Remarque. On notera que l'ensemble des fonctions étagées est un
R-espace vectoriel (utiliser les caractérisations 1) ou 3)).

Le théoreme suivant relie les fonctions mesurables positives et les fonc-
tions étagées :

4.1.29 Théoréme. Soit f : RY — RT une fonction mesurable positive. Il
existe une suite croissante (u,) de fonctions étagées positives qui converge
simplement vers f.

Démonstration. Pour r € QT on définit une fonction w, en posant w,(x) =r
si f(x) > r et w,(x) = 0 sinon. La fonction w, est étagée car elle prend les
valeurs 0 et r sur f~([0,7[) et f~'([r,+0oo[) qui sont mesurables. Posons
g = Sup,eq+wr. On a f = g. En effet, on a w, < f pour tout r, donc
g < f. Réciproquement, si r est un rationnel vérifiant 0 < r < f(x), on a
w,(x) =1, dout g(x) > r. Comme cela vaut pour tous les rationnels < f(x),
on a g(x) > f(z). On numérote alors les rationnels en une suite 7, et on pose
Up, = Wy, , PUIS U, = Max <, vg. Il est clair que la suite (u,) convient.

4.2 L’intégrale de Lebesgue

La définition de l'intégrale de Lebesgue se fait par étapes.
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4.2.1 Définition de ’intégrale : le cas des fonctions me-
surables positives

1) On commence par les fonctions caractéristiques. Si A est mesurable,
on pose fRd Xa = i(A), comme dans le cas de R, mais, a I'envers : cette fois
on connait la mesure et on veut I'intégrale!

2) On passe ensuite aux fonctions étagées positives.

Soit f une fonction étagée positive écrite sous la forme canonique Y . | aix 4,
(avec les A; disjoints et les a; distincts). On a vu que cette écriture est bien
définie. Puisqu’on veut que 'intégrale soit linéaire, on doit définir fRd f=
o aq pu(A;) € [0, 400]. Pour les autres écritures on a le lemme suivant :

4.2.1 Lemme. Soit [ = 2?21 Bixs; une fonction étagée positive. On a
Jra [ = 2771 Bin(B;) (méme si les By ne sont pas disjoints et si certains
des (B; peuvent étre égauz).

Démonstration. Pour le cas ou les B; sont disjoints, mais ou certains des
B; sont égaux il suffit de regrouper les B; correspondants et d’appliquer

ladditivité de la mesure. Pour le cas général, posons I = {1,2,...,n}. On
vérifiequon a f = ZWXCJ, oul’on aposé C; = ﬂ Bj— U Bk, (les points
JcI jeJ kel—J

qui sont dans les B; pour j € J et pas dans les autres) et v; = ZJEJ Bj.
Comme les C sont disjoints on a [ f = >, v,u(Cy). Par ailleurs, on a
Bj = Ujc;C; et cette union est disjointe. On conclut en utilisant 1'additivité
de la mesure : u(B;) = ., u(Cy).

4.2.2 Corollaire. Si f et g sont des fonctions étagées positives, on a [(f+
g=J/f+Jg

Démonstration. On écrit f = 37, aixa,, 9 = >, Bjxp, et on calcule
J(f +g) avec I'écriture f +g =D, cixa, + >0, Bixs;-

4.2.3 Corollaire. Si f et g sont des fonctions étagées positives et si on a
fggonaffgfg.

Démonstration. 11 suffit d’écrire g = f + (¢ — f) et d’appliquer le résultat
précédent.

3) On passe ensuite aux fonctions mesurables positives.

4.2.4 Définition. Soit f une fonction mesurable positive, on pose fRd f=
sup fRd u (le sup peut étre fini ou infini) ot u parcourt l’ensemble des fonc-
tions étagées u < f. On dit que f est intégrable si et seulement si fRd f
est finie.
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4.2.5 Remarques.

1) Le lecteur notera que cette définition est compatible avec celle donnée
pour les fonctions étagées en vertu de 4.2.3.

2) On note aussitot I'implication f <g= [ f < [g.

4.2.2 Le théoréme de convergence monotone pour les
fonctions positives

On commence par deux lemmes sur la convergence des suites de fonctions
étagées.

4.2.6 Lemme. Soit (u,) une suite décroissante de fonctions étagées positives
qui converge simplement vers 0. On suppose que fRd ug est finie. Alors I, =
Jra tn converge vers 0.

4.2.7 Remarque. L’exemple de la suite constante u,, = 1/n montre la nécessité
de ’hypothese sur la finitude de fRd ug ou de I'une des fRd Uy,

Démonstration. Le cas ou ug est nulle presque partout est trivial (toutes
les intégrales sont nulles) et nous ’écarterons désormais. Soient m et M les
minimum et maximum des valeurs non nulles de ug et soit S = {z € R? |
up(xz) > 0}. On a mu(S) < [ug < Mu(S), ce qui montre que u(S) est
finie. De plus, comme f n’est pas nulle presque partout, on a u(S) > 0. Soit
e > 0. Nous allons montrer que [u, est < 2¢ pour n assez grand. Pour
cela, appelons A,, I'ensemble des z tels que w,(x) > €¢/u(S). Comme u, est
nulle en dehors de S, on peut écrire fRd Uy = f A, Un T fs— A, Un- Comme
(u,) tend vers 0 en décroissant, la suite (A,,) est une suite décroissante de
parties mesurables, d’intersection vide, et contenues dans S (donc de mesure
finie). En vertu de 4.1.19.4, on en déduit que u(A,) tend vers 0. Comme wu,,
est < M on a fAn u, < Mu(A,) et, pour n grand on peut rendre ce terme

€
< €. Par ailleurs, on a / Uy < ——pu(S — A,) < € et, en définitive, on

s—a,  #(S)
a bien fun < 2e.

4.2.8 Lemme. Soit (u,) une suite croissante de fonctions étagées positives
qui converge simplement vers une fonction étagée u. On suppose I = fRd u
finde. Alors I, = [gaun converge vers I = [o,u.

Démonstration. C’est évident en appliquant le lemme précédent a la suite
Up = U — Up,.

On peut maintenant prouver le théoréme de convergence monotone (pour
les fonctions mesurables positives) :
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4.2.9 Théoréme. Soit (f,) une suite croissante de fonctions mesurables po-
sitives qui converge simplement vers une fonction f. Alors on a I := fRd f=
lim I, ou l'on a posé I, = fRd fn. St de plus on suppose que les f, sont
intégrables et que les intégrales I, = fRd fn sont bornées, la fonction f est
intégrable.

Démonstration. Comme on a f, < f, on a I, < I. Il en résulte déja que le
théoreme est évident si I'une des fonctions f,, n’est pas intégrable (car on a
alors I, = +00 = I) ou si les I, ne sont pas bornées (car on a I > sup [, =
+00). Supposons donc les f,, intégrables et les I, bornées. La suite (I,,) est
croissante et majorée, donc converge et on a [ = lim [, < [ et il s’agit de
voir qu’on a ’égalité. Sinon, il existe une fonction étagée u < f, d’intégrale
finie!, qui vérifie | < [u < [ f. De plus, on peut supposer qu’on a, pour
tout © € R%, u(z) < f(z). Eneffet, sion au = Y__, a;xa,, on peut toujours
diminuer les a; de € > 0 assez petit en conservant® I'inégalité [u > I.

On définit alors une suite de fonctions étagées positives u,, comme suit :
up(z) = u(z) si u(z) < fu(x) et uy(x) = 0 sinon. On vérifie que la suite
(un) est croissante. Montrons qu’elle converge simplement vers u. Comme
on a u(x) < f(x) et que f,(x) converge vers f(z), il existe p avec u(x) <
fp(z) < f(x). Mais alors on a u, () = u(z) pour n > p. En vertu de 4.2.8, la
suite [ u, converge vers [u. Comme on a u, < f,, on en déduit a la limite
[ u<1et cest absurde.

4.2.10 Corollaire. Si f et g sont des fonctions intégrables positives, f + g
est intégrable et on a [(f+9)=[f+ [ 9.

Démonstration. On peut écrire f et g comme limites croissantes de fonctions
étagées positives f, et g, (cf. 4.1.29). La suite f, + g, converge vers f + g en
croissant. On a [(fn + gn) = [ fu + [ gn en vertu de 4.2.2 et ces intégrales
sont majorées par [ f + [ ¢g. On peut appliquer le théoréme de convergence
monotone 4.2.9 aux suites (f,), (gn) et (fn + gn). On voit que f + g est
intégrable et que son intégrale est bien [ f+ [g.

4.2.3 Définition de l’intégrale : le cas général

On peut maintenant achever la définition de I'intégrale.
1) Pour une fonction mesurable réelle quelconque f, on décompose f en
fT — f~. La fonction est dite intégrable si et seulement si f et f~ le sont,

1Si on a une fonction étagée u = Z;f:l a;xa,; < f d’intégrale infinie, on en obtient une
d’intégrale finie plus grande que [ en tronquant les A; par les pavés [—n,n]? pour n assez
grand .

211 suffit de prendre € < ([u—1)/> u(A;) et € < Mina;.
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ou encore si et seulement si | f| Uest (c’est la méme chose en vertu de 4.2.10).
On pose alors [ f=[ft—[[f".

2) Enfin, pour les fonctions mesurables a valeurs complexes, on décompose
f en partie réelle et partie imaginaire : f est dite intégrable si ces deux
fonctions le sont (ou encore si | f| 'est) et on pose [ f= [Ref+i [Imf.

4.2.11 Notation. Si on note * = (zy,...,74) un point de R? on notera
aussi 'intégrale de f sous la forme :

/ f= f(z)de = flzy,...xq)dzy ... dxg.
R4 R4 R4

Le critere suivant est immédiat, mais fondamental :

4.2.12 Proposition. Soit f une fonction de R dans C. Alors f est intégrable
si et seulement si elle est mesurable et si |f| est intégrable. Cette derniére
condition est réalisée si | f| est majorée par une fonction intégrable g.

Intégrale sur une partie mesurable

Il est tres commode de pouvoir parler d’intégrale non seulement sur R?,
mais aussi sur une partie mesurable de R¢ (par exemple un pavé, ou une
boule, etc.).

4.2.13 Définition. Soit A une partie mesurable de R, soit f une fonction
de A dans C et soit f = f la fonction obtenue en prolongeant f par 0 en
dehors de A. On dit que f est mesurable (resp. intégrable) sur A si f est
mesurable (resp. intégrable) sur R% et on pose fA f= fRd f

4.2.14 Remarques.

1) Une fonction f : A — C continue sur A est mesurable. En effet, si U est
un ouvert de C, f~1(U) est un ouvert de A, donc de la forme QN A avec Q
ouvert de R%. C’est donc une partie mesurable. De plus, f_l(U ) est égal a
f7HU) si U ne contient pas 0 ou & f~1(U) U A si U contient 0. Il est donc
mesurable. La propriété est encore vraie si f est continue sauf éventuellement
sur un ensemble négligeable B C A (cf. 4.1.26.1).

2) Si f est mesurable sur R?, sa restriction & une partie mesurable A quel-

conque est mesurable sur A. En effet, on a f|4 = fyxa.

Le lecteur se convaincra que la plupart des théoremes énoncés dans ce
chapitre se généralisent au cas des intégrales sur une partie mesurable. En
particulier, une fonction est intégrable sur A si elle est mesurable sur A et
si sa valeur absolue est majorée par une fonction intégrable sur A. On a une
sorte de relation de Chasles :
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4.2.15 Proposition. Soient A, B deux parties mesurables disjointes et soit
f une fonction intégrable sur AU B. Alors f est intégrable sur A et B et on

a fAUBf:fAf+fo'

Démonstration. Si on note respectivement ]?, ;‘; et E les prolongements par
0 de f, f|a et f|B, la proposition vient de la formule f = fa + f5.

4.2.4 Propriétés de l’intégrale

Le théoreme suivant montre que l'intégrale a les propriétés usuelles :
linéarité, croissance, etc.

4.2.16 Théoreme.

1) L’ensemble L(RY) des fonctions Lebesque-intégrables f : R — R est un
sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel de toutes les fonctions de R? dans
R. On a une assertion analogue pour les fonctions a valeurs dans C.

2) L’application I : f +— [ f(t)dt est une forme linéaire sur L(R?).

3) L’application I est croissante : si on a f < g on a I(f) < I(g). En
particulier, on a Uinégalité | [q. f(t)dt] < [qa |f(t)|dt.

4) Si f et g sont intégrables, Max (f,g) et Min (f, g) le sont aussi.

5) Si f est presque partout nulle elle est intégrable et son intégrale est nulle.
La réciproque est vraie si l’on suppose de plus f > 0. Si f est intégrable et si
g est égale a f presque partout, alors g est intégrable et on a fRd f= fRd g.

Démonstration. 1) et 2). Le cas des fonctions positives a été traité en 4.2.10.

Pour les fonctions de signe quelconque, on écrit f = fT—f~, g =gt —g~
et, en posant h = f+g, h = h"™—h~. D’abord, on a |h| < |f]|+]|g]|, de sorte que
h est intégrable si f et g le sont. Ensuite, ona h* —h™ = ft*— f~+gt —g~,
ou encore ht + f~ + g~ = h™ + fT + g*. Par 'additivité de l'intégrale des
fonctions positives, on en déduit [ht+ [ f~+ [¢- = [h™+ [ fT+ [g¢T,
soit encore [h= [f+ [g.

Montrons la croissance. Si on a f < g, cela signifie f* — f~ < gt — g,
donc f* + g < f~ + ¢g". Mais, comme la croissance est vraie pour les
fonctions positives, on en déduit : [ f*+ [¢g= < [ f~+ [g*, ce qui donne
I'inégalité cherchée.

Le point 4) résulte de formules du type : Max (f,g) = 5(f + g+ |f — gl)
et de 1) et 3).

Si f est une fonction nulle presque partout sa valeur absolue est presque
partout nulle et il suffit de montrer que |f| est intégrable et d’intégrale nulle.
On est ainsi ramené au cas f > 0. Dans ce cas, si u = Y., a;xa, (avec
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a; > 0) est une fonction étagée positive et < f, les A; sont contenus dans
{z | f(z) > 0}. Comme cet ensemble est de mesure nulle, les A; aussi et
on a [u=0.Pour la réciproque, si A (resp. A,) est I'ensemble sur lequel f
est > 0 (resp. > 1/n),ona [ f > u(A,)/n (cest la croissance appliquée
a f et a la fonction étagée qui vaut 1/n sur A, et 0 ailleurs). On en déduit
1(Ay,) = 0, de sorte que A, est négligeable, donc aussi A qui est I'union des
A,

Enfin, si f = g presque partout, il suffit d’écrire g = f + (¢ — f). Comme
g — f est nulle presque partout, le premier point de 5) conclut.

4.2.17 Définition. Pour f € L(RY) on définit la “norme” L' : | f|, =

4.3 Les théoremes de convergence

Comme dans le cas de la dimension 1, ¢’est dans ce domaine que l'intégrale
de Lebesgue montre toute sa puissance.

4.3.1 Le théoreme de convergence monotone

4.3.1 Théoréme. Soit f, : RY — R une suite monotone de fonctions
intégrables. On suppose que la suite des intégrales I, = fRd fn est bornée.
Alors, la suite (f,) converge vers une fonction intégrable f, a la fois au sens
de la norme L' et au sens de la convergence simple presque partout et la suite

[ fn converge vers [ f.

Démonstration. Supposons par exemple la suite croissante et soit M un
nombre > 0 qui majore les [,. On considere la fonction f définie par
f(z) = sup fn(x). Montrons d’abord que 'ensemble A des points ou f est
infinie est négligeable. En effet, A est l'intersection des A,, avec A, = {z €
RY | f(z) > p}. Si p(A) est > 0, soit m fini tel que 0 < m < p(A).
On a p(A,) > m pour tout p. Fixons un p qui vérifie pm > 2M. Posons
B, ={x | fu.(x) > p}. La suite B, est croissante et sa réunion est A,. On
a donc pu(A,) = limu(B,) en vertu de 4.1.19.3 et il s’ensuit qu’on a, pour
n assez grand, p(B,) > m/2. Mais alors on a I,, > u(B,)p > mp/2 > M,
contrairement a ’hypothese.

On considere alors les fonctions f;, définies par f) (z) = f,(z) pour z £ A
et f/(z) =0 pour z € A. Soit f =sup f). On a f(x) = f(x) pour z & A et
f(z) = 0 pour z € A. Les fonctions f! étant égales aux f, presque partout
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sont intégrables et on a [ f, = [ f,. La suite (f},) est croissante et converge
simplement vers f (de sorte que la suite initiale (f,,) converge vers f presque
partout).

On considere ensuite les fonctions g, = f — f§. La suite (g,,) est une suite
croissante de fonctions intégrables positives, qui converge vers f — f{ et dont
les intégrales I,, — Iy sont bornées. En vertu de 4.2.9, f — f{ est intégrable
et ona [(f— fi) =lim [(f, — f}). Il en résulte que f est intégrable et
que [ f, = [ f, tend vers [ f. L’assertion sur la convergence L' vient de

I'hypotheése de monotonie (on a [ |f — ful= [|f = fil= [(f = f})).

4.3.2 Remarque. Si dans 4.3.1 on suppose que la suite (f,,) converge simple-
ment vers f, la démonstration se simplifie en se réduisant au dernier para-
graphe.

Comme dans le cas de R on a un corollaire qui concerne les séries a termes
positifs :

4.3.3 Corollaire. Soit (u,) une suite de fonctions intégrables positives. On
suppose Z:Zf) Jraun < +o00. Alors, la série Z::é un(x) converge presque

partout et on a la formule :

+0o0 +0o0
[ =Y w
Rd n—0 Rd

n=0

4.3.2 Le théoréeme de convergence dominée

4.3.4 Théoréme. Soit (f,) une suite de fonctions intégrables de RY dans
C. On suppose que f, converge presque partout vers une fonction f et qu’il
existe une fonction intégrable g > 0 qui majore toutes les fonctions |fy|.
Alors, la fonction f est intégrable, la suite (f,) converge vers f au sens de
la norme L* et on a lim [ f, = [ f.

Démonstration. La fonction f est intégrable. En effet, elle est mesurable
(comme limite simple presque partout d’une suite de fonctions mesurables,
cf. 4.1.26) et majorée en module par la fonction intégrable g (cf. 4.2.12). On
considere les fonctions g, = | f — f.| qui convergent simplement vers 0 presque

partout et sont dominées par 2g, puis les fonctions h,, = sup gx. Ces fonctions
k>n

sont finies (majorées par 2g) et intégrables (elles sont mesurables par 4.1.26
et majorées par 2g) La suite (h,) est décroissante et tend vers 0 presque
partout. Le théoréme de convergence monotone montre que l'intégrale [ h,
tend vers 0, donc, a fortiori, [ g, soit [|f — f.| et on a gagné.

100



4.3.5 Corollaire. Soit (g,) une suite de fonctions intégrables. On suppose
que la série Y |lgn|l1 converge. Alors, la série de terme général g, converge,
a la fois au sens de la norme L' et de la convergence presque partout, vers
une fonction intégrable g et on a >, [ g, = [ g.

+o0o
Démonstration. On considere la série de terme général |g,|. On a E / lgn| =
R
n=0

+o0o
Z llgn|l1 < +o00. On peut donc appliquer 4.3.3 qui montre que la série |g,|

n=0
converge presque partout vers une fonction intégrable positive h et qu’on a

Jh=3.2 Jx|gal 11 en résulte que la série g, (x) est (presque partout) ab-
solument convergente, donc convergente. De plus, si on pose h,, = Y ;_, Gk,
les fonctions h,, sont dominées par h. On conclut par le théoreme de conver-
gence dominée.

4.3.3 Complétude de L(RY)
4.3.6 Théoréme. L’espace L(RY) est complet pour la norme L.

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy. Il suffit de montrer qu’elle
contient une sous-suite qui converge au sens de L'. En raisonnant comme en
2.3.2 ou en 3.2.1, on se ramene au cas ou l'on a, pour tout n, || fri1 — fulli <

1/2™. Mais alors, par le corollaire précédent, la série f, 11 — f, converge pour
la norme L', donc aussi la suite (f,).

4.3.4 Intégrales dépendant d’un parametre

Les résultats et les démonstrations sont a peu pres identiques a ceux
obtenus sur R.

Limite et continuité

4.3.7 Théoréme. Soit A un espace métrique quelconque (par exemple une
partie de R") et soit f : RY x A — C une fonction vérifiant les conditions
sutvantes :
1) VX € A, la fonction x — f(z,\) est intégrable sur RY,
2) Il existe un ensemble négligeable A C RY tel que :

a) pour x £ A, f(z,)\) tend vers g(x) quand X tend vers Ao,

b) il existe une fonction intégrable h > 0 telle que l'on ait, pour tout
AEANettoutr €A, |[f(z,N)| < h(x).
Alors, la fonction g est intégrable sur R et F(\) = Jra f(x, N)dx tend vers
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Jra 9(x)dx quand X tend vers .

En particulier, si, pour tout x & A, la fonction A — f(x, /\) est contmue en
Ao (toujours avec les hypothéses 1 et 2.a) la fonction F(X) = [ga f(z, N)dz
est continue en \g.

Démonstration. 1l suffit de montrer que si (\,) est une suite convergeant vers
Ao, la suite (F(),)) converge vers [, g(x)dz. C'est exactement le théoréme
de convergence dominée appliqué aux fonctions f,(x) = f(z,\,). Le cas de
la continuité s’obtient en appliquant le résultat avec g(x) = f(z, Ag).

Dérivabilité
4.3.8 Théoréme. Dérivation sous le signe somme
Soit I un intervalle ouvert de R et soit f : R x I — R une fonction vérifiant
les conditions suivantes :
1)VA €I, x— f(x,\) est intégrable.
2) Il existe un ensemble négligeable A C RY tel que :
a) pour x £ A, la fonction A — f(x,\) est dérivable sur I,
b) il existe une fonction intégrable h > 0 telle que l'on ait, pour tout A € I

et tout x £ A, %(w, )\)’ < h(x).
Alors, la fonction A — F(A fRd x,\)dz est dérivable sur I et on a
of
F'(\) = A)dx.
W=/ Gy

Démonstration. Fixons A € [. Il s’agit de calculer la limite, quand h,, tend
F(A+hy) = F(\)

vers 0, de Y Cette quantité est l'intégrale de la fonction
A+ hy) — f(z, A _— .y
on(T) = S A+ h) S ) Par définition de la dérivée, pour x £ A,

0
cette fonction tend vers —f(a:, A) quand n tend vers + oco. Par ailleurs, le

oA\

théoreme des accroissements finis montre qu’on a ¢, (z) = 5(%6’”) avec

0, €\ A+ hy[. On a donc |p,(z)| < h(z) pour x £ A. On conclut avec le
théoreme de convergence dominée.

4.4 Les théoremes de Fubini

Soit d un entier > 2 écrit sous la forme d = p + g avec p,q € N*. Les
théoremes de Fubini permettent de ramener 1'étude des intégrales sur R &
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celle d’intégrales sur R? et RY et, en itérant le procédé, a des intégrales sur
R. On considere donc des fonctions f : R = R? x R? — C. On note f(xz,y)
I'image par f du point (z,y) avec x € R? et y € R%. La mesure de Lebesgue
sur R? (resp. R?, resp. RY) est notée g (resp. pi,, resp. pi,). Les intégrales
sur RY (resp. RP?, resp. RY) seront notées avec le symbole dxdy (resp. dz,
resp. dy).

4.4.1 Enoncés des deux théoremes
Fubini-Lebesgue

4.4.1 Théoreme. Soit f : R? x R? — C une fonction intégrable.

1) Pour presque tout y € RY, la fonction f, qui a x associe f(x,y) est
intégrable sur RP.

2) La fonction qui a y associe [y, fy(x)dz est définie presque partout, elle
est intégrable sur RY et on a la formule :

/Rq ( - fy(m)dx) dy = /RPXR‘Z f(z,y)dzdy.

Fubini-Tonelli

4.4.2 Théoréme. Soit f : R? x R? — R™ une fonction mesurable posi-
tive.

1) Pour presque tout y € RY, la fonction f, qui a x associe f(x,y) est me-
surable sur RP.

2) Si, de plus, on suppose que f, est intégrable pour presque tout y € R?, la
fonction définie presque partout qui a y associe pr f(x,y)dx est mesurable
sur RY et on a la formule :

/( fy<x>dx)dy= [ sy
R4 RP RP xR4

Bien entendu ces intégrales sont a valeurs dans [0, +00].

On notera les deux différences essentielles avec Fubini-Lebesgue : f est
seulement supposée mesurable, mais on suppose f, intégrable.

4.4.2 Démonstration du théoreme de Fubini

Le cas des fonctions caractéristiques
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On démontre les deux variantes du théoreme en méme temps. On com-
mence par traiter le cas des fonctions caractéristiques.

Il est commode ici d’utiliser des fonctions pouvant prendre la valeur + oo.
On dira qu’une telle fonction est mesurable si 'ensemble A des points ou
elle est infinie est mesurable et si f est mesurable en restriction & R? — A.
Avec cette convention, si (f,,) est une suite de fonctions mesurables positives,
sup f,, est mesurable.

4.4.3 Lemme. (Fubini pour une fonction caractéristique) Soit A € RP?
une partie mesurable. On pose, pour y € RY, A, = {z € R? | (z,y) € A}
(A, est la coupe de A selon y).

1) Pour presque tout y, l’ensemble A, est mesurable et la fonction p4 : RT —
R U {+o0} définie par os(y) = pp(A,) est mesurable (avec la convention
précédente).

2) Si la fonction p4 est presque partout finie (ce qui est le cas, en particulier,
st ji(A) est fini), on a pg(A) = [g, 1p(Ay)dy.

4.4.4 Remarque. Comme on a I'égalité (xa)y(z) = xa,(7), 4.4.3 est bien le
cas particulier de 4.4.1 dans lequel on a f = ya.

Démonstration. 1) On note d’abord que le lemme est évident si A est un
ensemble élémentaire. En effet, on peut écrire A = By x---x B, xCy x---xC,
et A est de la forme B x C avec B C R? et C' C RY. Par définition, on a
0(A) = [T 1(By) % [Ty #(Cy) = pip(B)it(C). On a A, = B pour tout
y € C et A, = () sinon, ce qui montre que A, est mesurable pour tout
y. De plus, la fonction @, n’est autre que ,u(B)XC, qui est bien mesurable.
L’intégrale qu ip(A,) est donc l'intégrale de la fonction constante et égale
a u(B) sur C : c’est bien u(B)u(C) = p(A).

Notons que si u(A) est fini, ¢4 est fini presque partout (si cette fonction
prend la valeur + oo c¢’est qu’on a p(B) = 400, mais alors, on a p(C') = 0).

2) Montrons que le lemme est vrai si A est dans D, i.e. réunion dénombrable
disjointe d’élémentaires. Si on a A = (J, . An, avec des A, élémentaires, on
note que l'on a Ay, = (J,cn An,y (réunion disjointe). Comme les A, sont
mesurables, il en est de méme de A, et la fonction ¢4 est mesurable comme
somme des P, On a pa(A) = X, en ta(An), tp(Ay) = 3, en tp(Any) et
pa(A pr p(Ay,y). On conclut par le théoreme de convergence monotone
(y comprls pour la ﬁnitude de pa).

3) Il s’agit maintenant de montrer 4.4.3 pour une partie mesurable quel-
conque. On commence par le point 1). Appelons (P) la propriété requise dans
le 1) du lemme (A, est une partie mesurable de R” et ¢4 est mesurable sur
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RY) et notons 7 l'ensemble des parties mesurables de R? qui vérifient (P).
Montrons que I’ensemble 7 est une tribu.

Soit (A,) une suite de parties vérifiant (P), et soit A la réunion des A,.
Quitte a remplacer A, par Ay U ---U A,, on peut supposer la suite (A,)
croissante. On a A, = |J,, A,y Soit X,, 'ensemble des y € R? tels que 4,,,
ne soit pas mesurable. Par hypothese, on a j,(A4,,) = 0. Si y n’est pas dans
X =, Xn, les parties A, , sont donc toutes mesurables, donc aussi leur
réunion A,. Comme X est encore de mesure nulle, on a montré que A, est
mesurable pour presque tout y. Par ailleurs, on a y,(A,) = sup p, (A, ) (car
la suite A, , est croissante) de sorte que la fonction y — p,(A,) est mesurable
comme sup de fonctions mesurables.

Soit A€ 7. On a (A%, = (A,)°. Comme A, est mesurable pour presque
tout y, il en est de méme de (A°),. Pour voir que @4 est mesurable, on
considere le pavé P, = [—n,n]?. La mesure j(Aj) est la borne supérieure de
u(Pn N A;) = p(Pn) — p(Po N Ay) = p(Pn) — p(Ayxp,). Comme u(A,) est
mesurable, il en résulte que p(Aj) l'est aussi (par produit, somme et passage
a la borne supérieure).

Pour voir que 7 contient M, comme on a vu que 7 contient les ensembles
élémentaires, il reste a voir qu’elle contient les ensembles négligeables. Cela
résulte du lemme suivant :

4.4.5 Lemme. Soit A C R un ensemble négligeable. Alors, pour presque
tout y € RY, la coupe A, est négligeable (et donc la fonction pa est presque
partout nulle, donc mesurable).

Démonstration. On sait (cf. 4.1.22) qu’'on peut trouver des ensembles A,
réunion dénombrables d’élémentaires, qui vérifient A C A,, et lim pu(A,) = 0.
Les ensembles A,, sont dans la tribu 7 et il en est de méme de A’ =), A,.
OnaAC A C A, donc pu(A") < u(A,) et comme p(A,) tend vers 0 on a
pu(A’) = 0.

Comme A’ est dans 7, les A} sont mesurables pour presque tout y et la
fonction y +— u(Aj) est mesurable. Comme les A, sont dans D, ils vérifient
Fubini comme on 'a vu ci-dessus. On a donc [, p(Any) = p(A,). Comme
Aj, est contenu dans A, ,, on a [g, u(A;) < [ro(Any) = w(A,) et il en
résulte qu'on a [, p(A,) = 0. Cela montre que la fonction p(A}) est nulle
presque partout, autrement dit que A) est négligeable pour presque tout
y € R?. Comme on a A, C A}, la propriété est encore vraie pour A,.

4) Tl reste a montrer le point 2) de 4.4.3 pour une partie mesurable quel-
conque A. En vertu de 4.1.22, il existe des parties A, € D, contenant A,
telles que l'on ait lim p(A,) = u(A) et, plus précisément, lim (A, —A) = 0.
En vertu du point 2), on a u(A,) = [g, tip(Any)-
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Supposons que ¢4(y) = u,(A,) est fini presque partout®. Comme A, est
contenu dans A, on en déduit [g, pp(A,) < p(A,) et, par passage a la
limite, [g, tp(Ay) < p(A). On va appliquer ce résultat a la partie A, — A.
Cette partie est de mesure finie, de sorte que p,((A4, — A),) est fini pour
presque tout y. Comme p,(A,) est fini aussi, on en déduit que p,(A,,) est
fini. Le résultat précédent montre qu'on a [g, p((An — A)y) < (A, — A) et
cette quantité tend vers 0 quand n tend vers U'infini. Mais on a (4, — A), =
A, — Ayet, comme les mesures sont finies, le premier membre est égal a

Jra Ho(Any) = Jra 1p(Ay), ce qui montre que yu(A,) = [g, 11p(An,y) tend vers
Jra tp(Ay). Comme on sait que p(A,) tend vers (A), on a terminé.

Le cas général

1) Comme le théoreme de Fubini est vrai pour les fonctions caractéristiques,
par linéarité, il est vrai aussi pour les fonctions étagées positives. En effet,
une telle fonction est de la forme f = >"""  a;xa,. Siles A; sont disjoints et
les a; > 0, f est intégrable si et seulement si les A; sont de mesure finie.

2) Si maintenant f est une fonction mesurable positive quelconque, on
écrit f comme limite croissante d’une suite de fonctions u,, étagées positives
(cf. 4.1.29). En vertude 1) on a I, = [u,(z,y)dedy = [ ( [un(z,y)dz)dy et
ces intégrales sont majorées par I = [ f(x,y)dzdy. Posons g,(y) = [ u,(z,y)dz.
En vertu de 4.2.9, g,,(y) tend vers g(y) = [ f(z, y)dz. Supposons f intégrable
donc I finie (variante Fubini-Lebesgue!) et montrons que g(y) est fini pour
presque tout y, c’est-a-dire que I'ensemble A = {y € R? | ¢(y) = +o0} est
négligeable. Pour cela, on introduit, pour M € N*| les ensembles Ay = {y €
RY | gly) > M} et Ay ={y € R? | g,(y) > M}. L'ensemble A est inter-
section décroissante des Ay, et, comme g, tend vers g en croissant, Ay, est
réunion croissante des Ay, et on a donc p(Ay) = lim p(Apr,,) (cf. 4.1.19.3).
Mais, on a Mu(Apr,) < I, = [ ga(y)dy < I. On en déduit pu(An,) < I/M
et, a la limite, p(Ap) < I/M. Comme pu(A) est la limite des p(Ay) quand
M tend vers l'infini (cf. 4.1.19.4), on a bien p(A) = 0.

Le théoréme de convergence monotone appliqué & u, sur R? et & g, sur
RY permet de conclure a l'égalité [ f = [ g(y)dy dans les deux variantes.

3) Pour une fonction intégrable quelconque, a valeurs réelles, on écrit
f=f"— f~ et on est ramené au cas précédent.

30n notera que, si ju(A) est finie, il en est de méme de u(A,) pour n assez grand, de
sorte que ¢a, (y) = pp(An,y) est finie presque partout (par le cas numéro 2). Comme on
awa < wa,, pa est finie elle aussi et 'hypothese est réalisée.

4Dans la variante Fubini-Tonelli, on fait 'hypotheése supplémentaire que g(y) est fini
pour presque tout y.
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4) Enfin, pour une fonction f & valeurs complexes, on applique le théoreme
aux parties réelle et imaginaire de f.

Le lemme 4.4.3 permet de prouver le résultat suivant, bien utile pour
montrer que certaines parties sont négligeables (par exemple le cercle unité
de R?).

4.4.6 Corollaire. Les notations sont celles de 4.4.1. Soit A un ensemble
mesurable de RY. On suppose que pour presque tout y € RY, la coupe A, est
négligeable. Alors A est négligeable.

Démonstration. On applique 4.4.3 et on a p(A) = [g, pup(A,). Mais, comme
la fonction p,(A,) est presque partout nulle, cette intégrale est nulle.

4.4.3 Utilisation pratique des théoremes de Fubini

On considere une fonction f : R? x R? — C. Pour appliquer Fubini-
Lebesgue, il faut prouver que f est intégrable. Pour cela, on montre d’abord
que f est mesurable, ce qui est facile (le plus souvent f sera continue, au moins
presque partout). Pour voir que f est intégrable il suffit alors de montrer que
|f| 'est. Pour cela on va utiliser Fubini-Tonelli appliqué a |f| (ou a une
fonction g qui majore |f|). Cela signifie qu'on regarde la fonction G(y) =
Jro 1f(z,y)|dz, & valeurs dans [0, +-00]. De deux choses I'une :

e Soit 'ensemble Y = {y | G(y) = oo} n’est pas négligeable. Alors, par
Fubini-Lebesgue, on en déduit que |f| n’est pas intégrable, donc f non plus.

e Soit Y est négligeable et on peut appliquer Fubini-Tonelli, on a donc :

Gly)dy = / F (@, y)|dedy
R4 RaxRP

et on est ramené a voir si cette intégrale est finie, c’est-a-dire si G est
intégrable sur RY.

4.4.7 Remarques.

1) Bien entendu, dans Fubini, les variables z et y jouent des roles symétriques.
2) Tres souvent, ce qui est utile dans les applications, ¢’est d’intervertir 'ordre
des intégrations.

3) En itérant Fubini on peut théoriquement ramener toute intégrale multiple
a des intégrales simples.

4) Le théoreme de Fubini est valable pour des intégrales sur des parties
mesurables E autres que RP19.
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4.4.8 FExemple. Soit a un réel > 0. On considere la fonction définie sur D :=
[0,a] xR par f(x,y) = e~ sin z. Il s’agit de montrer que cette fonction est
intégrable sur D. On considere la fonction f obtenue en prolongeant f par
0 a 'extérieur de D est intégrable. La fonction f est continue sauf peut-étre
sur la frontiere F' de D. Comme F' est de mesure nulle (elle est contenue dans
la réunion des droites z =0, = a et y = 0), f est mesurable (cf. 4.1.26.1),
donc aussi f (cf. 4.2.13). On majore alors |f| par g(x,y) = e *¥" (mesurable
elle aussi) et il s’agit de voir que g est intégrable sur D.

e Méthode 1. On integre d’abord en z. On a G(y) = / e~ dz. On sait
0

1—e o’

calculer cette intégrale : on a G(y) = 5

Il reste a voir que G est

intégrable sur [0, +oo[, mais G est continue en 0 (un développement limité
montre qu’elle tend vers a) et elle est équivalente & 1/y? & I'infini. L’intégrale
généralisée est donc convergente et on a gagné.

“+o0o
e Méthode 2. On intégre d’abord en y. On a F(x) = / e’ dy. On

0
calcule cette intégrale en faisant le changement de variables u = \/x 3. On se
ramene a l'intégrale de Gauss f;oo e~ du, dont on sait qu’elle vaut VT /2.

On a donc F(x) = 2ﬁ

et cette fonction est bien intégrable sur [0, a] (c’est

une intégrale absolument convergente).

4.4.9 Exemple. L’exemple suivant est a méditer. On considere la fonction f
définie sur D = [0,1]? par :

72 — y22 pour (z,y) # (0,0) et f(0,0) = 0.

f(%y):m

Appliquons Fubini-Lebesgue sans précautions pour calculer I = | pJ- On
calcule facilement (surtout avec une calculatrice!) :

1,2 2

Tt —y 1
F pu— —d pum 9
@) /0 @+ Y 1

puis I = [} F(z)dr = /4. De méme, on a :
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Le probleme c’est que la fonction f n’est pas intégrable sur D. En effet,
si elle Iétait, |f| le serait aussi (tout est dans la valeur absolue!), donc elle
serait aussi intégrable sur D’ qui est la partie de D sur laquelle on a xz > .
Calculons cette intégrale par Fubini-Tonelli. On doit considérer

Tox? =g Y |
H == —d = _— [r—
) /o<x2+y2>2 ’ [xwh 2

et on voit que H(z) n’est pas intégrable sur [0, 1].

4.4.4 Applications
Un graphe est négligeable

La proposition suivante donne de nombreux exemples d’ensembles négligea-
bles :

4.4.10 Proposition. Soit f : RY — R une fonction mesurable et soit G(f)
son graphe dans R4 :

G(f) ={(z,y) eR xR | y= f()}.
Alors G(f) est une partie négligeable de R4,

Démonstration. On considere la fonction F': R*! — R qui a (x,y) associe
f(z) —y. Comme f est mesurable, on vérifie qu’il en est de méme de F' et
on a G(f) = F~1(0), de sorte que G(f) est mesurable.

Soit G, la coupe de G(f) pourz € RY: G, = {y e R | (z,y) € G(f)} =
{yeR | y= f(r)}. Comme f est une fonction, G, est réduit & un point,
donc négligeable. On conclut par le corollaire 4.4.6.

L’intégrale de Gauss, premiere méthode

“+o00

Il s’agit de calculer I = /

— 00

+00
e dy = 2/ e dx. Le changement
0

+o0 eft

de variables x = v/t donne I = — dt.

o Vit

+oo
L’astuce est d’introduire, pour t > 0, J = 2/ e dx et d’y faire
0

u = v/tx, ce qui donne J = L, puis de calculer K = 2 e~ 07) gt
Vi RtxR*
Le théoréme de Fubini-Tonelli s’applique : on intégre en ¢, on trouve 2/(1+z?)
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que l'on integre de 0 a l'infini, ce qui donne K = 7. Si on integre en x

+00 +00 9 +00 et
d’abord, on trouve K = 2/ e_t(/ et d:v) dt = / I—dt = I°.
0 0 0 \/E

En définitive, on a [ = /7.

Volume de la boule unité de R

Soit By(R) la boule de centre I'origine et de rayon R de R® pour la norme
euclidienne :

d
By(R) ={x = (x1,....,27a) ER* | Y a7 < R*}.
i=1
Il s’agit de calculer ;14(B4(R)). On considere, pour y € [—R, R] la coupe B, =
{x € R¥ | (x,9) € Bg(R) }. La condition donne 23 +---+2% | +y? < R?,

soit #3+- - -+a23 | < R*—y* Onadonc B, = By_1(y/R? — y?). On en déduit,
R

par Fubini : pg(Ba(R)) = / fa—1(Ba-1(v/ R? — y?)) dy. Mais, 'examen des
R

premiers cas : u1(B1(R)) :72R, po(Ba(R)) = mR?, etc. nous fait subodorer
une formule du genre pig(By(R)) = agR?. On en déduit alors pg.1(Bgy1(R)) =

LRR aq(R?* — y*)¥%dy. L'intégrale se calcule avec le changement de variables
/2
y = Rsint et on obtient la relation de récurrence : ag.1 = 2ay cos™ 1 ¢ dt.

0
On note la présence des intégrales de Wallis. Voila les premieres valeurs :
ay =2, ay = T, a3 = 47/3, ay = 7/2, a5 = 872?/15, d’olt les volumes 2R,
mR? (4/3)TR?, m*R*/2, 87*R’/15.

L’intégrale de Fresnel
+oo
Il s’agit de calculer l'intégrale F' = / e d (c’est-a-dire la limite,
0

quand R tend vers + oo, de Fr = / ! e”2da:). On commence par faire le

‘ R% it

. 0 2Vt

ailleurs, on a, pour ¢t > 0, / h e dy = ﬁ (on se ramene a l'intégrale
0

2Vt

de Gauss par le changement de variables u = z+/t). On en déduit qu’on a :

1 R? y +oo i
FR:—/ eldt/ e " dx.
VT Jo 0
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changement de variables ¢t = 2%, qui montre qu'on a Fp =



Considérons l'intégrale / e'e ™ dtdx, on D désigne I'ensemble [0, R?] X
D
[0, +oo[. En appliquant Fubini-Tonelli & e = |e'e , on voit que la
fonction est intégrable, ce qui légitime I'application du théoreme de Fubini-
Lebesgue et permet d’intervertir I’'ordre des sommations. On obtient :

+oo R? o 2) +oo 1 _ —R2 (z2—1)
dx TPt = — —dx.
R

Quand R tend vers + oo, la fonction a intégrer gR(x) tend simplement vers
2(2% + 1)

ta? —ta? |

1/(x? — i) sauf en x = 0. De plus, on a |gr(z)| < Comme cette

xt+1
fonction est intégrable sur [0, +00[, on peut appliquer le théoréme de conver-
+o00
gence dominée qui montre que Fg tend vers — / >— dx. L'intégrale
x?—1i
_ a4i

+00 1
/ dz se calcule en décomposant — en éléments simples
0

T2 — —i  zd4l

ﬁ )4 _ VT

5 ¢ —2\/5(1+i).

et on trouve %e”/ 4. On en déduit F =

4.5 Changement de variables

4.5.1 L’énoncé

4.5.1 Théoréme. Soient U et V deux ouverts non vides de R et p : U — V
un C'-difféomorphisme®. On note J, la matrice jacobienne de . Soit f :
V' — R une fonction mesurable et positive (resp. Lebesque-intégrable). Alors,
la fonction x — f(p(x))|det J,(x)| est mesurable positive (resp. Lebesgue-
intégrable) sur U et on a la formule :

/f dy—/f )) | det J,(z)| dz.

Nous admettrons ce théoreme. La démonstration utilise le théoreme
d’inversion locale. Nous démontrons seulement la variante linéaire, cf. ci-
dessous.

4.5.2 Le cas d’un changement de variables linéaire

C’est le théoreme précédent dans le cas ot I'on a U = V = R? et ol1 ¢
est linéaire.

5C’est cela que ’on nomme changement de variables, au moins en dimension d > 2, car
en dimension 1 on a un énoncé plus fort, voir 1.3.3.
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4.5.2 Théoreme. Soit ¢ : R — R une application linéaire bijective. Soit
f: RY — R une fonction mesurable et positive (resp. Lebesque-intégrable).
Alors, la fonction x — f(p(x)) | det | est mesurable positive (resp. Lebesgue-
intégrable) sur R% et on a la formule :

|ty =1detgl [ pet)a.

4.5.3 Remarque. Le résultat est encore vrai si ¢ n’est pas inversible. Dans ce
cas I'image de ¢ est contenue dans un hyperplan, donc est de mesure nulle,
et on a det = 0, de sorte que les deux membres sont nuls.

Démonstration. Elle va découler de la proposition suivante :

4.5.4 Proposition. Soit E une partie mesurable de R On a u(p(E)) =
| det @ u(E).

Réduction de 4.5.2 4 4.5.4

Il suffit de montrer le théoréeme pour une fonction positive. En effet, on
utilise ensuite la décomposition f = f* — f~. La proposition n’est autre que
le cas particulier f = X, () du théoreme (car on a X,z © ¢ = xg). Si elle
est vraie, on en déduit par linéarité que le théoreme vaut pour une fonction
étagée positive f = Y " | a;xp,. Mais, si f vérifie 'une des hypotheses du
théoreme, l'intégrale de f est la borne supérieure des intégrales des fonctions
étagées g < f. Or, si g est une telle fonction, g o ¢ est encore étagée et on a
go o < fo. Inversement, si h est étagée et < fo, hop ! est étagée et

< f. Le résultat s’obtient donc a partir du cas étagé par passage a la borne
supérieure.

Preuve de 4.5.4

I1 suffit de montrer la proposition lorsque E est un ensemble élémentaire.
En effet, il est clair que les applications p et | det | u o ¢ sont toutes deux
o-additives. Si elles coincident sur les ensembles élémentaires, on en déduit
aussitot qu’elles coincident aussi sur les ensembles de D, donc sur les en-
sembles mesurables en vertu de 4.1.21 (et plus précisément de la condition
(%) vue dans la preuve de cet énoncé).

Nous aurons besoin de deux résultats d’invariance de la mesure de Le-
besgue sur R :
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4.5.5 Lemme. Soit A C R une partie mesurable et soient «, 3 des réels non
nuls. On a AM(aA) = |a|\(A) et A(B+ A) = A(A).

Démonstration. Les formules sont un cas particulier des suivantes : / flaz)dr =
R

1
—/ f(x)dz et [ f(B+x)dx = [; f(x)dz. Ces formules se montrent en se
@ Jr

ramenant au cas des fonctions en escalier et en faisant un changement de
variables.

Rappelons aussi le lemme d’algebre suivant :

4.5.6 Lemme. Toute application linéaire inversible ¢ : RY — R est com-
posée d’une dilatation et de transvections, c’est-a-dire d’applications linéaires
de matrices :

1 0 0 0
1 0 0 0 :
01 0 0 0 1 15} 0
D(Oé) = et Ez,](/g) = .
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 a : : : : : : :

avec « et 3 non nuls, B étant en position (i,7) avec 1 # j.

Soit A = A; x --- x Aj_1 x Ag un ensemble élémentaire. Pour montrer
4.5.4 il suffit de le montrer pour une dilatation et une transvection.

I1 faut montrer d’abord que si ¢ est une dilatation D(«), on a pu(p(A)) =
|ajpu(A). Comme @(A) est égal a Ay X -+ x Ag_1 X (aAy), cela résulte de
4.5.5.

Il faut montrer ensuite que le volume de A ne change pas si on lui applique
une transvection. Quitte a permuter les coordonnées on peut supposer que
la transvection est E,_; ,(3), autrement dit qu’on a :

(X1, .oy g1, xq) = (X1, ..., Ty + BTa, Ta).

On calcule le volume de I'image ¢(A) par Fubini. On fixe la derniere co-
ordonnée y. La coupe ¢(A), est I'ensemble des (z1,---,zq—1 + By), avec
(x1,...,24-1,y) € A. C’est donc exactement 1’ensemble :

Ap X e X (6y+Ad71)7
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dont la mesure (cf. 4.5.5) est égale a A\(A;)---A(Ag—1). La fonction y —
p(ep(A),) est donc constante et on a :

u(p(4)) = / i(p(A)y) dy = MAL) - A Ag_1)MAg).

4.5.7 Corollaire. Tout hyperplan de R® est négligeable (et donc toute partie
contenue dans un hyperplan est négligeable).

Démonstration. On sait (cf. 4.1.8) que la propriété est vraie pour un hyper-
plan de coordonnées, par exemple pour Hy défini par x4y = 0. Si H est un
hyperplan quelconque, il existe une application ¢, composée d’une applica-
tion linéaire et d’une translation, telle que 'on ait ¢(Hy) = H. En vertu de
454 on a pu(H) = |det | u(Hy) = 0.

4.5.3 Application : I’intégrale de Gauss, deuxieme mé-
thode

Nous calculons 'intégrale de Gauss par une autre méthode. On considere

I'intégrale K = e~ Y dxzdy. Une application de Fubini montre que 1’on a
R?2

+oo
K=1I*oul= / e est I'intégrale de Gauss. Considérons I’application

o0

de R? dans R? définie par ®(p, 0) = (pcos b, psin ) (passage en coordonnées
polaires). On vérifie que ® induit un difféomorphisme de D =]0, +00[x]0, 27]
sur Pouvert R? — A ot A est Pensemble {(z,y) € R®* | y = 0et z > 0}.
Le jacobien de ® vaut p. On peut appliquer la formule de changement de

variables qui donne (puisque A est de mesure nulle) K = e " pdpdd.
D

Avec Fubini on a K = fOZW df f0+°° e pdp = %fo% df = m. On retrouve bien
la formule I = /7.
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