Réseaux et applications

Daniel PERRIN

Avertissement Le texte ci-dessous est le troisieme provenant de la
récupération de mes vieux papiers du temps de Sévres (I’école normale supé-

rieure de jeunes filles). L’objectif de ces textes est de compléter le cours
d’algébre [DP].

1 Introduction, notations, définition

1.1 Introduction

Du temps ou je m’occupais de la préparation des sévriennes a l’agrégation,
enseigner les réseaux était un passage obligé. En effet, la moitié des problemes
de I'épreuve de “Mathématiques générales” (en réalité algebre et géométrie)
mettaient en jeu ces objets. C’est la justification initiale de ce cours. Il
faut y ajouter I'importance des réseaux notamment en théorie des nombres
(théoremes des deux et des quatre carrés, entiers de la forme z? + dy?, etc.)

1.2 Notations

Dans tout ce qui suit, on désigne par K un corpsE] commutatif de ca-
ractéristique zéro et par E un K-espace vectoriel de dimension n. Si A est
une partie de E on note <A> le sous-espace vectoriel engendré par A et on
pose rg A = rg (<A>). Pour des entiers a, b, la notation a|b signifie que a
divise b.

1.3 Définition

1.1 Définition. Soit L un sous-groupe additif de E et r € N*. On dit que
L est un sous-réseau de rang r de E s’il existe une famille libre eq, ..., e,
d’éléments de L tels que L soit I’ensemble des combinaisons linéaires a coef-

1. Le plus souvent, K sera égal a R.



ficients entiers des e; :
L:{x:Zm‘iei | x; € Z}.
i=1

La famille eq, ..., e, est appelée une Z-base de L et on ar =rg L.
On appelle réseau un sous-réseau de rang mazimum (c’est-a-dire n).

1.2 Remarques. 1) Un sous-réseau est un Z-module libre de rang r, i.e. iso-
morphe a Z" comme groupe abélien, au moyen de 1’'isomorphisme ¢ : Z" — L
défini par p(x1,...,2,.) = > i, i€

2) Attention, il y a beaucoup de Z-bases dans un réseau. Précisément, on
a la proposition suivante :

1.3 Proposition. Soienteq,...,e, etey,..., €, deux bases de E. On suppose
que eq, ..., e, est une Z-base d’un réseau L. Alors, €1,...,€, est une Z-base
de L si et seulement si la matrice P de passage des e; auz €; est dans GL(n,Z)
(c’est-a-dire a coefficients entiers et de déterminant £1).

Démonstration. Si €1,...,€, est une Z-base de L, il est clair que P est a
coefficients entiers, ainsi que la matrice de passage, notée @), des €; aux e;.
Mais on a PQ) = Id,,, donc det P x det ) = 1, et comme les déterminants
sont entiers, ils sont égaux a +1.

Réciproquement, supposons que P est dans GL(n,Z), donc est a coef-
ficients entiers ainsi que sa matrice inverse (). Comme P est a coefficients
entiers, le réseau M de Z-base €y, ..., ¢, est contenu dans L. Comme () est
a coefficients entiers, L est inclus dans M et on a donc L = M.

1.4 Remarque. Cette proposition permet de fabriquer des Z-bases “longues”
pour perturber un peu l'intuition des débutants. Par exemple, sin =2, F =
R? et L = Z?, il existe une Z-base dont le premier vecteur e; est égal a (a, b)
avec a,b € Z, pourvu que a et b soient premiers entre eux. En effet, en vertu
du théoreme de Bézout, il existe ¢, d € Z tels que ad — bc = 1 et es = (¢, d)
complete alors la Z-base. Par exemple, on peut prendre e; = (13441, 1273)
et ey = (18583, 1760).

Plus généralement, on a le lemme suivant :

1.5 Lemme. Soit n un entier > 2. Soit v = (aq,...,a,) un vecteur a coef-
ficients entiers premiers entre eux dans leur ensemble. Il existe une matrice
A€ GL(n,Z) dont v est la premiere ligne (ou la premiére colonne).



Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 2, en vertu de
Bézout, il existe A\j, Ay € Z tels que Aja; — Asas = 1 et la matrice (i; ?\?)
convient. Supposons la propriété établie pour I'entier n et passons a n + 1.
On appelle d le pged de aq, . . ., a,. Par hypothese, il est premier avec a,, 1 et
on a donc A\, u € Z tels que Ad — pa, 1 = 1. Par ailleurs, on peut écrire, pour
i <mn, a; = da} et les a} sont premiers entre eux. On pose v = (ai, ..., a)).
Par I’hypothese de récurrence, il existe une matrice By a coefficients entiers,
de taille (n — 1) x n telle qu’en lui ajoutant v’ comme premiere ligne on
obtienne Ay = (a;;) € GL(n,Z) et on peut méme supposer det Ay = 1. La
matrice A obtenue remplagant la premiere ligne de Ag par (ay, ..., a,) a alors
pour déterminant d et la matrice A’ obtenue en ajoutant pv’ comme derniere
ligne & Ay a pour déterminant (—1)""1p.

On considere alors la matrice C' obtenue en bordant A par la n + 1-ieme

ligne (v, \) et par la n + 1-ieme colonne (a,41,0,...,0,\) :
day ... dal, api1
0
C= i :
0
pay ...opal A
Elle est a coefficients entiers, admet (aq, ..., a,;1) comme premiére ligne, et

son déterminant, obtenu en développant par rapport a la derniere colonne
vautP] (—1)"a,41 det A’ + Adet A = \d — pan4q = 1.

1.6 Remarques. 1) On notera que la condition est nécessaire : si les a; ont
un facteur commun d, le déterminant d’une matrice de premiere ligne v est
multiple de d.

2) On déduit de ce lemme que tout vecteur v = (aq,...,a,) & coefficients
entiers premiers entre eux dans leur ensemble peut étre pris comme premier
vecteur de base du réseau Z" de R™.

2 Le cas réel

Dans ce paragraphe, sauf mention expresse du contraire, on suppose K =

R.

2. Le lecteur vérifiera que je ne me suis pas trompé dans les signes ou les rectifiera si
nécessaire.




2.1 Rappels de topologie
2.1.1 Normes et topologie produit

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension finie n. Il y a deux manieres,
chacune multiple en apparence, de munir £ d’une topologie.

1) On choisit une base ey, ..., e, de E. Cette base définit une bijection
de R™ sur E en associant & (z1,...,x,) le vecteur ) " | z;e;. On peut donc
munir /¥ de la topologie déduite de la topologie produit de R™. On montre
que cette topologie ne dépend pas du choix de la base. En effet, si I'on
change de base, les coordonnées d'un vecteur dans la nouvelle base s’ex-
priment linéairement en fonction des anciennes et cette application est conti-
nue ainsi que sa réciproque.

2) On munit £ d’une norme, par exemple en choisissant une base eq, . . ., €,
et en posant || Yr , ze;]| = sup |x;| ou encore Y || ou /Y i, xF. Ici,
le résultat crucial est que toutes les normes sur un R-espace vectoriel de di-
mension finie sont équivalentes, donc définissent la méme topologie. De plus,
on montre aisément que cette topologie est aussi la topologie produit définie
ci-dessus.

En définitive, il n’y a qu’'une topologie raisonnable sur F, définie comme
ci-dessus. On munira toujours E de cette topologie.

2.1.2 Ensembles discrets

On rappelle qu'un sous-ensemble A de E est dit discret si la topologie
induite sur A par celle de E est la topologie discrete. Cela signifie que pour
tout a € A il existe un ouvert w de E tel que wN A = {a}. C’est encore
équivalent au fait que, si une suite (a,) d’éléments de A converge vers a € A,
elle est constante a partir d'un certain rang. Si A est discret, il est clair que
ses parties le sont aussi.

Le lemme suivant caractérise les ensembles fermés discrets de R™ :

2.1 Lemme. Soit A une partie de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) A est fermé et discret,
2) pour toute partie bornée ) de E, AN est fini.

Démonstration. Supposons qu’'on a la condition 2). Alors, si a est dans A
(resp. si a n’est pas dans A), la boule B(a, 1) ne contient qu'un nombre fini
de points de A et, quitte a diminuer son rayon, elle ne contient plus que a
(resp. elle ne contient plus aucun point de A). Cela montre que A est discret
(resp. fermé). Dans I'autre sens, supposons A discret et soit {2 un ensemble
borné. Si 2 contient une infinité d’éléments de A, il en est de méme de son



adhérence Q, qui est un compact. Il contient donc une suite (a,,) avec a,, € A,
formée d’éléments distincts. En vertu de Bolzano-Weierstrass, on peut, quitte
a extraire une sous-suite, supposer que (a,) converge vers a. Comme A est
fermé, le point a est dans A. Mais alors, la suite est constante a partir d’un
certain rang, ce qui est absurde.

2.2 Remarque. Attention, la condition “fermé” est essentielle ici. Par exemple
I’ensemble des % pour n € N* est discret dans R (mais non fermé) et il ne
vérifie évidemment pas la conclusion du lemme.

Cependant, en ce qui concerne les sous-groupes de FE, on a le résultat
suivant :

2.3 Lemme. Soit L un sous-groupe additif de E. Alors, si L est discret, il
est fermé.

Démonstration. Soit (a,) une suite d’éléments de L qui converge vers x € E.
11 s’agit de montrer que z est dans L. Comme (a, ) converge, la suite a,, — a1
converge vers 0. Mais comme L est un sous-groupe, a,, — a,+1 et 0 sont dans
L, et comme L est discret, cela implique a,, = a,1 pour n > N. Mais alors
onaxr=a, pour n > N et x est dans L.

On a aussi une caractérisation des sous-groupes discrets :

2.4 Proposition. Soit L un sous-groupe additif de E. Alors, L est discret
st et seulement si ['ensemble des normes de ses éléments non nuls admet un
MINIMuUmM.

Démonstration. Si L est discret, le lemme appliqué a une boule de centre
0 montre qu’il existe un élément de norme minimum dans L. Inversement, si
R est le minimum des normes des éléments non nuls de L et si a est dans L,
on a B(a,R/2) N L = {a} (si b est dans 'intersection et distinct de a, b — a
est dans B(0, R/2) et non nul et c’est absurde). Le singleton {a} est donc
ouvert dans L ce qui montre que L est discret.

2.2 Réseaux et sous-groupes discrets

L’objectif de ce paragraphe est de prouver le théoreme suivant :

2.5 Théoreme. Soit L un sous-groupe additif de E. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) L est discret,

2) L est un sous-réseau.



2.2.1 Le sens facile : 2) = 1)

Soit eq, ..., e, une Z-base de L, que 'on complete en une base eq, ..., e, de
E. Onavuqu’on aun homéomorphisme ¢ : E — R™ défini par o(d ", z;¢;) =
(x1,...,2,). Comme ¢(L) est contenu dans Z", il suffit de montrer que cet
ensemble est discret. Soit x = (z1,...,z,) € Z". Alors, 'ouvert w défini par

n
1 1
w = H}x, 3 T; + 5[ ne contient aucun point de Z" a ’exception de .
i=1

2.2.2 Le lemme fondamental

Pour la réciproque, le point crucial est le suivant[f :

2.6 Lemme. (dit fondamental) Soit E un K -espace vectoriel de dimension
n, L un sous-groupe de E et a € L, a # 0. On pose D = Ka. Soit H un
supplémentaire de D et p: E — H la projection parallélement a D.

1) St K =R et si L est un sous-groupe discret de E, p(L) est un sous-
groupe discret de H.

2) Si LN D = Za, si p(L) admet une Z-base €y, ...,€._1 et si l'on écrit
e; = ple;) avec e; € L, alors a, ey, ..., e._1 est une Z-base de L.

Démonstration. On commence par un lemme préliminaire :

2.7 Lemme. On suppose K C R. Avec les notations précédentes, si y est
dans p(L), il existe x € L tel que p(x) =y et x = Aa+y, avec A € K et
0< A<,

Démonstration. Comme y est dans p(L) il s’écrit y = p(zg) avec zo € L et
on a g = pa +y avec u € K. Mais, si [u] désigne la partie entiere de yu, on
a0 < A:=p—[ul <1letsionposer=umxy—|ula=Aa+y,onazxeclL (car
a est dans L) et toujours p(z) = y, d’ou le résultat.

Revenons au point 1) de [2.6] On utilise la caractérisation [2.1] Soit Q une
partie bornée de E que 'on peut supposer contenue dans une boule B(0, R)
pour une norme quelconque. Si y est dans p(L) N Q on écrit y = p(x) avec
r=MX+y € Let0<\<1 grace au lemme. On a alors ||z < ||| + [|y]|
et, comme y est dans B(0, R), ||z|| < R+ ||a||. Le point x est donc dans
LN B(0, R+ ||a]|) qui est fini puisque L est discret. Mais alors, il n’y a qu'un
nombre fini de y = p(x) dans p(L) N Q.

Pour le point 2) on montre d’abord que a, 1, ... e,_1 est une famille libre.
En effet, si I’on a une relation Aa+2§;11 Aie; = 0, on en déduit, en appliquant

3. Ici, le corps K est quelconque.



p, qu’on a 2::_11 Ai€; = 0, ce qui montre que les \; sont nuls, et, comme a est
non nul, il en résulte que A est nul lui aussi.

On montre ensuite que ces vecteurs forment une Z-base de L. En effet,
si x est dans L, on a p(z) = Z:;ll Ai€; avec \; € Z (car les ¢; forment une
Z-base de p(L)). Mais cela signifie qu'on a p(z — Z:;ll Aie;) = 0, donc que
ce vecteur est dans L N D = Za et on a le résultat.

2.2.3 La fin de la démonstration de [2.5]

On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 est le lemme bien connu
suivant :

2.8 Lemme. Soit L un sous-groupe additif de R.

1) Si L est discret, il existe a € R tel que L = Za.

2) Sinon, L est partout dense dans R. C’est le cas, en particulier, si L
contient deux réels dont le rapport est irrationnel.

Démonstration. 1) Si L est nul 'assertion est évidente. Sinon, soit b € L,
b # 0. Comme L est un sous-groupe, —b est aussi dans L, de sorte qu’on
peut supposer b > 0. En vertu de 2.1} il n’y a qu'un nombre fini d’éléments
de L dans ]0,b], soit a le plus petit d’entre eux. Si x est dans L, il existe
n € Z tel que na <z < (n+ 1)a (c’est le fait que R est archimédien). Mais
alors x — na est dans L et < a, donc nul et on a bien montré que x est dans
Za.

2) En vertu de 2.4} il y a dans L des éléments de valeur absolue arbitrai-
rement petite, donc, comme R est archimédien, des éléments de L dans tout
intervalle : L est partout dense. Sil'on a b,c € L avec b/c € Q, L n’est pas
discret, sinon il existerait a € R* tel que L = Za et on aurait b = ma et
¢ = na avec m,n entiers, de sorte que b/c serait rationnel.

Revenons a [2.5] Pour I'hérédité, on choisit b € L, non nul et on pose
D = Rb. Comme D N L est discret, le lemme précédent montre qu’il est de
la forme Za et on a encore D = Ra. On choisit un supplémentaire H de
D, on projette L dans H parallelement a D. En vertu de , p(L) est un
sous-groupe discret de H, donc un sous-réseau par hypothese de récurrence.
Il admet donc une Z-base et L aussi, toujours par

2.9 Corollaire. Soit L un réseau de E et M un sous-groupe de L. Alors M
est un sous-réseau de E.

Démonstration. C’est clair car L est discret, donc aussi M.



2.3 Applications pratiques
2.3.1 Reconnaitre qu’un sous-groupe est un sous-réseau

Le probléeme est le suivant. On considere un R-espace vectoriel E de
dimension n, r vecteurs uy,...,u, de E, donnés par la matrice A, de taille
n x r, de leurs coordonnées sur une base de E et on appelle L le sous-groupe
additif de F engendré par les u;. Deux questions se posent :

o A quelle condition le sous-groupe L est-il un sous-réseau ?

e Si ¢’est un sous-réseau, comment en déterminer une Z-base ?

Un premier travail consiste a sélectionner, parmi les r vecteurs donnés,
une famille libre maximale. Une procédure pour cela consiste a extraire de
A une sous-matrice inversible maximale. Les logiciels de calcul formel per-
mettent de faire cela sans effort. Quitte a remplacer E par le sous-espace
vectoriel engendré par les u;, on peut alors supposer que le rang de la famille
(u;) est égal a n et sélectionner une base parmi les u;. A un petit changement
de notations pres, on est ramené a prouver le théoréeme suivant :

2.10 Théoreme. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n, eq,...,e,
une base de E et uq,...,u, des vecteurs de E. Soit L le sous-groupe additif
de E engendré par les e; et les u;. Alors L est un réseau si et seulement si
les u; s’écrivent comme combinaisons linéaires a coefficients rationnels des
€;.

Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire[l} Soit M le réseau
engendré par les e;. Si L est un réseau, M en est un sous-réseau et en vertu de
[3.13] il existe une Z-base €, ..., €, de L adaptée au couple L, M, c’est-a-dire
telle que dyeq, ..., d,€, soit une Z-base de M. Comme la matrice de passage
des e; aux dje; est dans GL(n,Z) et que les u; sont combinaisons linéaires a
coefficients entiers des €;, on voit que les u; sont bien combinaisons linéaires
des e; a coefficients rationnels.

Pour la réciproque, munissons E de la structure euclidienne pour laquelle
la base des e; est orthonormée. Il suffit de montrer que L est discret et pour
cela, en vertu de[2.4] de montrer que la norme de ses vecteurs non nuls admet
un minimum. Soit d un dénominateur commun des coefficients des u; sur les

. ;. ai an
e; et soit v un vecteur non nul de L. Il s’écrit sous la forme Eel 4+ Een

: a; .
avec des a; € Z. Si v est non nul, I'un des j Pest aussi, et on a [|v]|* > &-

4. La preuve qui suit utilise le paragraphe suivant mais on peut aussi raisonner en
utilisant le lemme fondamental de projection et



2.3.2 Détermination pratique d’une Z-base

On suppose qu’on est dans la situation de et on donne un algorithme
pour déterminer une Z-base de L. On procede par récurrence sur r et on est
ainsi ramené au cas ou le réseau L est engendré par la base canonique e; et

/ . C1 Cn,
par un vecteur supplémentaire u = d—el 4+ d—en, avec les ¢; dans Z et
1 n

non tous nuls, d; € N* et ¢; et d; premiers entre eux.

2.11 Lemme. Avec les notations précédentes, il existe un entier X tel que
c1+ Ady, ca, ..., c, Sotent premiers entre eux dans leur ensemble.

Démonstration. 11 suffit de trouver A tel que ¢; + Ady et ¢ soient premiers
entre eux. Soit p un facteur premier de cy. Si p divise dy, il ne divise pas ¢y,
donc il ne divise aucun ¢; + Ady. On appelle py, ..., p, les facteurs premiers
distincts de ¢y qui ne divisent pas d;, de sorte que d; est inversible modulo
pi- On note a; la classe de —¢;/d; modulo p; et b; un entier dont la classe
modulo p; est distincte de a;. Comme les p; sont premiers entre eux, le lemme
chinois assure qu’il existe A congru a b; modulo p; pour tout i. Mais alors,
Ady 4 ¢; n’est multiple d’aucun p;, donc premier avec cs.

2.12 Remarque. Si A est I'entier donné par le lemme, il est clair que le réseau
L est égal au réseau engendré par u + Aep et les e;. Autrement dit, quitte a
remplacer u par u + Aeq, on peut supposer les ¢; premiers entre eux.

On est ainsi ramené a prouver la proposition suivante.

2.13 Proposition. Soit L le sous-réseau engendré par les vecteurs ey, . .., e,

c Cn
d’une base de E et par le vecteur u = d—lel 4.4 d—en, avec les ¢; dans Zi et
1 n

non tous nuls, d; € N* et ¢; et d; premiers entre eux. On suppose que les c;
sont premiers entre euz, on note m = ppem(dy, ..., d,) et on pose pour tout
1, m = d;0;.

1) Les entiers ¢;0; sont premiers entre euz.

2) 1l existe une matrice Ay = (a;;), de taille (n — 1) x n, a coefficients
entiers, telle que la matrice A obtenue en bordant Ay par la premiere ligne
(€101, ..., Cy0p) soit dans GL(n,Z).

3) Les vecteurs u et €; = 2?21 a;jej, pour i =1,...,n —1 forment une
Z-base de L.

Démonstration. 1) Supposons qu'un nombre premier p divise tous les ¢;d;.
Par hypothese, les ¢; sont premiers entre eux, donc p divise au moins un des
d;. Mais, la définition des §; assure qu'’ils sont premiers entre eux (sinon m ne
serait pas le ppcm des d;), de sorte que p ne les divise pas tous. Supposons
par exemple que p ne divise pas dy, ..., 0, mais qu'il divise dg41, ..., d, (avec

9



1 <k < n). Comme il divise tous les ¢;d;, il divise donc ¢;. Mais, p divise 4y,
donc m = 0,d,, = d1d;, donc, par Euclide, il divise d;. Cela contredit le fait
que la fraction ¢;/d; est irréductible.

2) Cela résulte du lemme [1.5]

3) Appelons Aj,..., A, les n — l-mineurs de la matrice A;. On a donc
det A=>"" ¢0;A; = 1. Soit M la matrice n X n obtenue en bordant A, par
= 1 « 1
la li des ¢;/d;. O det M = A /d; = — A;jc;o, = —- C
a ligne des ¢;/ n a de Z ¢/ mz c —- Comme

i=1 =1

ce nombre est non nul, on en déduit que les vecteurs lignes de M, c¢’est-a-dire
u et les €; sont indépendants. De plus, les e; sont donnés, en fonction de ces
vecteurs, par la matrice inverse de M, dont les coefficients sont des produits

Ci .
de m = (det M)~ par I'une au plus des fractions 7 et par certains des

(2
a;j. Comme m est multiple des d;, les coefficients de M ™! sont entiers. Cela
montre que les e; sont dans le réseau de Z-base u, €;, qui est donc égal a L.

2.3.3 Un exemple

On considere le réseau L de R? engendré par les vecteurs ey, es, e3 de la

. 2 6 .
base canonique et par le vecteur ug = —e; + —es + —e3 et on détermine une

3 35 7
Z-base de L.

6
On commence par changer ug en u = ug+e; = 361 + %62 + ?63, afin de

rendre les numérateurs ¢; premiers entre eux. On a m = ppem(dy, do, ds) =
105 et 51 = 35, 52 = 3, 53 = 15, pUiS 0151 = 175, 0252 =12 et 6353 = 90.
Comme 175 et 12 sont premiers entre eux, on a une relation de Bézout :

5x 175 — 73 x 12 = —1, de sorte qu’on peut prendre Ay := 703 (5) _01 ,

matrice dont les mineurs sont A; = —5, Ay = 73 et A3 = 0. On a donc trouvé
5 4 6

la Z-base de L : u = gel + £€2 + ?eg, v ="T3e; + dey et w = —es.

On peut d’ailleurs vérifier que les e; sont bien dans le réseau de Z-base
—525 12 —450
w,v,w : la matrice de passage est Mt = | 7665 —175 6570 | et elle est
0 0 -1
bien a coefficients entiers.

2.14 Ezercice. Trouver une Z-base du réseau de R?® engendré par la base

i - 13 25 53 — _31 4 1729
canonique et par les vecteurs u = 71T 562t 1763 etv = 3611923 €3-

10



3 Structure des sous-réseaux

3.1  Quelques rappels sur les groupes

On renvoie a [DP] pour les généralités sur les groupes.

3.1.1 Ordres

3.1 Proposition. Soit G un groupe cyclique d’ordre n. Pour tout d diviseur
de n il existe un unique sous-groupe de G d’ordre d.

Démonstration. C’est bien connu. On peut supposer G = Z/nZ et, si 'on
écrit n = de, le sous-groupe cherché est engendré par e.

3.2 Proposition. Soit G un groupe abélien (noté additivement).

1) Si a et b sont des éléments de G d’ordres p,q premiers entre eux, la
somme a + b est d’ordre pq.

2) Siay,...,a, sont des éléments d’ordre py,...,p, deur a deur premiers
entre eux, la somme des a; est d’ordre py---py.

Démonstration. Le point 2) s’obtient par récurrence sur n. Pour 1) on note
d’abord qu’on a pg(a+b) = 0, de sorte que l'ordre de a+b divise pg. Supposons
qu’on ait r(a + b) = 0 avec r > 0. En multipliant par p on a (rp)b = 0, de
sorte que ¢ divise rp, donc r par le théoreme de Gauss. On montre de méme
que p divise r et on conclut en utilisant encore le fait que p et ¢ sont premiers
entre eux.

3.1.2 Exposant

3.3 Définition. Soit G un groupe abélien fini (noté additivement). L’ex-
posant de G est le plus petit entier positif d qui vérifie de = 0 pour tout
x e G.

L’exposant existe car le cardinal du groupe annule tous ses éléments.

3.4 Lemme. Soit G un groupe abélien fini d’exposant d. On a les propriétés
suivantes.

1) I existe un élément de G d’ordre d.

2) Sin annule G, n est multiple de d.

3) Pour tout x € G, lordre de x est un diviseur de d.

Démonstration. Le point 1) est évident car G est fini. Pour 2) on divise n
par d : mn = qd+r avec 0 < r < d. Comme n et d annulent G il en est de
méme de 7 et, par définition de d, on a r = 0.
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3) Soit n l'ordre de = (c’est-a-dire le plus petit entier positif qui vérifie
nz = 0). Cette fois on effectue la division euclidienne de d par n : d = ng+r
avec 0 < r < n. On a alors de = nx = 0, donc rz = 0, donc r = 0 par
définition de l'ordre.

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant :

3.5 Proposition. Soit G un groupe abélien engendré par des éléments xq,
cooy Ty dordres ny, ..., n,.. 1l existe un élément de G dont l’ordre est le ppcm
des n;. L’exposant de G est égal a ce ppcm.

Démonstration. Soit m le ppcm des n;. On peut écrire tous les n; comme pro-
duits de puissances de nombres premiers py, . . ., ps, distincts (avec éventuelle-
ment certains exposants nuls) et m s’écrit alors m = pi™* - - - p% ou «; est le
maximum des exposants de p; dans les différents n;. Il en résulte que p;* di-
vise I'un des n;. Comme le sous-groupe engendré par z; est cyclique d’ordre
n;, il contient un élément y; d’ordre p;* (Voir et comme les p} sont deux
a deux premiers entre eux, le produit y; - - -y, est d’ordre m en vertu de
L’assertion sur I'exposant est alors immédiate.

3.1.3 Torsion

3.6 Proposition-Définition. Soit G un groupe abélien. L’ensemble T des
x € G qui sont annulés par un entier non nul est un sous-groupe de G appelé
sous-groupe de torsion de GG. On dit que G est de torsion sl est égal a
son sous-groupe de torsion.

Démonstration. C’est facile : si x,y sont dans 7' il existe m,n € N* tels que
mx =ny = 0 et on a alors mn(z —y) = 0.

3.2 Deux résultats d’unicité
3.2.1 Groupes abéliens libres

3.7 Théoreme. Soient r,s deuz entiers positifs. Si les groupes Z" et Z° sont
isomorphes on a r = s.

Démonstration. On raisonne par ’absurde en supposant r < s et on plonge
Z" dans Q". Il existe donc un homomorphisme de groupes injectif ¢ : Z° —
Q". Soit ey, ..., e, la Z-base canonique de Z°. Montrons que les s vecteurs
©(e;) sont indépendants sur Q, ce qui sera une contradiction puisque Q" est

S
un Q-espace vectoriel de dimension 7. Si 'on a 2&80(61') = 0, on peut

i=1 **
supposer tous les ¢; égaux a ¢ en prenant un dénominateur commun et on
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en déduit Zpigp(ei) =0 = @(Zpiei). Mais, comme ¢ est injectif, on a
i=1 i=1
Zle pie; = 0, de sorte que les p; sont nuls.

3.2.2 Produits de groupes cycliques

Rappelons que, pour des entiers a, b, la notation a|b signifie que a divise
b. Le but de ce paragraphe est de prouver le théoreme suivant :

3.8 Théoreme. Soit G un groupe abélien fini. On suppose que G s’écrit de
deux manieres comme produit de groupes cycliques :

G~Z/dZx- - -xZ/dZ e G~Z/0WZLX---xXZ[O;Z

avecr,s > 1 et ou les d; et les §; sont des entiers > 2 qui vérifient dy|ds| - - - d,
et 81|0a| - -+ |0s. Alors, on ar = s et, pour tout i =1,...,r, d; = 0;.

Démonstration. Pour un groupe abélien G et un entier n, on note u,, : G = G
la multiplication par n, z — nz.

3.9 Lemme. Si G est cyclique d’ordre d le cardinal de Ker u,, est égal a
pgcd(n, d).

Démonstration. On peut supposer G = Z/dZ. Soit § = pged(n,d). On a
donc n = dn’ et d = dd' avec n’ et d’ premiers entre eux. Un élément T de
G, avec 0 < x < d est dans Ker u,, si et seulement si on a nx = kd, donc
n'x = kd'. En vertu du théoreme de Gauss, cela signifie exactement que x
est multiple de d’ : x = 0,d',..., (5 — 1)d’, d’ou le résultat.

3.10 Lemme. Si G est isomorphe a un produit G ~ Z/d\Z X --- x Z/d,Z,

le cardinal de Ker p,, est égal a Hpgcd(n, d;).
i=1
Démonstration. Cela résulte du lemme précédent appliqué a chaque facteur.

Le théoreme est alors conséquence du lemme purement arithmétique sui-
vang :

3.11 Lemme. Soient r,s des entiers > 1 et d; et 0; des entiers > 2 qui
vérifient dy|ds| - - - d, et 61|92] -+ |ds. On suppose qu’on a, pour tout n € N*
[’égalité :

(%) D, = Hpgcd(n, d;) = A, = Hpgcd(n, ;)
i=1 j=1
Alors, on ar = s et pour touti=1,...,r, d; = 0;.
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Démonstration. Si n est un multiple de d, (resp. d5) on a D, = d;y---d,
(resp. A, = d1---0,). Appliquant (x,) avec n multiple a la fois de d, et Js,
on obtient d; - --d, = d;---Js. On note ensuite que d, (resp. ds) est le plus
petit entier n tel que D,, = d; -+ -d, (resp. A, = 01 ---J5). En effet, si n < d,
par exemple, on a pged(n,d;) < d; pour i < r et pged(n,d,) < n < d,. Cela
montre qu’on a d, = d;.

Supposons que la propriété soit fausse et choisissons un contre-exemple
avec r minimum. Comme on a d, = d4, donc pged(n,d,) = pged(n,ds), les
entiers dy,...,d,_1 et 01,...,0s_1 vérifient encore les égalités analogues a
(%5). On en déduit, par minimalité, qu'on a r — 1 = s — 1 et que les d; sont
égaux aux 0; et c’est une contradiction.

3.12 Remarque. Nous verrons plus loin (voir [3.20)) que tout groupe abélien
fini s’écrit effectivement comme produit de groupes cycliques.

3.3 Le théoréme fondamental

Le corps de base est toujours égal a R.

3.13 Théoreme. Soit L un réseau de E et M un sous-groupe de L. Il existe
une Z-base eq,...,e, de L, un entier r avec 0 < r < n et des entiers
di,...,d, € N* tels que di|dy|---|d, et que dyey, ..., d e, soit une Z-base
de M. On dit que eq, ..., e, est une Z-base de L adaptée au sous-groupe M
(ou au couple L, M ). Les entiers r et dy,...,d, sont déterminés de maniére
unique.

Pour la preuve de l'unicité, voir |3.16|

3.3.1 Preuve de[3.13]: le cas rg L =rg M

Dans ce paragraphe, on montre dans le cas ou M est lui méme un
réseau de E :

3.14 Théoreme. Soient L et M deux réseauzr de & avec M C L. Alors :

1) Le groupe quotient L/M est fini.

2) Il existe une Z-base ey, ..., e, de L et des entiers dy,...,d, € N* tels
que dy|ds| - - - |d,, et que dyeq,. .., dpe, soit une Z-base de M.

3) Le groupe quotient L/M est isomorphe au produit direct Z/d,Z X - - - X
Z/d,Z. Il est d’ordre dy - - - d,, et d’exposant d,.

Démonstration. Notons déja que le point 3) est conséquence de 2). En effet,
on considere 'homomorphisme ¢ : L — Z/d1Z x --- X Z/d,Z quia Y, | xe;
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associe (77,...,7,). Il est clairement surjectif et son noyau est M, d’ou le
résultat.

Prouvons le point 1). On considere des Z-bases quelconques ey, ..., e,
de L et €,...,¢, de M. Comme M est inclus dans L, on peut écrire €; =
Yo aie; avec a;; € Z. Comme (¢;) est une base de E sur R, la matrice
A = (aj;) est inversible et son inverse B est de la forme B = éC’ oud=det A
est dans Z et ou C = (¢;;), est la comatriceﬂde A, donc a coeflicients entiers.
On a donc e; = 37" | ¢;5¢;, de sorte que de; est combinaison linéaire des ¢;
a coefficients entiers, donc est dans M. Comme L/M est un groupe abélien
engendré par un nombre fini d’éléments €7, ..., €, tous d’ordre fini < d, ses
éléments ont tous une écriture de la forme Z?Zl x;¢; avec 0 < x; < d, ce qui
prouve que L/M est fini.

Il reste le point 2) que I'on prouve par récurrence sur n. Le cas n = 1
est clair car on a vu que les sous-groupes de R sont de la forme aZ. Soit d
I'exposant du groupe fini G := L/M. On peut supposer d > 0, sinon M = L
et le résultat est évident. Il existe un élément b € L tel que b soit d’ordre
exactement d dans G. On considere la droite D = Rb. Le groupe L N D est
discret, donc un réseau de D, donc de la forme Za avec a € L. Je dis que @
est encore d’ordre d dans G. Déja, il est d’ordre < d par[3.4 Ensuite, comme
on a b= \a avec A € Z, si n annule @, il annule aussi b, donc est > d.

En définitive, on a donc D N M = Zda. On choisit un supplémentaire H
de D dans E et on applique le lemme fondamental aux deux réseaux L
et M et a la projection p : E — H parallelement & D. On a p(M) C p(L)
et ces sous-groupes sont des réseauxﬁ de H. En vertu de I’hypothese de
récurrence, il existe une Z-base €1, ..., €, 1 de p(L) et des entiers d; > 0 avec
di|---|dn—1 tels que dyey, . .., d,_1€6,—1 soit une Z-base de p(M). De plus, d,, 1
divise d. En effet, le point 3) du théoreme appliqué a p(L) et p(M) montre
que H := p(L)/p(M) est un groupe d’exposant d,,_;. Comme d annule G,
donc H, on a le résultat par [3.4]

On releve alors d;e; en € € M. On obtient ainsi une Z-base €}, ... el _,,da

e L
de M. Posons alors e; = - On aura terminé si I’on montre que e; est dans

L car alors eq,...,e,_1,a sera la Z-base de L cherchée.
Comme ¢; = ’% = p(e;) est dans p(L), on a e; = f; + \ja avec f; € L et

Ai € R et il reste a montrer que \; est entier. Mais, on a de; = df; + d\;a,
et, comme f; est dans L et que d annule L/M, df; est dans M. Par ailleurs,
on sait que d;e; = e est dans M, donc aussi de; puisque d est multiple de d;.
Mais alors d\;a est dans M N Ra = Zda, de sorte que \; est entier.

5. C’est-a-dire la transposée de la matrice des cofacteurs.
6. A priori ce sont des sous-réseaux, mais le relevement des Z-bases montre qu’ils sont
de rang maximal.
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3.3.2 Preuve de : le cas L/M sans torsion

On a vu que le cas rg L = rg M conduit & un groupe quotient L/M
fini, donc de torsion. Le cas envisagé maintenant est donc l'opposé du cas
précédent.

3.15 Proposition. Soit L un réseau et M un sous-groupe de L. On suppose
que L/M est sans torsion. Alors, siey,..., e, est une Z-base de M, on peut
la compléter en une Z-base ey, ..., ep,€r41,...,€, de L.

Démonstration. On peut supposer M # 0 et on raisonne par récurrence sur
n, le cas n = 1 étant trivial. On pose a = e; et D = Ra et on va appliquer le
lemme fondamental 2.6 On note d’abord qu'on a DN M = Za. C’est évident
avec l'indépendance des e;. On note ensuite qu’on a aussi D N L = Za. En
effet, en vertu de 2.8, on a DN L = Zb et comme a est dans L on a a = db.
Mais si d est différent de +1 cela signifie qu'on a db = 0 dans L/M et cela
contredit le fait que L/M est sans torsion.

On choisit alors comme supplémentaire de D un hyperplan H contenant
€s,...,6. €t on appelle p la projection de E sur H parallelement a D. Le
quotient p(L)/p(M) est encore sans torsion. En effet, si 'on a dp(x) € p(M)
avecx € Letde N* onadr=y+ \aavecy € M et A € R. Mais, comme
dx et y sont dans L, Aa aussi, donc A est entier et \a est aussi dans M. Il
en résulte que dx est dans M, ce qui, comme L/M est sans torsion, impose
x € M, donc p(z) € p(M). On peut alors appliquer la récurrence. Comme les

vecteurs esg, . .., e, forment une Z-base de p(M) on peut la compléter en une
Z-base ey, ..., €., €41,...,6, de p(L) et le lemme permet de la releverm
en une Z-base a,es, ..., €., €,01,...,6, de L.

3.3.3 Preuve de |3.13|: le cas général

On peut maintenant finir de prouver Soit ¢ : L — L/M la projection
canonique et soit 7" le sous-groupe de torsion de L/M. On pose N = ¢~ (T,
de sorte qu'on a "= N/M. C’est un sous-groupe de L, donc un sous-réseau.
On vérifie d’abord que N et M ont méme rang. En effet, sinon, il existe
e € N tel que e <M>, ce qui implique que de & M pour tout d € N*. Mais
alors, € est d’ordre infini dans N/M, ce qui contredit le fait que ce groupe est
de torsion. On vérifie ensuite que L/N est sans torsion. En effet, si dov € N
avec © € L et d € N*, comme N/M est de torsion, il existe § € N* tel
que §(dx) € M. Mais alors (6d)z € M donc 'image T est de torsion dans
L/M, donc T est dans T et = est dans N. On peut alors appliquer a
N et M. Silon argN =rgM = r il existe une Z-base ey, ...,e,. de N et

7. Le lecteur vérifiera qu’on peut relever les premiers vecteurs en eux-mémes.
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des d; convenables tels que dieq, ..., d.e, soit une Z-base de M. On applique
ensuite |3.15|a L et N pour compléter cette base en une Z-base de L.

3.3.4 Description du quotient

Le corollaire suivant donne la structure du quotient L/M et 'unicité des
invariants :

3.16 Corollaire. On reprend les notations de . Le groupe quotient L /M
est isomorphe a Z/dyZ X - - - X Z/d,Z X Z"". Son sous-groupe de torsion est
T=Z7Z/d\Zx---x1Z]d,. Il est d’ordre dy---d, et d’exposant d,.

Les entiersr etdy, ..., d, sont uniquement déterminés par le couple (L, M).
On les nomme invariants du couple (L, M).

Démonstration. Soient eq, ..., e, une Z-base de L adaptée au sous-groupe M.
On considere ’homomorphisme ¢ : L — Z/dyZ X -+ X Z/d,Z x Z"™" qui &
Yo, me; associe (T1, ..., Ty, Trid, - - ., Tn). Cet homomorphisme est surjectif
et son noyau est M, d’ou l'isomorphisme. Le sous-groupe de torsion 1" de
L/M est alors le produit des groupes cycliques et le quotient de L/M par T'
est le groupe libre Z"". En vertu de [3.7 cela montre que n — r est unique,
donc aussi r. Pour les autres invariants, il faut prendre garde que certains
des d; peuvent étre égaux a 1, disons d; = ... = d = 1. Mais alors, le groupe
de torsion est isomorphe a Z/dy1Z X - -- x Z/d.Z avec des d; > 2. En vertu
de [3.8] cela montre I'unicité de r — k, donc de k, et des d; pour i > k 4+ 1 et
on a le résultat.

3.4 Application aux groupes abéliens de type fini

3.17 Définition. On dit qu’un groupe abélien est de type fini s%l est en-
gendré par un nombre fini de générateurs. Un groupe abélien isomorphe a 4"
est dit abélien libre de rang n.

3.18 Remarque. Un groupe abélien G est de type fini si et seulement si il
existe un homomorphisme surjectif ¢ : Z" — G. Si l'on pose L = Z" et
M = Kerp on a alors G ~ L/M.

La remarque ci-dessus fournit une voie d’approche des groupes abéliens
de type fini qui consiste a représenter les groupes libres comme des réseaux.
Ainsi, le théoreme fondamental sur les sous-réseaux donne déja comme
sous-produit le résultat analogue sur les groupes libres :

3.19 Corollaire. Soit L un groupe abélien libre de rang n et M un sous-
groupe de L. Alors M est libre. Plus précisément, il existe une Z-baseeq, . .., e,
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de L, un entier r avec 0 < r < n et des entiers dy,...,d, € N* tels que
di|dy|---|d,. et que dyeq, ..., d.e, soit une Z-base de M.

Démonstration. 11 suffit de plonger Z™ dans R”™ pour se ramener au théoreme

B.13l

En mettant ensemble|3.18] [3.13et3.16/on obtient le théoreme de structure
des groupes abéliens de type fini :

3.20 Corollaire. Soit G un groupe abélien de type fini. Il existe des entiers
n,r € N, avec r < n et des entiers dy,...,d, € N* tels que di|dy|---|d, tels
que Uon ait G ~Z/d\Z X -+ X Z/d,Z X Z"".

Le sous-groupe de torsion de G est le groupe fini Z/d\Z x --- x Z/d,Z,
d’ordre dy ...d, et d’exposant d,.. En particulier, si G est fini, on ar =n et
G est produit de groupes cycliques G ~Z/d\Z X --- x Z/d,Z.

Les entiers r et dy,...,d, sont déterminés de maniére unique.

3.5 Calcul des invariants

Pour appliquer le théoreme fondamental encore faut-il savoir calculer
les invariants d;. C’est 'objet du théoreme suivant :

3.21 Théoreme. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n, L et M
deuz résequr de E avec M C L et dy,...,d, les invariants du couple (L, M).
Rappelons qu’on a dy|ds| - - - |d,. Soit ey, ... e, (resp. uq,...,u,) une Z-base
de L (resp. M) et soit A € M(n,Z) la matrice des u; sur les e; : uj; =
Yo age;. Alors, pour k =1,...,n, le produit dy - - - dy, est le pged positif des
mineurs d’ordre k de A. En particulier dy est le pged des coefficients de A et
dy---d, la valeur absolue du déterminant de A.

Démonstration. 1) Supposons d’abord les bases (e;) et (u;) adaptées. Dans
ce cas, la matrice A est la matrice diagonale formée par les d; et le résultat
est clair car les mineurs d’ordre £ non nuls sont les d;, - --d;, et comme les
d; se divisent, leur pgcd est bien dy - - - d.

2) La conclusion du théoreme vient alors du lemme suivant :

i

3.22 Lemme. Sous les hypothéses de le pged positif 0 des mineurs
d’ordre k de A ne dépend pas du choiz des Z-bases (e;), (u;).

Démonstration. a) On traite d’abord le cas k = 1. Soient (e}) et (u;) d’autres
Z-bases de L et M, A’ la matrice des uj sur les e; et 0] le pged des coefficients
de A’. On désigne par P (resp. @) la matrice de passage des €, aux e; (resp.
des u; aux u}). On sait que P et @ sont dans GL(n,Z) et on a A" = PAQ,
autrement dit : a;; = Zk,l Pikariqij- Comme 6 divise tous les a;;, il divise
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aussi tous les aj; donc leur pged §7. Mais, les matrices P! et Q7! sont aussi
a coefficients entiers et le méme raisonnement appliqué dans 'autre sens
montre que 0] divise d;, de sorte qu’on a bien d; = 9.

b) On se reportera a 'annexe|6.1| pour les résultats sur I’algebre extérieure
et les espaces A*E.

On considere 'espace vectoriel A¥E. Si ey, ..., e, est une base de E, on
en déduit la base associée de A*E, formée des

€, N Neg, avec 1 < i1 <19 < -+ <1 < n.

Siel,..., e, est une autre base de E et si P = (p;;) est la matrice de passage
des e; aux e, la matrice de passage des e;; A--- Ae; aux ej, A--- Ae; est
la matrice des mineurs d’ordre k de P :

/ r_
€ ARRRNA Cir = § :pilv---aik?jlv--wjkeil ARRRNANC
1,J

Reprenons les notations de et du point a), avec les matrices A, A', P, Q.
On considere, dans 'espace vectoriel A*E, les réseaux A*L et A¥M de Z-bases
€y NNy, et uy N A, . Ces réseaux admettent aussi respectivement les
Z-bases €; N---Aej et uj A---Auj, . Ona AFM C A*L et, plus précisément,
la matrice des u;, A -+ Aw;, sur les e A--- Aey (vesp. des uj, A -+ Aug,
sur les ej A --- Aej ) est la matrice des k-mineurs de A (resp. A’). Mais
alors, le point a) appliqué a ces réseaux montre que le pged des mineurs Jy
est indépendant du choix des bases.

3.6 Détermination des bases adaptées

Soit L un réseau de E et M un sous-réseau de L. Nous donnons dans ce
paragraphe un algorithme permettant de trouver une base adaptée au couple
L, M. La mise en ceuvre de cet algorithme est beaucoup plus efficace si 'on
utilise un logiciel de calcul formel, par exemple xcas.

On peut supposer que E est I'espace R™ et L le réseau défini par la base

canonique e; = (0,...,0,1,...,0). Le sous-réseau M est alors donné par une

Z-base uy, ..., u, avec r < n et on écrit les u; sur les e; au moyen d’une ma-

trice A a coefficients entiers : u; = Z?:l a;je;. Nous illustrerons I'algorithme
-30 22 54

proposé sur 'exemple suivant :n =3et A= | 45 —31 —78|.Onadonc
—28 12 28

u; = —30e; +45e9 — 28e3, uy = 22e1 — 31eg + 12e3 et uz = Hde; — 78ey + 28es.

3.23 Remarque. Le rang de M est égal au rang de la matrice A.
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3.6.1 Le cas du rang n

Dans les quatre paragraphes qui suivent, on suppose que le sous-réseau
M est de rang n. La matrice A est alors une matrice carrée n x n, inversible
sur R et méme sur Q, et il s’agit, a partir des a;;, de déterminer des vecteurs

€1,...,€, qui constituent une Z-base de L et des entiers dy, ..., d,, se divisant,
tels que dy€q, . .., d,€, soit une Z-base de M. On appelle B la matrice inverse
c ..
de A, on écrit chacun de ses termes b;; sous forme irréductible b;; = = et
qij
on note g; le ppem des dénominateurs des coefficients de la colonne j.
17 1
144 18
Dans le cas de ’exemple, le rang de A est bien3etona B = % %
41 4
4 4

On a donc g; = 144, ¢ = 18 et g3 = 96.

3.6.2 Détermination des invariants

Ce travail a été fait en On a vu que les invariants se calculent & partir
des pged des mineurs de A des différentes tailles. Dans le cas de I'exemple
onad; =1, dy, = 2 (on voit aussitot que les 2-mineurs sont tous pairs et
deux mineurs bien choisis suffisent & montrer que le pged vaut 2) et, comme
det A = 576, on a d3 = 288.

3.6.3 Détermination de ¢,

On sait que d,, est 'exposant du groupe quotient L/M et le vecteur ¢,
cherché est un élément d’ordre d,, dans ce quotient. Pour le déterminer on
utilise le lemme suivant :

3.24 Lemme. Dans le quotient L/M, le vecteur e; est d’ordre g;.

n
C..
Démonstration. On a e; = Z —L ;. Comme ¢; est multiple des g;;, il est
— qij
=1
clair que ge; est dans M. Inversement, si ke; est dans M, on voit que g;;
divise kc;; pour tout ¢ et, comme il est premier avec c¢;;, il divise k, qui est

donc multiple des ¢;;, donc de leur ppem g;.

On peut maintenant trouver un vecteur €,. Comme les €; engendrent
L/M, on a vu en que d,, est le ppcm des g;. On écrit d,, comme produit
de puissances de nombres premiers p;*, ce nombre divise I'un des g; et il y a
donc un élément \je; qui est de cet ordre. Alors, la somme de ces éléments
convient.
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Dans ’exemple, on voit que €; est d’ordre 144, 5 d’ordre 18 et €3 d’ordre
96. On a 288 = 2°3%2 = 32 x 9. L’élément 3es est d’ordre 32 dans le quotient,
I’élément 2ey d’ordre 9, 'élément €3 = 2e, + 3es est d’ordre 288 dans L /M.
De plus, on vérifie que 'on a L N Rez = Zes.

3.6.4 Projection sur un supplémentaire

Pour aller plus loin, on utilise la méthode du théoreme [3.13} On considere
un supplémentaire H de Re,. Quitte a renuméroter les e;, on peut supposer
qu’il s’agit de H =<ey,...e,_1>. On appelle p : E — H la projection
parallelement & Re,. On sait que p(L) et p(M) sont alors des réseaux de H
et que si on a une Z-base adaptée a ce couple, et si on releve ses vecteurs
dans L et M, on obtient une Z-base adaptée a L, M en lui adjoignant e,.

Dans 'exemple, on prend H engendré par eq, e5. La projection s’écrit :

2x
p(x1er + Toes + T363) = Tr€1 + (X9 — —>)ey.

3

Le réscau p(L) de H est engendré par p(er) = ey, p(es) = ez et p(esz) = —3es.
Une Z-base de p(L) est donc ey, e, = %62. Le réseau p(M) est engendré par
vy = p(ur) = —30e; + Frep = —30e; + 191¢€), vy := pus) = 22¢; — 117¢}, et
vy := p(us) = dde; — 290¢),.

Pour trouver une Z-base adaptée au couple p(L), p(M), on commence par
trouver une Z-base de p(M) en utilisant On écrit v3 comme combinaison

de vy et vy :
=31 807
V3 = %Ul + %Ug.

Avec les notations de [2.13| on a donc m = 346, d; = dy = 1, ¢ = —31 et
co = 807. On écrit une relation de Bézout avec ¢; et ¢o : 807 x 1 4 (—26) X
(—31) = 1. On peut alors prendre comme Z-base de p(M), wy = v; —26vy =
—602e; + 3233¢€), et wy = v3 = Hdey — 290e;. On vérifie que le déterminant de
cette base sur ey, €}, est —2 et le calcul de I'inverse donne : e; = 145w1+%w2
et e}, = 27wy +301ws,. Cela montre que €} est dans p(M) et que e; est d’ordre
2 dans p(L)/p(M) et le couple €}, e; est donc une base adaptée a p(L), p(M).

L’étape suivante est de relever e), et 2e; dans M. Pour cela, on les écrit
en fonction des v; : e = 27v; — 70209 + 301vsy = p(27u; — 702uy + 301ug) =
p(—501ey — 752e3) et 2e; = p(290u; — 7540us + 3233u3) = p(2e; — 5384ey —
8076e3).

En définitive, une Z-base adaptée a L, M est la suivante :

€1 = —50162 - 75263, € = €1 — 269262 - 403863, €3 = 262 + 363.
On vérifie que le déterminant des €; sur les e; est égal a —1 (donc que la

matrice de passage est dans GL(3,7Z)).
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3.25 Remarque. On peut parfois éviter une partie des calculs précédents. En
effet, il arrive que la matrice donnant les e; par rapport aux u; fasse aussitot
apparaitre des vecteurs indépendants vérifiant d;e; € M. Voir notamment

Pexercice 3271

3.6.5 Exercices

3.26 Ezercice. 1) Soit L = Z? le réseau naturel de R? de Z-base e¢; = (1,0)
et eo = (0, 1) et soit M le sous réseau de Z-base u; = e1+2es et ug = 2e1+es.
Déterminer les invariants du couple (L, M) et en trouver une base adaptée.
(Réponse : d; = 1, dy = 3 et, par exemple, €; = uy et €3 = €3.)

2) Mémes questions avec M défini par la Z-base v; = 3e; — dey, vy =
9e; + 8ey. (Réponse : di = 1 et dy = 60 et, par exemple, ¢, = —3e; — 16es,
€ =e€1 + 562.)

3.27 Ezercice. On considere le réseau standard L = Z3 C R? et le réseau
M C L dont les vecteurs de base sont u; = (54, —78,28), us = (22, —31,12)
et ug = (—30, 45, —14). Déterminer les invariants du couple (L, M) et calculer
une Z-base adaptée. (Réponses : d; = 1, dy = 2, d3 = 6. Pour la base adaptée,
le lecteur moins maladroit que moi contemplera la matrice inverse et la base
lui sautera au visage ou presque : €1 = (2,1,0), o = (0,0,1) et e3 = (1,0,0).)

4 Volumes et théoreme de Minkowski

On travaille toujours sur un espace vectoriel réel de dimension finie n.
On fixe une fois pour toutes une base €,...,¢, de E. Si E est muni d’une
structure euclidienne on peut prendre, par exemple, une base orthonormée.

4.1 Rappels sur les volumes

Le choix de la base des ¢; fournit un isomorphisme de E sur R" et une
mesure de Lebesgue p associée a ce choix. Rappelons qu’il existe alors une
partie M(E) C P(E) dont les éléments sont les parties mesurables de F
et une application p : M(FE) — RTU{+0o0}, appelée aussi volume, avec les
propriétés suivantes.

1) L’ensemble M(FE) est une o-algebre, c’est-a-dire stable par union
dénombrable et passage au complémentaire. En fait, M(E) contient “pres-
que” toutes[f| les parties de F, et en tous cas, toutes les parties usuelles,

8. Si l'on refuse 'axiome du choix, on peut supposer que toutes les parties de F sont
mesurables.
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ouverts, fermés, unions dénombrables de fermés, intersections dénombrables
d’ouverts, etc.

2) La mesure p est unique si 'on impose que la mesure du pavé unité
P={3"" ze | 0<ux; <1} est égale a 1.

3) La mesure p est o-additive : si les A, n € N, sont dans M(F) et sont
disjointes, on a p({J,en An) = 2 _nen #(A,) ol la somme est soit une série
convergente, soit +oc.

4) Elle est invariante par translation : si A est dans M(F) et x € F on a
i+ A) = p(A).

5) Elle est homogene : si A est dans M(E) et A € R on a pu(AA) =
A" 1(A).

6) On a la formule de changement de variables : si €], ..., €, est une base
de E et si P’ est le pavé unité bati sur les €; on a u(P’') = |det (., (€;)].

7) Enfin, on sait que si une partie est contenue dans un hyperplan elle est
de mesure nulle. En particulier, le volume d’un pavé est le méme qu’il soit
ouvert, fermé ou semi-ouvert.

4.2 Volume d’un réseau

4.2.1 Définition

4.1 Proposition-Définition. Soit L un réseau de E muni d’une Z-base

€1y, 6n. On désigne par D le pavé unité semi-ouvert bati sur (e;) : D =
{e =371 me | mi e Ret 0<uz; <1 }. Alors la mesure (D) est égale a
la valeur absolue du déterminant de eq, ..., e, sur la base canonique, elle est

indépendante du choiz de la Z-base de L, on [’appelle volume de L et on le
note vol (L).

Démonstration. La formule de changement de variables donne aussitot (D) =
| det,)(e;)]. Si l'on change la Z-base (e;) en (e}), cette quantité est multipliée
par la valeur absolue du déterminant de la matrice de passage des (e;) aux
(¢}). Comme cette matrice est dans GL(n, Z) en vertu de 1.3} son déterminant
est £1 et on a le résultat.

4.2 Remarque. On notera que D est un domaine fondamental pour I'ac-
tion de L sur E par translation. Cela signifie que D est un systeme de
représentants du quotient E/L ou encore que, pour tout x € F, il existe
un unique @ € L tel que v = a+y avec y € D. On a donc E = |J,., a+ D
et cette réunion est disjointe.
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4.2.2 La formule des réseaux emboités

4.3 Proposition. Soient L et M deux réseauxr de E avec M C L. Alors, le
groupe quotient L/M est fini et on a |L/M| = vol (M)/vol (L).

Démonstration. Nous donnons deux démonstrations de ce résultat.

1) En vertu du théoreme , il existe une Z-base de L adaptée a M,
avec des invariants dy, . . ., d,,. Comme la matrice de passage de I'une a ’autre
est la matrice diagonale des d;, on a bien vol (M)/vol (L) = d; - - - d,,. Mais
on a vu en que cette quantité est également le cardinal du groupe L/M.

2) La deuxieme preuvel| n'utilise pas [3.13]

Soient D et A des domaines fondamentaux de L et M (voir [£.2). On
adonc B = J,c 0+ D = U,ep® + A (unions disjointes). On en déduit
A =, . (AN(a+D)) et, comme cette union est disjointe et L dénombrable,

w(A) = e (AN (a+ D)). Notons @ € L/M la classe de a. La somme
précédente peut se décomposer selon les classes de L/M :

pd) = 3 S uAn e+ D))

aeL/M z€a
Mais, on a le lemme :

4.4 Lemme. On a ZM(A N(z+ D))= u(D).
TEa
Si ce lemme est vrai, on a u(A) = >0y 1(D) = [L/M|p(D) ce qui
prouve que L/M est fini et donne la formule annoncée.

Démonstration. (du lemme) Dire que x est dans @ signifie qu'il existe m € M
tel que = a + m. Cela permet d’écrire :

> wAn(z+D)=> uAn(m+a+D))

TrEQ meM

et, en vertu de l'invariance de p par translation, cette quantité est encore
égale &y pu((=m + A) N (a + D)). Mais, comme A est un domaine
fondamental pour M, le méme raisonnement que ci-dessus appliqué a a + D
montre que 'on a Y-\ pu((=m + A)N(a+ D)) = u(a+ D) = u(D).

9. Cette preuve — parmi bien d’autres — m’a été soufflée par Claire Voisin lorsqu’elle
était agrégative.
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4.3 Le lemme de chevauchement

Il s’agit du résultat suivant :

4.5 Lemme. Soit L un réseau de E' et A une partie de EE. On suppose qu’on
a u(A) > vol (L). Alors, il existe x,y € A, avec x # vy, tels que x —y € L.

4.6 Remarque. Si on note p : E — E/L la projection canonique, le résultat
signifie que p(z) et p(y) sont égaux dans le quotient.

Démonstration. Soit D un domaine fondamental de L, de sorte qu’on a
(D) = vol(L). On a alors £ = | J,., a+ D et, en prenant 'intersection avec
A, A=U,e(a+ D) N A Comme les ensembles a + D sont disjoints, on en
déduit pu(A) = ,cp u((a+D)NA). Comme p est invariante par translation,
onapu((a+D)NA)=pu(DN(—a+ A)). Mais, on a | J,., DN(—a+A) C D.
Si les ensembles D N (—a + A), pour a € L, étaient disjoints, on aurait
donc pu(A) = > o m(DN(—=a+ A)) < u(D), ce qui contredit 'hypothese
p(A) > vol (L) = (D).

Il existe donc a, b € L, distincts, tels que DN (—a+A) et DN(—b+ A) se
rencontrent, donc x,y € A avec —a+x = —b+y, ouencore t—y =a—b € L
et © # y comme annoncé.

4.4 Le théoréme de Minkowski

4.7 Théoreme. Soit L un réseau de E (toujours supposé de dimension n)
et soit A C E une partie com)exem et symétrique par rapport a l’origine 0.
On suppose qu’on a p(A) > 2"vol (L). Alors, il existe a € AN L, a # 0.

Démonstration. L’ensemble 2L = {2a | a € L} est un réseau, de Z-base 2¢;
si e; est une Z-base de L. Comme le domaine fondamental de 2L s’obtient
a partir de celui de L par une homothétie de centre 0 et de rapport 2, on
a vol (2L) = 2"vol (L). Le lemme de chevauchement assure alors qu'’il

existe x,y € A, distincts, tels que z —y € 2L, donc x —y = 2a, a € L. Il en
I’ R

Y est dans L. Mais, comme A est symétrique, —y est dans A

z+(—y)
2

résulte que

et comme A est convexe, y est aussi et on a le résultat.

4.8 Corollaire. On reprend les notations de [4. 7 Soit R un réel positif et
A = B(0,R) la boule fermée de rayon R. On suppose u(A) > 2"vol (L).
Alors, il existe a € ANL, a # 0.

10. Sauf erreur de ma part, une partie convexe est automatiquement mesurable.
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Démonstration. Bien entendu, seul le cas ou 'inégalité est une égalité pose
probléme. On considere les boules A, = B(0, R + %) En vertu de , il y
a un point ap € LN Ag, ar # 0. Comme la suite (ax) est bornée on peut
en extraire une sous-suite convergeant vers a. Comme L est fermé et discret,
la suite est nécessairement stationnaire, de sorte qu'on a a € L et a # 0.
Comme on a [lag|| < R+ et que [ag|| tend vers [|al|, on voit que a est dans
A et on a la conclusion.

5 Les théoremes des deux et des quatre carrés

5.1 Les deux carrés
5.1.1 Présentation

Il s’agit de savoir a quelles conditions un entier n € N s’écrit sous la
forme n = a® +b? avec a,b € N. On notera X5 ’ensemble des entiers > 0 qui
sont de cette forme. Le premier résultat est le suivant :

5.1 Proposition. L’ensemble o est stable par multiplication.

Démonstration. Cela résulte de l'identité (a® + b?)(c* + d?) = (ac — bd)? +
(ad + be)? que I'on comprend mieux en interprétant a + b* et ¢ 4 d? comme
les “normes” des nombres complexes z = a + ib et w = ¢ + ud.

Forts du résultat précédent, il est naturel de se demander quels nombres
premiers peuvent étre sommes de deux carrés :

5.2 Proposition. Soit p un nombre premier congru a 3 modulo 4.

1) Le nombre p n’est pas somme de deux carrés.

2) Plus précisément, si p divise une somme de deux carrés a*>+0b? il divise
a etb (et donc p* divise a® + b?).

Démonstration. 11 suffit de prouver le point 2). Rappelons le lemme suivant
(voir [DP] III, 2.13) :

5.3 Lemme. Soit p un nombre premier impair. Alors, —1 est un carré mo-
dulo p si et seulement si p est congru a 1 modulo 4.

Le point 2) est alors clair car si p ne divise pas b, on a, dans le corps F,,
(%) = —1 et c’est absurde.
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5.1.2 Le résultat principal

Le point essentiel concerne les nombres premiers congrus a 1 modulo 4 :

5.4 Théoreme. Soit p un nombre premier congru a 1 modulo 4. Alors, il
emiste a,b € N tels que p = a® + b?.

Démonstration. On considere le réseau Z? de R?. Ses éléments (a, b) ont pour
carré de la norme la somme a? + b%. L’idée est de construire un sous-réseau
L de Z? dont tous les éléments soient tels que p divise a® + b2, en espérant
qu'un élément de norme minimale fasse 'affaire.

5.5 Remarque. Attention, le candidat naturel R = {(a,b) € Z% | p|a®+b*}
n’est pas un réseau (par exemple, pour p =5, on (1,2) € R, (2,1) € R mais
(1,2) + (2,1) = (3,3) € R). La condition signifie que a/b est une racine de
—1 dans F,, mais, pour avoir la stabilité par somme, il faut toujours choisir
la méme racine. Cela explique la définition suivante.

Soit u € Z un entier qui vérifie u> = —1 (mod p) (voir[5.3). On définit la
partie L de Z? comme suit :

L={(a,b)€Z® | b=ua (mod p) }.

Alors, L est un réseau. En effet la condition signifie qu’il existe n € Z tel que
b = ua + np, de sorte qu'un élément (a,b) de L s’écrit a(1,u) + n(0, p) avec
a,n € Z. C’est donc un réseau de Z-base (1,u), (0,p). De plus, si (a,b) est
dans L, on a a® + b* = a?(1 + u?) + 2uanp + n*p? et, par définition de u, on
voit que a? + b? est multiple de p. Pour trouver un élément dont le carré de la
norme soit exactement p, on applique le théoreme de Minkowski. Le volume
de L est donné par le déterminant de sa Z-base, c’est donc p. On considere
alors un disque D(0, R) avec TR? > 4p, par exemple R? = 2. En vertu du
théoreme de Minkowski, ce disque contient un point (a,b) non nul de L qui
vérifie donc a® + b* < R? = 2. Comme a® + b* est multiple de p, la seule
solution est a® + b = p.

5.1.3 Bilan

On peut maintenant finir de déterminer les éléments de X5 :

5.6 Corollaire. Un entier naturel est somme de deuxr carrés si et seule-
ment si, dans sa décomposition en produit de facteurs premiers, les facteurs
congrus a 3 modulo 4 sont a une puissance paire.
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Démonstration. Par multiplicativité il est clair que la condition est suffisante.
Pour voir qu’elle est nécessaire on raisonne par ’absurde et on choisit un
contre-exemple minimal n, somme de deux carrés a? + b* et admettant un
facteur premier p = 3 (mod 4) a une puissance impaire. En vertu de |5.2) p
divise a et b, mais alors n/p? est encore somme de deux carrés, il contient le
facteur p a une puissance impaire et il est < n ce qui est absurde.

5.1.4 L’algorithme de Cornacchia

Il s’agit d’un algorithme tres efficace proposé par Cornacchia en 1908 qui
permet d’écrire un nombre sous forme de somme de carrés. Nous en donnons
ici une version élémentaire. Pour une interprétation en termes de fractions
continues, voir [NJ.

Soit p un nombre premier congru a 1 modulo 4 et w un entier tel que
u? = —1 (mod p) et u < p. L’idée est d’effectuer I'algorithme d’Euclide avec
p et u. On pose 1o = p et ry = uw puis rg = r1q1 + 72 avec 0 < r9 < 71,
1 =17T9qs + 73 avec 0 < 1r3 < 1o, etc. ry_1 = 1pqn +1pa1 avec 0 <y < 1.

On sait que 'algorithme d’Euclide peut étre utilisé pour trouver les coeffi-
cients de Bézout relatifs a p et u. Précisément, on va écrire, pour tout n > 0 :
rn = app + byu (relation (x)). Pour cela, on pose ag = 1, by = 0, a; = 0,
by = 1 et on calcule les suivants grace aux deux relations de récurrence :

(**) Qpt1 = Ap—1 — 4pln et bn+1 = bnfl - qnbn

On sait que les r,, décroissent et que le dernier reste non nul est le pged de p
et u, c’est-a-dire 1. On peut donc énoncer le résultat de Cornacchia :

5.7 Théoréme. Sin est le plus petit entier tel que r, < \/p, on ap = r24+02.
Démonstration. Ce qui est clair c’est qu’on obtient ainsi un multiple de p :
5.8 Lemme. Pour toutn >0, r2 + b2 est multiple de p.

Démonstration. C’est évident avec la relation r, = a,p + b,u et le fait que
u? = —1 (mod p).

Pour conclure il reste a controler la taille de b,. C’est I'objet du lemme
suivant :

5.9 Lemme. Pour toutn >0 on a r,_1|b,| < p.

Si on a établi ce lemme, on a le théoreme. En effet, si n est le plus petit
entier tel que r, < /p, on a r,_1 > /p, donc, par le lemme, [b,| < \/p. On
a donc r2 + b2 < 2p et ce nombre, qui est multiple de p, est bien égal & p.

Démonstration. (du lemme Elle résulte d'un autre lemme :
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5.10 Lemme. Avec les notations précédentes, on a les résultats suivants :
1) Pour tout k >0, by est <0 et bygyq > 0.
2) Pour tout n >0, on a apbyi1 — api1b, = (—1)".
3) Pour tout n >0 on a byy17mp — bprper = (—1)™p.
4) Pour tout n >0 on a |bpi1|rn = p — |bp|rnsr-

Il est clair que le lemme |5.9|résulte du point 4) ci-dessus appliqué en n—1.
Démonstration. (du lemme Le point 1) est immédiat par récurrence
sur n grace a la deuxieme relation de (#x). Le point 2) s’établit aussi par
récurrence. En effet, il est clair pour n = 0 et pour passer de n a n + 1 il
suffit d’écrire b, et a, 41 avec les relations (xx). Le point 3) est alors évident
en écrivant r, et r,,1 grace a (x). Enfin, le point 4) n’est que la traduction
de 3) en distinguant les signes selon la parité de n.

5.11 Remarque. Pour mettre en ceuvre ’algorithme il suffit de déterminer u
et de faire I’algorithme d’Euclide jusqu’a rencontrer un reste r, < ,/p (il est
inutile de calculer les by). En effet, on trouvera alors b,, comme racine carrée
de p—r2.

5.12 FExemple. Avec p = 123456821, on trouve u = 2222450 et les restes
successifs 12344571, 9877879, 2466692 et 11111 qui est < ,/p. On vérifie
qu'on a 123456821 = 111112 + 50

5.2 Les quatre carrés

Il s’agit du célebre théoreme conjecturé par Bachet et prouvé par La-
grange :

5.13 Théoreme. Tout entier naturel est somme de quatre carrés d’entiers.

Démonstration. Notons X4 I'ensemble des entiers de la forme a?+b%+ ¢ +d>.
On commence par un résultat de multiplicativité :

5.14 Proposition. L’ensemble X4 est stable par multiplication.

Démonstration. Le plus simple est d’utiliser le corps des quaternions H. Si
q = a+ bi + ¢j + dk est un quaternion, sa “norme” N(q) = ¢q est égale a
a? +b* + 2 + d? et elle est multiplicative : N(qq') = N(¢)N(q'). On a alors
la conclusion en prenant deux quaternions a coefficients entiers.

5.15 Remarque. En termes d’identités, on a :
(a®>+ >+ +d*)(a? + %+ ? + d?) = (ad +bb + cc + dd')?

+(ab/ —bd'+dc' —cd')*+(ac' —ca'+bd' —db )*+(ad'—da’+cb' —bc')?.
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La proposition précédente montre qu’il suffit d’établir le théoreme pour
un nombre premier p, ce que nous allons faire en utilisant encore le théoreme
de Minkowski. On considere le réseau Z* de R*. Pour un point ¢ = (a, b, ¢, d)
on a N(q) = ||q||* = a® + b* + ¢* + d*>. Comme dans le cas des deux carrés, la
stratégie est de construire un sous-réseau L dont tous les éléments aient des
“normes” multiples de p. Cela nécessite d’abord de travailler dans F,,.

5.16 Lemme. Soit p un nombre premier impair.

1) 11 existe des éléments u,v € F, tels que u® + v* +1 = 0.

2) La forme quadratique ¥ + y* + 22 +t? sur ¥, est d’indice 2. Un sous-
espace totalement isotrope mazximal (setim), de dimension 2, est le sous-
espace V' engendré par (u,v,1,0) et (v, —u,0,1).

Démonstration. On utilise librement ici les résultats de [DP]. On sait (voir
[DP] Ch. III) que F,, contient (p + 1)/2 carrés. C’est aussi le cardinal des
nombres de la forme —1 — v2. Il y a donc un élement de F,, qui est & la fois
de la forme u? et de la forme —1 — v? et on a le résultat.

2) Il est clair que les deux vecteurs sont isotropes et orthogonaux, de sorte
qu’ils engendrent un setim.

On peut maintenant définir le sous-réseau L de Z*. On dispose d’une
projection 7 : Z* — Fé, dont le noyau est le sous-réseau (pZ)*. Le réseau
L est intermédiaire entre Z* et (pZ)*, précisément, on pose L = 7~ 1(V) ol
V est le setim défini ci-dessus. Il est clair que L est un sous-groupe de Z*,
donc un sous-groupe discret de R*, donc un sous-réseau et, comme il contient
(pZ)*, c’est un réseau. On peut aussi le montrer en exhibant une Z-base de
L formée des quatre vecteurs (u,v,1,0), (v, —u,0,1), (p,0,0,0) et (0,p,0,0).
Cela permet d’ailleurs de calculer le volume de L qui est le déterminant de
cette Z-base et qui vaut donc p?.

On peut alors appliquer Minkowski en se souvenant que le volume de la
2 p4

T 4+/2
boule de rayon R de R* est Si on choisit R? vérifiant R? > —\/—p ~
T
1,8p et R? < 2p, le théoreme de Minkowski assure qu'’il y a dans la boule
B(0, R) un point (a, b, ¢,d) non nul de L. Pour ce point, la “norme” a? + b +
¢ + d? est multiple de p (car les points de L s’envoient par 7 sans le setim
V) et comme on a a® + b? + 2 + d* < R? < 2p, c’est nécessairement qu’on a

p=a’®+b* + % + d? avec a, b, ¢, d entiers, comme annoncé.

5.17 Remarque. Le choix du réseau L s’explique de plusieurs manieres.

1) D’abord, comme dans le cas des deux carrés, 'ensemble des g € Z* tels
que N (q) soit multiple de p n’est pas un carré. En prenant 'image réciproque
d’un sous-espace vectoriel de Fﬁ en revanche on obtient un sous-groupe, donc
un sous-réseau.
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2) Bien entendu, (pZ)* ne convient pas car les normes de ses éléments
sont multiples de p?.

3) Enfin, I'image réciproque d’une droite isotrope V' de Ff, est trop petite.
En effet, on sait que le volume de L est le cardinal du groupe quotient Z*/L,
donc de F;‘D /V . SiV est une droite c’est donc p* et on voit qu’alors Minkowski
ne donnerait pas le bon résultat.

5.3 Deux autres exemples d’applications de Minkowski
5.3.1 Les entiers de la forme 22 + 2y?

On montre facilement, en utilisant les complexes, que si deux entiers sont
de la forme 2% + 2y?, leur produit aussi. Cela amene & s’intéresser en priorité
aux nombres premiers p qui sont de cette forme. Si p est un nombre premier
impair qui vérifie p = 2% + 2y%, p ne divise pas y (sinon il divise aussi x
et p* divise p), de sorte que, dans le corps F,, —2 = (5)2 est un carré. On
sait (voir [DP] Ch. 3) que —1 est un carré modulo p si et seulement si p est
congru & 1 modulo 4. Pour 2, on a le lemme suivant (on se reportera a [DP]

ou a [S] pour des détails sur les corps finis) :

5.18 Lemme. Soit p un nombre premier impair. L’entier 2 est un carré
modulo p si et seulement si on a p==+1 (mod 8).

Démonstration. Comme p est impair, 8 divise p> — 1 = (p — 1)(p + 1) car
I'un des facteurs est multiple de 4. Il en résulte que le groupe multiplicatif
du corps F)2 est de cardinal multiple de 8. Comme il est cyclique, il contient
un élément ¢ d’ordre 8 (une racine primitive 8-ieme de l'unité). Si ®g est le
polynome cyclotomique d’ordre 8, on a ®g(X) = X* + 1 et donc (* +1 =0,
ou encore (?4+¢~2 = 0. On considére & = (+¢ 1. Onaa? = (2 +(2+2 = 2.
L’élément « est dans F 2 et 2 est un carré de F), si et seulement si il est dans
F,. En appliquant I’homomorphisme de Frobenius, cela revient a dire qu’on
aa? =+ (P=a=C_(+ " Ilest clair qu'on a cette relation si p = %1
(mod 8). Inversement, si p = +3 (mod 8) on a (P + (P = 3+ (3. Si l'on
avait (342 = (+ ¢!, on aurait ¢*+ ("2 = (*+1 et comme on a (* = —1
et (2= —(?, on aurait (2 + 1 = 0 et ( serait racine quatrieéme de 1'unité.

En mettant ensemble les résultats concernant —1 et 2 on obtient :

5.19 Corollaire. Soit p un nombre premier impair. L’entier —2 est un carré
modulo p si et seulement si on a p=1 (mod 8) ou p =3 (mod 8).

On voit qu'une condition nécessaire pour qu'un nombre premier soit de la
forme 22 +2y? est qu’il soit congru a 1 ou 3 modulo 8. L’examen des premieres
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valeurs (17=9+2x4,41=9+2x16, ..,3=1+2x1,11=9+2x1,
19 =1+2 x 9 ...) montre que cette condition semble suffisante. De fait :

5.20 Théoreme. Soit p un nombre premier congru a 1 ou 3 modulo 8. Alors,
p est de la forme a2 + 2y? avec x,y € N.

Démonstration. Soit u € Z tel que u?> = —2 (mod p). On considere le réseau
L de R? de Z-base (1,0) et (0,v/2) et son sous-réseau M formé des couples
(uy + zp, y\/ﬁ) avec y, z € Z. Les carrés des normes des points de ce réseau,
qui sont de la forme x? + 2y* avec z,y € Z, sont tous multiples de p. Le
volume de ce réseau est pv/2, et comme on a 2v/2 < 7, on peut trouver un

4+/2
réel R qui vérifie —\/_p < R* < 2p, donc TR? > 4p\/2 = 4vol (M). En vertu
T

de Minkowski, M contient un point non nul dans le disque D(0, R), dont le
carré de la norme est multiple de p, plus petit que R2, donc que 2p, donc
égal a p, et on a le résultat.

5.3.2 Les entiers de la forme 22 + 3y?

La méthode est analogue et nous laissons au lecteur la plus grande partie
du travail. Le lemme initial est le suivant :

5.21 Lemme. Soit p un nombre premier > 3. L’entier —3 est un carré
modulo p si et seulement si on a p =1 (mod 3).

Démonstration. On prend une racine primitive cubique de I'unité j dans F.

La formule usuelle j = —% + z‘/Tg est encore valable et donne iv/3 = 2j + 1.
On voit que —3 est un carré de F,, si et seulement si 2541 € F,, donc si j est
dans F,. Mais cela signifie exactement qu’il y a un élément d’ordre 3 dans
F’,, donc que 3 divise p — 1.

On obtient alors le théoreme :

5.22 Théoréme. Un nombre premier p > 3 est de la forme x? + 3y* avec
x,y € N si et seulement si on a p=1 (mod 3).

Démonstration. On considere un réseau analogue a celui du paragraphe précé-
dent. Attention, comme 7 > 2v/3, on n’a pas la conclusion de maniere
immédiate, mais on montre que p ou 2p est de la forme z% + 3y%. Mais
la deuxieme solution est impossible car on aurait 2p = 2 = 2? (mod 3) et
c’est absurde.

5.23 Ezercice. En appliquant les méthodes précédentes, montrer qu’un nombre
premier p est de la forme x? + 7y si et seulement si p = 7 ou p = 1, —3,2
(mod 7). (Minkowski permet d’affirmer que p, 2p ou 3p est de la forme voulue
et des arguments de congruence modulo 4 ou 7 permettent de conclure.)
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5.24 FEzxercice. Soit n un entier > 0. On munit R™ de la forme euclidienne
pour laquelle la base canonique est orthonormée. Soit ¢ une forme quadra-
tique définie positive sur R", définie sur la base canonique par une matrice
symétrique a coefficients entiers. On appelle D le discriminant de ¢, c’est-
a-dire le déterminant de M.

n

est le volume de la boule unité de R™ pour la forme euclidienne canonique.

Montrer qu’il existe z € Z™ non nul tel que l'on ait g(x) < ol wy,

5.25 Remarque. 11 y a bien d’autres applications du théoreme de Minkowski,

par exemple & la recherche des entiers de la forme 22 + 5y* (voir [TER]) ou a

la résolution d’équations diophantiennes (par exemple 322 — 35y% = ¢), voir
http://www.math.u-psud.fr/~perrin/CAPES/arithmetique/Equation-diophantienne4.
pdf.

6 Annexes

6.1 Les espaces A*F
6.1.1 Définitions

On considere un espace vectoriel £ de dimension n sur un corps K et un
entier k vérifiant 1 < k < n. Rappelons la définition suivante :

6.1 Définition. Une application f : E¥ — K, qui a (z1,...,2;) associe
f(zy,...,xx), est appelée une forme k-linéaire alternée si f est linéaire
par rapport a chaque variable z; et si f(xq,...,x) est nulle dés que deuz des
variables sont égales.
6.2 Proposition. Soit ey, ..., e, une base de E et soit f : E¥ — K une
forme k-linéaire.

1) La forme f est déterminée par les valeurs f(e;,, ..., €;, ) pouriy,... i, €
{1,....n}.

2) Si de plus f est alternée, f est déterminée par les f(e;, ..., e;,) avec

1<y <9< <1 < n.

Démonstration. 1) Six; = > 1 | x;je;, le résultat vient de la formule :

[, mg) = th,l"'xikkf(eila'-w@ik)

2) Si f est alternée, elle est nulle lorsque deux indices coincident, de
sorte qu’on peut supposer les e; distincts. De plus, on peut les suppo-
ser ordonnés car si o est une permutation de l'ensemble {1,... k}, on a

[(@oy, - Tow)) = €(0) f(21, ..., Tp).
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6.3 Définition. 1) On appelle A,(E) l’espace vectoriel des formes k-linéaires
alternées sur E.

2) On appelle AFE le dual de Ay(E).

6.1.2 Bases

Soit ey, ..., e, une base de E. Pour une suite d’entiers 1 < i1 <19 < -+ <
ir <non définit f;, ; € Ax(E) comme suit :

a) fil,...,ik(ej:[’ R e]k) =0si {i17 ce 7Zk} 7£ {j17 s 7Jk}

b) Si {i1,... i} = {Jj1,...,jk} et si 0 € & est la permutation définie

par U(ip) = jp7 fh,---,ik (eju s 7€jk) - E(U)'

6.4 Proposition. Les formes fi, ;. constituent une base de Ap(E) qui est

donc de dimension (Z)

i

Démonstration. Cela résulte de [6.2

On a une application naturelle ¢ : E¥ — A*E qui a (z1,..., ;) associe
1A+ Az définie par (z1A- - -Axy)(f) = f(z1,...,x) pour toute f € Ax(E).
Il est clair que ¢ est une application k-linéaire alternée.

6.5 Proposition. La famille des
e N-ooNej, avec 1 <ig <ig <--- <, <
est une base de A*E.

Démonstration. La définition des e;; A --- A e;, montre qu’ils constituent la
base duale de celle des f;, ;.

6.6 Proposition. Avec les notations de si €y, ..., el est une autre base
1 v n

de E et si A = (a;;) est la matrice de passage des e; auz €}, la matrice de

passage des e, \---Ne;, auz ej N---Ne; est la matrice des mineurs d’ordre

k de A.

5 ) A 1 I n L .O. .
Démonstration. On éerit e = " | aze; et on calcule :
/ , p— .. . DY .. .
e, N Nej = E ;g€ N\ N E ;. 5, €
i i

, :
Vu I'alternance, le coefficient sur e;, A« - -Aej, est Y o €(0)ao(in)jy *** Qo(ir)iis
c’est-a-dire le déterminant k£ x k extrait de A qui correspond aux lignes
d’indices %1, ..., et aux colonnes d’indices ji, ..., jg.
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