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Listes, fonctions, suites, graphiques

Résumé du cours
Listes

Nous avons déja vu au cours des séances 1 et 2 des exemples de listes. Une liste se définit par une succession
d’ objets entre des accol ades, chaque obj et étant séparé du suivant par unevirgule. Par exemple, laliste desvaleurs
d’une fonction en une séquence de points:

In[1}= Table[Sin[k :], {k, 0, 10}]
4

out[1]= {0’ 1 1 L 0 __* _1 1 0 L(l}

Ici, leséléments delaliste sont desnombresréels. Nous avons également vu des listes dont |es é éments sont eux-
mémes des listes, ce tableau de valeurs quand on rajoute le point ot la fonction est évaluée :

m i
In{2]:= Table[{k?s Si“[kz]}: {k, 0, 103] La premiére forme montre |a structure
du tableau de valeurs : entre les deux
ouz- {10, 03, {Z, =1, {2, 1}, accolades initiales et finales, on trouve
17 42 < deslistes de deux éléments: un point, et
{z 1 1, 03, {z 1 3 {z _1l, lavaleur de lafonction en ce point.
4 W2 4 2

7o 1 9 1 c o En écrivant //TableForm aprés
{T’ ‘ﬁ} {2 0k, {T' ﬁ} {7 L1} Tingtruction de formation de laliste, on
obtient |'affichage sous forme de

Inf@l= % // TableForm tableau.

Ou[3)/Tablerorm= Les matrices constituent un autre
0 0 ) exemple de liste de listes. Rappelons
" 7 Les deux maniéres d écrire une
x 1 matrice: Par I’ écriture delaliste, ou par
j . I’utilisation de la palette graphique.
e vz Quand on définit une matrice a partir
- 0 d'une formule, c'est toujours en
Sx 1 définissant une liste. Voyons trois
4 vz exemples de matrices::
iz -1
2
an __ 1
4 vz
2 0
9x 1

n
%) i3
|>I |
iy



Inf4]:= my :

{{1, 2}, {3, 4}}
1 2
(5 1)
In6]:= pascal[n_] :=
Table[Binomial[p, q], {p, O, n}, {q, 0, n}]

In[al= ma :

On définit ici deux matrice 2 x 2
numerique, et une fonction donnant
un triangle de Pascal al’ ordren.
Quelle que soit la méthode
employée pour définir la matrice,
guand on demande simplement son
affichage on obtient une liste ; le
tableau est obtenu lorsgqu’ on précise
/[TableForm dans la demande
d’ affichage.

In[¥:= my Inf[11]= my // TableForm
ouw7l= {{1, 2}, {3, 4} Out[11}#TableFarm=

1 2
In[8]:= mg 3 4

Cutlgl= {{1, 2}, {3, 4}}

n[12]= moe // TableForm

In[10:= pascal [4]

out[10= {{1, 0, O, O, O}, é
{1, 1,0, 0, 0}, {1, 2, 1, 0, O},
11, 3,3, 1,0}, {1, 4, 6, 4, 1}}

Out[12)#TahleFarm=

2
4

In[13]= pascal[4] // TableForm

Out[13)¥TableForm=

1

el e

0 0 0 0
1 0 0 0
2 1 0 0
3 3 1 0
4 & 4 1

Il'y atrois opérations essentielles sur leslistes : |’ extraction d’ ééments, I’ adjonction d’ ééments, et le changement
de niveau. Pour extraire un élément, on le désigne par son numéro d’ ordre dans la liste entre deux crochets.

In[15]:= pascal [4] [[5]1] Onavu plus haut que pascal[4] est une liste dont |e cinquiéme él ément
est la cinguiéme ligne du triangle de Pascal ci-dessus. la premiére
out[18)= {1, 4, &, 4, 1} instruction ci-contre donne donc cette ligne. C’est une liste de 5

ééments. ladeuxiéme instruction ci-contre donne donc son troisiéme

In[16]= pascal [4]1 [[51]1[[3]] é&ément, asavoir6.

Out{16]= & L’instruction Join permet de concaténer
’ deux listes, en formant une liste plus
In[18]:= Join[pascal[4] [[4]], pascal[4][[5]1]1] longue. Voici par exemplelalisteformée
par les éléments des lignes 4 et 5 du

oup1gl= {1, 3, 3, 1,0, 1,4, 6, 4, 1} triangle de Pascal pascal[4].

In[19]= Append[pascal [4][[5]1], 10] Pour nerajouter qu’un seul éément aune
liste, c'est I'instruction Append que I’ on utilise.

oufigl= {1, 4, 6, 4, 1, 10}



L’instruction Transpose permet d'inverser les roles des lignes et des colonnes.

In[3al= pascal [3] In[G7]:= Transpose [pascal[3]]

ouss= {{1, 0, 0, 0}, {1, 1, 0, 0}, Oufs7= {{1, 1,1, 1}, 10, 1,2, 3},

{1F 2!’ 1( O}F {1F 3( 3!’ l}} {O( OF 1! 3}! {0{ O( O( 1}}
In[g8l= pascal[3] // TableForm In[@%)= Transpose[pascal[3]] // TableForm
Out[a8)/TableFarm= Out[a9]4TableForm=
1 0 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 0 1 2 3
1 2 1 0 0 0 1 3
1 3 3 1 0 0 0 1



Composition et itération des fonctions

#2 ¢ Pour composer différentes fonctions, on utilise I'instruction

nz1)= e . L . .
Composition qui crée lafonction composee.

Vi s

n[z4]= &

Ici, onadéfini lafonction carrée, ¢, lafonction racine carrée,
__ o . r, et on aeffectuér B sinB ¢. On peut également utiliser la
n2sp= Composition[r, Sin, el [X]  \gaion @ qui correspond exactement au symbole B de

composition.
Out[25]= v Sin[x?] Sil IOs’agit In(28:= Nest[e, x, 3]
de compo-
In[26]= r@Sinec [x] serlamé  oufee= 1
me fonc-
Out[26]= V Sin[x?] tion, cest In[29:= NestList[e, x, 5]
- I”instruc-
tion Nest 2 4 g 16 3z

Qut[29]=
qui fait I affaire. Nesi[f, x, n] donnef "(x). Pour I'éudedesuites . 1201 13 3, 30, 20, 3, a0

récurrentes, on peut obtenir directement une liste des images
itérées d’un objet x par une fonction f jusgu’al’ ordre n, en demandant NestList[f, x, n]. Noter que laliste obtenue
est de longueur n+1 car laliste commence a0, avec le terme de départ.

Lacomposition desfonctions de plusieurs variablesest un petit peu plusdélicate. Prenonspar exempleunefonction
de deux variables, f: 12 6 0, (X, y¥) 4 X — Y, que I’on voudrait “exprimer en polaires’, ¢ est-a-dire composer
mathémati quement avec |’ application polairen : [0, +4[ x [0, 2B] 6 G2, (D,2) p (Dcos2, Dsin2). Lafonctionn va
produire uneliste a deux é éments. Pour composer avec f, on devra définir f comme s appliquant a deslistes a deux
éléments. Au début, pour bien comprendre les structures utilisées, le plus smple est de distinguer la fonction
appliquée a une éément qui est un couple et lafonction de deux variables. Plustard, il est possible de contourner
cette difficulté par des fonctions Mathematica plus avancées.

fI{x_, y_}] :=x%-y On notera que la Composition[f, ¢][p, €]
composition avec f est
ff[x , vy 1 := £[{x, v}] possible, et qu'elle per- o Cos[8] - p3in(8]
- met lecalcul desdérivées
¢ := {#1 Cos[#2], #1lSin[#2]} & partielles Composition[ff, ¢][p, 8]
- delafonc- . .
Derivative[l, 0] [Composition[£f, ¢]] [p, €] tion com- . tElipCoslel, p5inlel}]
. posée, tan-
Cos[28] -51n[e] dis que la

composition avec ff n’est pas possible.
Derivative[0, 1] [Composition[£, ¢]] [p, €]

_-pCos[8] -p8in[8]

Suites

Commencons par quelques exemples simples de suites numériques, u, = N —5n, V, = 5, V., = (v, + 2)*2, w, = 0,
W, =W/2+n"% z,=2=1,2,,=2,, +Z. Nousallons dresser une liste des 10 premiers termes de ces suites, et
représenter cestermes. Comme u est une fonction simple den, laliste des 10 premiéres valeurs de u est simplement
un tableau de valeurs de lafonction associée. Lasuitev est une suite récurrente de laformev,,,; = f(v,). On obtient
lespremiéresvaleurspar NestList. Lasuitew est plus sophistiquée: Si I’ on ne considére que w,, on n’itére pasune
fonction constante, mais une fonction dépendant de n. Pour modéliser une telle suite, on va passer dans un espace
produit, en formant une fonction de deux variables qu’ on appliqueraau couple (u,, n) pour former (u,,,, N+1). Pour
z, mémeidée : toute relation de récurrence d’ ordre > 1 se ramene a une relation de récurrence d' ordre 1 en passant
dans un espace produit. Lavariable utilisée seraaorsle couple (U, U,.,).



Premiére suite— u, =n?—5n,

In[ea]= Table[k? -5k, {k, 1, 10}]

outes)= {-4, -6, -6, -4, 0, &, 14, 24, 36, 50}

In[70]= ListPlot [Table[k® -5k, {k, 1, 10}], La fonction ListPlot trace les points
PlotStyle - {PointSize[.02], d'une liste. Ici, on a une liste simple.

RGBColor[l, 0, 0]1}]

Les points sont donc tracés toutes les
unités (en abscisse). L’ option PlotStyle

sof * -> Liste permet de rendre le graphique
pluslisible. Ici, on aimposé une taille
40t de points plus grosse que la taille par
. défaut, et on a demandé des points
30 f rouges.
-
zZ0+
*
1o+
»
. 4 ) 6 g :LID
» »

Deuxiéme suite— V,,; = (v, + 2)12

vy :=N[1##+2] &

NestList[vv, 5, 10]

{5, 2.64575, 2.1554, 2.03848, 2.00
2.0006, 2.00015, 2.00004, 2.0000°

Les fonctions NestList et ListPlot donnent les
premiéres valeurs de la suite et une
représentation de cespremierstermes, maisilsne
les expliquent pas. Pour comprendre comment
ces termes sont obtenus, il faut les relier a la
fonction quel’ on aitérée pour les obtenir. Onva
donc définir trois graphiques, dont la
superposition donneralaconstruction destermes
delasuiteapartir du graphedelafonctionitérée.

ListPlot [NestList[vv, 5, 10]
PlotStyle - {PointSize[.02],
RGBColor[l, 0, 0]}]

# S
4l
3.5
3t
»
2.5 ¢
»
P S S S S R R




g1 := Plot[{vv[x], x}, {x, 0, 5},

ge := ListPlot[listelvw,
PlotStyle =

PlotStyle - {PointSize[.02],

{{Thickness[.015], RGBColox [0, O, 1]}, RGBColor[l, 0, 0]3]

{Thickness[.01], RGBColor[0, 1, 0]}}]
gz := ListPlot[listelv,
PlotStyle - {PointSize[.02],
RGBColor[1l, 0, 0]}]

listelv :=

Table[{Nest[vv, 5, q], Nest[vv, 5, q]},

{q, 0, 10}]
listel2v :=
Table[{Nest[vv, 5, q], Nest[vv, 5, gq+1]},
{a, 0, 10}]
Show[gi, g2, 93l
A droite, onareprésentéladiagonale, legraphe 3 »
de lafonction itérée, ainsi que la construction
des points de la suite a partir de cette droite et 4
de ce graphe.
3
*
2
L.
1
B 1 z 3 4 5

Troisiéme suite — w,,; = W,/2 + n?

t
In[56:= www[{t_, n_}1] :=N[{;+‘V’:, n+1]-]

In[78]= NestList[www, {0, 0}, 10]

out7e)= {{0, 0}, {0., 1.}, {1., 2.}, {1.91421, 3.},
{2.68916, 4.}, {3.34458, 5.}, {3.50836, 6.}, {4.40367, 7.},
{4.84759, 8.}, {5.25222, 9.}, {5.62611, 10.}}

In[79:= Transpose [NestList[www, {0, 0}, 10]]

ou7el= {{0, 0., 1., 1.51421, 2.68%916, 3.34458, 3.90836, 4.40367, 4.84759,

5.25222, 5.62611}, {0, 1., 2., 3., 4., 5., 6., 7., 8., 9., 10.}}

In[g0:= Transpose [HestList[www, {0, 0}, 10]1[I[1]1]

outjgd)= {0, 0., 1., 1.91421, 2.68916, 3.34458,

3.50836, 4.40367, 4.84759%, 5.25222, 5.62611}



Quatriéme suite— z,,, = 2,4, + Z,.

In(118)= zz[{a_, B_3}] := {B, a+f}
On va ramener la

In[119:= NestList[zz, {1, 1}, 10] suite récurrente
scalaired’ ordre2,

cut(119)= {{1, 1}, {1, 2}, {2, 2}, {3, 5}, {5, 8}, {8, 13}, Z, 4 une suite ré-
{13, 21}, {21, 24}, {24, 55}, {55, 89}, {89, 1441} currente  vecto-

rielle d'ordre 1,
In[120]:= premierstermes := Transpose[NestList[zz, {1, 1}, 1011[[1]] on considérant

un = (va Z1+1)'

In[121]:= premierstermes
On a alors

un+1 = (Z1+11 Zn+2) =
zz(u,) avec

ouff121]= {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 8%}

(", %) = (B +9).

L'idée de passer dans un espace de dimension supérieure pour simplifier un probléme est constante en
mathématiques. On laretrouvera avec les systémes différentiels.

Exercices

1 Dresser lalisteR despuissancesde 2, de1a20. Extraire de cetteliste lapuissance cinquiéme, puislaliste
R, despuissancesde 2, de 5 a10. Construire une liste R, de 10 termes correspondant au regroupement deux par deux
destermesdeR,.

1 Dresser lalistedesvaleursdelafonction sinuspour lesmultiplesde B/4, kB/4, pour kde0 a5, puis
pour celle des multiples pour k de 6 210. Concaténer ensuite ces deux listes. Refaire laméme chose en indigquant
les points ol les valeurs sont prises.

2. Dresser laliste desvaleursdelafonction sinuspour les multiplesde B/4, kB/4, pour kde0 a6, puis
pour celle des multiples pour k de 5 a 10, en indiquant les points ou les valeurs sont prises. Concaténer ensuite ces
deux listes en supprimant les doublons.

IND. On pourra utiliser I'instruction Take.

3. Dresser uneliste des développementslimitésal’ ordre 7 en 0 des 10 premiéresitérées de lafonction sinus.
Ce tableau permet-il de conjecturer laforme générale des coefficients de x et de x® dans le développement limité a
I’ordre 3 en 0 del’itérée n-iéme de sinus ?

IND. Voir les notes de la séance 2 pour les développements limités.

x2- y2
x2+ y?
n(D,2)=(Dcos2,Dsin2). Calculerli f(x,y), eth,f(x,y), puisfBn(D,2),eth,fBn(D,2) eth,fBn(D,2). Représenter
f sur le carré[-3, 3)?, puisfB n sur lerectangle [-B, B] x [0, 2B].

4, Soit f lafonction 2 6 G définie par f(x, y) = , et soit n lafonction 4" x [0, 2B] définie par




5. Soient u, v et w les trois suites géométriques (0.5)", (0.1)" et (0.05)". Calculer avec 60 décimales les 30
premierstermesdes suites1 + u, 1 + vet 1 + w. Que peut-on visuellement dire des premier chiffres non nuls des
termes de ces suites ? Est-ce que cet “effet” visuel se généralise ?

INDICATION : 0.5=5/10, 0.1=1/10, 0.055/100.

6. Calculer avec différentes valeurs de u, les vingt premiers termes de la suite définie par u, O U, €t
u + 1
U, = 2” . Conjecturer le comportement général de la suite, et le démontrer al’ aide de Mathematica.
- u,
7. Soient " et $lessuitesdéfiniespar ', x 2" sin(B/(3 x 27), $, = 3 x 2"tan(sin(B/(3 x 2"). Soient également

uet v les suites définies par u, = 3, v, = 2 x 32, (1/v..,) = (U2)(Vu, + 1V,), U,., = (U0,.1)"% Calculer lesvingt
premiers termes de ces quatre suites. Que remarque-t-on ?
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Cours

a Listes

In[1]:= Tabl eASi nAk %E 8k, 0, 10<E

90, @@1 @@o -@é? -1, -@é# 0, @&#1:

o
£
=

1l

=]
N
—

1

Tabl eA9k %A Si nAk %ﬁE:, 8k, 0, 10<E

980, 0<, 9 @@F OBl 1= o @é?: 8p, 0<, 9 Al —@@:
oM -1= oAl -@@: 82p, 0<, 9 A @é#: o g 1=

In[3]:= %é&é Tabl eForm

o
£
(e

1l

Qut [ 3] // Tabl eFor ne

0 0
B L
A 1
A
p 0
W -
AR -1
LY
2p 0
A
AR 1
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In[4]:

m := 881, 2<, 83, 4<<

In[5]: N

12
m:=Jg g
In[6]:= pascal @n_D : = Tabl e@Bi nom al @p, qD, 8p, 0, n<, 8q, 0, n<D

In[7]:

m

Qut[7]= 881, 2<, 83, 4<<

In[8]:= m

Qut[8]= 881, 2<, 83, 4<<

In[10]: = pascal @4D

Qut[10]= 881, 0, 0, O, O<, 81, 1, 0, O, O<, 81, 2, 1, 0, O<, 81, 3, 3, 1, O<, 81, 4, 6, 4, 1<<

In[11]:= m éé Tabl eForm

Qut [ 11]// Tabl eFor ne
1 2

3 4
In[12]:= m €& Tabl eForm

Qut[12]// Tabl eFor me
1 2

3 4

In[13]:= pascal @4D éé Tabl eForm

Qut [ 13]// Tabl eFor ne

1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 2 1 0 0
1 3 3 1 0
1 4 6 4 1

In[15]:= pascal @4D@@5DD

Qut[15]= 81, 4, 6, 4, 1<

In[16]: = pascal @4D@@5DD@@3DD
Qut[16]= 6
In[18]:= Joi n@pascal @4D@@4DD, pascal @4D@@5DDD

cut[18]= 81, 3, 3, 1, 0, 1, 4, 6, 4, 1<

In[19]: Append@pascal @4D@@5DD, 10D

Qut[19]= 81, 4, 6, 4, 1, 10<
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In[84]:= pascal @3D éé Tabl eForm

Qut [ 84] // Tabl eFor me

N

0 0 0
1 0 0
2 1 0
3 3 1

In[85]:= pascal @3D

Qut[85] =

881, 0, 0, O<, 81, 1, 0, O<, 81, 2, 1, O<, 81, 3, 3, 1<<

In[88]:= pascal @3D éé Tabl eForm

Qut [ 88]// Tabl eFor me

In[87]:=

Qut[87]

In[89]:=

I

0 0 0
1 0 0
2 1 0
3 3 1

Tr anspose@pascal @3DD

881, 1, 1, 1<, 80, 1, 2, 3<, 80, 0, 1, 3<, 80, 0, 0, 1<<

Transpose@pascal @3DD éé Tabl eFor m

Qut [ 89]// Tabl eFor ne

O OO

1 1 1
1 2 3
0 1 3
0 0 1

a Composition et itération des fonctions

In[21]:

In[24]:

In[25]:
Qut[25] =

In[26]:

Qut [ 26]

I n[ 28] :

Qut [ 28]

I n[29] :

Qut [ 29]

= #2 &

(¢}
|

|
ro=CFa

Conposition@r, Sin, cD@xD
r 0Si nGc@xD

é
T NOX

Nest @c, x, 3D
XS
Nest Li st@c, x, 5D

8x, x2, x4 x8, x!6 x32<
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In[237]:= Clear@f D; Clear@ffD; Cl ear@jD

In[238]:= f@8x_, y_<D:=x-y

In[239]:= ff@x_, y_D := f@8x, y<D

In[240]:= j := 8#1 Cos@#2D, #1 Si n@#2D< &

In[241] : = Conposition@f, jber, gD

Qut[241]= r Cos@qD - r Si n@gD

In[242]:= Conposition@ff, jb@r, qbD

Qut[242]= ff@8r Cos@gD, r Si n@qD<D

In[245]:= Derivative@l, 0D@Conposition@f, jDoD@r, qD
Qut[245]= Cos@qD - Si n@gD

In[243]:= Derivative@0, 1D@Conpositi on@f, jDD@r, qD

Qut[243]= -r Cos@qD -r Si n@qD

a Suites
In[30]:= U,:=n?-5n
In[36]:= Vo:=5

Q  —
IN[37]:= Vper:=  Vp+2
In[31]:= Whey @ = %fﬁ w =0

U Premiéresuite : u,:= n%- 5n

In[69]:= Tabl e@k? -5k, 8k, 1, 10<D

Qut[69]= 8-4, -6, -6, -4, 0, 6, 14, 24, 36, 50<
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In[70]: = ListPlot@Tabl e@k? -5k, 8k, 1, 10<D,
Pl ot Styl e ® 8Poi nt Si ze@. 02D, RGBCol or @1, 0, 0D<D

50 .

40|

[ ]
30|
[ ]
20|
[ ]
10}
[ ]
° é 6 8 10
[ ] o

at[70]= 0 G aphicsO

U Deuxiemesuite : vpi 1 .= v;“n‘“ﬁ"'@“

|
In[73]:= vv :=NA #+2E&

In[74]: Nest Li st @vv, 5, 10D

Qut[74]= 85, 2.64575, 2.1554, 2.03848, 2. 0096, 2. 0024, 2. 0006, 2.00015, 2.00004, 2.00001, 2.<

In[116]:= ListPl ot@NestList@vv, 5, 10D, PlotStyle ® 8Poi ntSi ze@. 02D, RGBCol or @1, 0, 0D<D

[ ]
4 6 8 10

aut[116]= O G aphics O

In[110]:= g;:= Pl ot @8vv@xD, x<, 8x, 0, 5<, PlotStyle ®
88Thi ckness@. 015D, RGBCol or @0, 0, 1D<, 8Thi ckness@. 01D, RGBCol or @0, 1, 0D<<D

In[111]:= listelv := Tabl e@8Nest @vv, 5, qD, Nest@vv, 5, qD<, 8q, 0, 10<D
In[112]:= |iste2v:=Tabl e@8Nest@vv, 5, gD, Nest@vv, 5, q+1D<, 8g, 0, 10<D

In[113]:= gy := ListPlot@ istelv, PlotStyle ® 8Poi ntSi ze@. 02D, RGBCol or @1, 0, 0D<D

In[114]:= g3:= ListPlot@ iste2v, PlotStyle ® 8Poi nt Si ze@. 02D, RGBCol or @1, 0, 0D<D
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In[115]:= Show@gi, g, 93D

5} o
4l
3,

. Y
2/
1t
B 1 2 3 4 5

Qut[115]= 0 G aphics O

U Troisiemesuite, Wpi 1 1= M n, wog=0

| - |
In[56]:= ww@8t_, n_<D :=NA9A2m+ n, n+1=E
In[78]:= NestList@ww, 80, 0<, 10D
Qut[78]= 880, 0O<, 80., 1.<, 81., 2.<, 81.91421, 3.<, 82.68916, 4.<, 83.34458, 5.<,
83. 90836, 6.<, 84.40367, 7.<, 84.84759, 8.<, 85.25222, 9.<, 85.62611, 10.<<
In[79] : = Transpose@Nest Li st @www, 80, 0<, 10DD
Qut[79]= 880, 0., 1., 1.91421, 2.68916, 3.34458, 3.90836, 4.40367, 4.84759, 5.25222, 5.62611<,
80, 1., 2., 3., 4., 5.,6., 7., 8., 9., 10.<<
In[80]:= Transpose@Nest Li st @ww, 80, 0<, 10DD@@1DD
Qut[80]= 80, 0., 1., 1.91421, 2.68916, 3.34458, 3.90836, 4.40367, 4.84759, 5.25222, 5.62611<

U Quatriemesuite, zZn:2 = Zni 1t Zn, Z20=21 =1

Onvaprendrecomme vecteur u, =

8Zn, Zn 1< Onauraaorsup 1 =8zp 1, Znt Zn 1< = ZZ0ULD avec zzf8x, y<D = 8y, x+ y<
In[118]:= zz@B8a_, b_<D:= 8b, a+b<
In[119]:= NestList@zz, 81, 1<, 10D

Qut[119]= 881, 1<, 81, 2<, 82, 3<, 83, 5<, 85, 8<,
88, 13<, 813, 21<, 821, 34<, 834, 55<, 855, 89<, 889, 144<<

In[120]:= prem ersternmes:= Transpose@NestLi st@zz, 81, 1<, 10DD@@1DD

In[121]:= prem ersternes

Qut[121]= 81, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89<
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Exercices

a Exercice 1

In[122]:= § := Tabl e@2%, 8k, 1, 20<D

In[123]:

4

Qut[123]= 82, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096,
8192, 16384, 32768, 65536, 131072, 262144, 524288, 1048576<

In[124]: = {@@5DD

Qut[124]= 32

In[127]:= { := Tabl e@{@@9gDD, 8q, 5, 10<D

In[128]:

©
Qut[128]= 832, 64, 128, 256, 512, 1024<

In[129]:= {5 := Tabl e@8{ @@gDD, §{@@q +1DD<, 8q, 1, 19, 2<D

I n[130]:

&

Qut[130] = 882, 4<, 88, 16<, 832, 64<, 8128, 256<, 8512, 1024<, 82048, 4096<,
88192, 16384<, 832768, 65536<, 8131072, 262144<, 8524288, 1048576<<

a Exercice 2

U Question 1

U Valeurssimples

In[136] : = Tabl eASi nAk é&E 8k, 0, 5<E

Qut[136] = 90, @@ 1, @@ 0. —i

In[137]: = Tabl eASi nAk ﬁx&E 8k, 6, 10<E

4
Qut[137]= 9-1, _@&# 0 i 1

In[139] : = Joi nATabl eASi nAk E&E 8k, 0, 5<E, Tabl eASi nAk EﬂE 8k, 6, 10<EE

4 4
Qut[139]= 90, »@@ i 1, »@@ i@ O, —@% i -1, —@% i@ O, @@ i 1=
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U Valeurset pointsde calcul

In[141]:= Tabl eA9k§i\ Si nAk %ﬁe; 8k, 0, 5<E &é Tabl eForm

Qut [ 141]// Tabl eFor me

0 0
R o
A 1
A
p 0
-

In[143]: = Tabl eA9k %X\ Si nAk %&E= 8k, 6, 10<E éé Tabl eForm

Qut [ 143]// Tabl eFor me

AR -1
-
2p 0
A
AR 1

I n[ 144] : = Joi nATabl eA9k %ﬁ\ Si nAk %PE: 8k, 0, 5<E,
Tabl eA9k %ﬁ\ Si nAk %PE: 8k, 6, 10<EE éé Tabl eForm

Qut [ 144] /] Tabl eFor ne

0 0
B L
A 1
A
p 0
-
AR -1
-
2p 0
oS
AR 1
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U Question 2

In[145] : = Tabl eA9k %A Si nAk %NE: 8k, 0, 6<E &é Tabl eForm

Qut [ 145] / / Tabl eFor ne

0 0

B L
A 1
A
p 0
-
A -1

In[146]:= Tabl eA9k %X\ Si nAk %&E= 8k, 5, 10<E éé Tabl eForm

Qut [ 146]// Tabl eFor me

-
AR -1
C Y
2p 0
o
AR 1

In[149] : = TakeATabl eAgkﬁi\ Si nAk ﬁﬁEz, 8k, 6, 10<E, -4E

4 i
Qut [ 149] = 99%3&'\ -@&# 82 p, 0<, 9% @é#; 9}%@:\ -

In[151] : = Joi nATabl eA9k %A Si nAk %@E: 8k, 0, 6<E,
TakeATabl eA9k %X\ Si nAk %@E: 8k, 6, 10<E, -4EE éé Tabl eForm

Qut [ 151] // Tabl eFor ne

0 0
B L
A 1
A
p 0
LY
A -1
G
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a Exercice 3

In[155]:= Tabl e@Seri es@Nest @Si n, x, kD, 8x, 0, 7<D, 8k, 1,

Qut [ 155] / / Tabl eFor ne

- ke AR R o0
- K - e oo

- M - A o0
- Bl A o0

X -x3+ 50@@\— WM o@xD8
- Al A i o0

Onvoit immédiatement que le coefficient de x est toujours 1,

tandisque le coefficient de x® dansle dével oppement limité desin” est - %'}l\

a Exercice 4

I n[253] :

Clear@fD; Clear@ffD; Cear@jD

In[254]:= f@8x_, y_<D :=

X2 +y2

In[255]:= ff@x_, y_D := f@8x, y<D
In[256]:= J:=8#1 Cos@#2D, #1 Si n@#D< &

In[257]:= Conposition@f, jb@r, gD

Qut [ 257] =

I n[ 258] :

Qut [ 258]

I n[259]:

Qut [ 259]

I n[267]:

Si nplify@Derivative@l, 0D@f f D@x, yDD

Qut [ 267] =

Hx2 +y2L

10<D éé Tabl eForm
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I n[ 260] :

Qut [ 260]

I n[268]:

Qut[268] =

I n[261] :

Qut [ 261]

I n[ 265] :

Qut [ 265] =

In[262]:

Qut [ 262]

I n[ 266] :

Qut [ 266]

I n[269]:

Qut [ 269] =

Deri vati ve@0, 1D@ffD@x, yD

Derivative@l, OD@Conposition@f, jDD@r, gD

Si npli fy@Derivative@l, 0D@Conposition@f, JDD@r, qDD

e

O e oy »Nt’tttt’t“HNQ’O_N“'/.‘\

HCos@qD? + Si n@rD°L

Deri vati ve@0, 1D@Conpositi on@f, jDD@r, gD

Si npli fy@Derivative@0, 1D@Conpositi on@f, JDD@r, qDD

L. 0rD2.

A AL O ClL). (>
AAun’nn'Alu'urunuufn»»»»nnnnnn.‘tn_n’w.‘\

HCos@qD? + Si n@rD?L

Pl ot 3D@f f @x, yD, 8x, -3, 3<, 8y, -3, 3<, PlotPoints ® 50D

e
R N
R
N
I
AR

L
X7 "' AN §§§:
N
ooy, '.' J

"' IR
e
A
3

J Q.”

i
\
\

c
\

N

77
277777777 L/
LTI TT

O SurfaceG aphics 0
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I n[270] :

= Pl ot 3D@Conposi ti on@f, jD@r, gD, 8r, 0, 3<, 8q, 0, 2p<,

Power::infy : Infinite expression ;gm encount er ed.

¥::indet : Indeterm nate expression 0. Conplexlnfinity encountered.

Power::infy : Infinite expression ;ém encount er ed.

¥::indet : Indeterm nate expression 0. ConplexInfinity encountered.

Power::infy : Infinite expression xéhm encount er ed.

Pl ot Poi nts ® 50D

Ceneral ::stop : Further output of Power::infy will be suppressed during this calculation.

¥::indet : Indeterm nate expression 0. Conplexlnfinity encountered.

General ::stop : Further output of ¥::indet will be suppressed during this calculation.

Pl ot3D :plnc : Conposition@, jD@r, qD is neither a machi ne-size real
nunber at 8r, q<=80., 0.< nor a list of a real nunber and a valid color directive.

Pl ot 3D : pl nc : Conposition@, jD@r, qD is neither a nachi ne-size real nunber
at 8r, q<=80., 0.128228< nor a list of a real nunber and a valid color directive.

Pl ot3D :plnc : Conposition@, jD@r, qD is neither a machi ne-size real nunber
at 8r, gq<=80., 0.256457< nor a list of a real nunmber and a valid color directive.

Ceneral ::stop : Further output of Plot3D::plnc will be suppressed during this calculati
Plot3D: :gval : Function value Indetermnate at grid point xi =1, yi =1 is not a real
Plot3D: :gval : Function value Indetermnate at grid point xi =1, yi =2 is not a real
Plot3D :gval : Function value Indetermnate at grid point xi =1, yi = 3 is not a real

on.

nunber .

nunber .

nunber .

General ::stop : Further output of Plot3D :gval wll be suppressed during this calculation.

Qut [ 270]

= OSurfaceGaphics0

a Exercice 5

I n[ 350]:
I n[351]:

I n[352] :

= Cear@u, v, w, uu, vv, wD

u@n_D :=1 + HO.5L"n

= uu@n_D :=1 + H5&10L"n
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I n[353] :
I n[354] :
I n[ 355] :
I n[ 356] :

I n[357]:

v@n D := 1+ .1"n
vv@n_D := 1 + H1&10L"n
w@n_D := 1+ .05"n
ww@n_D := 1 + H5é100L"n

Tabl e@N@u@kD, 60D, 8k, 1, 30<D éé Tabl eForm

Qut [ 357]// Tabl eFor ne

P RRPRRPRRPRRPRPRPRPRPRRRPRRPRRPRPRPRPRPRPRRRPRRPRPREPRPRPEPRERRR

5

25
125
0625
03125
01563
00781
00391
00195
00098
00049
00024
00012
00006
00003
00002
00001
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In[358]:= Tabl e@N@v@kD, 60D, 8k,

Qut [ 358] // Tabl eFor me
1.1
1.01
1.001
1.0001
1. 00001

P RRRPRRPRRPRRPRPRPRPRRRPRRPRPREPRPRPRRRRLRRERPR

1, 30<D éé Tabl eForm
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In[359]: = Tabl e@N@w@kD, 60D, 8k,

Qut [ 359]// Tabl eFor me
1.05
1. 0025
1. 00013
1. 00001

P RRRPRRPRRPRRPRPRPRPRPRRRPRRPRRPRPREPRPRPRRRRERERPR

1, 30<D éé Tabl eForm



Sage Mathematica, 3.nb

16

In[360]:=

Tabl e@N@uu@kD, 60D, 8k, 1, 30<D éé Tabl eForm

Qut [ 360] // Tabl eFor me

PR RPRRPRRPRRPRPRPRPRPRPRRRPRRPRPRPRPRPRPRRPRRRPRRPRPRREPRPREPRRR

. 50000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
. 25000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
. 12500000000000000000000000000000000000000000000000000000000
. 06250000000000000000000000000000000000000000000000000000000
.03125000000000000000000000000000000000000000000000000000000
.01562500000000000000000000000000000000000000000000000000000
.00781250000000000000000000000000000000000000000000000000000
. 00390625000000000000000000000000000000000000000000000000000
.00195312500000000000000000000000000000000000000000000000000
. 00097656250000000000000000000000000000000000000000000000000
.00048828125000000000000000000000000000000000000000000000000
.00024414062500000000000000000000000000000000000000000000000
.00012207031250000000000000000000000000000000000000000000000
. 00006103515625000000000000000000000000000000000000000000000
. 00003051757812500000000000000000000000000000000000000000000
. 00001525878906250000000000000000000000000000000000000000000
. 00000762939453125000000000000000000000000000000000000000000
. 00000381469726562500000000000000000000000000000000000000000
.00000190734863281250000000000000000000000000000000000000000
. 00000095367431640625000000000000000000000000000000000000000
. 00000047683715820312500000000000000000000000000000000000000
. 00000023841857910156250000000000000000000000000000000000000
.00000011920928955078125000000000000000000000000000000000000
. 00000005960464477539062500000000000000000000000000000000000
. 00000002980232238769531250000000000000000000000000000000000
.00000001490116119384765625000000000000000000000000000000000
. 00000000745058059692382812500000000000000000000000000000000
. 00000000372529029846191406250000000000000000000000000000000
. 00000000186264514923095703125000000000000000000000000000000
. 00000000093132257461547851562500000000000000000000000000000
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In[361]:=

Tabl e@N@vv@kD, 60D, 8k, 1, 30<D éé Tabl eForm

Qut [ 361] // Tabl eFor me

PR RPRRPRRPRRPRPRPRPRPRPRRRPRRPRPRPRPRPRPRRPRRRPRRPRPRREPRPREPRRR

. 10000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
.01000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
.00100000000000000000000000000000000000000000000000000000000
.00010000000000000000000000000000000000000000000000000000000
.00001000000000000000000000000000000000000000000000000000000
.00000100000000000000000000000000000000000000000000000000000
. 00000010000000000000000000000000000000000000000000000000000
. 00000001000000000000000000000000000000000000000000000000000
. 00000000100000000000000000000000000000000000000000000000000
. 00000000010000000000000000000000000000000000000000000000000
. 00000000001000000000000000000000000000000000000000000000000
. 00000000000100000000000000000000000000000000000000000000000
. 00000000000010000000000000000000000000000000000000000000000
. 00000000000001000000000000000000000000000000000000000000000
. 00000000000000100000000000000000000000000000000000000000000
. 00000000000000010000000000000000000000000000000000000000000
. 00000000000000001000000000000000000000000000000000000000000
. 00000000000000000100000000000000000000000000000000000000000
. 00000000000000000010000000000000000000000000000000000000000
. 00000000000000000001000000000000000000000000000000000000000
. 00000000000000000000100000000000000000000000000000000000000
. 00000000000000000000010000000000000000000000000000000000000
. 00000000000000000000001000000000000000000000000000000000000
. 00000000000000000000000100000000000000000000000000000000000
. 00000000000000000000000010000000000000000000000000000000000
. 00000000000000000000000001000000000000000000000000000000000
. 00000000000000000000000000100000000000000000000000000000000
. 00000000000000000000000000010000000000000000000000000000000
. 00000000000000000000000000001000000000000000000000000000000
. 00000000000000000000000000000100000000000000000000000000000
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In[362]:= Tabl e@N@wnw@kD, 60D, 8k, 1, 30<D éé Tabl eForm

Qut [ 362] / / Tabl eFor me

. 05000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
. 00250000000000000000000000000000000000000000000000000000000
.00012500000000000000000000000000000000000000000000000000000
. 00000625000000000000000000000000000000000000000000000000000
. 00000031250000000000000000000000000000000000000000000000000
. 00000001562500000000000000000000000000000000000000000000000
. 00000000078125000000000000000000000000000000000000000000000
..00000000003906250000000000000000000000000000000000000000000
. 00000000000195312500000000000000000000000000000000000000000
. 00000000000009765625000000000000000000000000000000000000000
. 00000000000000488281250000000000000000000000000000000000000
. 00000000000000024414062500000000000000000000000000000000000
. 00000000000000001220703125000000000000000000000000000000000
..00000000000000000061035156250000000000000000000000000000000
..00000000000000000003051757812500000000000000000000000000000
..00000000000000000000152587890625000000000000000000000000000
..00000000000000000000007629394531250000000000000000000000000
..00000000000000000000000381469726562500000000000000000000000
. 00000000000000000000000019073486328125000000000000000000000
. 00000000000000000000000000953674316406250000000000000000000
. 00000000000000000000000000047683715820312500000000000000000
. 00000000000000000000000000002384185791015625000000000000000
. 00000000000000000000000000000119209289550781250000000000000
. 00000000000000000000000000000005960464477539062500000000000
..00000000000000000000000000000000298023223876953125000000000
..00000000000000000000000000000000014901161193847656250000000
..00000000000000000000000000000000000745058059692382812500000
..00000000000000000000000000000000000037252902984619140625000
..00000000000000000000000000000000000001862645149230957031250
. 00000000000000000000000000000000000000093132257461547851562

PR RPRRPRRPRRPRPRPRPRPRPRRRPRRPRPRPRPRPRPRRPRRRPRRPRPRREPRPREPRRR

Lorsqu'on demande le résultat avec des nombres décimaux, Marthematica ne donne pas le résultat avec le nombre de
décimales demandées. En revanche, si au lieu de 0.1, on écrit /10, Mathematica fait des claculs exacts, avec un
nombre de décimales aussi grand que demandé. Le résultat remarquable, c'est que pour les suites géométriques, les
premiers termes non nul du développement décimal sont alignés sur une droite, dont la pente est liée au logarithme
décimal de laraison.

a Exercice 6

In[363]:= Cear@f D

#A 1
AR,
2-#

f .=

I n[364] :
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In[366]:= Tabl e@ Nest@f, k, qD, 8q, 0, 20<, 1, 10<D éé Tabl eForm
Power::infy : Infinite expression /@\ encount er ed.
Power::infy : Infinite expression /@\ encount er ed.
Power::infy : Infinite expression é& encount er ed.
Ceneral ::stop : Further output of Power::infy will be suppressed during this calculation.
¥::indet : Indeterm nate expression 0 Conplexlnfinity encountered.
¥::indet : Indetermi nate expression 0 Conplexlnfinity encountered.
¥::indet : Indeterm nate expression 0 Conplex!|nfinity encountered.
Ceneral ::stop : Further output of ¥::indet will be suppressed during this calculation.

Qut [ 366] / / Tabl eFor ne
1 2 3 4 5 6 7 8
2 Conpl exInfinity -4 - AR -2 - A - AR -
Conpl exInfinity I ndet er mi nat e - B - B - A - A - & -
| ndet er mi nat e | ndet er mi nat e A A A HA A A
| ndet er mi nat e | ndet er i nat e A A A A A A
| ndet er mi nat e | ndet er mi nat e A A A AR A A
I ndet erm nate | ndeterni nate 3 4 5 6 7 8
| ndet er mi nat e | ndet er i nat e -4 - AR -2 - A - AR -
| ndet er ni nat e | ndet er i nat e - B - B - A - A - A -
| ndet er mi nat e | ndet er i nat e A A A R A A
| ndet er mi nat e | ndet er i nat e A A A A A A
| ndet er mi nat e | ndet er mi nat e A A A AR A A
I ndet erm nate | ndeterni nate 3 4 5 6 7 8
| ndet er mi nat e | ndet er i nat e -4 - AR -2 - A - AR -
| ndet er ni nat e | ndet er i nat e - B - B - A - A - A -
| ndet er mi nat e | ndet er mi nat e A A A R A A
| ndet er mi nat e | ndet er mi nat e A A A A B A
| ndet er mi nat e | ndet er mi nat e A A A AR AR A
I ndet erm nate | ndeternmi nate 3 4 5 6 7 8
| ndet er mi nat e | ndet er mi nat e -4 - A -2 - A - AR -
| ndet er ni nat e | ndet er i nat e - B - B - A - A - A -

Onremarquequelorsquelasuite est définie, elleest depériode6. Pour le démontrer,

il suffit decalculer f et demontrer quec' est | identité.

In[368]:= Sinplify@Nest@f, x, 6DD

Qut [ 368]

= X

a Exercice 7

I n[374]:

In[375]:

= Cear@a, b, p, q, f, X,

a@n_D := 32"SinA
32n

yD
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In[376]:= b@n_D := 32" TanA
32n

IN[377]:= T@8x_, y <D := O, sl /G

In[379]:= Sinplify@f@8x, y<DD

Qut[379]= 9° 2% e AR

X+y X+y

.
In[384]:= Tabl eAFl at t enA9N@a@kDD, N@b@kDD, NA Nest Af, 93, 2e 3=, k-1EE=E, 8k, 1, 20<E éé
Tabl eForm

Qut [ 383]// Tabl eFor me

3. 3. 4641 3. 3. 4641
3. 10583 3. 21539 3. 10583 3. 21539
3. 13263 3. 15966 3. 13263 3. 15966
3. 13935 3. 14609 3. 13935 3. 14609
3.14103 3. 14271 3. 14103 3. 14271
3. 14145 3. 14187 3. 14145 3. 14187
3. 14156 3. 14166 3. 14156 3. 14166
3.14158 3. 14161 3. 14158 3. 14161
3. 14159 3. 1416 3. 14159 3. 1416
3. 14159 3. 14159 3. 14159 3. 14159

Onremarque que{a, b} ={p, g}. Visiblement, les quatre suites numériques convergent versyp .
Attention : le temps de calcul augmente rapidement avec le nombre de termes demandé.
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