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Résumé, On étudie la convergence de 'application de réflexion CR associée & une équivalence
formelie entre deux sous-variétés CR-génériques analytiques téelles minimales de C”.
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Study of the formal CR-reflection mapping

Abstract. We study the convergence of the CR reflection mapping associated with a formal
equivalence of two minimal CR-generic real analytic submanifolds in C". © 2001
Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Flsevier SAS

1. Application de réflexion et équivalences formelles de variétés CR

Soient (M, p) et (M’,p") deux germes de sous-variétés CR-génériques analytiques réelles de C™ ayant
méme codimension d et méme dimension CR m, avec bien sir m + d = n. Dans des coordonnées
holomorphes ¢ s’annulant en p, on peut supposer que (A, p) est le lieu d’annulation de d fonctions
p1(t, D), ..., pa(t,t) analytiques réelles qui satisfont p1(0) = -+ = pal0) =0 et Jpy A ABpa(0) # 0.
De méme, soient pj(¥',t') =0, 1 =1,...,d, des équations pour (M',p'). Soit h(t) = (ha(t),. .., k(L))
une collection de séries formelles h;(t} € C[¢] avec h;(0) = 0. Par définition, h induit une appli-
cation formelle entre {M,p) et (M’,p") s'il existe une matrice de taille d x d de séries formelles
b(t,t) telle que o' (h(t),A{E}) = b(t,T) p(t,E). On dira que h est une équivalence formelle si de plus
det(‘g?; (0))14,5¢n # 0. Des conditions suffisantes pour qu’une telle application formelle h{t) converge
sont données dans [2,3].

Dans un travail antérieur [6] et en étudiant les travaux de Diederich—Pinchuk [4,5], I’auteur a remarqué
I’existence d’un invariant plus général que l'application ki, qu’on appellera application de réflexion,
et suggéré l'intérdt d’établir sa régularité, lorsque (M’,p') n’est pas essentiellement finie, ou plus
généralement, sans faire d’hypothése de non-dégénérescence sur (M’,p'}. Soient des coordonnées t’ =
(w', 2"} € C™ x €4, s’annulant en p’ telles que les d équations de la complexifice (M (P, 7)) C C™"
s'écrivent € = Q)(¢', 1) = 3 enm T Qi (), I=1,...,d, o0 = ({,€) e ™ x C4 (voir [2],
chap. IV). Alors Papplication de réflexion associée & h dans ce systtme de coordonnées s’exprime par
une série formelle vectorielle :

Wit =€ = S QL () Clr A v

yeN™ .
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En toute rigueur, cette application %}, dépend du systéme de coordonndes ', mais griice 4 I'invariance
biholomorphe des variétés de Segre, on démontre que la convergence de R}, est une propriété invariante.
La variété (M, p) est dite minimale (au sens de Tumanov) s’il n’existe pas de sous-variété CR stricte (N,p)

contenue dans (A, p) et de dimension CR égale & m.
THEOREME 1. - Si (M, p) est minimale, Uapplication de réflexion R, est convergente.

Remarques. — (a) De maniére équivalente, routes les applications formelles ay(2) = QL (h(L)) appar-
tiennent & C{L} et il existe C, 6 > 0 tels que [t < & = QL (R{1))] < ClYIHL,
(b) On supposera dans toute la suite (M, p) minimale au sens de Tumanov.

(¢) Le cas hypersurface du théoréme 1 est traité dans [9], avec une méthode qui ne permet pas de traiter
la codimension quelconque.

Voici deux applications importantes de ce théoréme. Premidrement

THEORBME 2. - S8i (M’ ') est holomorphiquement non-dégénérée, ht) € C{L}™.

En effet, rappelons [11] que (M',p'} est holomorphiquement non-dégénérée si et seulement si il existe

, v aq;. ..
des entiers {1, ..., {,, avec 1 < [; < d et des multi-indices vy, .. . +Tn € N™ tels que det(%‘;ﬂ(t’))lg@,jgn

# 0 dans C{#'}. On pose R;(t,t) := Q. . (t') —~ qi, »(t) € C{t,#'}. Dans ce cas, les hypothéses du lemme
suivant sont satisfaites : . '

LEMME 1. —Soient R(t,¢') € C{t,'}", t € C*, ¢ € C", et h(t) € Ct]", 1{0) = 0, vérifiant :
R, ht))=0et det(%(t, h{t) )i, i¢n # 0 dans C[t]. Alors hit) € C{L}™
2

Réciproquement, il est facile d’établir que si (M’,p' ) est holomorphiquement dégénérée, il existe une
équivalence formelle J; entre (M’,p") et {M",p") non convergente (voir [2,3,8]). Le théordme 2 donne ainsi
une condition nécessaire et suffisante pour la convergence d’une équivalence formelle entre deux variétés
analytiques réelles CR-génériques minimales.

Deuxiemement, d’aprés le théordme d’approximation d’Artin [1] appliqué aux équations analytiques
QL") — a5 (t) = 0, v € N satisfaites par h(t), pour tout N ¢ N\ {0}, il existe Hy (t) € C{t}™ vérifiant
Q@ (Hn(t)) = qy(t), ¥y, telle que Hy(t) = h{t) mod ([t/¥). On vérifie que pour N 3 2 I"application
t— Hy(t) établit alors un biholomorphisme entre (M, p) et (M’, 3’ }. En conclusion :

THEOREME 3. (M,p) et (M’,p') sont biholomorphes ssi elles sont formellement équivalentes.

Remargue. — Ce résultat a ét6 obtenu récemment par Baouendi—Rothschild—Zaitsev dans [3] en supposant
Iapplication ¢’ — (@, (t'))yenm de rang constant au voisinage de o',

Résumons maintenant les idées principales de la démonstration du théoréme 1.

2. Convergence de R;, et de ses jets sur les chaines de Segre

L'application % induit une application formelle {h,%) entre les complexifiées (M,0) et (AM,0).
On note £ = (L,...,L™) et L= (L',...,L™) des bases de T1OM et TOIAM & coefficients
holomorphes. Dans des coordonnées ¢ = {w, z) € C™ x C telles que les d équations de la complexifiée
(M, (p, D)) s'€crivent & = Qi(¢,t), 1 =1,...,d, ob 7 = ({,£) € €™ x €4, on peut choisir pour

de tels champs L7 := 3% + 5’%{%% et £7 = ?3% + %% (en notation vectorielle). On note

L(0) = exp{w L. .exp(w™L™(0)))} le m-flot de £, w € C™, et de méme pour LA0), ¢ eCm
Explicitement, on a L4,(0) = (w,Q(w,0),0,0) € C™ x C¢ x C™ x C% Appelons les concaténations
alternées de tels flots k-chaines de Segre (voir [7); par exemple, pour k = 27, {w1,...,ws;) —
Loy, Loy (- Loy, (£, {0)))) € M. Si on convient de noter Wy 7= (Wi, ., W), oD wy,. .., w, €C™
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sont proches de 0, ces k-chaines seront abrégées dans la suite par I'y (wzy ). D" aprés le critere de minimalité
de [2] revu dans [7], (M,p) est minimale si et seulement si il existe un entier v, < d, le type de Segre
de M en p, tel que T, induit une submersion sur un voisinage de 0 dans (A, 0) pour tout k > 2, + 1.
Cette propriéié peut d’ailleurs étre prise comme définition adéquate de la minimalité. Pour démontrer le
théoreéme 1, il suffit donc d’établir le lemme technique principal suivant.

LEMME 2. — Pour tout k € N\ {0}, on a Ry (7', T (wy)) € C{r' wi }4

Par seuci de simplicité, traitons seulement le cas k& = 2 du lemme; 1a démonstration compléte et les
-~“faffinements (voir [7,8]) paraltront ultérieurement. :

3. Symétrie par conjugaison complexe et dérivations CR ‘
Tout d’abord, notons v/ (#,7/):= 2’ — Q (', 7, dob #{r,t) = & — Q'(¢',¥) et avussi 7(t,7) =

#— Qfw, 7). 1l existe une matrice d x d de séries formelles b(t, ) telle que r' (h(t), A(7)) = b(t, ) (£, 7),
d’oil par conjugaison et polarisation 7 (h(7), h(t)) = b(r,t) (7, t) aussi. On dira que r'(A(t), A(r)) =0
«sur M », ¢’est-2-dire pour r(t,7) = 0, ce qui équivaut & 7(7,t) = 0, par réalité de la variété M. Si
A N™, onnote |8l:= B + -+ G et L& := (LMY - (£™)Pm, qui sont des dérivations CR d’ordre |3].
Appliquant ces dérivations qux deux identités r' (h(t), h(7)} = 0 et #(h{7), h()) = O valables sur M, on
obtient deux familles infinies d’équations sur M :

(*) : f = Gf(g’ﬁ), 0= ETENWQ’YQE(G;(H)L VﬁENm\{O}:
() F=Q@Gh), LOF =3 LML), YN\ {0}

Or, il existe une matrice d x d de séries formelles o/(t',7') & coefficients dans C{t',7'}, telle que
P, 7 =a (7)) 7 (', 1) et @/(0,0) = — L. En appliquant les opérateurs L8 avidentité v/ (¢, (1)) =
o't R{T)) 7' (hi{7},t'), ona :

L[ (RN =0, VBeN™ <« LP[F(h(r),¥')]=0, VBeN™ (3)
Cette relation montre ’équivalence des systémes (x) et (), que I'on exploitera dans le lemme 6. 11
est important de noter que dans {), les dérivations portent sur les termes @;(R) dont les conjugués

interviennent dans la définition de R, alors que dans (x) les dérivations portent sur les composantes de h.
La démonstration du lemme 2 pour k& = 2 procéde en quatre moments. .

LEMME 3. - On a Q4(h(T'y(w1))) € Clw, }* pour tout § € N™ et wy € C™

2

Démonstration. — Grice 4 'hypothése d’équivalence det(%(o))lgi,jgﬂ # 0, on transforme classique-

ment (cf. [2,3]) le systéme (*) en un systéme équivalent comme suit. Par récurrence sur § € N™, il existe
des séries {05 d-vectorielles, holomorphes en leurs variables dans un voisinage de (0,0, VI8IR(0)), telles
que pour tout (¢,7) € M I'identité suivante soit satisfaite :

SO @) =)+ S e G (), @
7 enmygoy T

ol Ion a noté ici le x-jet de A(7) sous la forme V*h{7) = (8%h(7))|agx. Soit w1 € C™, Alors
I'application I'y (w1} s'éerit wy — (wy, Q(w1,0),0,0) € C™ x € x C™ x C7, i I'on remplace donc
7:=(0,0) et  := (w1, Q{wy,0)) dans I'identité précédente (4), on obtient, puisque §(0) =0

Q% (h(l“l(wl))) sz(h(wl,@(wl,O))) = Qﬁ (w]_,@(’wl,0),0,0,V‘ﬁlﬁ(0)) E(C{w’l}d. = (5)

LEMME 4. — Il existe deux constantes C, 8y > 0 telles que |wr| < 81 = |Q5(T1{w1))| < Cl1AI+T,

Qs (t,r, Vlﬂlﬁ('r)) =

Démonstration. — I aprés Pestimée de Cauchy sur I'application analytique Q'(¢’,t'), il existe deux
constantes (8 > 0 telles que [¢/] < § = |Q4(#)| < CIAIFL Soient gs(wi) = Q(A(T1(w1))) les
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applications analytiques du lemme 3. On pose Rg(wy, ) i= Qp(') — qa{wn). Par hypothése, il existe la
solution formelle ¢ := A{I"1 (w1 )) des équations analytiques [25{w1, ') = 0. Le théoréme d’approximation
d’Artin [1] fournit alors une solution convergente I (w ), i.e. satisfaisant Qp{H (w1)) —ga{w) = 0. Donc
il suffit de choisir 6 > 0 tel que [un| < & = |H{wy)| <d. O

On étudie maintenant toutes les dérivées 87(Q5(A(2))), a € N®, des applications Qp(h(t}). Soit T*
les d champs de vecteurs tangent & A définis par T := 3—% 4 el 3%. On note (s,4) — T5(g) le flot

52'10
de T*, g &M, s € C. Bn remplagant {t,7) par TH(T'; (w,)) dans les identités (4) et en dérivant par rapport

PP

--8"8"en 8 = 0, on obtient la généralisation suivante des lemmes 3 et 4.

LEMME 5. — Pour tous e € N", 3. € N, les dérivées 07 (Q'5(h(£))), restreinies ¢ la premiere chaine de
Segre convergent, i.e. il existe des séries convergentes qq g(w 155, wy € O™, telles que

O (@ (A1) Mi=rs () = dap (o). ©
De plus il existe des constantes Co, 8o > 0, telles que |w1| < 8o = [ga,5(un)| < (C)IEL O

Dans le systeme {x}, on remplace maintenant (t,7) par les valeurs de la deuxieéme chatne de Segre
corjuguée, ic. par D'y(wi,wz) 1= Lo, (L, (0)) = (w2, Q(wa, w1, @(w,0)), w1, Q(wy,0)). Observons
que A(Tg{wr,wz)) = hlw, Q(w,0)) = A(T, (w:)). Ainsi, griice au lemme 5, les termes Qﬁ(@;(ﬁ)) o
Ly (w(z)} sont des séries convergentes g (w2 ) et I’on récrit le systéme (%) :

Folylwem)= > (goLylwe)) o lwe), 0= (90Ls(wm)) Wa(w).

yeN™ YER™
LEMME 4. - Ona Qj(h o Ly(way)) € Cluwa) } pour tout B € N™ et wygy € C*™,

Démonstration. — Puisque I"application formelle h o Iy (w(z)) est une solution du sys@me d’équations
anatytiques (7), le théoréme d’Artin fournit une solution convergente H (w(z)) € Cl{wg}™. Grice a
I"équivalence (3), on déduit que H vérifie f =3 -ym 77 QL (H) et L7 =Y o £°(57) @, (H). Pour
terminer, on utilise un lemme d’unicité qui consiste & comparer-ces équations au systéme () de (2) ; on
obtient : Q(A(Ly(wea)))) = Qa(H(w)) € Clwgy 4. O

Enfin, I'estimée de Cauchy évidente |wy)| < d3 = |Q5(H (w))| < C'Ll,ﬁ I+1 permet de conclure que
R (7, Lp(wz))) € C{7!, wiz) }¥, comme annoncs. '
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