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Abstract

Let f be a formal mapping-between a minimal generic real-analytic submanifold M c C*
and a real-analytic subset M’ C ©", In this article, we introduce the notion of first and second
characteristic varieties associated to (M, M’, f) and we give two new sufficient conditions for the
convergence of f. In particular, we prove that if M’ does not contain any complex eurves and if the
family of the first characteristic varieties is regular, then [ is convergent.
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Résumé

Soit f une application formelle entre une sous-variété analytique réelle générique minimale
M C C" et un sous-ensemble analytique réel M* C €% . Dans cet article, on introduit les notions
de premiére et seconde variétés caractéristiques associées au triplet (M, M’, f) et on donne deux
conditions nouvelles qui assurent que f est convergente, Bn particulier, on démontre que si M’ ne
contient pas de courbe complexe et si la famille des premiéres variétés caractéristiques est réguliére,
f est convergente,
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Intreoduction

On étudie la convergence d’une application formelle f entre une sous-variété analytique
réelle générique minimale M C C* (n 2 2) et un sous-ensemble analytique téel M C o
L’brigme de ce probléme remonte aux travaux fondamentaux [5,14,23].

En s’inspirant du principe de réflexion de H. Lowy [18] et S. Pinchuk [26] ot
en poursuivant les travaux développés récemment dans [8,11,12,20,23], on introduit la
premidre variété caractéristique associée au triplet (M, M’, j). C'est le sous-ensemble
analytique complexe Vi < " défini par les équations de M’ complexifiées et différentiées
(via f) par les opérateurs CR de M (cf. Définition 1.1}. On démontre que si la dimension
de V| est nulle, f est convergente (cf. Théorgéme 1.2); ce qui généralise [2,5].

Dans la situation oil V| est de dimension positive, on s’inspire d'un théoréme de
K. Diederich et J.E. Fornzess [13] au sujet de la non existence de cowrbes complexes
contenues dans les bords de domaines bornés & bords analytiques réels. On définit
ainsi la seconde variété caractéristique Vo C " associée au triplet (M, M', /). Cest
I'intersection de V| avec le sous-ensemble analytique complexe défini par les équations
de M’ complexifides et différentides par les opérateurs holomorphes tangents & 1.
Cette construction nécessite que la famille des premiéres variétés caractéristiques soit
réguligre (cf. Définition 1.4}. On démontre alors que si la dimension de V%4 est nulle, f
est convergente (cf. Théorgme 1.6). De plus, on prouve que V> C M’ ; ce qui implique
que si M' ne contient pas de morcean ouvert de courbe complexe, f est convergente
{cf. Théoréme 1.7).

Expliquons maintenant 1’idée générale de la démonstration. Considérons tout d’abord
la situation ol V| est de dimension nulle. La relation fondamentale qui exprime que f
est une application formelle entre M et M’ tmplique que chaque fonetion composante f;
satisfait une équation polynomiale & coefficients analytiques par rapport 4 un jet d’ordre
fini de f (cf. Proposition 4.1). Pour des applications CR entre hypersurfaces, de telles
relations polynomiales apparaissent dans les travaux de K. Diederich et S.M. Webster [17]
et de K. Diederich et I.E. Fornass [14]. On utilise ensuite de fagon essentielle la notion de
chaines de Segre associées & 1a complexifiée M de la variété analytique réelle M (cf. [19,
23]). Procédant par récurrence, on démontre que pour tout i > 1, f est convergente sur la
chaine de Segre de longueur /. Dans ceite étape, 'ingrédient principal est le théoréme
d’approximation de M. Artin [1] qui établit, pour un systtme d’équations analytiques,
I’existence de solutions analytiques arbitrairement proches pour la topologie de Krull d’une
solution formelle donnée. Finalement, on conclut grice & une interprétation géométrique
de la minimalité (au sens de I.-M. Trépreau [29,30] et A.E. Tumanov [31]) d’aprés laquelle
il existe une chaine de Segre de longueur finie iy qui recouvre tout un voisinage de I’ origine
dans A (cf. [19,23]). )

Dans la situation ot 1y est de dimension positive, deux approches sont possibles. La
premiére, développée dans [7-10,23] pour une application f de Cauchy-Riemann de
classe C%, consiste & inclure le graphe de f dans un ensemble analytique complexe
de dimensicon minimale et & estimer ensuite le degré de transcendance d’une extension
de corps associée & f. La seconde approche est basée sur la méthode développée
par K. Diederich et J.E. Forneass [13] et appliquée récemment dans [12,20,23]. Si la
famille des premiéres variétés caractéristiques est réguliére, on applique les opérateurs
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holomorphes tangents 2 V| aux équations de M’ complexifiées et on obtient ainsi des
équalions supplémentaires. En pratique, on aura donc différentié les équations de M " selon
foutes les directions complexes tangentes. On démontre alors que si Vy est de dimension
Aulle, chaque fonction composante f; satisfait une équation polynomiale & coefficients
analytiques par rapport aux jets de f en dewux points (cf. Proposition 5.5). Enfin, comme
dans le cas oft Wy est de dimension nulle, 1a minimalité de 3 permet do conclure que f est
convergente.

Le plan de cet article est le suivant. La Section 1 donne les définitions et les énoncés
précis des résultats. Dans la Section 2, on démontre des résultats préliminaires sur lcs
variétés de Segre et leur généralisation comme chaines de Segre. La Section 3 traite du
théordéme d’approximation de M. Artin et de ses corollaires. Dans la Section 4, on détaille
le premier principe de réflexion et on donne Ja démonstration du Théoreme 1.2. Enfin,
Ja Section 4 explique le second principe de réflexion et achéve les démonstrations des
Théorémes 1.6 et 1.7.

1. Enoncé des résultats
1.1, Notations et définifions

Soit M  C* ~ R (5 = 2) une sous-variété analytique réelle de codimension d 2 1
définie dans un voisinage du point O € M par les équations rg(z) =0, k=1,..., d, ou les
r sont des fonctions analyticues réelles 2 valeurs réelles satisfaisant dry A - Adrg 70
en 0. Soit T,M D’espace tangent réel 2 M en z € M et T,/ M :=T,M NiT;M espace
tangent complexe, On suppose que la sous-variété M est de Cauchy-Riemann (CR), ¢’est-
a-dire que 7'M est de dimension complexe constante, appelée dimension CR de M et
notée m. La sous-variété M est minimale en 0, au sens de J.-M. Tréprean [29,30] et
A.E. Tumanov [31], si elle ne contient pas de sous-variété CR stricte passant par 0 et
de dimension CR égale & m. Récrivons les équations définissantes de M sous la forme
habituelle

or(z,0) =0, k=1,....4, (1.1)

obl les g, sont des fonctions holomorphes de 2n variables satisfaisant gr(z,z) € R. On
suppose que M est générigue, c’est-d-dire que dp1 A -+ A Bpg # 0 en 0, ou de fagon
équivalente rm =n —d.

La variété de Segre (O, de M associée A un point w suffisamment proche de 0 est la
sous-variété complexe définie dans un voisinage de 0 par les équations (1.1) complexifiées
oz, W) =0, k=1,...,d. Par le théordme des fonctions implicites, on peut récrire les
équations de M dans un voisinage de 0 sous la forme

ye=gelx, X, ¥, k=1,...,4d, (1.2)

Croz=(x,y)cCm x? (1.3)
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est un systéme de coordonnées holomorphes locales défini dans un voisinage de 0 et ol
les ¢y (x, £, n) sont des fonctions holomorphes dans un voisinage de (0, 0, 0) satisfaisant

¢ (0, E, ) = hr(x, 0, ) = ng. Les opérateurs

d
_ 3 dohy _ _._ 8
L. 1 = o 3y PO '211'-', 3 ]-4
12 axj+k;axj(xxy)ayk j m (1.4)

forment une base (commutante)-des opérateurs CR (1, 0} de M, i coelficients analytiques
réels; les opérateurs A;(z) := L;{(z,0), j=1,...,m, forment une base des opérateurs
helomorphes tangents & la variété de Segre Q.

Comme pour M, on définit le sous-ensemble analytique réel M’ C " dans un
vyoisinage du point 0 € M’ par les équations analytiques réelles o,(z',z") =0, k =

1,....d". Dans la suite, on utilisera les notations vectorielles p := (o1, ..., pg), ¢ =
(d)l""’qbd)etpl:E(IO;""‘!O;V)' .

On note C[[z]] := Cl[z1, ..., zx]] Vanneau des séries formelles en les n variables
Z1,..., 2 2 coefficients complexes. Soit j une application formelie entre M et M ! c'est-
A-dire un n'-uplet {f1, ..., f) de séries formelles f; € C[{z]] tel que f(0) = O et tel qu’il
existe une matrice u de taille d’ x 4 a coefficients dans C[[z, £ ]] vérifiant

P (F @), F(&) = niz, Op(z,¢) dans Cllz, ¢, (1.5)

ol Ponnote £(¢) = f(£). Dans la situation ol f est convergente sur un voisinage £2 de 0
dans €, (1.5) est équivalent & f(M N2) C M’

1.2. Enoncé du premier principe de réflexion

Pour tous k =1, ...,d" et @ € N™, on note @7 la fonction antiholomorphe définie au
voisinage de () dans c par

Y 7' A0 (f @), T') (1.6)

oll A% désigne I’opérateur composé A% 1= AJ' .. AR,

Définition 1.1, Ta premiére variété caractéristique associée au triplet (M M, fyestle
sous-ensemble analytique complexe V| défini au voisinage de 0 dans C" par les équations
PF (z") = 0, pour tous k et & (voir aussi [8,11,12,20,23]),

Les opérateurs A; appliqués a I’éguation formelle o' (f(2), ) = pu(z, 0p(z, 0} mon-
trent que 0 € V1. D’autre part, les équations de Vi pour o = 0 impliquent que Vi C @, ol
Q)= (2 o'/, 0y =0}

On peut maintenant énoncer le premier résultat de cet article :

Théoréme 1.2, Soir f une application formelle entre une sous- vanete analytique réelle
générigue M C C" et un sous-ensemble analytique réel M' C C¥, 0eM, 0 M,
FO)=0. 5i M est minimale en O et 5i V1 est de dimension nulle en 0, f est convergente.
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Si M’ est une sous-variété analytique réelle générique de €', on note Q’Z ; 8a variété
de Segre au poini z’ et Aj le germe en 0 de Iensemble analytique complexe {z' @, = Qg}
. (cf. [14--171). Supposons que n = n” et que f une application formelle inversible entre M
" et M’, ’est-d-dire que la matrice n x n des coefficients d’ordre 1 des séries formelles
f; € Cllz]] est inversible. On démontre alors que les ensembles V) et Aa coincident au
voisinage de 0 (cf. Proposition 2.7), et donc ;

Corollaire 1.3. Soit f une application formelle inversible entre deux sous-variéiés
analytiques réelles génériques M, M’ C C*, 0e M, O e M’, f(0) =0. 5i M est minimale
en O et si Ay =1{0}, f est convergente.

Cet énoncé a été obtenu dans [5] dans le cas d hypersurfaces Levi non dégénérées et
dans [2] dans le cas ol le rang des 3PF /87| y—o est égal & #’. Dans la situation ot la
dimension de A}, est positive, et lorsque M’ est holomorphiquement non dégénérée, la
convergence de f est établie dans [21,22] grice 3 "étude de I"application de réflexion CR
formelle.

1.3. Enoncé du second principe de réflexion

Pour tout entier A > 0, on note B* £{z) le jet d’ordre A de f, c’est-d-dire le vecteur
des dérivées partielles de f jusqu’a'ordre A :
albl ¢,
— (@)
z

DA f(z) = ( ) .

IBIA, j=1,...0/
Les composantes du vecteur D4 f(2) sont des séries formelles de C[[z]]; leur nombre
est le coefficient de Pascal «{A) := n’(”j;A). On complexifie les opérateurs (1.4) et on
considere les séries formelles

Loz, )4 (@), ¢} € Cllz, ¢, ¢TI 1.7

pour k =1,...,d" et « € N™, Par ncethérianité, il existe un entier A = 0 (on choisit le
plus petit) tel que la famille des (1.7) pour tous & et o engendre le méme idéal dans
Cllz, £, ¢'1] que la famille finie des (1.7) pour |«] < A. Récrivons celte derniere famille
aprés conjugaison complexe sous la forme

H{z, ¢, D F(0), ), (1.8)

oll H := (Hi, ..., Hy) sont des fonctions holomorphes au voisinage de {0, 0, DA f ()R]
dans C" x O x CFA) w O etod N 1= d'(m’iA). Pour définir 1a seconde réflexion (cf. [12,
201), on aura besoin que Ia famille des premires variétés caractéristiques soit réguliére au
sens suivant :

Définition 1.4. On dit que le triplet (M, M’, f) satisfait la condition (R) s'il existe un
entier 1 <b < n' et une famille & := (1, ..., hs) de fonctions holomorphes au voisinage
de (0,0, DA f(0),0) dans € x C# x C¥A) % C%, a1 =n" — b, tels que

{2y —h(z. 0, A,2)) = (H(z, £, 4,2, (1.9)
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T

Fig. 1. Construction de la seconde variéié caractéristique V. Les familles A = {Ay,..., Ay) et
I ={1Y,..., I'y) forment des bases de champs de vectowrs holomorphes tangents respectivemnent & Gp et 3 Vy.
Les noms en gras désignent des objets formels (dessinés en pointillés).

ol C% 3 7 = (z}, ) € € x C? est un systéme de coordonnées holomorphes focales
défini dans un voisinage de 0 et {X) désigne I’idéal engendré par les fonctions composantes
de X,

Comme dans [12,20], notons qu’étant donné le systéme (1.8) de fonctions analytiques
H(z, ¢, A, 7)), lacondition (R) est satisfaite de maniere générique, c’est-a-dire en dehors
d’un sous-ensemble analytique strict. Bn particulier, les résultats d’algébricité obtenus dans
[12,20] sont basés sur cette ebservation. Un critére élémentaire pour que la condition (R)
soit satisfaite est que le rang de la matrice 8 H/32'(z, {, A, Z') soit constant au voisinage
de (0,0, DA £(0), 0).

Sila condition (R) est satisfaite, le sous-ensemble analytique complexe V) est lisse en

0 et sa dimension est a. Les opérateurs

b

8 3h ] 3
M@= =+ Y 20,0, DAF(0),24) - J=1a (1.10)
B, 150, 972

forment une base (commutante) des opérateurs holomorphes tangents & V; dans un
voisinage de 0 (cf. Fig. 1). ,

Pour tous { =1,...,d' et € N?, on note !PI’B Ia fonction antihclomorphe définie an
voisinage de 0 dans C* par

wf ' 101, 2o, (111
ot I'? désigne I’ opérateur composé ré.= I"lﬂ ' .Ff".

Définition 1.5. La seconde variéié caractéristique associée au triplet (M, M’, Jf ) est le
sous-ensemble analytique complexe Yy C Wy défini au voisinage de 0 dans C" par les

équations @ {zh= llf',ﬁ (z'y =0, pour tous k, [, & et B (voir aussi [12,13,20,23]).

L application des opérateurs I A I'équation o (z’, 0) =0, justifiée puisque V| C @Oy,
montre que 0 € Va.
Le second résultat principal de cet article affine le Théoreéme 1.2 :

Théoréme 1.6, Soit f une application formelle entre une sous-variéfé analytique réelle
générique M < C et un sous-ensemble analytique réel M' C C*, 0e M, O e M,




S. Damour, J. Merker 7 Bull, Sci, math. 126 (2002) 831-854 837

JO)=0. 51 M est minimale en O, si (M, M’, f) satisfait la condition (R) et si V; est
de dimension nulle en 0, [ est convergente, '

On démontre que Iensemble analytique complexe V; est contenu dans M’ au voisinage
" de 0 (cf. Proposition 2.8) ; d’oit le

Théoréme 1.7. Soit f une application formelle entre une sous-variété analytique réelle
générigue M < C* et un sous-ensemble analytique réel M' C €%, 0 e M, 0 e M,
F0)=0. 851 M est minimale en 0, si (M, M’, ) satisfait la condition (R) et si M' ne
contient pas de morceau ouvert de courbe complexe passant par 0, [ est convergente.

2. Résultats préliminaires
2.1. Variétés de Segre

La famille (@), des variétés de Segre associées 2 la sous-variété analytique réelle
générique M (cf. Section 1.1) a été introduite par B. Segre [27] et joue un rdle essentiel
dans de nombreuses versions du principe de réflexion (voir par exemple [14-17,24,32,33]).
On rappelle ci-dessous quelques propriétés de base des variétés de Segre

Lemme 2.1, Pour tous points z, w € C" syffisamment proches de 0, on a

() ze Qu & we Oy
(i) ze @, ©z2eM;
(i) flo, est une application formelle entre Qq et Q.

Démonstration. Les assertions (i) et (ii) se démentrent facilement grice & la relation
fondamentale o(z, w) = p(w,z). En fixant ¢ = 0 dans {1.5), on obtient 1’8galité
2 (f(2),0) = pulz, Mp(z,0) dans C[[z]]; "ol assertion (iii). ©

2.2. Réflexion de Segre

Dans eette section, l'introduction de la notion de réflexion de Segre par rapport & M
nous permet de donner une vision plus géométrique des variétés caractéristiques Vy et
V. Cette notion de réflexion de Segre tire son origine des travaux de K. Diederich et
J.E. Fornzss [13], Sect. 6 (cf. la Remarque 2.5).

Soient zg et wo deux points de C* suffisamment proches de 0, tels que zp € Quy,.
Soit V C (yy, une sous-variété complexe passant par le point zg, de dimension a, et soit
{4}}j=1,..,a une base des opérateurs holomorphes tangents & V. Pour tout o € N?, A®
désigne 1’opérateur composé A% 1= A{' ... Ag".

Définition 2.2. La réflexion de Segre de V par rapport & M, associée au couple (zp, wq),
est le sous-ensemble analytique complexe S(V) défini au voisinage de wy par les équations
antiholomorphes en w : A% Py(-, )|z, =0, pourtous k =1,...,d et € N%,
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La réflexion de Segre généralise la notion de variétés de Segre ;

Lemme 2.3. Les assertions suivanies sont salisfaites au voisinage de wy :

(i) S{zo) = Qx:
i) S{Qu) =wo;
(ii) S(V) C Qg s
{iv) wo < .S(V).

Démonstration. Les assertions (i) et (ii) sont directes. Pour (iii), il suffit de considérer les
équations définissantes de S(V) pour o = (0, ..., 0). Pour (iv), puisque V C Oy, on peut
appliquer les opérateurs A; aux équations Pz, wo) =0, k=1,....d, z & ey proche
dezg. O '

Laréflexion de Segre peut &tre introduite de mani¢re équivalente par une définition plus
géométrique :

Lemme 2.4. La réflexion S(V) est ’ensemble des points w € C" suffisamment proches de
w, fels que V est conienu dans Qy, ay voisinage de zp.

Démonstration. L'inclusion ¥V C @, signifie que Pr(-, w)|y =0, pourtoutk =1,...,d.
Ceci équivaut & APy, )|, =0, pourtousk =1,...,detex e N [

Remarque 2.5. L'énoncé du Lemme 2.4 est équivalent 4 dire que S(V) =(),cyny O au
voisinage de wy, ot &/ est un voisinage de zg dans C* (voir aussi [13], Sect. 6).

La propriété suivante est essentielle et remonte également au travail de K. Diederich
et L.LE. Fornass [13], Sect. 6. Elle justifie I’introduction de Ia notion de seconde variété
caractéristique (voir Proposition 2.8 plus loin) :

Lemme 2.6. Si V C Qg est une sous-variéié complexe passant par le point O et si S
désigne la réflexion de Segre par rapport ¢ M associde au couple (0,0), I'intersection
V N S{V) est contenue dans M an voisinage de 0.

Démonstration, Soit w € V, suffisamment proche de 0. Si de plus w € S(V), le
Lemme 2.4 implique que V C (,, dans un voisinage de 0. Finalement, w € O, ce qui
entraine que w e M. O

Soit W C C” une sous-variété complexe définie au voisinage du point 0 € W par les
équations holomorphes ry (z) =0, k=1, ..., 5, avec 8ry A+ A drs 3 0 en 0. L' opérateur
formel A := ELI aj(z) 3/9z;, aveca; € C[[z]] pour tout j, est dit tangenta W s’il existe
une matrice A de taille & x & & coefficients dans C[[z]] telle que

Y 6@5 @ =A@ duns L),
j=1 !
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ol I'on note r le vecteur colonne (ry, ..., F3).
La premiére variété caractéristique Vy généralise |'ensemble analytique complexe Aj
- {cf, Section 1.2) introduit dans [17] et utilisé par la suite dans [14-16]. Ces deux notions
coincident si ’application f est inversible {voir aussi [11], Lem. 4.1 &t [12], Lem. 2) :

Proposition 2.7. Soit f une application formelle inversible entre deux sous-variétés
analytiques réelles génériques M, M’ CC?, 0e M, 0 e M’, £(0) =0. Alors, V| coincide
avec Aj au voisinage de 0.

Démonstration. D'une part, le Lemme 2.4 appliqué & V = Qf montre que §'(Qg)
coincide avec Aj dans un voisinage de 0, ol §' désigne la réflexion de Segre par rapport
A M’, associée au couple (0,0). D’autre part, vu la propriété d’invariance des variétés
de Segre (cf. Lemme 2.1(iii}}, f|g, est une application formelle inversible entre (g et
QB. Ainsi, comme les opérateurs A;, j = 1,...,m, forment une base des opérateurs
holomerphes tangents & (g, les opérateurs fid;, j=1,...,m, poussés en avant des
Aj par f, forment une base des opérateurs formels tangents a QB. Par conséquent,
dériver les séries formelles o, (f(-),2"), k=1,...,d, par les opérateurs holomorphes A},
J=1,....m, revient & dériver les fonctions holomorphes oy (-, Z'), k=1,...,d, par les
opérateurs formels fiA;, j=1,..., m. Par.définition, ceci signifie que V| coincide avec
5 (Qa) dans un voisinage de 0. 0O

Les propriétés précédentes de la réflexion de Segre impliquent également une propriété
fondamentale de la seconde variété caractéristique :

Proposition 2.8, Soir f une application formelle entre une sous-variété analytique réelle
générigue M C C" et un sous-ensemble analytique réel M' C C%, 0e M, 0 ¢ M/,
£(0) = 0. Alors, U'ensemble analytique complexe Vs est contenu dans M’ au voisinage
de 0.

Démonstration. Le Lemme 2.6 appliqué 2 V = Vi montre que V| N.S'(V1) € M, dans
un voisinage de 0, ot 5 désigne 1a réflexion de Segre par rapport & M’ associée au couple
(0, @). Vu la Définition 1.5, il est clair que V2 coincide avec Y1 N.S' (V) dans un voisinage
de 0, et donc Vy € M’ dans un voisinage de 0. DO

2.3. Chaines de Segre

La complexifie de M est la sous-variété complexe M C C** de dimension 2n — d
définie au voisinage du point (0, () par les équations pr(z. ) =0, k= 1,...,d. Comme
pour M {cf. (1.2) et (1.3)), les équations de A s'écrivent aussi yg = ¢r(x. &, 1), k=
1,...,d,ennotant z = (x,y) € € x C¥ et £ = (£, ) € C" x C?. La complexification
des champs de vecteurs CR (1,0) L; de M (cf. (1.4)) donne des champs de vecteurs
holomorphes tangents & M :

d
3 i 9
; =t @ Ema—, j=1..m 2.1
Lz, 8) 8xj+k=18xj(x,%,n)3yk, j=1 m (2.1)
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Par ailleurs, 1a complexification des champs de ;xectetlrs CR{O,1) L ; de M donne une
autre fumille de champs de vecteurs holomorphes tangents 4 A1 :

d —_
3 O 3
é'(z! )::‘+ ﬁ( » Xy )‘_9 ':15--')m- 22)
J g aé] —~ 35; éj‘ ¥ 37’;‘;’( J (
Les £; (resp. £ ;) commutent enire eux et la famille (£, .. ., Lo Lyy oo, L) est libre,

Si X est un champ de vecteurs holomorphe tangent & A4, on note (Z, 1} > X (Z)y:=
exp(rX)(Z) le flot associé, pour un point Z = (z,¢) € M proche de (0,0) et un temps
1 € Cprochesde 0. Pourtous j =1,...,meti €N, on pose

, L; sii estimpair,
L.
|

L; siiestpair

Puis, pour un multi-temps + € C" et i 2 1, on pose Lh=rf

iy @177 O ﬁi,rn‘ Enfin, pour
un i-uplet de multi-temps 7' = (7Ty, ..., 7;) € (C™), on pose Cg'::) = LI’;.; 0- 0 ﬁ,},.l. On
appelle chaine de Segre (cf. [19,23]) de longueuri 2 1 et d’origine Z & M, et on note S,
I'image d’un voisinage de 0 dans (C™) par Uapplication : T > ﬁg’.) {Z). Remarquons que
la réunion des chaines de Segre d’origine Z € M fixé, pour toutes les longueurs { > 1, est
Porbite (ou variété intégrale) dans A4 du point Z pour la famille de champs de vecteurs
(E], ---5£m.=£js ---aém)-

Les chaines de Segre fournissent une interprétation géométrique de la notion de
minimalité (au sens de J.-M. Trépreau [29,30] et A.E. Tumanov [31]) pour une sous-variéié
analytique réelle générique :

Proposition 2.9 [3,19,23]. §i M est minimale en 0, il existe un entier iy tel que

Uapplication . T — Eg") (0) est une submersion d’un voisinage de 0 dans (C™) syr un
voisinage de (0,0) dans M.

Démonstration. La variété M étant analytique réelle, I"hypothése implique que M est de
type fini en 0 {au sens de T. Bloom et I, Graham [4]), ¢’est-3-dire que I’algebre de Lie
réellede (Ly,..., Ly, Ly, ..., L) en 0 est tout Iespace tangent réel ToM a4 M en 0. La
complexification d’un crochet de Lie de longueur ! arbitraire

Lo LL5, L) L5 LS, . L)

4
est

.. [[['C:fl’ ﬁj‘z]’ Ei]’ 'Cj4]’ e 'Cj:i]’

ol jr € {l,...,m}, pour tout k = 1,...,1, et L:f. (resp. Ej) désigne indifférem-
ment L; ou L j (resp. L; ou L;). Par conséquent, l'algébre de Lie complexe de
Liveo Ly £1,..0, Lm,) en (0,0} est tout I’espace tangent complexe TopM 2
M en (0,0). Finalement, d’aprés la construction de H.J. Sussmann (28], qui redé-
montre les théordmes de W.i.. Chow et de T. Nagano, T"orbite en (0, 0) de la famille
Lo L L1, .00, £14,) contient un voisinage de {0, 0) dans A1. En d’autres termes,
il existe un entier i tel que I"application T Eg{(’) (0) est une submersion d’un voisinage
de 0 dans (C™)0 sur un voisinage de (0, 0) dans M. O
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3. Convergence de solutions formelles d’équations analytiques

L'ingrédient essentiel pour la démonstration des Théordmes 1.2 et 1.6 est le théoreme
d’approximation de M. Artin, qui établit, pour un systeme d’équations analytiques,
TPexistence de solutions analytiques arbitrairement proches pour la topologie de Krull d*une
solution Tormelle donnée :

Théoréme 3.1 (M. Artin [1]). Seir g une application formelle entre C% et C qui satisfait
g =0er ’

Rk(z,g(z)) =0 dansCl[z]], k=1,...,b,

it les Ry (2, w) sont des fonctions holomorphes au voisinage de (0, 0) dans C* x C tefles
gue Ri(0,0) = 0. Alors, pour tout N € N, il existe un voisinage $2 de 0 dans C" ef une
application holomorphe h, 2 — €@ tels que

Ri(z, h(z)) =0 auvoisinagede 0, k=1,...,b,
el
h=g modm?”,

onmi={z1,...,2,} désigne 'idéal maximal de C|[z]].
L'énoncé suivant est un corollaire du théoréme d*approximation de M. Artin :

Lemme 3.2, Soit g une application formelle enire C" et C* qui satisfait g(0) =0 et
Rifz,2(2)) =0 dansCllz]), k=1,...,5,

on les Ry{z, w) sont des fonctions holomorphes au voisinage de (0, 0) dans C* x €% telles
gue Ri(0,0) = 0. Supposons que b = a et qu’il existe un déterminant extrair d’ordre a
de IR /dw(z, g(z)) non nul dans C[[z]], en notant R 1= (R, ..., Ry). Alors, Vapplication
Jormelle g est convergente.

Démonstration. On peut supposer, quitte & réordonner les Ry, quedetd R /dw(z, g(z)) #
0 dans C[[z]], en notant R = (Ry, ..., R;). Soit R 'ensemble analytique complexe défini
au voisinage de (0, 0) dans C* x C* par les équations Ry (z, w) =0,k =1, ... , . Pour tout
N e N, notons 4y I"application holomorphe donnée par le Théoréme 3.1 et Iy son graphe.
Pour N assez grand, la fonction holomorphe det § R’ /8w (z, Ay (z)) nest pas identiquement
nulle, puisque 1y = g modm? . Notons Sy |’ensemble analytique complexe de dimension
n— 1 défini au voisinage de 0 dans C" par I’équation det 3R’ /8w (z, by (2)) = 0. Pour tout
point { € C" \ Sy suffisamment proche de 0, R est une variété complexe de dimension
n dans un voisinage de (7, hAn(Z)), et coincide donc avec Fy dans un voisinage de
(¢, hn(£)). Ainsi, pour N suffisamment grand, 'y est une composante irréductible de R
dans un voisinage de (. Le nombre de composantes irréductibles de R étant localement
fini et la suite (2y) convergeant vers g pour la topologie de Krull, Ia suite (hy) est
constante €gale & g A partir d’un certain rang. Par conséquent, |’ application formelle g
est convergente. [
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Dans un cas simplifi¢, une autre conséquence du théoréme d’ approximation de M. Artin
est:

Lemme 3.3. Soir ¢ € C[[z]], z € C*, une série formelle qui satisfaii $(0) =0 ef
P(z,¢(2)) =0 dans C[[z]),

ou P(z,w) est un polynéme en w de degré = 1 & coefficients holomorphes en z, tel gue
PO, =0. Alors, la série formelle ¢ est convergente.

Démonstration, Quitte 4 remplaéer P par 3 P /0w, on peut supposer que § P /dw(z, ¢ (2))
# 0 dans C[|z]]. Le Lemme 3.2 pour a = b = | implique alors que la série formelle ¢ est
convergente, O

Enfin, nous aurons besoin de I'énoncé suivant dans la démenstration du Lemme 4.3,
pour prouver que les dérivées transverses de 1'application formelle f sont convergentes
sur les chaines de Segre d’ origine 0 :

Lemme 3.4. Soit ¢ € C[[T, 511, T € C¥, 5 € €2, M > 1, une série formelle qui satisfait
$(0,0) =0 er
N-1
T, O+ ST, )T, )* =0 dans T[T, 51, (3.1
k=0
oit N 2 Letles Sy ¢ C{[T, s]] sont des séries formelles telles que Sy (0, 0) = 0 ef telles que
les dérivées partielles 3215, /958 (T,0), B € N, sont convergentes. Alors, les dérivées
partielles 3181g /058 (T, ), B € N?, sont COnVergentes.

Démonstration. On étudie tout d’abord le cas ol d = 1. Puis, lorsque d 3> 2, on se raméne
au cas précédent en dérivant selon chaque direction complexe

Cas 1:d=1. On écrit ¢p(T,5) =32 0(,’53’(T)S ou ¢ € C{[T]], ! € N, et on montre
par récurrence sur L € N que ¢y est convergente.

Pour L = 0. En posant s =0 dans (3.1) on obtient que ¢(7,0) = ¢p(7) annule

un polyndéme 2 coefficients holomorphes. Le Lemme 3.3 implique alors que ¢ est
convergente.

Supposons le résultat démoniré pour 0,1, ..., L — 1. La fonction
L-1
YT, 5) =) i(T)s
=0

est du méme type que les coefficients Si(7T,s) du polynéme (3.1) (elle est méme
holemorphe). Ainsi, en écrivant ¢¢ = (¢ — 1) + 3 dans (3.1), on obtient

N-1
(@ =M (T,9)+ D ST, )¢ — ) (T,5)=0 dans C[[T, 5], (3.2)
k=0

ol les S,’c (T, ) sont des séries formelles telles que 5:(0.0) =0 et telles que pour tout
veN, avs; /8s”(T, 0) est convergente. Or, (¢ — y)(T,s) =s-¢' (T, 5), odt ¢ € C[[T, 5]].
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En outre, si S;(7,s) # 0, on éerit S (7, 5) = sESI(T, 5), ob S{(T,0) # 0. Alors, en
divisant (3,2) par.Ja plus grande puissance de s possible, et en posant s =0, on obtient que
¢'(T,0) annule un polyndme & coefficients holomorphes. Le Lemme 3.3 impligue alors
que ¢’ (T, 0) = ¢ (T) est convergent, ce qui termine la récurrence,

Cas 2 1 d 2 2, Pour toute direction complexe ¢ & 59, 00 89 = {s € T4 |s] =1}
désigne la sphere unité de €4, on pose (E(T, ) :=¢(T,tL) et Sk (1, 0:=8,10), k=
0,...,N — 1. Ce sont des séries formelles de C[[T,7]], 7 « €M, t € C. Pour tous
k=0,...,N —1etvecN, lasérie formelle 8”§k/81"(T, 0) est convergente. En posant
§ =t¢ dans (3.1), le cas | prouve alors que pourtout v € N, a¥¢p /1Y (T, 0) est convergente,
Or,ona: '

Assertion 3.5, Pour tout § < N%, la dérivée partielle 3¥1p (T, 5)/65"|s—¢ est une com-
binaison lindaire ( finie) & coefficients constants des dévivées divectionnelles 3" (T, L)/
9|0, § € $4, v=1BI.

L’ Assertion 3.5 implique que les séries formelles 8/81g/3s8(T, 0) sont convergentes;
ce qui achéve la démonstration du Lemme 3.4, D

Démonstration de I’ Assertion 3.5, Soit ¢ € §9. Par la formule de dérivation composée,
ona:
3Y(T, 1)

8
Py DR Na A KL (3.3)

;
BeNd, |6 =y s §=0

t==0

olt les Cy désignent les coefficients de Pascal multidimensionnels. Le nembre de termes
de la somme du membre de droite est

L {vt+d—1
E)

Considérons maintenant & directions complexe ¢y, ..., ¢y € §¢. 12équation (3.3) écrite
pour chaque ¢; se formule vectoriellement par

(a“¢<T, ) ) B A(a'ﬁ'qb(T,s)
=0/ i=1,.,N ds?

agv
ol la matrice A = (A}B) de taille N x N est définie par Aﬁg = Cﬁ{ﬁ en utilisant la

i
notation indicielle (resp. exponentielle) pour les numéros de lignes (resp. de colonnes)
et en munissant N¢ de I’ordre lexicographique. Il reste & prouver que la matrice A =

, (3.4)

s=o)ﬁeNd, |Bl=v

A(Z1,...,Zn) est inversible. Le déterminant de A se simplifie sous la forme d’un
déterminant de Van der Monde généralisé

St I = det(gf)'?jﬁf;!f‘:v.
Par la formule de développement d'un déterminant, §(¢q,...,¢n) est un polyndme
homogene de degré Nu, & coefficients entiers +1 ou —1, et dont les mondmes sont
les gf(‘l)...gfé"m, ott B1,..., 8y sont les multi-indices de N? de longueur v rangés

dans I'ordre lexicographique et oll ¢ € Gy est une permutation de {1, ..., N}. Ainsi,
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801, ..., §n) # 0 et il suffit de choisic N directions complexes ¢0, ..., iy e8¢ qui
n’annulent par § pour que Ag = A(g"IO, ""51[31) soit inversible, L'équation (3.4) pour
.2;1%. e Cg,, multipli¢e & gauche par A’ ', donne alors la conclusion. [J

4. Premier principe de réflexion
4.1. Détermination finie de f par son jei

On suit les notations et définitions de la Section 1.

La premiére étape de la démonstration du Théoréme 1.2 utilise I"hypotheése dim V) =0
et prouve que chaque f; est déterminée de fagon analytique et finie par un jet d’ordre fini
de f (voir aussi [11], Lem. 3.3 et [12], Sect. 2) ;

Proposition 4.1. Si la dimension de V| est nulle en 0, if existe un entier A = 0 et, pour
tout j = 1,...,0, il existe un polynéme de Weierstrass en zi,‘ a coefficients holomorphes
en(z,¢, 4) e C" x C" x C°W ay voisinage de (0,0, DA F(0)), noté Pj(z, ¢, ), tel
gue

Pilz, &, D* FO)F1() =2 )0z, &) dans Tllz, 1], (4.1)

ol h; est une marrice ligne | x d & coefficients dans Cl[z, £1].

Remarque 4.2. La Proposition 4.1 prouve directement que I’application formelle f est
convergente sur la variété de Segre (Jg. En effet, dans le systeme de coordonnées (1.3),
Qo =U x {0} ol U est un voisinage de 0 dans C™, On pose ¢ =0etz=(x,0) dans (4.1
et on obtient que P;((x,0),0, DAf(O))(fj (x,0)) =0 sur U. Le Lemme 3.3 permet de
conclure alors que les f;(x,0) € C[[x]] sont convergentes.

Démonstration de la Proposition 4.1. Soient £1, ..., Ly les opérateurs holomorphes
définis en (2.1). Pour tous k = 1,....,d" et « € N* on applique I’opérateur composé
L£%:=LY" ... L5" ala k-ieme ligne de (1.5) et on obtient que

L, Do (f (@), ) = [£%C, Oz, ©)]p(z, £)  dans Cllz, ¢11. 4.2)

Eneffet, £;(z,¢)f(z, ) =0pourtout j=1,...,m,olil"on pose p(z,{) =y—p(x, &, n)
avec z = (x, y) et & = (&, 57). Les 0 (z, 7) sont aussi des fonctions définissantes de M ; par
un léger abus de notation, nous continuerons de noter p A la place de 7 (voir aussi le
Lemme 5.1).

Récrivons (4.2) apres conjugaison complexe sous la forme

H (2,6, DR F@), F@) =¥z, O)plz. ¢)  dans Cllz, 1], (4.3)

oules H sont des fonctions holomorphes au voisinage du point (0, 0, D/l F(0), () dans
CF x € x CFUeD 5 O et Tes vy sont des matrices lignes 1 x d & coefficients dans Cl[z, 1.
Par neethérianité de I’anneau C[[z, ¢, 2’11, il existe un entier A = 0 {on choisit le plus petit,
cf. Section 1.3) tel que la famille des HZ¥(z, ¢, Dl £y, 2 pour tous & et o engendre le
méme idéal que la famille finie pour |a] < A.
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Dans I’espace affine complexe F = C" x C" x C*W x € muni des coordonnées
canoniques {z, ¢, A, z'), on considére le sous-ensemble analytique complexe Vi défini
dans un voisinage du point pg = (0, 0, DA F(0), 0y par I'équation

C H@A D=0

ot Uon pose H 1= (H ke, ...t |x|<A» APIEs avoir trivialement prolongé les HY & un
voisinage de pp dans E. Vu ]a Dcﬁnmon 1.1, la premidre variété caractéristique 1y
cofncide avec la fibre

[+ (0,0, D" F(0), 2y e I},
Puisque cette fibre est de dimension zéro en pg, on pent appliquer le théoréme fondamental
de représentation locale des ensembles analytiques complexes (cf. [6], Sect, 5.6, Prop. 4). 11

s'en suit que V' est conlenu dans le sous-ensemble analytique complexe défini au voisinage
de pg par les équations

Pj(zscs/—\‘)(zf'):[)s jzla"-:nfﬂ (44)

ol P;(z, ¢, A)(z ) est un polyndme de Welerst:mss en z 3 coefficients holomorphes en
(z,¢, A).

Ainsi, chague polyndme P; s’annule sur 1'ensemble analytique complexe Vy, ¢’est-a-
dire que P;(z, ¢, /_\)(z;.) appartient au radical de 1’idéal (H} engendré par les HY, & =
1,....d, |e] < A. Quitte & élever P; & une certaine puissance entiere, on peut supposer
que chagque P; appartient & I'idéal (). Cela signific que pour tout j =1,...,»/, il existe

une matrice ligne 1 x &’ ("‘;:A) a coefficients holomorphes, notée G(z, ¢, A, z), telle que
Piz,{, AWy =Gz, 0, A DDH(Z, 8, A, 7). - (4.5)

Tinalement, (4.3) et (4.5) impliquent que
Pi(z, £, DA FO)(f@) = Gi{z. £, D F (&), f(z))ﬁ(z Oe(z,¢)  dans Cllz, £1,

oll § est la matrice ligne formées des v pour k =1,.. "et o] < A, Ceci achéve la

démonstration de la Proposition 4.1 en prenant A;{z, £) 1= Gj (z, ¢, DAF), F(2)8(2, )
dans Cl[z, ¢]]l. O

4.2. Convergence de f sur les chaines de Segre

Soient L; et L;, j=1,...,m, les champs de vecteurs holomorphes tangents & M
définis en (2.1) et (2.2). La variété complexe M pouvant étre définie indifféremment par les
équations vy = ¢ (x, £, ) ou = ¢(£, x, ), on définit denx nouvelles familles de champs
de vecteurs holomorphes tangents aM:

N 223 e
Ki(z,t) = 5, f;ay (§xy) I=1,....d,

et

0 ad .
Kite.0) = Zﬂ( Ego L=l
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Les champs (Ly,..., L5, K1, ..., Kg) (resp. (L1, v Lmy K1y, Kg)) commutent
entre eux, Comme & la Section 2.3, on utilise la notation £, := L (resp. £ ;) si i est impair
(resp. pair) ; de méme pour /C‘J Puis, pour i = 1 et des multi-temps ¢ € C™ et s € C¢, on
Copose Li=L,, 0oL et K=Ky oo Ky Pour Z = (2,¢) € M, on pose
par abus de notation f(Z) := f(z) et f(Z):= f(). Plus généralement, pour i > 1, on
pose

f(@)  siiestimpair,

(&) siiest pair. (4.6)

iz = {

Remarquons que si F € C[[z]] est une série formelle en z € C*, alors pour tout ¢ € C%,
F(L(2)) = F(Z) dans C[[Z]], ot Z = (z,¢) € M et F(Z) := F(z). De méme, si G €
Clie1), G(L(Z)) = G(Z) dans C[[Z]], pour T € Cd et G(Z) = G(&). En particulier,
pourtouti = 1lcet AeN,ona:
DAFH LS ) = DA FH{LP ) dans LT, 111, (4.7)
ol T e (C™) ett e C". .
L’équation (4.1) conjuguée, en remplagant Z (resp. £) par ¢ (resp. z), donne :

Pi(6, 2. D F@)(F5(9) =3¢, 2p(z, &) dans Clle, 11 (4.8)

Avec Z = (g, {) el en posant

Pi(z,{, DA FON(fi(2))  stiestimpair,

Pi(z, DA F @) (fl@) =1 -
j (2 DL @)/ 2) {P,-(;,z,mﬂzn(fj(g)) si i est pair,

et

. Mz, §i{ est impair,
*(2)= {ii EZ’ 3 siiest paiE;,
les équatibns (4.1} et (4.8) s’écrivent sous la forme commune :
Pz, DA fND)(F1(2)) = 2 (2)p(2)  dans TI[Z]), (4.9)
pourtousi =lel j=1,...,n"

Lemme 4.3. Si f vérifie I'égalité formelle (4.9), alors pour tous i 2 1 et B € N, le jet
DE 1 @ordre B de U'application formelle f! est convergent sur la chaine de Segre S, de
longueur i et d’origine 0, c’esi-id-dire gue D® f1| s, €St convergent.

Démonstration. On montre par récurrence sur i 3> 1 que pour tout B € N, DB i s
est convergent, c’est-a-dire que 1'application formelle D% f "(ng)(())) est convergente,
T e (™).

Fixons donc i 2 1. On montre tout d’abord que les dérivées transverses K g F (Eg,f) (0)),
Be N¥, sont convergentes, En posant Z = in; o E;f) (0) e M dans ’équation (4.9), vu (4.7)
et puisque les K (resp. [0;) commutent avec les L; (resp. £ ;), on obtient que pour tous
izletj=1,...,n,
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PI{ICh 0 £2(0), DA 11! (K o L5 PO (£1 (K 0 £P(0)) =
) dans C[[T, s11, 4.10)
otseCd T=(T,..., Ty e (T et T'= (T, ..., T:i_1). Les coefficients de I’équation
polynomiale (4.10) sont de Ia forme

S(T,5) = H(IC, 0 LL(0), DA FHKCE o L57())),

oil H(Z, D) est une fonction holomoetrphe. Pour g € N, 1a dérivée partielle alfls/asf (T, )
-est une fonction holomorphe en les

alvl .

o (Ko L7, v €N i<, @1
eten les

alél

(DA (Ko £8P 0) |, =K DA TP ),

s eN?, |51 < 8). (4.12)

Or, les fonctions du type (4,11) sont convergentes puisque les LL etles ICI sont des champs
holomorphes, et les fonctions du type (4.12) sont convergentes par hypothése de récurrence
pour { > 2, et sont constantes égales 4 K2 D? £(0) pour i = 1. Ainsi, les hypotheses du
Lemme 3.4 sont satisfaites et I’on obtient que les séries formelles

Sl ; B
(110 LD @), o= £ (LR () (4.13)

sont convergentes.,
Soient o € N™ et B € N%. On cherche 2 calculer la dérivée partielle

O it okl o 280 cox? peP

35y 5(f,r( o Ky o Ly™( )))l(:s) =(0,0) ~ [ L7 ),
pour j=1,...,#, i 21, t €T s¢ Chet T E.(Cm)’. Puisqup les séries for-
melles (4.13) sont convergentes, et comme £: o ! o Eg}(ﬁ) =Ko EE?I 140 (O
les séries formelles

K2 FHLD o @) € CIT, 1) 4.14)

sont convergentes. Par conséquent, la dérivée partielle 81%1/3:%),—¢ de (4.14), qui vaut
riexiP g J‘ (ng) (0)), est aussi convergente. Or, pour ¥ € N*, j=1,...,n eti = 1 fixés,
la dérivée partielle 8V f ; /OZY est une combinaison linéaire A coefficients constants des
ciexi? r ;, | + |A] < |7|; elle est donc aussi convergente. Ceci prouve que pour tout

BeN,lejet DB f! (L',g.f) (0)) est convergent, ce qui termine la récurrence. [

La seconde étape de la démonstration du Théoréme 1.2 utilise I'hypothése de
minimalité :

Proposition 4.4. Si M est minimale en 0 et si f vérifie Iégalité formelle (4.1) (équivalente
& (4.9)), lapplication formelle { est convergente.
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Démonstration. Puisque M est minimale en 0, la Proposition 2.9 implique qu’il existe
un entier i tel-que I'application holomorphe ¥ : 7" > ﬁng) (0) est une submersion d’un
voisinage U € Viguyi (0) de 0 dans (C™)% sur un voisinage V € Va4 () de 0 dans M. Par
~suite, il existe une application holomorphe @ : V' — U’, V/ € Va(0), U € Viemyin (0),
VicV, U cU,telle que & o @ =idy.

Puisque f vérific (4.9), on peut appliquer le Lemme 4.3 pour B = 0 et i = ip. Ceci
prouve que "application formelle f io (ﬁg,fb) (0)) est convergente, T e (C™)%. Finalement,
en posant 7 = @ (Z) pour Z € V', on obtientque f¢(Z) est convergente, et par conséquent
que I’application formelle f est convergente. 0O

Fin de la démonstration du Théoréme 1.2. La dimension de V| étant nulle en 0, la
Proposition 4.1 prouve que f vérifie 'égalité formelle (4.1), qui est équivalente a (4.9)
vu le début de la Section 4.2. Puis, M étant minimale en 0,la Proposition 4.4 termine la
démonstration de la convergencede f. 0O

5. Second principe de réflexion
5.1, Préliminaires

On suit les notations et définitions de la Section 1. On convient de noter C" >
z=1{x,y) e C" x Cf, ¢ =& n) et w={(u,v). Sila condition (R) est satisfaite
{cf. Définition 1.4), on note également s = (¢], ) eC x Chet £ =(f1, o).

Une écriture équivalente de la relation (1.5) qui exprime que f est une application
formelle entre M et M’ nous sera utile :

Lemme 5.1. L'égaliié (1.5) est équivalente d

o' (flx, oG & m), F&,m) =0 dans Cllx.& 0], (5.1)
pourx,E e CM et e ce,

Démonstration. En effet, compte tenu de (1.2), la condition nécessaire est directe. Pour
la condition suffisante, on effectue le changement de variables holomorphe ¥ = x, y =
y—@x,E,1),E =E et fi=n. Onaalors y(x,y,&n) =0 (f@), fFD =9 3,80
Or, vr(x, d(x, &, ), & 1)y = 0 dans Cl[x, &, n]] vu (5.1); d’o w(x,0,€,7) =0..-On peat
donc factoriser y dans la série entidre Y et éerire ¥ (¥, 7, £, 7)) =%, 7, £, %), On a ainsi
obtenu (1.5), avec le 1éger abus de notation qui consiste & conserver I'écriture p(z, &), au
lieu de A(z, £) :=y — ¢{x, &, 1), pour les fonctions définissantes de M (cf. le méme abus
de notation en (4.2)). O

Pour tous x, & € C™ et C" 5 w = (4, v) € C™* x € proches de 0, on pose

p(g,wy = (§, &, ) e T

et

2(x, &, w) = (x, {x, 05, w))) c T (5.2)
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Yu (1.2), p(w, £, w)) =0et pz(x, &, w), { (&, w)) =0 au voisinage de 0. En outre, vu
identité ¢ (u, £, ¢(&,u, v)) =v,0na

z(u, £, w) = w, (5.3)

pour tous £ et w.
Le lemme suivant généralise I'idée déja contenve dans [13], Sect. 6, qui permet
d’effectuer une seconde réflexion par rapporl & M’ :

Lemme 5.2. Sila condition (R) est satisfaite, la série formelle

ol F (20, &, w), & (€ w), w0, D F(w), £])) (5.4)

est nulle dans C|[x, &, w, {{]], pourtout k=1, ...,d".

Démonstration. Soitk=1,...,d" Vu(5.3),ona

pfi(f(?(u +t,§,w)),§’) = Z Hf(é‘(g’ w), w, DAf(w)’g.f)%

oM

dans C[[1, £, w, {{11, (5.3)

ol HY est la fonction holomorphe définie en (4.3). En effet, vu (5.2}, appliquer I’ opérateur
9/0x; & ¥iz{x,&, w)) équivaut & appliquer 1'opérateur £; a {{ (&, w)), pour ¥ une
série formelle quelconque. Or, la condition () étant satisfaite, la substitution ¢ =
(&1, R (e, w), w, DA F(w), ¢7)) dans chaque HZ(¢(E, w), w, D? f(w), ¢’} donne zéro.
Par conséquent, en effectuant cette substitution dans (5.5) et apres le changement de
variable x =« + ¢, on obtient (3.4). O

Créice au Lemme 3.2, la seconde réflexion par rapport & M’ est possible et donne une
relation analogue & (4.3) :

Lemme 5,3. 57 la condition (R) est satisfaite, il existe des fonctions G? Jk=1,....d&,
B € N%, holomorphes an voisinage de (0,0,0, DA £(0), 0) dans T x € x €% x CA) x
C" telles que

GL (g, w, fi@), DA F(w), F2)) = B (2, £, w)p(z, )+ CL (2, £, w)p(w, )
dans Cl[z, &, w]], (5.6)

o les Bf et Cf sont des matrices lignes 1 x d & coefficients dans Cl[z. ¢, w]l.

Démonstration. Le Lemme 5.2 prouve que pour tout k=1, ..., d’, Ia série formelle (5.4)
est nulle dans Cl[x, &, w, £{]]. Pour tout 8 € N, la dérivée particlle 8"3'/8:;1”3 de (5.4) est
donc également nulle. Elle s’ écrit sous la forme

G2 (25, w), w, &f, DA (w), Flz(x, & w))), 5.7
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oll les Gf sont des fonctions holomorphes au voisinage de (0,0,0, DAF(),0) dans
T x C" x €4 x €4 x €, En particulier, en substituant ¢/ == f1(¢ (&, w)) dans (5.7),
on obtient que la série formelle

Gi (g€, w),w, il w), DM fw), f(z(x, & w))) (5.8)

est nulle dans dans C[[x, &, w]], pourtous k=1, ...,d" et § ¢ N%.

La fin de la démonstration est inspirée du Lemme 5.1. En effectuant le changement
de variable 7 = 1 — ¢(&, w) dans (5.8), on obtient que le vecteur colonne p{w, ) est
en facteur dans Gf(g, w, fl (£), DAf(w), Jix,(x, ), c’est-d-dire qu’il existe une
matrice ligne Cf 3 coefficients dans C[[z, ¢, w]] telle que G? = Cf p. Finalement, on
ohtient {3.6) en effeciuant le changement de variable ¥y = y — ¢ (y, ) dans Gf - Cf p. O

Remarque 5.4. Appliquer I'opérateur 3/3¢ 7,

(¢l (g @&, w), w, DA Fw), &)

en w = & = 0 équivaut aprds conjugaison complexs & appliquer 'opérateur [7; défini
en (1.10) & v(z), pour ¥ une série formelle quelconque. Par conséquent, la fonction
antiholomorphe 2’ > G (0,0,0, DA F(0),2') est égale 2 la fonction ¥ définie en (1.11),

5.2. Détermination finie de [ por deux jets

La premiére étape de la- démonstration du Théoréme 1.6 prouve un énoncé analogue &
1a Proposition 4.1, mais qui concerne les jets de f en deux poinis

Proposition 5.5. Si la condition (R) est satisfaite ef si la dimension de V, est nulle en 0,
il existe un entier A 2 0 et, pour toui j =1, ..., 0, il existe un polynéme de Weierstrass
en z;. & coefficients holomorphes en (2,0, w, A, D) e C" x C" x C" x C¥ A) o A gy

voisinage de (0,0,0, D* f(0), DA f(0)), noté Q;(z,¢,w, A, D)(2}), tel que
Q) (2, ¢ w, D F©), DA F ) (£1(2)) = Bz, £, w)p(z, £) + €z, &, whp(w, £)
dans C[[z, ¢, wll, (5.9
ot By et Cj sont des matrices lignes 1 x d & coefficients dans C[[z, {, w]).

Démonstration. Laréunion des deux familles d’équations (4.3) et (5.6) donne un nouveau
systéme d’équations : pour tout k € N,

Fi(z, ¢, w, DA F(0), DAF(w), @) = Bz, 6 w)p(a, £) + Cile, §, who(w, )
dans C[lz, £, wl], (5.10)
ol les Fy, sont des fonctions holomorphes au voisinage du point mp := (0,0, 0, DA f {0,

DAF(0),0) dans € x €7 x €7 x €W 5 C*4) x C¥ etles By et C}, sont des matrices
lignes 1 x d & coefficients dans Cffz, ¢, w]].




8. Damour, J, Merker / Bull. Sci. math. 126 (2002} 831-854 851

On procéde maintenant comme pour la Proposition 4.1. Dans €7 x € x €7 » £ A %
! - ~ . o~ »
A« ¢ on considere le sous-ensemble analytique complexe Vi défini dans un
véisinage du point 7o par les équations

Fk(zsgsng:D,zf)ZO, J’CEN.
Vu fa Remarque 5.4, la seconde variété caractéristique V» coincide avec la fibre
{2 (0,0,0, DA F(©), D* f(0),2) € V3 }.

Cetfe fibre étant de dimension zéro en g, le théordme fondamental de représentation locale
des ensembles analytiques complexes (cf. [6]) prouve que Vi est contenu dans le sous-
ensemble analytique complexe défini au voisinage de 7o par les équations

Qi w A DEN=0, j=1..7n, (5.11)

ob Qlz, g, w, A, D) (z&) est un polyndme-de Weicrsirass en z;- a coefficients holomorphes
en (z,{,w, A, D).
Ainsi, chaque polyndme Q;, quitte 2 1'élever 4 une certaine puissance, appartient &

Uidéal (F¢, k< N}y Pourtout j=1,..., #’, il existe donc un entier K; > 0 et une matrice
ligne D; de taille 1 x K a coefficients holomorphes telle que
0z ¢ w, 8, D)) =Dz, ¢, w, 8, D,V F (2, b, w, 4, D7), (5.12)

obt F/ désigne le vecteur colonne (F1,..., Fx,). Finalerment, (5.10) et (5.12) impliquent
5.9. O

5.3, Convergence de f sur les chaines de Segre et fin des démonstrations

On reprend les notations de la Section 4.2, On pose 7:C” x C" 2 (z,{) > z & C" et
7 :(z, &) > ¢ les projections canoniques. Pour tout entier { 2 1, soient

zhi= Ko £5(0),
Z-l =Ko £ V(0),

Z72 =Kl o L52(0),

des points de M, ol 5 € et T=(T,....T) € (€™ sont proches de 0 et oll
T'=(Ty,...,Ti_1) et T" = (11, ..., Ti_2). Par convention, on pose 70 —z-l =0,

Pour tout i 3 1 impair, on pose 7 = w(Z"), ' 1= m(Z7Y) et w' = (2172,
Remarquons que 7(Z! 1) = z(Z') et que m(ZF"?%) = 7(Zi~1). En substitaant z = 2,
¢ =¢' et w=w dans (5.9), puisque p(z’, £') = p(Z})=0et p(wt, )y =pZzF =0,
on obtient

0;(w (2}, m(Z ). m (272), DA £ (270, DA P2 ) (F(Z)) = 0
dans C[[T, 1], (5.13%)

avec la notation f! définie en (4.6). }
De méme, pour tout i > 2 pair, en subsiituant z = (7Y, ¢ = a(Z et i = w(Z2)
dans la conjuguée de (5.9), on obtient
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0 (e(2). w(271), (7 7), DA 1= (21), DA F3(Z2) (11(2)) =0

dans C[[T, s]]. (5.14)
Finalement, en posgnt in = Q; (resp. 0 #) st i estimpair (resp. pair) et par un léger
abus de notation sur Q;., (5.13) et (5.14) impliquent que pour tous i = let j=1,..., 1,

Q;(zl; ZE—I’ 2672’ DAfi—] (fol)., DAfi—Z(Zt—Z))(f;(Z!)) =0
dans C[[T, 5]]. (5.15)

Lemme 5.6. Si f vérifie I'égalité formelle (3.15), alors pour tous i = 1 et B € N, le jet
DB f7 est convergent sur la chaine de Segre St

Démonstration. Comme pour le Lemme 4.3, on procéde par récurrence sur { = 1. Soit
donc i > 1 fixé. On montre tout d’abord que les dérivées iransverses Ki? f i(ﬁg‘:)(O)), Be
N¢, sont convergentes. Les coefficients de I'équation polynomiale (5.15) sont holomorphes
enles 7', Z~1, 2172, DA fi=1(z1-1) et DA fi=2(7/=2) Pour B & N¥, la dérivée particlle
3181 /358,y de chacun de ces coefficients est une fonction holomorphe en les

o i () .

ey o LP )| o I8, (5.16)
vt Ty

3 Ko L5 P0)] Ly I<IBL, 5.17)
alel o

S o LT O Ly ol <18, (5.18)
KPDAF (L5 D@y, 181< 181, (5.19)
Kt DA £ @), 1Al <181 (5.20)

Or, les fonctions des types (5.16), (5.17) et (5.18) sont convergentes puisque les ﬁfi

et les ICf sont des champs holomorphes, Par ailleurs, les fonctions du type (5.19)
sont convergentes par hypothése de récurrence pour i 2 2, el sont constantes égales
4 KPDA F(0) pour i = 1. Enfin, les fonctions du type (5.20) sont convergentes par
hypothése de récurrence pour { 2> 3, et sont constantes égales & KADA F0) pour

i=2et & K*DAF(0) pour i = 1; Le Lemme 3.4 implique alors que les séries
formeltes X! A f ; (ﬁgf) (0}) sont convergentes. Puis, comme pour le Lemme 4.3, les dérivées

- partielles L1 K 4 F (Cgf) 0, o e N, 8 € N¢, sont convergentes et donc aussi le jet
DB fi (Egi)(O)), pour tout B € M. La récurrence est terminée. O

Fin de la démonstration du Théoréme 1.6. La condition (R) étant satisfaite et la
dimension de 1, étant nulle en 0, la Proposition 5.5 prouve que f vérifie Iégalité
formelle (5.9). Puis, le début de la Section 5.3 montre que f vérifie alors (5.15).
Enfin, comme M est minimale en 0, on conclut que f est convergente comme pour
la Proposition 4.4, en utilisant le Lemme 5.6 pour B = 0 et en utilisant Iinterprétation
géométrique de la minimalité de la Proposition 2.9. O
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Fin de la démonstration du Théoreme 1.7. La Proposition 2.8 prouve que V4 est contenu
dan$"M’ au voisinage de 0. Comme V; est un sous-ensemble analytique complexe de o
passant par 0 (cf. Définition 1.5), il est de dimension zéro en 0. Gréice 4 la condition (R},
le Théoréme 1.6 permet alors de conclure que f est convergente. [
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