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1. Introduction

Si f: R — C est une fonction réguliere qui décroit suffisamment a I’infini, i.e. lorsque
|z| — o0, alors dans le cours d’ Analyse de Fourier, la transformée de Fourier de f(x) est
définie par :

fo = [ ) e dn cem,

et c’est une fonction f: R — C.

En contrepartie, si f(£) décroit elle aussi suffisamment a I’infini, i.e. lorsque |{| — oo,
alors f(x) est ré-obtenue comme transformée de Fourier inverse — noter le changement

~

de signe dans I’exponentielle — de f(¢) :

fa) = / 7€) e2imee ag eR).

La transformation de Fourier joue un rdéle fondamental en Analyse réelle, mais aussi
en Analyse complexe. Dans ce chapitre, nous allons en effet dévoiler des liens intimes et
illustrer diverses connections fructueuses qui existent entre d’une part la théorie de Fou-
rier réelle, et d’autre part les fonctions holomorphes d’une variable complexe. Le theme
principal est le suivant.

Pour une fonction f: R — C initialement définie sur la droite réelle R x i{0} C
C, la décroissance rapide (par exemple exponentielle) de sa transformée de Fourier fest
fortement liée a la possibilité de prolonger f holomorphiquement a certains voisinages
ouverts allongés de R dans C.

Plus précisément, si f est & décroissance modérée au sens ol |f(x)| < 1357 pour une
constante 0 < C < oo de telle sorte que I’intégrale qui définit sa transformée de Fourier
converge, et si f peut étre prolongée holomorphiquement a une baEde horizontale ouverte
infinie centrée autour de 1’axe réel, alors nous démontrerons que f décroit exponentielle-
ment a I’infini au sens ot 'on a :

FOI < Be,

pour deux constantes 0 < B,c < oo. Dans ces circonstances, la transformée de Fourier

inverse peut €tre appliquée a f, puisque I’intégrale correspondante converge alors aussi.
1
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De plus, on peut déduire de ces considérations la formule sommatoire de Poisson :

> )= fn),

neL neL

déja démontrée dans le cours d’ Analyse de Fourier. De maniere profonde, de nombreux
théoremes de la théorie de Fourier sont des conséquentes élégantes de la théorie de I’inté-
gration sur des chemins complexes.

Dans un second temps, nous prenAdrons comme point de départ la validité de la formule
d’inversion de Fourier lorsque f et f sont suffisamment décroissantes a I’infini, mais sans
faire I’hypothese que f se prolonge holomorphiquement a un voisinage ouvert de R C C.
Nous souleverons alors une question simple et naturelle : Quelles sont les conditions sur
f pour que sa transformée de Fourier soit a support compact, disons dans un intervalle
borné [—M, M| ? Ce probleme se formule en effet sans aucune référence aux concepts de
I’ Analyse complexe.

Cependant, cette question peut étre résolue uniquement en termes des propriétés holo-
morphes « cachées » de f. La bonne condition nécessaire et suffisante sera exprimée par le
Théoreme de Paley-Wiener, d’apres lequel :

~ f € O(C) se prolonge holomorphiquement a C
suppf - [_M7M] — c ol 2mM| 2|

et satisfait | f(z)| < constante - e :
Les fonctions holomorphes définies sur C tout entier qui satisfont ce contrdle de croissance
sont dites de type exponentiel.

Intuitivement, la condition que fs’ annule identiquement en-dehors d’un intervalle com-
pact [—M, M] C R peut étre vue comme une forme ultime (et méme extréme) de décrois-
sance a I'infini, et ainsi, le théoreme de Paley-Wiener s’avere étre une illustration supplé-
mentaire des connexions intimes entre 1’ Analyse réelle et I’ Analyse complexe.

Pour établir ces beaux résultats, la technique-clé va consister a décaler verticalement
le chemin d’intégration, c’est-a-dire la droite réelle R C C, pour produire des droites
horizontales translatées vers le bas ou vers le haut, ce qui permettra de tirer avantage du
comportement exponentiellement décroissant du facteur complexifié e =2, dans lequel on
remplace z par z = x + 1 y. En effet, lorsque z = x € R est réel, on sait bien que ce facteur
e~ 2™ ogcille tout en restant borné en module (constant égale A 1), mais quand z = z + i b
est sur une droite horizontale de partie imaginaire b # 0 non nulle constante, ce facteur
e~ 2imEz+2mEb devient de module e?™¢* exponentiellement décroissant lorsque & — oo des
que signe (b) < 0.

Ce sont ces déplacements de la droite réelle vers le haut et vers le bas dans le plan
complexe qui vont permettre de découvrir des propriétés nouvelles de la transformation de
Fourier.

2. Fonctions holomorphes de module décroissant dans des bandes

Une condition de décroissance simple que 1’on peut imposer aux fonctions f: R — C
afin que leur transformée de Fourier :

fle) = / f(x) e 2
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ait un sens, est celle qu’on appelle, dans un cours d’Analyse de Fourier, la décroissance
modérée (a I’infini) :
C
r) < ——
|f( )} = 1 +$2’
ou 0 < C < oo est une constante. Si de plus on a :

~ C

<
alors un théoréme important montre qu’on retrouve la fonction de départ grace a la formule
d’inversion de Fourier — noter le changement de signe dans I’exponentielle :

2.1) flz) = /_ N F(€) e¥mt de.

Ces résultats sont en particulier valables en supposant que f € .%(R) appartient a 1’ espace
de Schwartz, ¢’est-a-dire que toutes ses dérivées sont a décroissance plus rapide que 1’in-
verse de toute puissance de = a I’infini :

Cu
F™ (@) < chlk (¥, 7k, 3cn);

car on démontre alors que fA € . (R) satisfait aussi de telles inégalités.

Nous travaillerons plutdt avec I’hypothese élémentaire de décroissance modérée. Plus
généralement, le lecteur-étudiant vérifiera qu’on peut travailler avec des hypotheses du
type :

C

L+ e

7@ < e et Fe)l <

ou € > () est fixe.

Dans le contexte de la décroissance modérée, introduisons maintenant une classe de
fonctions holomorphes qui est particulierement bien adaptée a 1’objectif que nous nous
sommes fixé : établir des théoremes au sujet de la transformée de Fourier en exploitant la
puissange (magique) de I’ Analyse Complexe.

Définition-Notation 2.2. Pour ¢ > 0 fixé, on note :
B, == {z€C: |Imz| <a},
la bande horizontale ouverte infinie d’épaisseur 2a, dont I’ame centrale est 1’axe réel.

y i

ia ia I

|
Yz

Ly//
Ly///

—ia —tia

On introduit la classe de fonctions holomorphes :

T, = {f € O(B,): |f(z+iy)| < 7z pour toutz € R et tout [y| < a}.
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Les lettres C, C, Cq, Co, . . ., désigneront des constantes de R, modifiables, dont la valeur
précise n’importe pas. En particulier, f est bornée dans les rectangles B, N {|z| < M} ou
M e R;.

En d’autres termes, §, consiste en les fonctions holomorphes dans B, qui sont a dé-
croissance modérée uniforme sur chaque droite horizontale contenue dans B, :

Ly: = {ZEC: Imz:y'} (—a<y <a).

Comme suggéré intuitivement par la figure, sur toutes les droites horizontales
Ly, Ly, Ly, - - - C Bg, la décroissance modérée est la méme.

Notons que pour toute « troncature rectangulaire horizontale », a savoir pour M € R
quelconque, on a :

[f(z)] < ¢ dans B, N {fx] < M} max(Cy, C
c f € §. avec |f(z)} < (—122)
|f(2)] < 22 dans B, N {[z| > M} 1+x

Exemples 2.3. (1) La fonction f(z) := e ™" appartient 2 §, pour tout « € R*, car en
supposant |y| < a, il vient :

2
Y

_ N2 2 2 .2
e @) = Tty oo avec C := e™

et on sait depuis la classe de terminal maternelle que 2 — e~ ™" décroit beaucoup plus
vite a 'infini que z — —L

14+z2°
(2) Avec ¢ > 0 fixé, la fonction :
1 c
z) = — —,
&) =50
qui a deux pdles simples en z = Fic, appartient a §, pour tout 0 < a < ¢, car :
c 1 c 1 c 1
|f(2)‘:_2 2 ' 2| N 2 2 2 S C a3
T |t + x* + 2ixy — vy Tt Tt -y Trt+ct—a
[Exercice] =
xercice T, 9
S 142
(3) Un dernier exemple est fourni par la fonction :
1
z) = —.
1) coshz
Nous affirmons que _;— appartient 3 §, pour tout 0 < a < 3.
P 1 _ _ o+ : .
En effet, en utilisant ot = arp)@id)’ estimons :
9 2 2 |67rasfi7ry + 6771':1:+i7ry|
eTE 4 e= Tz - ewm+i7ry + e—wm—iwy‘ - (eﬂx—i-iwy + e—mz:—iwy) (ewx—iwy + 6—7rx+i7ry)

2 |e7rx7i7ry + 677m+i7ry‘

627r:c + 62i7ry + 6—2i7ry + 6—27rx
2™ + 27T
< .
e?™® + 2 cos 2wy + e~

Or, puisque I’hypothese |y| < a < % implique :

0 < 2cos2ma < 2cos 27y,
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nous obtenons :

1 6TI'.’E + efﬂ'l’
‘ coshz €27 + 2 cos 2ma + e~ 2"’
Ce majorant indépendant de y = Im z est borné, de classe 4> sur R comme fonction de
x avec —0o < x < 00, de I'ordre ~ -2 quand # — oo, de I'ordre ~ —- quand

i gy c
—00 «— x, donc certainement majoré par . A

Notation 2.4. On note § la classe des fonctions qui appartiennent a une §, pour au moins

una > 0:
§ =3

a>0

Une application naturelle des inégalités de Cauchy montre que si f € .%, pourun a > 0,
alors quitte a passer a une sous-bande, la collection de toutes les dérivées de f est aussi a
décroissance modérée uniforme.

Ty
ia B.
Ba I <
0o S
O _or 2 x S
= >
By ©, By
—ibi ()
—ia

Proposition 2.5. Si f € §, pour un a > 0, alors pour tout 0 < b < a et pour toutn € N :
e 3.

Démonstration. Fixons unrayon 0 < r < a — b, éventuellement tres proche de b — a. Pour
tout z € B, dans la sous-bande, donc avec |Im z| < b, le disque fermé D,. C B, est contenu
dans la bande originale — de quel film ?

Tout d’abord, il est clair, puisque f ") e @ (B,) est continue, que ’on a :

‘f(”)(z)’ <C < sur le compact {lz] <2r, |y| < b}
Enuite, une formule connue due a Cauchy exprime la dérivé n-ieéme par une intégrale :
!
) = o Y

B % [¢—z|=r (C_Z)n+1

d’ou découle une inégalité de Cauchy :

2rr
~
27 [¢C—z|=r 171

Mais par hypothese, on a :
C

!f(C)! < m-

Or( =z+7re?donne Re( — 7 < Rez < Re( +r, pour tout # € R, d’ou :
IRe(| > |Rez| —r.



6 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay

En supposant |Re z| > 2r en-dehors du compact ci-dessus, nous avons :

C c’
< < ;
70 1+ (|[Rez| —7)2 = 1+ (Rez)?
avec une nouvelle constante €’ < oo (exercice), donc toujours pour |z| = |Re z| > 2r:
e C
el < =

o1+ 22 1+ 22

En conclusion, nous obtenons bien I'inégalité de décroissance modérée uniforme pour
z € By:

max (Cl, CQ)

O
1+ 22

|F™(z)| <

3. Décroissance exponentielle de la transformée de Fourier, et inversion

Dans cette section, nous commencgons a démontrer des théoremes au sujet de fonctions
holomorphes définies dans des bandes horizontales, qui sont a décroissance modérée uni-
forme.

L’idée-clé derriere toutes les démonstrations, y compris celles qui vont suivre dans des
sections ultérieures, c’est de passer au champ complexe, et d’effectuer des intégrations
sur des contours bordant des domaines de Jordan 2-dimensionnels appropriés. Ainsi, cette
(nouvelle) approche de la transformation de Fourier va nous dévoiler des propriétés qui
demeuraient insoup¢onnables lorsqu’on se cantonnait a intégrer ffooo (+) dx seulement sur
la droite réelle.

La premiere manifestation de cette idée-clé est un phénomene de décroissance exponen-
tielle de la transformée de Fourier :

fo - | @) e i dn ceon,

Théoreme 3.1. Si une fonction f appartient a la classe §, pour un certain a > 0, alors
pour tout 0 < b < a, il existe une constante C' < oo telle que :

F(O)] < /e,

En partant de | f(2)| < 17 dans B,, on trouvera ¢’ = C .

Démonstration. Le cas b = 0 dit seulement que f est bornée, ce que le cours d’ Analyse de
Fourier avait déja montré, comme suit :

mm</|mm%mm:/ meg/

—00 —00 —c0 1 -+ ZEQ

o0 o0 [e.o]

dr = Cm < 0.

Supposons donc 0 < b < a. Montrons d’abord I’estimée dans le cas £ > 0.
L’idée principale consiste a descendre / abaisser le contour d’intégration, c’est-a-dire la
droite réelle | — 0o, 0o[, d’une hauteur —b < 0.
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p

ia

Ys

FR,int

—R—1ib

Plus précisément, avec R > 1 qui tendra vers oo, considérons le contour rectangulaire
[k, de sommets —R — b, R — b, R, —R, orienté positivement, et introduisons la fonction :

g(2) = flz) e

Estimons son intégrale sur le segment vertical droit :

R 0
’ - / g(2)dz / F(R + it) e 2m®FDE 4 dt'
—R—1ib -b

0
< max }f(R+it)|/ e 2 dt
b

—b<t<0

C e—27rt§ 0

14+R* | —27&] _,
__¢C L(ems_l) _ o=
1+ R2 27¢ '

Une estimation similaire montre (exercice) que I’intégrale de g(z) sur le segment verti-
cal gauche est aussi un O ().

La fonction g € 0'(B,) étant holomorphe dans un voisinage ouvert de ces contours 'y
qui dépendent de R, un théoréme connu de Cauchy donne :

0 = / 9(2) dz.

En faisant R — 00, nous obtenons :

3.2) Fo) = / h fla — ib) e 2m@=E gy

~

Cette formule alternative pour f(£) permet d’atteindre la décroissance exponentielle dans
lecas& >0

Fol< [ Ife-]e> i

[e.e]

* C
< / d.ﬁlﬁ . e—27rb§
~X

oo 1+ a2

—27bE

= Crme
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Une argumentation similaire existe lorsque £ > 0, cette fois-ci en décalant la droite
réelle vers le haut d’une hauteur b > 0. Ceci termine la démonstration. O

Ce résultat exprime que toute f € § a une transformée de Fourier fqui décroit tres
rapidement a I’infini. Faisons remarquer que, plus on peut prolonger holomorphiquement
f dans de bandes grandes, c’est-a-dire plus on peut augmenter a > 0, donc aussi b < a,
plus la rapidité de décroissance du majorant e~2™l| augmente. Nous reviendrons sur cet
ordre d’idées dans la Sectlon 5, ou nous décrirons toutes les fonctions f: R — C dont la
transformée de Fourier f jouit de la décroissance rapide maximale et ultime, a savoir, f est
a support compact.

Puisque nous savons maintenant que f décroit exponentiellement rapidement, I’inté-

grale [ fooo f(f ) €2m€ d¢ qui définit la transformée de Fourier inverse a du sens. Nous pou-
vons établir la formule d’inversion de Fourier, déja vue dans un cours d’ Analyse de Fourier
avec des méthodes purement réelles.

Théoreme 3.3. [Inversion de Fourier] Si f € § = Ua>0 Sa alors :

- / 7() e de.

Démonstration. Outre une intégration le long d’un contour dans le champ complexe, la
preuve requiert la valeur d’une intégrale définie élémentaire.

Lemme 3.4. Si A > 0etsiB € R, alors :

/Oo o (A+iB) € d¢ = 1 .
0 A+ 1B

Preuve. Puisque }e*(A”B)ﬂ = ¢~*¢, I’intégrale converge. Elle vaut effectivement :

o R
/ e MBI ge — im / e~ (AMHBIE ¢
0 R—o0 0

. |:€_(A+iB)§:| R
= |lm |——

—A —iB

e~ (AtiB) 1 1
= lim (— — + - ) = —0+ — . |
R—00 A+ 1B A+ 1B A + 1B

Nous pouvons commencer la preuve de la formule d’inversion de Fourier. A nouveau,
le signe de ¢ va intervenir, donc décomposons :

oo , o ' o |
/_ f(f) emef df — /_ f(é) 62mx£ df +/0 f(E) e2zm:§ df.

Pour la seconde intégrale, argumentons comme suit. Soit f € §,, avec a > 0, et soit 0 <
b < a. Enraisonnant comme dans la démonstration du Théoréme 3.1, voir notamment (3.2),
nous obtenons :

flor = [ su- ety
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Grace a la convergence de I’intégration par rapport a £ qui garantit 1’applicabilité du théo-
reme de Fubini, calculons :

/ A(g) 62i7ra:§ dg — / / f(u o Zb) 6—2i7r(u—ib)§ 62i7ra:§ du df
0 0 —00

_ / f(u . Zb)/ 6—27rb—2i7r(u—a:) dg du
—00 0

o 1
[Lemme 3.4] = / f(u—ib) ST du
s a

im(u — x)
1 [ f(u—ib)
2w _oou—ib—a:du

L f(©Q
2 J, - e

ou L, désigne la droite {u —ib: u € R}, parcourue de la gauche vers la droite, ¢’est-a-dire
que L, est’axe réel R x {0} C C descendu de la hauteur —b < 0.
Pour ce qui est de I’intégrale portant sur £ < 0, un calcul similaire conduit (exercice) a :

0 N LT _ 1 f(C)
/_Oo 7le) et g _%/M T g,

ou L, est I’axe réel surelevé de la hauteur b > 0, et orienté lui aussi de la gauche vers la
droite.
Ty

_R4ib Im R+ib
ib

Lo

| |8

FR,int

—ib
—R—1ib I*Z'CL R—1b

Ensuite, soit € R quelconque, et pour R > |z| avec R > 1 qui tendra vers I’infini,

considérons le contour représenté sur la figure.
Puisque la fonction % a un unique pdle simple de résidu f(z) en le point { = z, le
théoreme des résidus donne :

o)~ L[ Q)

2w Jp, C—x

dc.

Si nous laissons s’évader R — o0, le lecteur scrupuleux pourra vérifier (exercice) que les
intégrales sur les deux segments verticaux du rectangle tendent toutes deux vers 0.
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A la limite, il ne reste plus que deux intégrales horizontales, et nous pouvons conclure

que :
o) = o &dc—i/ Cf(_—cldc

2im Jp, (—x

= [T Roemsacr [ fe e
- / T 0

4. Formule sommatoire de Poisson : Approche holomorphe

Le prochain résultat est une formule sommatoire due a Poisson, que I’on peut aussi
démontrer dans un cours d’ Analyse de Fourier avec des méthodes purement réelles.

Théoreme 4.1. Si f € § est holomorphe dans une bande autour de [’axe réel et est a
décroissance modérée uniforme, alors :

[e.e] [ee]
> fn) = Y fln
n=-—00 n=-—00
Notons que la premiere série converge grace a la décroissance modérée, et que la se-

conde converge aussi grace au Théoréme 3.1.

Démonstration. Soit donc f € §, avec a > 0, et choisissons un réel b avec 0 < b < a.
La fonction 1-périodique 1 / (2™ — 1) a des pOles simples en tous les entiers n € Z,
avec des résidus tous égaux au résidu en z = n = 0, qui vaut 1 / 2¢m. Donc la fonction
f(2) /(%™ —1) ades pdles simples aux entiers n € Z, avec des résidus égaux a f(n) /2ir.

Yy
—N—3%+ib Tib Ix N+ 3 +ib

N [N+1

—~N—L1—ib —ib N+4—ib

Nous pouvons donc appliquer le théoreme des résidus au contour rectangulaire ['y de

sommets —N — = — b, N+ =—1b, N+ % +1b, —N — % ~+1tb, o N > 0 est un entier quelconque.
Ceci nous donne :
f(2)
Z f / 62i7rz -1 dZ
—N<n<N Ix

En laissant tendre N — 00, et en nous souvenant que f est a décroissante modérée, la
somme a gauche converge vers ) ., f(n).

De plus, a nouveau grace a la décroissance modérée (uniforme), on peut se convaincre
(exercice) que les deux intégrales sur les deux segments verticaux tendent vers O lorsque
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N — oo. Par conséquent, a la limite, il reste :

(4.2) > fln / . 62{(—211 dz — /L 2 —ezi]:riz_)—l dz,

nez

ouL; =R—ibet Ly, = R-+17bsont deux droites horizontales obtenues en décalant R C C
d’une hauteur —b vers le bas, et +0 vers le haut, respectivement.
Maintenant, utilisons le fait que pour |w| > 1,ona:

w—1 _1an’

pour développer sur L1, ol [e?™*| = 2™

1 __—2imz —2imnz
= ¢ E e :
edmz 1 —

De méme, puisque pour |w| < 1,ona:
o0
1 Z
—1 — wn’
o n=0
nous pouvons développer sur L, ol ’62”'2‘ =e ¥ <1

- _ § 27,7Tnz
6217rz —

Maintenant, en substituant ces developpements dans (4.2), nous trouvons :

> 1, en série entiere normalement convergente :

%Zzﬂn)—/hf@(e— e [ (3 ) o
— Z f(Z) ef2i7r(n+1)z dz + Z f(Z) €2i7rnz dz.

Enfin, en re-déplagant les droites L, et Lo vers la droite réelle centrale R C C grace a (3.2),
nous atteignons la conclusion :

Z f(n) = i/oo f(x) e~ 2Ttz g, 4 i /Oo f(x) P2 1,
n=0"Y n—0 Y —00

neZ
= Z fin+1) + Z F(=n)
n=0 n=0
) -
neL

La formule sommatoire de Poisson posseéde de nombreuses conséquences intéressantes,
et nous allons maintenant en dériver quelques unes avant de terminer cette section.
B} . _ 2 .
Tout d’abord, souvenons-nous que la fonctions e~ est un point fixe pour la transfor-

mation de Fourier :
x
_ 2 9 2
/ eﬂxGQZWExdxzewg‘

[e.e]
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Pour des paramétres réels fixés ¢ et @ > 0, le changement de variable 2 — t'/2(x 4 a)
dans cette intégrale montre que :
flz) = e M+ a pour transformée (&) = 7 e TE gPimal
Alors une application de la formule sommatoire de Poisson a ce couple (f, J?) — deux
fonctions qui appartiennent a § — donne :
o0 o0

—7t(n+a)? __ 1 —Tn? 2imtna

4.3) Z e = Z e e .
n=—oo n=—oo

Cette identité possede des conséquences remarquables. Par exemple, le cas spécial a = 0
est une relation fonctionnelle satisfaite par la fonction théta :

o) = Y e
a savoir :
I(t) = \/%19(%) (t>0).

Cette équation sera utilisée lorsque, dans un prochain chapitre, nous démontrerons une
équation fonctionnelle célebre satisfaite par la fonction ((s) de Riemann.

Souvenons-nous que dans le chapitre consacré au théoreme des résidus, nous avons
démontré que la fonction —— est aussi un point fixe pour la transformation de Fourier :

cosh T
/OO 1 —2iméx . 1
—e dr = ——.
_oo COShTz cosh 7€

Toujours avec deux parametres ¢ € R et a € R*, un changement de variable approprié
(exercice) montre que :

fx) =

Alors la formule sommatoire de Poisson donne ici :

—2imaz t

‘ a pour transformée f(f ) =

cosh Tz coshm(§ + a)t

00 —2imwan o

e t
Z coshZn Z cosh(n + a)t

5. Théoreme de Paley-Wiener

Dans cette section, nous prenons un autre point de départ. Nous ne supposons pas que
f+ R — C se prolonge holomorphiquement a une bande horizontale centrée sur 1’axe
réel, mais nous supposons la validité de la formule d’inversion de Fourier :

f(x) _ / f(g) e2imaé dg si f(f) = / f(x) o 2imén dz,

sous les deux hypotheses élémentaires de croissance modérée :
C ~ c
< — et < .

Une démonstration de cette formule d’inversion sous ces hypotheses apparait dans le cours
d’ Analyse de Fourier.
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Commencgons par présenter une réciproque partielle du Théoreme 3.1, qui obtenait :
’J?(f)} < c e—27rb|§\'

Théoreme 5.1. Si la transformée de Fourier f satisfait ’ f (§)| < Ae 2™l pour deux
constantes 0 < a, A < 00, alors f(x) est la restriction a R d’une fonction f(z) holomorphe,
pour tout 0 < b < a arbitrairement proche de a, dans la bande :

{z€C: [Imz] <b}.

Démonstration. Nous affirmons que notre fonction f(z) = [ F(€) €2m€ d¢ se prolonge
holomorphiquement a la bande {|Im z| < b} via la formule :

f(2) = / Fle)y 2= dg.

En effet, pour z = x € R, on retrouve f(z). Ensuite, grace a I’hypothese principale du
théoreme, cette intégrale converge normalement dans la bande, car en majorant :

|62i7rz£| _ }62i7r(x+iy)§‘ _ ’6—27ry£‘ < 627rb|§\’

il vient :

/ (&) ¥ df’ < A / e~ 2@Vl g« oo,

Enfin, le fait que I’intégrande 2z — f(é ) €2im%¢ de cette formule soit holomorphe par rap-
port a z garantit intuitivement que f(z) est holomorphe — mais nous n’intégrons pas sur
un compact, donc il faut encore travailler un peu.

Pour n € N3, introduisons donc la suite d’intégrales « tronquées » :

n

folz) = F(E) ¥ gt

—n
D’apres le théoreme des intégrales a parametre vu dans un chapitre qui précede, ces fonc-
tions f,(z) sont holomorphes pour z € C, dans tout le plan complexe.
De plus, en prenant z avec |Im z| < b, il vient :

£(2) = ful2)] < A e

Donc la suite { f,,}7°, converge uniformément dans la bande, et un théoréme connu di a
Cauchy assure que la limite f est bien holomorphe dans cette bande. U

d¢ < A/ e~ 2m(a=b)l¢| d¢ _ 7o L.
|€1>n

Observons qu’en faisant tendre b —5 a, la fonction f (z) est holomorphe dans la bande
{|Imz| < a}.
Une conséquence immédiate du principe des zéros isolés est le

Corollaire 5.2. Si f(f) = 0(6*2”‘”5‘) pour un réel a > 0 et si f s’annule sur un sous-
intervalle ouvert non vide I C R C C, alors f = 0 dans la bande {|Im z| < a}. O

Le théoreme de Paley-Wiener va plus loin que le Théoréme 5.1 qui précede, car il décrit
précisément les fonctions dont la transformée de Fourier est a support dans un intervalle
compact (symétrique) [—M, M|. Les fonctions f(£) qui deviennent identiquement nulles
lorsque |£| > 1 est grand sont certainement a décroissance modérée, et d’ailleurs a dé-

croissance maximale possible.
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Théoreme 5.3. [Paley-Wiener] Soir f: R — C une fonction continue a décroissance
modérée, i.e.|f(z)| < 15z, et soit f(€) = [ f(x) e > dx sa transformée de Fourier.
Alors on a équivalence entre :

~ f € O(C) se prolonge holomorphiquement a C
supp f C [—M, M] =

et satisfait | f(z)| < constante - e ™I,

Démonstration. L’implication = est simple. Supposons en effet que fest a support dans

[—M, M|, donc trivialement a décroissance modérée. Ainsi, la formule d’inversion de Fou-

rier s’applique et donne :
M

flx) = [ F&) ¥

—M
Mais comme on integre sur un compact, nous pouvons remplacer x par la variable com-
plexe z € C pour introduire la fonction :

M
~

f(z) = (€) e* ¢ de.

—M
Grace au théoreme des intégrales a parametre holomorphe que nous avons utilisé il y a
un instant, cette fonction est holomorphe entiere, i.e. holomorphe dans I’ouvert maximal
Q = C. Evidemment, on a f(2)|,—, = f(z) pourz € R C C.
Enfin, une majoration « simple et brutale » conclut :

s < [ IR e ag

< max ) /_1: e d¢
< max ‘f(f)} L2M - 2™

l€l<m
< constante - ¢2™1l,

La réciproque < requiert beaucoup plus de travail. Supposons donc que f se prolonge
comme f € O(C) et satisfait | f(z)| < ce?™F. D’apres la troisieme ligne des inégalités
que nous venons de détailler ci-dessus, si fétait a support dans [—M, M|, la borne plus forte
|f(2)| < € ¥ serait satisfaite. Comme précédemment, la lettre C désigne une constante
modifiable.

Pour établir la réciproque <=, I'idée va étre d’essayer de se ramener a une meilleure
situation ou cette borne plus forte serait satisfaite. Toutefois, cela n’est vraiment pas suf-
fisant, car nous aurons besoin aussi d’une décroissance modérée lorsque |z| — oo, afin
d’assurer la convergence des intégrales considérées.

C’est pour cette raison que nous allons commencer par faire des hypotheses supplémen-
taires, pour ensuite les supprimer pas a pas.

Etape 1. Supposons que f € ¢'(C) satisfait la condition suivante concernant la décroissance
modérée en z et la croissance en ¥ :

. C 2™
(5.4) |fz +iy)| < el vl
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~

L objectif est de montrer que f(£) = 0 lorsque || > M. En fait, I’argument se décompose
en deux parties :

(fetim)] < gae™™ we) = (f© =0 pour&>wm)

<\f(37+iy)\ < 5 ™ Vy>o) — (f(f) =0 pour £ < —M).

Traitons la premiere implication. Supposons donc que £ > M et pour y < 0, écrivons :

fle) = / " @) e dn

= / f(x + iy) e 2@ gg

ol nous avons déplacé la droite réelle | — oo, oo[ vers le bas d’une hauteur y < 0, en
appliquant un argument déja utilisé, voir (3.2). Il en découle la majoration :

[e.9]

‘A(g)} g/ ‘f($+iy)‘627r§ydx

—00

00
g C/ dx e—27rMy 627rfy
1 2
o 14z

= Ccme?™EM),

-~

Comme £ — M > 0, en laissant s’échapper y — —o0, il vient sans effort f(£) = 0.
Evidemment, lorsque £ < —M, la deuxieme implication se démontre en déplacant la
droite réelle vers le haut d’une hauteur y > 0.

Etape 2. Maintenant, relaxons la condition (5.4) en supposant seulement que f satisfasse :
(5.5) |flz+iy)| < ce?™W,

Cette condition est toujours plus forte que celle du Théoreme 5.3, mais elle est plus faible

~

que celle que nous venons d’utiliser. L’ objectif est également de démontrer que f(£) = 0
lorsque |£]| > M. A nouveau, I’argument se décompose en deux parties :

(If(a:+z‘y)} < ce P vy@) —> (f(g) =0 pour £ > M>,
(’f(x—i—zy)] < ce?™ Vy>0> — (f(&) =0 pour & < —M).

Traitons la premiere implication. Pour ¢ > 0, introduisons a cette fin les fonctions
auxiliaires :
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Cette collection de fonctions nous permet de nous ramener a 1’Etape 1. En effet, dans le
demi-plan fermé inférieur {Im z < 0}, comme y < 0 implique 1 — ey > 1,ona:

) 1 1
|f5(:c + zy)| |1 — ey +iex|? ‘f(z)| (1 —ey)? + (ex)? U<Z>‘
1 27M
Ce “™Y
14 222 ¢
C€_2 —2mMy
1+ 22 ’

avec la constante C de (5.4) remplacée par la nouvelle constante Ce~2 < oo. Donc la

premiére implication de I’Etape 1 s’applique, et nous offre f;(& ) = 0 pour £ > M. Nous
voulons en déduire la méme annulation pour f(§), donc nous devons bien comprendre

comment ce facteur rie? 2 1 va devenir négligeable.

1+iez) e—0
Observons que le facteur astucieux en question 1 / + iez)? est de module < 1 dans le
demi-plan fermé inférieur {Im z < 0}, car 1 — ey > 1 implique :

1 1 1

1 +icz]2  |l—ey+icz]2 (1 —cy)?+ (ex)?
De plus, quand € — 0, ce facteur converge vers 1 normalement sur les compacts K C C,
donc en particulier sur les intervalles [—R, R] C R.

Nous affirmons alors que ces observations garantissent que f:(ﬁ‘) = fA(f), grice a

I’inégalité :

fio-Fo| = | [ s ) e da

(1 +iex)?
1
<[ \1 o
o (14 iex)?
et grice a I’hypothese que f(z) <
comme f\x|<R+f

|z| >R

1+7 — exercice de révision : découper I’intégrale

et faire R — 00, ou penser au théoréme de convergence dominée.
En appliquant Iirrz) (+), nous en déduisons comme désiré que f(£) = 0 pour £ > M.
E—

Quant a la deuxieme implication ci-dessus, elle se démontre d’une maniere analogue en
introduisant, pour € > 0, les fonctions auxiliaires :

i)
fe(2) = (1—iez)?’

et en travaillant dans le demi-plan fermé supérieur {Im z > 0}.

Etape 3. Pour terminer la démonstration, nous devons faire voir que ’hypothese |f(z)| <
C e?™I#l du Théoréme 5.3 est impliquée par la condition | f(2)| < ¢ e>™¥! que nous venons
d’employer.

Comme la fonction f est & décroissance modérée, i.e. satisfait |f(z)| < 135z, donc
est bornée sur R, apres division par une constante appropriée, nous pouvons supposer que

|f(z)| < 1 pour fout x € R. Nous allons alors démontrer que 1’on a, sans constante C :

|£(2)]

<e
[f(x)] <1

27M|z|

(5.6) — ‘f(l’—l—zy)‘ < 2™yl
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Cette implication va découler d’un argument général ingénieux di a Phragmén et Lindelof,
qui permet d’adapter le principe du maximum du module a certains domaines non bornés
de C. Une version particuliere de ce résultat qui sera suffisante pour notre objectif s’énonce
comme suit.

AY

o
)

Yo

Théoreéme 5.7. [Phragmén-Lindelof] Soit F' une fonction holomorphe dans le secteur
angulaire :

Si={zeC: —Z<Argz<Z},
qui est continue dans ’adhérence S = { — 7 <Argz < %} On suppose que :
e |F(2)| <1 surles deux demi-droites du bord S = {Argz = £%} ;

o il existe deux constantes 0 < ¢, C < oo telles que |F(z)| < ¢ e pour tout » € S.

Alors :
|F(z)] <1 (Vz€3T).

En d’autres termes, si F' est bornée par 1 en module sur le bord de 9, et si sa croissance
reste raisonnable, i.e. d’ordre exponentiel au plus égal a 1, alors F' est en fait partout bornée
par 1 dans le secteur.

. . 2 . L . .
Mais comme le montre la fonction F'(z) := e, il est nécessaire d’imposer une res-
triction sur la croissance de /' a I'infini. En effet, cette fonction est bornée par 1 au bord,
+ Qeii% — e:tir2

. s 2 [ .
puisque pour z = r e>'1 on constate que e* = e” est de module unité, mais
2 . » . . s 1
F(x) = €* est (vraiment) non bornée sur la demi-droite médiane R C S du secteur
lorsque x — oc.

Démonstration. L’idée est de détourner a notre avantage cette « fonction ennemie » e 11

s’agit de la modifier et de la remplacer par e*” avec n’importe quel 0 < o < 2. Pour fixer

les idées, prenons « := 2.

Pour £ > 0, introduisons :

3/2
F.(2) == F(z)e **”

Ici, nous avons choisi la branche principale de la fonction logarithme log z, holomorphe

dans C\R_ avec logz € R pour x € R*, et nous avons défini 232 .= e%'°gz, de telle

sorte que pour z = e avecr > Oet —m < @ < m, on a 2%/2 = r3/2e39/2_ Ainsi, F. est

holomorphe dans le secteur .S, et continue jusqu’a son bord, i.e. continue dans S = SUOJS.
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De plus,on a:

2

|€7sz3/2’

_ 3/2( 30 4 ;g E) _ - .3/2 36
‘6 er c052+zsm = ¢ er cos2.

Puisque —7 < 0 < 7 dans le secteur fermé, il vient —%“ < % < %", ce qui garantit la
positivité stricte de :
cos% > cos 2t > 0.
Ceci, allié a I’hypothese du théoreme :
‘F(rew)’ < ce,

implique que F. décroit rapidement a I’infini dans le secteur fermé S lorsque |z| = r —
oo comme le montre 1’estimation :

‘Fe(r6i9)| = ‘F(’r’ew)‘ ‘e’”

3ﬂcos%

3/2‘

CeCT‘ 6—57"

NN

_ 37 .3/2 r— 00
cr—ecos °F r
Ce 8 — 0.

En particulier, ceci implique que F. est bornée dans S.

Assertion 5.8. En fait,

F.(2)| < 1 pour tout z € S.

Preuve. Posons :
M = sup |F.(z)].
z€S
Nous pouvons supposer que F' # 0, donc M > 0. Soit {w;, };";1 une suite de points w; € S
telle que |F.(w;)] — M.
j—o0

Comme M > 0 et comme F_(z) tend vers 0 lorsque |z| = r — o0, il est clair que cette
suite maximisante ne peut s’évader vers I'infini dans 1’ouverture du secteur. Donc cette
suite {w;}°2, est forcée de rester dans un compact de la forme 5 N {|z| < R} avec R > 1
assez grand. Apres extraction d’une sous-suite, nous pouvons supposer la convergence :

W; — Wy e S.
J]—00
Ce point w, ne peut appartenir a ’intérieur connexe S = Int S, sinon, F, devrait étre une
constante a cause du principe du maximum, non nulle puisque M > 0, ce qui contredirait
I’annulation de F. vers I’infini. Donc ce point w, € 0.5 doit se trouver au bord.
Mais sur le bord, on a tout d’abord par hypothese dans le théoreme ‘F’ag’ < 1, puis par
prestidigitation astucieuse préparée a I’avance aussi :

|€—a(reiz%)3/2| _

ce qui implique |F5]55] < 1, donc force |F.(w,)| < 1, et donc en définitive M < 1,
exactement ce qui était asserté ! U

Pour conclure 1la démonstration du Théoreme 5.7, il suffit de faire tendre ¢ — 0 dans
I'inégalité | F(z) e‘”‘m‘ < 1 que nous venons d’établir dans tout S. O
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Fin de la démonstration du Théoreme 5.3. Nous pouvons maintenant montrer la derniere
implication restante (5.6).

Observons que le secteur d’ouverture 5 dans le Théoréme 5.7 de Phragmén-Lindelof
peut étre rotationné, et que le résultat demeure valable, par exemple dans le quadrant positif
Q :={z > 0, y > 0}. Introduisons alors :

F(z) == f(z)e*™=

Gréce aux deux hypotheses (5.6), cette fonction F'(z) est bornée par 1 en module sur 1’axe
réel positif :

[F(2)] = [f(x) ™ = |f(2)] < 1 (2>0),
et aussi sur I’axe imaginaire positif :
[F(iy)] = |fiy) e ™| = | fiy)e ™| < 1 (v>0).
Comme nous avons aussi dans ce quadrant le contrdle :
IF(2)] = |f(z) ezmml < 2™l 2milzl el

le Théoréme 5.7 de Phragmén-Lindel6f s’applique et nous donne |F'(z)| < 1 dans le qua-
drant fermé @, ¢’est-a-dire | f(z) e™=| < 1, d’oli pour tout z = x + iy avec z,y > 0

F(2)] < |etmism)| = o wso),

ce qui était le but de (5.6), restreint a ce quadrant.
Des arguments similaires peuvent étre rédigés (exercice) pour obtenir, dans les 3 autres
quadrants :

{z <0,y >0}, {z <0, y <0}, {z >0, y> 0},

la méme estimée |f(z)| < e*™Wl est satisfaite. La démonstration du Théoréme 5.3 est
achevée. U

Terminons ce chapitre par une autre illustration des idées analytico-géométriques qui se
trouvent derriere les arguments de type Paley-Wiener. Il s’agit de caractériser les fonctions
dont la transformée de Fourier est identiquement nulle pour £ < 0. Soit H := {Imz > 0}
le demi-plan supérieur, d’adhérence H = {Im z > 0}.

Théoreme 5.9. Soit f: R — C une fonction continue a décroissance modérée, i.e.

|f(2)] < 1552, et soit f(g) = [*_ f(z)e ™ dx sa transformée de Fourier. On sup-

pose que | f(€)

< @ est aussi a décroissance modérée. Alors on a équivalence entre :

0
) = 0 Ve €]—00.0] — {f se prolonge comme f € O(H)N %" (H)

et est borné sur H.

Démonstration. Traitons I'implication =. La formule d’inversion de Fourier devient :

f(z) = /0 " Fle) e e,

Nous pouvons prolonger f(z) ades z = x + iy avec y > 0 via la formule :

f(z) = /0 " Fle e,
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car cette intégrale converge grice a |e?™(@HWE| = ¢=2™¢ L 1, et grice a I’hypothése que
fest a décroissance modérée. Les théoremes standard du cours d’ Intégration garantissent
que f € €°(H).

Pour justifier I’holomorphie, avec n € N, introduisons la suite :

ﬁxa::(A Fle) ¥t de.

Ces fonctions sont holomorphes pour z € H grace au théoréme des intégrales a parametre
holomorphe sur un intervalle compact, et elles convergent uniformément vers f sur H,
puisque :

o

o~

U@—h@ﬂé/ 1F(6)] &2 de

n

~

< C n— o0
< d , 0.
L e’

Un théoreme connu dii & Cauchy offre alors I’holomorphie de la limite f € &' (H).

L’implication inverse <= est plus délicate. Contentons-nous d’en résumer les idées
principales. Pour € > 0 et > 0, introduisons :
fes(z) = flz+i0)
- T (1 —dez)?
Ces fonctions f. ; sont toutes holomorphes dans un certain domaine 2 O H contenant le

demi-plan supérieur fermé.
Comme dans la démonstration du Théoréeme 5.3 de Paley-Wiener, en utilisant le théo-

reme de Cauchy, le lecteur pourra se convaincre que ﬁ,g(g ) = 0 pour tout £ < 0.
Alors, en passant a (Isinz) (+), le lecteur déduira f. (&) = 0 pour £ < 0, puis en passant a
—

lim (), il conclura que :
e—0

F&) = fool&) =0 (V& €]—00,0). O
6. Exercices

Exercice 1. EE
Exercice 2. EE



