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| — Enoncé des conjectures

e Métrigue infinitésimale de Kobayashi-Royden
Soient M une variété complexey un point de)M. On
definit la pseudo-normkob,(v) d'un vecteurv € T, M
comme inversement proportionnelle a la «taille infi-
nitésimale » des «plus grands» disques holomorphe

passant pafp, v) :
oy e 31 b, 10— 09— 2)

e La variete M est ditehyperbolique (au sens de Ko-
bayashi) si la pseudodistance intégrée :

1
7:ipn_f)q /O Kob., 1) (fy/(t)) dt =: pseudodistyp (P, q)

(qui satisfait automatiguement l'inégalité du triangle)
place a distance finie toutes les paires de points distinct:

pseudodisty (p, q) > desque p=#gq.

e Théoreme de Brody (1978) Une hypersurface pro-
jective algébriquex” c P"*1(C) est hyperbolique au
sens de Kobayaski et seulement goute courbe holo-
morphe entier¢ : C — X estconstante.



e Conjecture d’hyperbolicité de Kobayashi (1970) :
Une hypersurface projective lis$g" ¢ P"*+1(C) est hy-
perbolique stleg X > 2n + 1, pourvu gqu’elle soit géne-
rigue.

e Degré optimal : 2n + 1.

e Conjecture de degenerescence algébriqgue de
Green-Griffiths . Si I’'hypersurface projective alge-
brique X c P"T1(C) est générique de degié> n + 3,
alors il existe un sous-ensemble algébrique propr
Y C X tel que toute courbe holomorphe entiere nor
constantef : C — X est nécessairement intégralement
contenue dan¥’, a savoir :f (C) C Y.

e Degre optimal : n + 3|, ce qui correspond a demander
que.X soitde type géenera) a savoir :

hO(X, Kg?m) ~c-m'",
pour une certaine constante- 0 (K x fibré canonique).

e Conditions suffisantes sur le degrél d’'une hyper-
surfaceX” ¢ P"*1(C) afin que toute courbe entiére a
valeurs dansX soitalgébriguement degénéree :

Theorem. (DEMAILLY-EL GouL 2000) En dimen-
sion n = 2 avec X? C P3(C) (trés) générique de
degré d > 21.




Theorem. (PauN 2008) A nouveau en dimension
n = 2 avec X? C P3(C) (trés) générique de degré
d > 18.

e Observation : Dans le cas = 2 des surfaces, le degré
optimal attendu vautd > 5, et ainsi les résultats actuels
sont encore loin d’atteindre la conjecture de Kobayash
méme en dimension = 2.

e En dimensionn = 3:

Theorem. (RousseaAu 2007) Pour la dimension
juste supérieure n = 3 avec X3 C P*(C) générique,
on a dégénéerescence des courbes entieres en de-
gré d > 593.

e Observation : Cette borne inférieure sur le degré est
vraiment tres loin der + 3 = 6! Comme la suivante :

e Résultat effectif en dimension quelconque :

Theorem. (DIVERIO-M.-ROUSSEAU, oct. 2008)En
dimension quelconque n > 2 avec X" c P"t{(C)
générigue, on a degeéenérescence algebrique de
toutes les courbes entieres en degré :

7> n<n+1>(n+5).

-~

Les calculs sur ordinateur « bloquent» pour n > 6,
mais ils donnent de meilleures bornes pour n < 5.




Il — Jets de Green-Griffiths

e Notations :

n = dimension
d = degre
x OuU k = ordre des jets

e Immediatement : Différentier par rapport d € C la
contrainte initialef : C — X :

P(fo(€); f1(C), -+, fnlC)) = 0
ou P(Zy, Zy,...,Zy+1) = 0 désigne une équation ho-
mogéne deX” c P*HH(C).
x ou k = un tel ordre quelconque de dérivation
e Stratégie de preuve (Siu, Demailly) :

(1 Etape | : Montrer que le jet d’ordre: de toute
courbe entier¢ : C — X" doit satisfaire desquations
algebriques globales. On travaille principalement avec
le fibré ECC T des jets déets Green-Griffiths ou bien

avec le fibréEEST§( desjets de Demailly-Semple

e Lemme d’Ahlfors-Schwarz : Si A — X est un fibré
ample guelconque et s’il existe des sections non nulle
dekp Ty ® A~1 alors elles canalisent nécessairemen
les applications entieres non constantes : ce sont eles, |
équations differentielles algébriques global@&sit :

. . —1
Construire des sections de Ep.5, Ty ® A




e Jets de Green-Griffiths en général :.Dans une carte
locale centrée en un pointe X, on regarde les disques
holomorphes passant par.

f:(D,0) — (X,z) =~ (C",0)
qui bien slr ont, composantes :
(1(C); f2(C), - -5 Q).
et au-dessus du point on considere les polynomes en
les variables de jetﬁi<A> du type suivant :

Do coeff (f)I(f1) - (f)

m=ai1+2a9+--+Kax
qgui sont homogenes d’un certain poidsfixé relative-
ment a la dilatation de jets :

5 (flo i fYy = (0 02t Y
d’ou pour la mnémotechnique :
m = poids = nombre total (fixé) de « primes
Lemma. (GREEN-GRIFFITHS 1980) Ceci s’organise
en un fibré vectoriel E¢’ Ty sur X" C P"*(C) qui
est isomorphe a la somme dlrecte

EB Sym‘1T% @ Sym®Ts @ - - - ® Sym* T
01420044kl =m

»

A4

Theorem. (M., oct. 2008)Décomposition explicite du
fibré de Green-Griffiths E¢G 7% en somme directe
de fibrés de Schur.




e Caractéristique d'Euler du fibré de Green-
Griffiths :

mk+1)n—1

U‘f!)n ((/f -+ 1)77, — 1)! nl ((_Cl)n (log /{)n_|_
+ O((lOg k)”l)) + O(m(k_{_l)n_z),

X (X, EfSTy) =

ouc; = ci(Tx) est la premiere classe de Chern'de,
et plus généralement, les classes de Cherit'de’ex-
priment comme suit en fonction du degiéle X :

¢ = —h(d—n—Q)

¢y = h*(d* = C o d + G o)

C3 = _h?)(d3 C1+2 d* + C2+2d Cn+2)
e = (—1)" R (d" = Chyd" T+ (=1 CE).
oUh = c1(Opni1(1)) satisfaith” = d = deg X.

e Observation : La caractéristigue d’Euler ci-dessus
croit comme :

Constantey, ,, (—cy1)" + reste négligeable
= Constantey, ,,, d (d —n —2)" 4 - --
et donc d’'un point de vue asymptotique, pourvu seule
ment queX soit de type général,e. pourvu seulement

qued > n + 3, cette caractéristique devient positive des
quek etm sont assez grands.



e Rappel : Mais surtout, on veut des équations diffé-
rentielles algébriques.e. des sectiong,e. «du 1" », et
comme par définition on a :

x=h'—hl+n> =B+t — 4 (=),
en écrivant alors la minoration triviale :
W=yxy+hl—n2+nmd—nt4 . — (=) h"

Il suffirait par exemple, pour avoir des sections du fibré
de jets, de demontrer la :

e Conjecture accessible actuellement Si X" C
P*+1(C) est de type génerale. de degréd > n + 3,
alors les dimensionls%m descohomologies paires

21 G,G %
H™ (X, ;7 TX)
du fibre de jets croissent (infiniment)oins vite que sa
caracteéristique :
Xhm >> B3, pour k et m grands

Si cela était demontrablement vrai, on déduirait en effe
de notre minoration triviale :

hy.,, = grand ;. ,,, — petit reste > 0.

e Etat de I'art : Eu égard a cette stratégie, les résultat:
les plus récents, confinés aux petites dimensions, n’a
teignent pas le degré optimdl > n + 3 parce que la
complexité algebriqueexplose avec l'ordré des jets.



Il — Jets de Demallly-Semple

e Conjecture (Demailly 1997) : De maniere similaire,
la caractéristique d’Euler du fibré de Demailly-Semple
EkD%T;‘( (un sous-fibré du fibré de Green-Griffiths re-
défini ci-dessous) devrait faire saillir aussicy)”. Plus
précisément, sachait priori que cette caracteristique
doit s’exprimer comme polyndome homogene :

X(X, Eﬁ%Tj’}) — Z coeff - (cl)Al (CQ))\Z Ce (cn) A

A2+ +kA=n

de degré: en les classes de Chern dont les coefficients

)\17>\27...7>\n
k.m

sont rationnels, on s’attend, lorsqie— oo, a ce que le
coefficient de(c)" ci-dessus domine asymptotiquement
tous les autres, a savoir :

(—1)" coefFZ:gjL""O
A2, n
k.m

Ainsi, comme pour le fibré de Green-Giriffiths, la carac-
teristigue d’Euler du fibre de Demailly-Semple devrait
croitre vers I'infini avec 'ordre des jets.

coeff

lim = +00.

k—0oo  coeff

e Conjecture tout aussiinaccessible actuellement :
De méme, les dimensions des cohomologies paire
2 DS - gl

het (X, E\k,mTX) d,eyrglent devenir negllgea_bl_es_ par
rapport a la caracteristique, lorsgidéend vers I'infini.



e Fibré de Demailly-Semple :Pour un poidsn fixe, on
demande de surcroitiivariance par reparametrisa-
tion a la sourceC. En termes plus precis, dans une carte
locale et au-dessus d’'un poiate X, on considere les
polynémesP = P(;"f) en le jet d’ordres :

P = (e AR

d’'un disque holomorphe

f:<f17f27"'7fn): D_>X7

satisfaisant :
P(5(f o @) = (&) P((5"f)o9) |.

pour toute reparamétrisation a la soutee’ o(U) C D,
oum > 1 est un entier qui sera appeléedeids deP.

e Ceci s’organise en un fiobré quandr € X varie.

o Graduation : EP T% = &, (ED5 1% ).

e Question ouverte : Comprendre la structure algeé-
brique de ce fibré pour les jets d’ordre éleveé.

e Fait . Le fibré de Demalilly-Semple a dgsoprie-
tés de positivitelégerement meilleures que le fibré de
Green-Griffiths. En particulier, en petite dimension et
pour des ordres de jets petits, la caracteéristiques d’Eule
de EkD,;,S; T est positive a partir d'un degrizg X legere-

G
ment plus bas que poﬁﬁmT;}.



IV — Décompositions de Schur

e Fibrés de Schur :Soit X" ¢ P**(C) une hypersur-
face projective algébrique lisse. Classiguement, on a le
fibrés vectoriels holomorphes suivants s{r

O T5,

[ AFT% (théorie de Hodge)

[ Ky = A"T% le fibré canonique ;

] K}‘?m ses puissances symeétriques (plurigenres) ;

] Sym” T (k-genre cotangentiel) ;
Ce sont tous des cas particuliers flesés de Schur:
le’gQ"“’g")T;(,
qui sont parametrés parentiers decroissants :
612622"'2677,207
et I'on retrouve notamment :
AkT_;k( — F<1’""1’O’""O>T§( avec k fois 1;
Syka}'} _ F<k’0""’O)T§(.
e Breve définition : En fait, les fibrés de Schur appa-

raissent quand on décompose en représentations irredt

tibles deGL,,(C) les puissances tensorielles :
N

avecl; > --- > £, ou N (/) est une certaine multiplicité.



e Theéorie des représentations Toute représentation
(action) deGL,(C) peut s’écrire comme une certaine
somme directe de représentations de Schur, lesquell
constituent la liste deoutesles représentationséduc-
tibles possibles d&L,,(C).

e Fait general offert a la géometrie complexe Tout
fibré vectoriel holomorphe £ sur X, sur les fibres du-
quel on peut faire agitL,,(C), doit en principe seale-
composer comme une certaine somme directe de fi-
brés de Schur qui s’averent ainsi étre les briques élé-
mentaires avec lesquelles on peut reconstituer tout fibl
dans I'anneau de Grothendieck.

1 certaines multiplicités
E ~ (EE} {f%f1r-w€n>jj§, P

certaing/)

e Question ouverte centrale :Posséder a I'avance une
théorie complete des cohomologies :

' A
H! (X (1,0, >T)*()

ou detenir au moins des inegalites asymptotiques opt
males sur les nombrég = dim H'.

e Résultats connus :Certains theoremes d’annulation
dus a Brtiickmann et ses co-auteurs, et a Demailly, Man
vel, mais les theoremes d’annulation ne nous renseigne
gue sur la partie la plus accessible des cohomologies.



e Pour nos deux fibrés de differentielles de jets :
0 ECG T% de Green-Griffiths, et :
0 EDS 7% de Demailly-Semple,
on devrait avoira priori acces a une décomposition en

fibrés de Schumais méme cela n’est pas encore connu
en toute generalité

Résumé des objectifs

|. On veut des sections de ces fibrés :
0 0 i
he(X, B TY) >0,
et les théoremes diront qu’on possede effectivemer

des sections pourvu que le degiéle X soit suffi-
samment grand. Par exemple :

Theorem. (ROUSSEAU2006)Pour X* ¢ P4(C), on a
des sections de ESD;%T} en degré d > 97.

Theorem. (DIVERIO 2007) Sans etudier comple-
tement la structure algebrique des invariants de
Demailly-Semple, on a des sections :

dimX =3 endegréd > 74

dimX =4 endegréd > 298

dmX =5 endegréed > 1222,
les cas suivants n’étant pas accessibles aux ordi-
nateurs de bureau.




Theorem. (M.) En étudiant completement la struc-
ture des Iinvariants de Demailly-Semple pour les
jets d’ordre k = 4 en dimensions n = 3 ou n = 4,
des sections pour :

dmX =3 endegréd > 72;
dimX =4 endegréd > 259.
(D.M.R.)On a degénerescence algébrique pour :
dimX =4 endegréed > 2432.

II. Un théoreme de type Ahlfors-Schwarz-Siu-
Demailly assurera qu’apres tensorisation par I'invers
A~1 d'un fibré ampled — X, toute application holo-
morphe entier¢ : C — X devra satisfaire I'équation
differentielle algébrique globale correspondante.

I1l. Un argument deSiu 2004 permettra de déduire
(sans trop de travail supplementaire) la dégénére:
cence algébrigue des courbes holomorphes entiere
quitte a augmenter le degré.

e En résume : C’est la premiere etapkequi est déter-
minante : il s’agit, rappelons-le, de decomposer les fi
brés de jets comme certaines sommes directes de fibr
de Schur et de réecupérer des sections de ces fibres gré
a une étude séparee de la cohomologie, lorsqu’on acce
en partie a cette derniere, notamment en petite dimensi
et pour des ordres de jets petits psur I'instant! !



e Rappel : Apres 18 mois de travalil tres intense sur
la structure des invariants de Demailly-Semple (si com
plexes), j'ai obtenu recemment en toute dimension 2

et pour les jets d’ordre > 1 quelcongue :

Theorem. (M., oct. 2008)Décomposition explicite du
fibré de Green-Griffiths ESG, 7% en somme directe
de fibrés de Schur.

En effet, la theorie des invariants du groupe unipotent e
le concept de mondme standard fournit immeédiatemer
une décomposition d&; 7%, presqueeady-made

e Hasards de la recherche :Retour a Green-Griffiths
dans les mois qui viendront, apres Demailly-Semple.

e Demailly 1997 :Pourn =k =2
E5,.ITx = €@ r“™ry.

a+3b=m
e Rousseau 2006 Pourn = k=3etn=2, k=3
Eg T;( _ @ F(a+b+2€+d, b+c+d, d) T;k(

a+3b+5c+6d=m
et E?ﬁjmT;( _ @ F(a—i—b—i—?c, b+c) T)*(
a+3b+5c=m
e M. 2007 :Pourn =2,k =14

2 * (a+b+2c+2e, b+c+2e)
B Ix= @ T T
a+3b+5c+8e=m
(34+a+2c+3d+2e, 1+c+d+2e) =
o v i

T+a+5c+7d+8e=m



e EXxplosion imprévue des invariants de Demailly :

Theorem. Sur une hypersurface X* c P°(C) de di-
mension n = 4, le terme gradué de degré E;, T%
de degré m du fibré complet de Demailly-Semple
EjﬁT)*( = O EimTj’; possede la décomposition sui-
vante en fibrés de Schur :

Ejll,mT)*( — EB

(a,b,...,n)eNIH (OqU---UO )
o+3a+---+21n+10p=m

o+a+2b+3c+d+2e+3f+29g+2h+3i+45+3k+3l+4m' +5n+p

I at+tb+c+d+e+ f+29+2h+2i+25+2k+3l+3m' +3n+p T)*(

d+e+ f+h+i+j+2k+20+2m' +2n+p

p

ou les 41 sous-ensembles [, : = 1,2,...,41 de
N5 (a,b,...,1,m',n) sont:
{az1,c>21}, {a>l,ex1}, {ax=1,f21}, {ax=1i>1},
{a>1,j>1}, {a=21k>1}, {az1,121}, {a=1,m >1},
{a>1,n>1}, {b=l,ex1}, {b=1 f>1}, {b=>1,i>1},
{b=>1,>1}, {o=1k>1}, {vb=11>21}, {b=>1m >1},
(b=1,n=1}, {czl,k=1}, {e=l121}, {c=1m >1},
{ez1l,n>1}, {d=21,f>21}, {d=1i>1}, {d=>1,j=>1},
{d>21,m>1}, {d=zl,n>1}, {exl,iz1}, {ex=1,j=>1},
{fex1,m'>1}, {exl,n>1}, {d=21,921k=>1},
lezLg>1k>1}, {fzLg>2Lk>1}, {g>1k>2}
{h>1,721}, {h=2ln>=1}, {i>2n>1},
{(fzLhz1,m 21}, {fzLizlm'>1}, {f>1li>1n>1},
{fzL1l>1n>1}




V — Calculs asymptotiques de caractéristique d’Euler

e Rappel : Fibrés de jets= somme de fibrés de Schur.
e Additivité des caracteristiques :
X(E @ F)=x(E)+x(F).

e Caractéristique asymptotique des fibrés de Schur :

1 Dimensionn = 3 :
X(x) T (¢1.42,03) TX) _

ci)’—2c1c2+C3 111 C1Cy — C3 12 12 12
- ol 1! 5 gé g% g? 0! 21 4! gi 6121 gi N
GERS IR B A4
C3 % g% Eg ( 5)
+ 07 O 05 | +O(]4]°).
1! 21 3!
060
] Dimensionn = 4:
X(X7 1 (¢1:62,63,64) TX) —
1 1 1 1
_c‘ll—?)c%c2+c%+2c1c3—c4 by Uy U3 ¥y n
- 0l 11 2! 7! a6 GG
00
1 1 1 1 1 1 1 1
cico—c3—cicstcy |0 by 3 Ly +—C1C3+C% by by U3 Ly .
0! 11 3! 6! G T T TITR R £ S
A 666 e
1 1 1 1 0y Uy 3 Y,
Ci1C3 — Cy4 f% f% f% &21 Cq f% f% f% &21 9
PRGN AT G N +OIT)
GGG o Aoa g




e Fibrés duaux et caracteristique :

Theorem. Les termes d’ordre le plus élevé par rap-
port a |¢{| = max|¢;<n ¢; dans la caractéristique
d’Euler du fibré de Schur T¢1.t2-) Ty sont ho-
mogenes d’ordre O(MM) et ils sont donnés par
une somme de ¢;-déterminants indexés par toutes
les partitions (Aq,...,\p) den:

X(X, (01,62,06n) Tx) _

/ A+n—1 /! Aptn—1 Vi A+n—1
1 2 n
A —2 A —2 A —2
B Z C)\c g/l 2+n 6/2 2+n . 6;1 2+n N
B MAn—1)- )\ . : : :
) partition den (A1 + ) K
¢ A e

n(n+1)
+O(l05 1),

ou l'on a posé ¢, := {; + n — i avec des coeffi-
cients Cyc qui s’expriment en fonction des classes
de Chern ¢ (Tx) = ¢, de Ty au moyen des déter-
minants de Jacobi-Trudy qui dependent de la par-
tition conjuguée ¢

CA§ CA{+1 CA{+2 " CXS4n—1
CXS—1 C)S CXs+1 " CXS4n—2
C — — 2 2 2 2
\C = C( ¢ )\c) — ) . : : . y
17---, n
CXe—n+1 CX¢—nt2 CAC—nt3 0 C)¢

ou par convention c;. ;= 0 pour £k < 0 ou k > n et
ou cp = 1.




e Approximation des 41 sous-ensemblesNe conser-
ver que les familles de sommes de fibrés de Schur q
contribueront er)(m %) dans la caractéristique finale.

e 24 familles (avec multiplicité) de sommes de fibrés
de Schur :
A, B, C, ..., W, X

définies comme suit :
o+4)+3k+3l+4m+5n+p
27 +2k+3l+3m+3n+p

A 2 I Ts
— | D jH+2k+24+2m+2n+p|
m=0+147+15k+17l+19m+21n+10p
p
o+3+47+3k+3+4dm+p
20+ 27 4+ 2k + 3l +3m +
B: b I - P T%,
o 1+ 7 +2k4+20+2m+p
m=0+12i+14j+15k+171+19m~+10p
p
o+2h+3t+3k+3+4m+p
2h + 21+ 2k 4+ 3l + 3m +
c. D ' | )| 7
, h+14+2k+20+2m+p
m=0+10h+12i+15k+171+19m~+10p
p
o+29g+47+3l+4m+5n+p
29 + 27 + 3l 4+ 3m + 3n +
JH+2+2m+2n+p
m= 0+89+14j+17l+19m+21n+10p
p
o+29+3+47+3l+4m +p
20+ 21+ 29 + 3l + 3m +
1+ 7 +204+2m+p
m= 0+8g+122+14j+17l+19m+10p
p



i

G:

J:

K:

2. b

m=0+8g-+10h+12i+171+19m-+10p

D

m=0+10f+14j+15k+19m+21n+10p

D

m=0+10f+14j+15k+171+19m+10p

D

m=0+10f+12i+14j+15k+171+10p

D

m=0+10f+10h+12:415k+171+10p

D

m=0+10f+8¢+14j+19m-+21n+10p

L D

m=0+10f+8g-+14j+171+19m+10p

20+2h+ 21+ 3l+3m+p
h+i4+20+2m+p

(0+2g—|—2h+32—|—3l—|—4m—|—p
p

o+3f+47+3k+4m+5n+p
f+2]+2k+3m+3n+p
f+7+2k+2m+2n+p

p

J+27+2k+3l+3m+p
f+i+2+20+2m+p

(0+3f+4j+3k+3l+4m+p
p

o+3f+3i+47+3k+3l+p
f+2i+2j4+2k+3l+p
f+i+7+2k+20+p

p

f+2h+2i+2k+3l+p
f+h+i+2k+20+0p
p

o+3f+29+47+4m +5n+p
f+29+2j+3m+3n+p
f+7+2m+2n+p

p

o+3f+29+47+3l+4m+p
f+29+27+3l+3m+p
f+7+20+2m+p

p

(0+3f+2h+3@+3k+3l+p

*
Ty,

*
Ty,

*
Ty,



& @ TX7

m=0+10f+8¢+12i+14j+171+10p

o+3f+29+3i+45+3+p
f+29+2t+25+3l+p
f+i+5+20+p
p

f+29+2h+2i+3l+p

N D

m=0+10f+8g+10h+12i+171+10p

o+3f+29+2h+3i+3l+p
. T,
f+h+i+20+p| *

p

Ty,

0. D

e+f+h+2h+%+p
m=0+8¢e+10f+10h+15k+171+10p

e+ f+29+2h+3l+p
e+f+h+%+p

@

m=0+8¢+10 f+8g+10h+171+10p

o+2e+3f+2h+3k+3l+p
. e+ f+2h+2k+3l+p

o+2e+3f+29+2h+3l+p
Ty,

o+d+2e+2h+3k+3l+p
d+e+2h+2k+3l+p
Ty,

Q: D d+e+h+2k+20+p
m=0+6d+8¢+10h+15k+171+10p
p
o+d+2e+29g+2h+3l+p
d+e+2g+2h+3l+p
R: T,
d+e+h+2l+p
m= 0+6d+86+89+10h+17l+10p
p
0+3c+3f+29g+3+47+p
c+f4+29+2i4+25+p
= GB f+i+j+ Ty,
m=o0+7c+10f+8g+12i+145+10p LrJTp
p



T:

V:

W

X:

D

m=o0+7c¢+10f+8g+10h+12:+10p

D

m=o0+7c+8e+10f+8g+10h+10p

D

m=o0+T7c+6d+8e+8g+10h+10p

D

m=0+5b+7c+6d+8g+10h+10p

D

m=o0+3a+5b+6d+8g+10h+10p

0+3c+3f+29+2h+3i+p
c+ f4+29+2h+2+p

f+h+i+p
p

*
Ty,

cte+ f+29+2h+p

e+f+h+p

F(
o+3c+2e+3f+29g+2h+p
I
p

o+3c+d+2e+2g+2h+p
c+d+e+29+2h+p
d+e+h+p

p

F(
0+2b+3c+d+29+2h+p
b4+c+d+2g+2h+7p
I
d+h+p
F(

p

a+b+d+2g+2h+p
d+h+p

p

o+a+2b+d+2g+2h+0p
Ty.

*
Ty,

) T;;,



e Calculs sur Maple 11 :Environ 50 minutes.

Theorem. Si X* c P°(C) est une hypersurface pro-
jective algébrique de degre d, alors quand m — oo,
on a l'asymptotique :

. m16
X(X7 Ejll,mTX) — - d
1313317832303894333210335641600000000000000
- (50048511135797034256235 d* —

— 6170606622505955255988786 d*—
— 928886901354141153880624704 d+

+ 141170475250247662147363941 d°+
+ 1624908955061039283976041114)
+O(ml5).
De plus, le coefficient de m!% ici, un polynéme fac-
torisé de degré 5 par rapport a d, est positif pour
tout degre d > 96.

e Majoration des seconds groupes de cohomologie
(Rousseau20006 :

3
h2 ()(7 F(ﬁl,fz,gg)T;}) < d(d + 13) 3(61 + 62 + g?))

(0 — 0o)(l1—13)(ly — l3)+
+O(]¢]°).

e Remarque : Formule plus complexe en dimension
n = 4, peut-étre a nettoyébDIVERIO-M.-ROUSSEAU.

Theorem. Existence d’équations differentielles al-
gebriques globales pour :
(M.) dim X =3 endegred > 72;
(D.M.R.) dim X =4  endegred > 259.




VI — PolynGmes invariants, crochets et bi-invariants

e ENfin les invariants de Demailly! Ici commencent
les choses sérieuses et difficiles, trufféees d’'obstacles m
thématiques impreévisibles.

e Définition : Le groupe des-jets a l'origine0 € C de
reparametrisations :

/! CQ CKJ
B(C0) = 1¢+¢"(0) 35 + -+ 0(0) > +
qui sont tangentes a I |dentitée ¢'(0) = 1, agit sur les
nk-uplets ( f! X 5; fjﬁj) par simple multiplication
matricielle, c’est-a- dlre gue sil'on pose
= (fio ¢)

les formules de dérivation composeée donnent :

g;\ 1 0 0 88\(]”0(/)\

g’ o 1 0 flrog

gZ/// B ¢/// Sgb// 1 O L. O f/// o ¢ »

gZ//// = ¢//// 4¢/// 4 3¢//2 6¢// 1 .. 0 fz'//// o (i=1--n).
\92' / Kgb(””) e 1) Kfi(’@ogb)

Par définition, les polyndme3(;” f) qui sont invariants
par reparameétrisation satisfont, pour un certain emtier
P(i"g) =P (j"(f o)) = &' (0)" - P((5"f) o &)
=P((j"f) 0 9).



c’est-a-dire, ce sont les polynbmes invariants pour l'ac
tion matricielle :

P(j/{g) — P(Mgb”,gb”’,...,qb(“) ]Kf) — P(]Kf) )

oul les dérivées”, ¢ . . ... %) sontinterprétées comme
des constantes complexes arbitraires.

e Notations : E}! I'algebre de ces invariants qui est gra-
duée par les poids: :

Er =P EL,, -

m=0

e Probleme : Comprendre la structure d’'une telle al-
gebre des polyndémes invariants par reparameétrisatio
l.e. des polynOmes jouissant de I'invariance par rappor
a I'action matricielle écrite juste a I'instant.

e Question ouverte :Cette algebre est-elle toujouts
type fini ?

e Notions de base de lathéorie des invariants « a I'an-
cienne » :

e Algebres d’invariants finiment engendrées :Si,
pour certaines valeurs deet dek, il existe un nombre
fini d’'invariants Ay, ..., A, de E}! tels que_toutpoly-
néme invarian® (" f) € E]! peut étre écrit comme un
certain polynome :

P"f) = Pp(M1s- . Nast)



en ces invariants de base, alors on dit §lleest engen-
drée (comme algebre) pai, . . ., At

e Difficulté universelle en théorie des invariants :
Trouver de tels systemes de génératexrsicites

e Type d’'une algebre :On dit de plus que les invariants
Aq, ..., Nae SONtMutuellement indépendantssi aucun
d’entre eux ne peut s’écrire comme un certain polyndom
en les autres invariants.

Le nombre d’invariants mutuellement indépendants n.
déepend alors pas du systeme choisi : c’est/tee (fini)
de l'algebre en question.

e Jets d'ordre k = 1 : C’est tres simple : I'algebre des
Invariants est une algebre de polyndOmes sans syzygies

1 =Clf, for- s fn]:

e Jets d'ordre k = 2 : (DEMAILLY 1997)Pourn =
2, k = 2, l'algebre E% est engendrée par trois invariants
fondamentaux :
/ /
/ / f1 f2
fla f27 f{/ fé/ .

e Plus généralement :(DEMAILLY 1997)Pourn >
2, k = 2, l'algebre E5 est engendrée par la collection



d’'invariants fondamentaux :

/ /
fZ'/7 ;‘/7/ ;Z/ 9

J
et il y a des syzygiesc{. ci-dessous) : les relations plu-

ckeriennes. Pour se convaincre de l'invariance par rep:x
ramétrisation, on vérifie de suite :

(fiod) (fjod) o' fi ¢'f; _ ¢/3 fi
(fZ'OQb)/ (f] ogb) ¢//f/‘|‘€b/2f// ¢//f/+€/)/2f// f// f//
e Noter: pourtouse, 5 > 1
(@) p(a)
at = g B,
o b
e Exemples :
! gl 1" el
AL? = ]]:1 ]]:% 7 A3 = ]]:/// ]]:///
e Introduire :
A Al 2

A5 —A13f1—3A12f”
A5 .:A13f2—3A12f”



Theorem. (DEMAILLY ; RousseaAu; 2003) En di-
mension n = 2 et pour des jets d'ordre v = 3,
tout polyndme P (j°f) invariant par reparamétrisa-
tion s’écrit de maniere unique sous la forme :

P(°F) = P (fl. f2 A1 A2) + X% 2(f], 5,07 A3).
avec des polynoOmes arbitraires & et 2.

e Syzygie unique .
0= foA) — f] A3 —3AA°,

e Question : Comment engendrer tous les invariants ?

e Rappel : On cherche adécomposer le fibré de
Demailly-Semple en sommes directes de fibrés de
Schur.

e Donc : En vertu des théoremes fondamentaux de |
theorie des représentations (@g,(C)), on doit en fait
rechercher les polynOmes invariants par reparametris:
tion qui sontaussiinvariants par rapport a I'action uni-
potentei.e. qui satisfont en plus :

( 1 o o\

\unl Up2 - 1)
A partir de maintenant, on s’intéressera donc exclusive
ment aux :

P(55f) =P(5f) pourtoutu =




Polynomesbi-invariants

c’est a dire aux polyndmes qui sont a la fois :
[] invariants par reparaméetrisation, et :
[] invariants par rapport a I'action unipotente ,

a savoir qui satisfont les deux conditions d’invariance

P(M¢”,gb”’,...,gb(“) ]/{f) — P(]Kf)
P f) =P("f)

e Nous admettons :
Un mondme bi-invariante=- un fibré de SchuF(‘>T)*(

¢ \oici un algorithme inappropri€, fourni par un pro-
cédé presque gratuit : Supposons connus deux inva-
riantsP de poidsm etQ de poidsn :

P(5"g) = (¢')" P((;"f) o 9),
Q(7g) = (¢")" Q((j7f) 0 9),

ou I'on a posé; := f o ¢.

e Différentier par rapport a la variable € C revient a
appliquerl’opérateur de différentiation totale

)\+1)

)

k=1 AN 59fk



ce qui donneici :

[DP}( k1 ) _ mqb” gb/m_l (( -ﬁ;f) ¢)

+ ¢ ¢ [DP] (7" f) 0 9).
DQ|(j7g) =nd” ¢ Q" F) o ¢)+

+¢" ¢ [DQI (57T f) 0 ¢).

e Mais on doit impérativent éliminer la dérivée se-
condeq”.

e A cette fin, exécuter le produit croisé :
DP|(5"*g)  mP(j"g) ‘_
DQJ(;™g) nQ(i79)
me" ¢ P((°F) 0 8) + ¢ [DP]((j*"1f) 0 ) mcb’mP((j“f)oab)‘

nd” " Q(j"f) o ¢) + ¢ [DQI((T ) od)  nd" Q) o 0)
|G R e0) mamR( o0

¢ [DQJ((Tflog) nd"Q(("f) o o)

P (jf<;+1f) mP(]“f)
[DQ} (™) nQ(ff)‘
et obtenir un nouvel invariant de poids-+ n + 1.

— ¢/m+n+ 1

Observation. Toute paire d’invariants produit auto-
matiguement un nouvel invariant :

[P, Q} =nDP-Q—mP-DQ,
qui est visiblement antisymetrique par rapport a P

et Q.

e Trois familles genéeratrices de syzygies :



(Jac) 0=[[P. Q. R] +[[R. P], Q] + [[Q. R]. PJ].

(Llck,) |0 =mP [Q, R] +oR [P, Q] +nQ :R, P: .
(;@leQ)
0=1[P,Q]-[R,S]+[S, P]-[R Q] +[Q,S]-[R, Pl

e Fait encourageant : Toutes les algebres d’inva-
riants de Demailly-Semple connues auparavant
étaient engendrées en prenant les crochets entre
les invariants connus au niveau de jets inférieur.



VIl — Contre-exemple cruel

e Contre-exemple cruel : (M., 2007) Pour les jets
d'ordre x = 5 en dimensionn = 2, on a exactement
11 bi-invariants principaux obtenus en prenant les cro
chets entre tous l€s bi-invariants connus au niveau de
jets inférieurs = 4 :

/ 3 5 8
f17 A ) A ) Al 1> M 9
a savoir les crochets suivants

A= [AL A
Mllo = :M87 fl}
N12 - :M8 AS]
K3 = [Aly, A/ A1
it = [of"

FY = [M°®, Aiﬂ

e Mais il y a en fait 6 bi-invariants supplementaires
18



et dans la liste de ces 17 bi-invariants, aucun d’entre
eux ne peut s’écrire comme un certain polynéme en
les 16 autres invariants restants.

¢ Voici les expressions explicites de ces 17 invariants :
Icl, les indices:, 7, k£ valent 1 ou 2 et les bi-invariants
sont les ont tous leurs indices égaux a 1.

f!
A% = AL
A=AV 3NV ]
Ny = AV S+ 4D fify = SV S+ fif) + 15 AV £
M® =3 AMAL L 12 AP AL2 — 5ALS AL

ALy = AV L 5 0 fLf fi
— A S B= TAY L
— 6 AP+ fif)) fi = 280% £ -
— AV (SIS 4+ JLE) S+ 85 AV (L B+ BT~
— 105012 f1 1.

Mllo — [3 A1’5 ALQ +15 A2’4 ALQ . 7A1’4 A1,3 + 2A2’3 A1,3] f/_
— [24 AN AT 496 AP AL — 40 AT ALE) f1

N12 — 9A1’5 ALQ ALQ + 45 A2’4 A1’2 A1’2 — 45 A1’4 ALS ALQ—
— 90 A2’3 Al,?) Al,Q + 40 Al,?) Al,?) Al,?))

K12 = ff (5 A1 AL 425 A2 ALY - 7 AV AT = 56 A2 AL 112 A29 A% 4

I g
+ (flfj 5 fl fj> ( - 15 A1’5 A1’2 —75 A2’4 A1’2 —|—65 A1’4 Al,S 4 110 A2’3 A1’3)+

(fl'/f;'”‘f‘ fszj/)
2
n fz'”f;'/< o5 ALBALS 115 AL AL2 1 g0 A23 A1’2>,

+ ( — 50 Al A1’3> +



HI = (15 A1 AV A2 175 A2 ALS A2 4 5 AL AL AL
+ 170 A?3 AL AL 24 AT ABEALZ 192 AVEAZS ALZ
_ 384 A23 A23 A1,2) i (_ 45 ALS AL2 AL2 _ 995 A24 A12 AL2,

+225 AV AL AL 4 450 AP ALS ALZ — 200 AT AL Al’?’) i

‘Fig)' — (_ 3A1’5 A1’4 A1’2 — 15 A2’4 A1’4 A1’2 — 19 A1’5 A2’3 A1’2—|—
+40 AT AV AL — 60 AP AT AL 4200 AP A AL
14 A14 A13 14 A23 Al1,3 23 A23 AL3
A9 AT AT ALS _ 499 AL AZS ALS _ 904 A23 AZ3 A )f;f]’.+
+ ( — 105 A A ALZ 595 AZE AL ALZ L 005 AV AL ALS
— 230 AZ3 A AL £ 96 AV AL ALZ 4 768 AT AZS ALY
23 A23 Al12
1536 A3 A23 A )(f;’f; + L+
4 (_ 200 Al,?) Al,?) Al,?)) (fZ///f]/ + fllfj///)+
+ (315 AV ARZ ALZ L1575 AZF A2 ALZ — 1575 AV A3 ALZ

— 3150 A2Y AL AL 4 1400 AM AL AL £

X8 . -5 A?,1,1 M{° +56 AL K11,21
o fi

— fLfLf ( — 18816 A [A*%]% — 25088 [A%#]® — 15 [A17]2 AL — 150 AT® A% AL?

+315 A7 AV ALY 1960 AVP AT ALY - 375 [APH]T AV 4 1575 A AV AP

+4800 A% AP AL 392 [AM]° — 4704 [A14)? A“) AR ( — 2475 A4 AL AL
—9900 A** AP AT — 2850 AT? [AM]? 451330 AT APP AP

+92760 [A*]* AT® — 14250 A% [ATP]? 4 7035 [AM]? AL — 495 AT AT AL

— 1980 AMT APPAM?) — i A (= 11100 A% [ATF) — 3150 AT [AM])

+ A ( — 109440 [A**]* A2 — 19050 A®® [A1®]? — 32325 AV [AT?]?

+ 11025 AY® AP A 455125 AT AT A — 6840 [A1]7 AN

= 54720 AN AP AM) g (430000 [AY]7) < g (11025 A1 [A17)?

— 55125 A%* [A12]% 4 55125 AV ATE AL 4110250 A% AL AL

~ 49000 [A"*]°).



=5 M{° M{° + 64 M® K{?
I
f{ (1170 A1’5 A1’4 A1’3 AI,Q _ 45 [A1’5}2 [A1’2}2 _ 450 A1’5 A2’4 [A1’2}2

19 .

+ 74220 [A*%)? [A1%])% 43780 AVP ATP AV AL 1600 AV [AMP]?

— 1125 [A%*])% [A1?]% 4 5850 A* AV ALE AL 418900 AT AP ALE A2

— 8000 A%* [AM]? — 1344 [AM*]P AV? — 16128 [AM]2 AT A2 1 1995 [AM]? [AMF)?
— 64512 A1 [A7P]7 A2 4 27660 A A% [A13)7 — 86016 [A%°] A1)

+ ( — 74400 A®® [AT®]? — 10800 AT AV [AY?]? — 2160 AVT AN [AM2]?

— 8640 AM® A®? [AM?])? 13600 AT [ATP]* AV 464800 AT AP ALE A2

— 43200 A%* A%® [A1?]% 418000 A% [AT*]? A2 4 10800 [A1]F A2 AL

— 27600 A" [A17]° 486400 [A27]2 AN AL2) 4+ 117 (16000 [A] ).

—5M{° N'? 4 8 M® H;*
A
= —135[A"?]* [AM?]7 — 1350 AV° AP [AV?]P 41350 ATP ALY ALY [A12)?
+2700 AM® AT AV [AT?]? — 1200 A1° [AMP]7 AT? - 3375 [A4]? [AM?)?
+ 6750 AT AT AT [AT?]? 413500 A% ATF ALE [AV]? — 6000 A% [AMF]T AL
—576 [AM*]° [A1?])? — 6912 [AM*]? AP [AV?]? — 495 [AM]? [ATF]2 A2
— 27648 AT [A%?]7 [AT?] 4 9540 AV AZE [ATH]2 A2 4 1200 AN [AH]
— 36864 [A%%]° [AM?]? + 32580 [A%*]? [A1P]? AV2 — 7200 AZ® [A4]*,

X2 .

—7TN"Z K{3 + M® F/§
fi
=i (432 ALP[AY2[AT?])? 43456 AVC AL AR AV 41710 AT AV [ATE]2 AL

X2 ._

— 3150 AM? AP AL [AV?)? 4540 ATP APP [AVF)2 A2 — 1600 AT [AMP]*

— 7875 [A*]2 AM? [A1?)? 4 6912 A1 [A%#]? [A?]? — 8000 A% [A1F]*

—2352 [AMY]P AT AT? 23904 [AT4]? AP AVE AL 42205 [AM]? AP

— 78336 AM* [A%P]7 ATE AL? 434740 AV AP [ATP]P - 81408 [A%F]7 AT AL

+ 72180 [A%%])? [A1%]? 4 2160 A% [AT*]? [AT?] 4 17280 A% AT ATS A1)
+8550 A* AV [AT]2 AL? 434560 AP* [A%P)? [A1?)7 42700 A% AP [ATP]? A2
=315 [AM7)7 AN [AM]?) 4 g7 (23625 [A%4]7 [A12)° - 47250 A% AT AP (AT
— 94500 A%* AZ® AT® [AM2]? 42000 A% [ATH]P A2 4 576 [AM]P A1)

+6912 [AM]? A%3 [AV?)? 4 20745 [AM*]? [AV#]? A2 4 27648 AT [APF])? [A12)?
+945 [AV]2 [AY?]7 4 9450 AT? AP [AV?] 9450 ATP AT AP [AT2)?

— 18900 AM® A% AME [AT?]? 18400 AV [ATP]P ALY 4 71460 AT ATP [AT]2 AL
— 37200 AM* [AMP]" 4 36864 [A%]° [AT?]? + 48420 [A%F)? [A1F] A2

~ 61800 A% [A"*]") 4 £ (16000 [A1*]°).

—8 N2 K3 + M H*

Y23 .
1

_ X23



—56 K13 H1* + 5 M{° F}'§

= i
=ff ( —45[AYP]7 AN [AV?]? — 180 [A17]? A% [AT?]? — 3600 [A1] [AMP]7 A2
— 2800 AM® AT [ATP]? 83200 AV A% [AMH]P — 1125 [A%1]2 AN A1)
— 4500 [A**]* A% [AT?]% — 90000 [A%*]* [A1#]? AM2 — 14000 A** AV [AMH)?
— 416000 A** A% [AM#]? — 150528 [A1] A%® AT? — 903168 [A1]? [A%F]2 A1
+163800 [A1*]* A% [AM?]? — 2408448 AT* [A%P]) AVZ 41120500 A1 [A%F]? [A1F)?
— 9408 [AM*]T AY? 43675 [AM*]7 [AT?]? — 2408448 [A™®] AV? 4 2132400 [A®F])7 [A1F)?
— 450 AM? AP AT [AT?)? — 1800 ATT AP AR [A12)?
— 36000 AM° AP [ATP]2 AV 411970 AT [AM]2 AT AL
+187920 AV [AZP]? AV® AL? 459850 A% [AT]2 AT AL
+939600 A% [A%3] ALS A2 4474300 AT AT ATE ALE AL
+ 94860 AV AL ABIALS A”) + fif! ( — 2556600 A"t A% [AM4]?
— 5014200 [A%*]* [AM]? — 187950 [AM*]* [AM?]° 4 5621760 AT* [A%7]? AT2 A2
+5652480 [A**]° AM® AV? — 2764800 A** [A%F)? [A1?)?
+99000 A** A%3 [AV]? AM2 4500000 A% [AMP]T 4 174720 [AT4]) AT A2
+ 1751040 [AM4]? AP ATE AL? - 276480 AT A AP A2
—105300 AM® AM [AM#]? AV - 552960 AM® [A%F)? [A12)?
+19800 AM® A%3 [AV]2 AM2 4100000 AV [AMP]T 4 551250 [A%4])? A3 [A12)?
— 172800 A [AM*]? [AT?]? - 1382400 A®* AT AZ3 [A12)?
— 526500 AZ* AN [AT?]? AV - 34560 AT [AM]? [AV?]? 4 22050 [AT7]7 AV [AM?)?
+220500 A A AL [A1]?)
+ f17" (28000 A [AM*) 4 472000 A% [A14]")
+ A (330750 ALS AN AL A 4661500 AT AT AL [AN2]?
— 294000 A" [AM?]% AM2 — 330750 A1 A% [AL2)
+1653750 A% AT ALY [AV?]? 43307500 A% A% AP [AT]?
— 1470000 A** [AM*]? A2 — 2880 [A]7 [A1?])? - 34560 [AM*]* A% [AM?]?
— 812475 [AM*]* [AT*]? AV — 138240 A1 [A%?]? [AM?]? — 33075 [AM°]? [AM?]?
+ 1446000 AT [AM?]" — 184320 [A*®] AM?]® — 3077100 [A%F]? [A1F]P A2
+ 2844000 A*? [AM®]* — 826875 [A%*]* [AV?] — 3192300 AV* A%® [AV]? A“)
+ £ £ (- 640000 [A™]7).
yer . OO KIAPLS + MO X
fi
= f1fH (572820 AV AT AN < 53agraa AV AP AN 752640 A7 AP AN
— 286944 [A""]? A" A 42864100 A7 AP [A]P — 1862784 [A P (AP AN
+27195 A7 [N AN — 112000 27 AT (AP — 150528 A AT AT
—23528"" AP AN 4135975 A" AP (AP —11me0 A AP AT
—3375 A" (A" (A —ers [A)2 A (AP a5 (A (A
— 11200 [A"")? [AYT]? — 5625 [A7)P (A7) — 280000 [A"]P (AP~
— 16464 [A""]P A — 5720064 [A" AN 1890 [AY]P AN AV AN 4
+6210 [A PP AT AN AN —aga2a AV AT ATT AN 112896 AT AN AP AN
+255360 A~ AN AT AP paras0 [ATT P AT AN AT pas5250 [T AT AT AN -
—141120 A" AN AT AN 564480 AT AT (AT AY 41276800 A7 AN AT ANV 4

" "o
s

+18900A""" A

1o ’
s

A A R " A/7// + 62100 A,’,,III)+



+ (( . 36450 Al’””l A”’”” Al’”” I:A/ ] _ 145800 A/ 1 A”’”” A”’l” I:A/,//:I2 + 832500 A/,///// I:A/,///:I2 A/’//_

’o1 i

— 149310 [A""

11

1117 1o ’ ////]2 1o ro
s )

1* —2680560 A" [A" P A AN — 746550 A7 [A

1Pa™" A — 3645 (A"

"

— 13402800 A" [A

}2 A/,//// I:A/,//] 2 _ 14580 [A/’/////] 2 A”’l” [A/,//] 2+
" 1o 1o 1o i /’///]3_

12a"" — 245700 A% AN AT p 682200477 AT A

}2 A/7//// |:A/ ] _ 364500 |:A// 1111 ]2 [A , ]2 A S
]3 AN,/// ’1r

11111 1o /
"

n 83250 I:A/’/HH} 2 [AIV///

— 91125 [A

}2 A”’“l |:A/7 } n 2081250 [AH 1111

1% + 3411000 A" A" A1) 1354752 [A

+8128512 [A]2 (A" 12 A 4 1796760 [A )2 AT

+850140 A" [A ,

— 1228500 A" A AT
(A2 + 21676032 A"

}2 I:AIVIH} 2 + 84672 I:AIVHH} 4 A/7// n 274155 I:A/’HH} 3 I:A/’/H} 2+

, _ 7801680 [A//,///]3 [A/, ] _ 6336900 A// " A/,//// A//,/// A/,/// A/’//_
I s ey AI,I,) f{,+
]* = 5062200 [A""]* [A""]® + 224000 A

}2 [A , /}3 _ 2364600 A/’NN A//,/// [A/’l”}g) f{//) f{f{.'.

+ ((34044300 A2 A7) + 108675 [A A"+

+ 278640A N I:A s }2 [A/’”}Q + 4458240 A/’l”” [A//,///]Q [A/ //} . 5788125 [A// ////} A/ " [A/,//jl2+

+1393200 A" [A"]? A7 + 22201200 A

1" ///}3 1

(A" A 4

1" ///

+ 21676032 [A

1o

— 1267380 A" A

11111

+ (112000OA :

ror

(A

1111 I:A/ 1154
> ] _
7o

— 271950 [A

’or

]2 I:Al’///:l?’ _ 231525 I:A/’/////}Q A ,

1111 1111

(A" [A/’ 1% — 1396080 [A"

’or 1o

Y
1% — 44766720 [A"]P A A — 1284000 A7 [A) -

_ 6420000 A”’”” [AI’”I]4 _ 2315250 A/’”I” A“’““ A/’I” [AI’ } + 2229120 A/ " AI’”” A”’I” [AIVH} 2+
1" 11111 ) 1 ’ " i 1o

+1386450 A A [AYP A 191530040 AT AP AN Fa114s600 A7 AT AT AV
"

" 1o /

A

e i 1o

+14733900 A A" (A"

111 i 1o

+6932250 A7 A [A"

1o i 1o

17" +as76500 A7 A (A

2 i 1o ro
s )

VN —13966560[

’ i 1111

A"
(A2 A A i+ (2268000 A7 (A 92000 A [ANT ) -
— 1120000 [A"")* 7 17) i+

1o 1111 ’or ’r 1

+(—46305OOA’ A" A A2 42058000 A

— 44720640 A"

1o

"

}3 A/’/ _ 11576250 A” 111 Al’”” A/,/// [A/,//} 2_

— 23152500 A" A" AN (AT 4 10200000 A7
+34560 [A""

1" 1o

(A

]3 A/’” + 2880 I:Al’////:l?’ I:A/,//:I2+

} A + 138240 A/ e [AN,///} 2 I:A/,//]2+
]2 [A/’H} 3 + 2315250 AI’”I” A”’”” [A,’I ] _ 2315250 A/’”I” A/’”” AI’I” [AIVH} 2+
IR " ////}2 [A/’”}S_

+22922100 [A"
—10266000 A" [A""]* 184320 [A"]P [A""]® + 23037300 A AT [A]? A/’”) R+

}2 A” 1" ’o
)
7o

+ 231525 [A

rorn

[A""]? + 5773725 [A"7]7 [A

’orr

1A

’

]2A/,/

’

— 20484000 A" [A"]* 4 5788125 [A

+ 4560000 [A"]° £ 1A



VIIl — Algorithme général

e Jetsd'ordre k = 4 en dimensionn = 2 :

Theorem. (M. 2007) En dimension 2 pour des
jets d’ordre 4, tout bi-invariant s’écrit de maniere
unique .

Qf1, A% AL 1, M®) + AYR(f1, A% ALy, M),
ou Q et R sont des polyndmes arbitraires de poids
m et m — 5 et ou les 5 bi-invariants fondamentaux :

(fi A A} AL M),

sont explicitement définis par :

fi

AP = AL

AT = AL 3 AL ff
A= AV A A0 F =10 A5 £+

+ 15 AL

M® =3 AN AL 12 ABIALZ — 5 ALS AL

De plus l'ideal des relations entre ces cing bi-
Invariants est principal, engendré par l'unique sy-

zygie :

0= flfiM® = 3A°A] | +5A7A7.

e Premiers éléments de démonstration :



e Appliquer la définition :
P(j*(f o) =¢"" P((j'f) 0 9).

agp = f1_1 et obtenir des formules intéressantes :

15

(szffl)':f—{Offl,

(fr0 £71)" (ij o 7,
(foo /i) = <h> o fi )
(F20 i) = 3;17 o fi

d'ou :

P( AP AT Ail)Ofl

] (f1)3’ )
(f1 ) PG o 7).

Reparamétrer paf; et simplifier :

P = D (D)"Pa(f3. A% AL AL

—%méaém

/A Probleme il y a des puissances possiblemaata-
tivesde f/.

?/ Pourquoi ? Ce devrait étre un polynome'!




?/Commenteliminer ces puissances négatives ?

e Invariance unipotente :

u-fy=fr+ufi

uc AT =A% ucAY =AY u AL = A,
donc chaqueP, est en faitindépendant de fJ, et en

conclusion, notre representation d’'un polynore
Invariant devient :

PG = Y (D) Pa(A? AT AL

—%méaém

e Les puissances négatives de f| sont inévitables
et leur présence est néecessaire.

e En effet, par exemple :Rappelons l'unique syzygie
énoncee par le theoreme poue 4 :

0= f{f{M® = 3A°A] | +5A7A7.
Nous pouvons résoudre le bi-invariant’ sous la forme :

SAT DAD
3ASAT | — 5 AP}
f1fi

et alors il y a une puissance négativefde

M® =



Plan pour I'etude des jets de Demailly jets

[] Généraliser immeédiatement I'expression rationn:
nelle :

> ) PN AL AT LAY AT,

—%méaém

(1 Hlustrer 'algorithme poum = 2 etx = b.

1 Départ:
> UD"Pa(A AT AT AT ).

4m<a<m

D

[] Calculer I'ldéeal des Relations entre les bi-
invariants restreints a { f{ = 0} :
A7

IdeaI-ReI( A3 AP

0’ 0 AQ‘O)’

c’est-a-dire un ensemble générateur de l'idéal de tous I¢
polynOmes en quatre variables qui, apres substitution c
ces invariants restreints, donne zeéro identiguement.

0?



[] Obtenir les trois relations, valables pour f{ =0 :
0= —5AA° +3A3NT] |

= —7TA°AT+3 AN |

= —7TAAT+5A°A

[ Donc sans poserf; = 0, il doit y avoir des restes
qui sont multiples de /7 :

0= —5A°A° + 3NN+ f{ X reste,
= —TAAT+3A3AY + /] X reste,
= _TAAT+ 5NN + f{ X reste.

[1 Chaque reste est aussi nécessairement un bi-
Invariant.

[ Chercher la puissance maximale d¢| qui facto-
rise chaquereste.

[1 Obtenir les trois expressions :
= 5NN + 3NN+ f] I MP,
= —TAAT+ 3NN + 1 MY,
0= —TAA +5NA + ff] K12



[ 1 Tester si les trois bi-invariants obtenus :
e 710 712

appartiennent ou n’appartiennent pas a l'algebre en-
gendrée par les bi-invariants connus jusqu’a présent::

f{ AS A5 A7 A9

(1 lIci : aucun de ces8 bi-invariants n’est égal a un
certain polyndme en les/ autres bi-invariants.

[ 1 Autrement dit : tous ces8 bi-invariants sont mu-
tuellement indépendants

[1 Recommencer alors le procede avec ce&sbi-
Invariants.

[] Calculer I'ldéal des Relations entre ces bi-
invariants restreints a { f{ = 0} :

7 9 8 10
o AT, A, M|, M

A5

07

IdeaI-ReI( A3

12|
0’ o B 0)



[] Obtenir les 10relations, valables pour f{ =0 :

= _5A°A° +3A%A] O

= TN+ 3NN

0= —7TAAT+5A°N

0
— _gASMS 3A3M10(O
0= —ATMS + 3/\3[(12‘0
= —sATME 5 APM )
= A MO+ 7/\5K12‘O

0= _—SAMS & 7A7M10(O

= 5 A0+ 560 K1Z|

= 5000710 4 64 M8K12‘O



[1 Calculer avec soin les restes situés derriérﬁ{ :

= —5 AN + 3NN f] f M

= —TAANT + 3N — f !

= —TAA + 5NN —f] f KT

= —8A°MP+ 3N M- fINT?
0=—-AMS+3N K2

= —8A'ME+ 5N M-t

= AN ME+ TN K- P

= —SAME+ TAT MY f{ P

= 5 AMY 456 AT KR X1
0=—5M"M"Y 464 MOK— XV

[1 Convention : En bleu, lesnouveauxbi-invariants
et envert, les bi-invariants déja connus ; enrouge, no-
tifier le reste +0 s’ill sS'avere étre identiguement nul

[1 En somme :5 nouveauxbi-invariants, tous mu-
tuellement indépendants quand on ajoute les8 bi-
Invariants qui étaient déja connus.

[] Recommencer le procéder avec led3 bi-
Invariants en question.



[] Calculer I'ldéal des Relations entre ces treize bi-
invariants restreints a { f{ = 0} :

AP AP
Id-Rel < ]\‘;1’2

07

MlO

M o K7
X19|O

0’
X18

0’ A7

F16

7
0’ A
H14

07

0’ 0’ 0’

(1 Utiliser le mellleur paquetage de bases de Grob-
ner.

[1 Obtenir 32equations, donc seulemerit2 qui sont
nouvelles:

0= _5 F16F16 4 H14X18—f{K12X19
_ 7 Mp16 N12X18—f{M10X19
_ o plgl 5N12F16_f{M8X19
— _56 K12p10 4 M10X18—f{Y27
= 56 K""H" +5 M F— f1X*

0= S K2N12 4 MlOHM—f{XQ?’
= 49 KPH" 4+ MPXP— f1 X
— _712N12 M8F16_f{X23
= -5 M''N" 48 MOH" - f1 X

0= —48 KF!0 4+ AX - iy



0= —48 K12EH 4 ATX1— f{x#

= S AP L AT XIS PR

— _A9H14 + A7F16_|_f{M10K12

= 5NN+ TATH 456 fIMOK — £l XV
0= —48K"N" 4+ AP X7 f1 X~

= 7N HY + AO X848 MV
— _\9IN12 A5F16+f{M10M10

= —10 MIONT2 4 ASX T p X
0= —35AIN12 4 3ASXIS 280 g lOpn 10 T gl x 19
= 5NN+ 3N HM48 AP ME

(1 En bleu: 4 nouveaux bi-invariants :

X21 X23 X25 Y27




(1 Calculer I'ldéal des Relations entre cesl7 bi-
invariants restreints a { f{ = 0} :

3 5 7 8 10 12
AO{2A ovli\ 07]1\6407]\148 (yg B
e : 072ﬁ 0723F o 2? N 27X V
X o X2 X2 Y

[1 Pour cette étape :Paguetage de bases de Grdbne
specialFGb (Spiral Team, J.-C. Faugere, LIP6).

[1 Les paguetages standard de bases de Grobner étai
dejaincapablesde fournir I'idéal des relations a I'étape
précedente.

[1 Obtenirl05relations.
[] 66 parmi ceslO5relations engendrent l'idéal.
[1 Aucun nouveau bi-invariant n’apparait a cette
étape
0= X"X% g 10X 7 gy T4,
0=r5Fl0x23 _ g pldx25 | 5N12Y27+f{ X 1919,
0=7KZX% - MYX? 4 MPY?T 10,
0=5AX% —8AX? +5A Y-8 f{ KX,
0=TAX* —8A°X® + 3N Y2 f{ M10X ),
0= XX — 57 HY X + 40 NP2V 27 ff X X

~



0= Fl6x21 _gglix2 | N12x2,
0=7K"2XH —5 MYX* + MOX*40,
0=T7AXH —57ASXP 4 24 A3V 2T 15 f{ M 10X,
0=T7AX? — 40 A°X% 4 3A3XP 8 ] MOX 1,
0= X18X19 . 8K12X25 +5 M10Y27+O,
0=7FOXx1 — pMl0X2 18 MOY2T 10,

0=7HM"XY -5 M1X% 1 8 MPX> 0,

0= N2xY - pOx2 18 MEX B0,
0=6FOX1E _ AVXP 4 7TATY?T 40,
0=6HMX —ATXP 4 5y H 7 K12 x 1,
0=6NZX1 - APXP 4 3A3Y2T7 f{ M 0x Y,
0=6MYX"® -7 A Xy pyeT

0 =48 MOX'S — a9 ATX 4 f1 X%

0=30F R - ATX? 1 5 A°YZ— ] K2 X1,
0=42H"F0 — A°X? 1 3 \3y 2T f 10X,
0=30N2F0 —5A°X2 1 3A3XP— ff MBS x 1,
0 =48 K210 — AYX 194 1y 2T,

0=30MWFY —7ATXY 4 X2,



0 =48 MPF'0 — T AP X 4 fl X7,

0=5A"F10 - A X188 f{ K12 K2,

0=7ATpl6 _ A5X18_f{ MUK,

0=35A"F0 —3ASX -8 f{ MOK ' + X,
0=42HMHY — 5 A°X* + 3APX— fMoX Y,
0=6N2HY — A°X2! 4+ 307X 540,

0 =48 K2H"™ — ATX P4 X,
0=6MOFY _ ASX9yfx2

0=16 MSHM — ASx Ll x21
0=7AHY - A X8 M10K12,

0 =49 A HM — 33X 5 1/ a0,
0=7NHY =3NS flarsarty

0 =48 KN — AOX 47 f{X,

0= 10 MON2 - A3X194T f/ 21

0= 35 A9N12 . 3A3X18 285 fl MlOMlO 4 ! flfl X19
0=7ANPZ - 3N 103 f1 MEMY,

0=5AN?2 —3ASHYM_8 f1 MO,

0=5M"M"Y — 64 MOK24 f{ X,



0=5A" M"Y — 56 ATK 2 f{ X1,
0= ATps10 _ 8/\5K12+f{F16,
0=5NM" — 24 NP K2y f M,
0= A'MS — TAPKI24 (P10,
0=AM®— 3N K24 f{HY,
0=8AM° — 3N MMV f{N2

0=T7AN — 5NN+ f]f K1

0=T7AA" = 3NN+ f{ f1 0",

0=5AA° — 3NN+ f] ] MP,
0=7K2x19x19 4 x?x2 _ 5 x2y27 ),
0= M0x19x19 | x23y25 _ X21Y27+0,
0= MSXVIXY 45 x2x2 _ x2xPy

0=>56 K2K12x19 ¢ x18x2 _ 5 plby27,

0= M10K12X19 4 F16X25 o H14Y27—|—O,

0= MSKE2x19 4L 74X _ 5 N12Y27—f{X19X19,
0= MSMWXY 47 gUX2 _ N12x25 )
0=8MOMEXY +7HMX? — 5 N2X2 4,

0=448 KPPKPKI2 4 x18x18 4 5 A9y27 40,



0 =48 MKPK! + AVX — ATV 140,

0 =384 MOKP2KY 4 TATX® — 5 AV fl XY,
0 =48 MSMYKY + TA°X® — 3 AV f M X,
0=384 MOMPKY? + 35 A° X% — 3N X2 f{ Mo x 1,
0=48 MMM + 7A°X2 — 3 A3 X240,

0=64 MOMOM® + 5 NPNZ 4 3 A3 X240

e Terminaison de l'algorithme :

Theorem. Supposons qu’a une certaine étape de
I'algorithme ou I'on possede un nombre fini de

bi-invariants A%, A°, ..., At Iidéal des relations
entre la restriction a { f{ = 0} de ces bi-invariants :
3 5 last
deal-Rel ((A%[, A%[,......, AR )

est engendré par des syzygies complétées :
0= Poly (A3, ..., AR ()P Rem (A%, ... Al2sH)
pour lesquelles aucun nouveau bi-invariant n’ap-

parait comme reste derriere une puissance de f;.
Alors I'algebre des bi-invariants coincide avec :

C[A% A . , Alast]
modulo syzygies.




e Jets d'ordre x = 4 en dimensionn = 4 :

e 16variables de jets :

// /! " " " " " " " "
(oflvgféatfévﬁfhn 45J1 24243 »J4»J1 »J2 »J3 »J4 )

e Laméme astuce de reparametrisation payf, L four-
nit une expression de la forme :

P(51) = 2 s pcam (1) a(fé, 5 fh
A1 ,2) Al ;3 Al A

/\121»/\131»/\141
Alg11, A 13:1.1 A1411)

=)

ou chaqué’, depend uniguement des invariants suivant:
définis par :

/1

A 1
! 11 !l
Alzl_Alzfl 3A12f
! 111 /1 11
A17Z7171 ( 172 +4A1@ ) flfl_

! 11 /1

—1OA1,Lf1f +15A12f "



e Invariance unipotente : matrices de la forme :

(1 0 0 O\
ug 1 0 0
up U 1 0

\uc ueuf1)

e Tout d’abord, l'invariance par le sous-groupe :

[1000)
ug 100
ubOlO
\ . 00 1)

implique que chaquB, estindépendant def), /3, [ :

( 5f) Z_Zm<a<m fl (k‘? X@N

/\12»A13» 14»
A 1.2:1 A3 131> A141

A1 21,17 A1 3117 A1 41 1)

2=

e Ensuite, I'invariance par le sous-groupe :

(10 OO\

01 00
0ug 1 0

\Oueuf1)




Impligue que chaqgqui, est un polyndme par rapport pre-
mierement aux trois bi-invariants évidents :

3 5 7
A7 9 AT 9.1 A9

)= )

et deuxiemement, par rapport aux quatre combinaisor
algebriques :

3 3
b2 s =t
- Y]
A1,2;1 A1,3;1 o
3 3
/7\1’2 /7\1’3 = f1/1D} 5.3,
= 1,
A1,2;1,1 A1,3;1,1 o
5 5
A1,2;1 A1,3;1 = /N0
A7 A7 — J1J1 /
1,211 “M.3:1.1

3 3 3
Ao Aig  Afy

5! 5! 5 —pl pl gl gl gl 10
/\71,2;1 /\71,3;1 /\71,4;1 = hhhhh W,
Aoag Mg Maaa

ou la derniere combinaison s’avere Ss’identifier aL
Wronskien :

/ / / /
hob
Wlo = f/lll f/2// f;// f%//
NGRS
f{/// fé/// fé/// fi///
Ici bien sGr,comme nous le savonsous devons toujours
diviser par toute puissance dé. Alors apres quelques




calculs, les bi-invariants qui apparaissent se simplifier
et recoivent les expressions suivantes :

/ / /!
hoa
D1,2731 B f/// f/// f///
11

s fio f1 f f3
1231 _fl f// f// f// —6f{/ f// f// f//
f//// f//// f//// f/// f/// f///

i / // ////

N Al’z’g fifi =347 55 fifi'+
I/ 1/ 11
1,2,3f1f + 34 ng f1
e Point de départ de l'algorithme :
.5 3 A5 AT
( f) Z_Zm<&<m (fl) (A Y A ) A Y
pb ps prlo Wm)
e Rappel:

[] Calculer avec des bases de Grdobner I'ldéal des R
lations entre les bi-invariants restreint$ f = 0}.

(] Calculer via Maple lesestedderriere des puissances
de /1.

[1 Tester si ces restes appartiennent a I'algebre enge
drée par les invariants déja connus.



(] Attendre que I'algorithme se termine ou espérer qut
I'algebre soit de type infini.
e Premiere étape :

Ideal — Rel (A*], A7, A7
e Recevoir 6 syzygies :

» D’

» D’

N NlO

. W)
0=5A°A° — 3NN+ 11 M8,
02 2A°D0 — ASDS+1 f 10,
0=A"DV—5 A3N10+ L,
0 APDS — 6 ASNYO4f[L12,
0=AD¥— 10 AN QM
0L pp® — 12 DONIO fIRY.
e Obtenir 5nouveaux bi-invariants mutuellement in-
déependants :

s DA 43407
f11
! 1" ! /i !N /Al ! "
=3A75 Ajy+ 12470 Ajy =547, Ayy,
« f/
1
! 1 ! 1 ! 1 /A
- 3A1,2,3 A1,2 — 0 A1,2,3 A1,27
fi
/A / " / // " // 1 / "1 ! 1 ! 1" //
= —Ajy3 Ay fi— Ajgs Apy fl+5A 123 12f1+10A123A12 1

rononn rn /i I n

— 15A7 95 A1,2 207, PYRASE: T



A'D8 — 10 A° N1
fi

Q14 -
A/’///’//// / 1 A/ /i / " A/ " nn A//’/// I,
= —10A7,5 Ay fifi + 0003 Ay fifi 440055 Ayy fifi+

o I " i /el / "

+ 204793 Ay f1f{/+30A123 1,2f1f{/ 6A7,3 Al fifi—

/el /l " i I i !

—24A753 Ay, fifl — 40A123 1’2f{f{// 75A123 12f{/f{/

/i i I

+ 30475 12f1//f{/+120A123 Al [UTT

15 /i 1o i / /l " /i /e
R -:A1,2,3 A123 fi— 12A1,2,3 123 f1+24A123 A123 fi—

i /Al

— 48 A1,2,3 Ayg 2.3 fflla

e Deuxieme boucle de l'algorithme :

5 7
N A

A7, q D°
|deal — Rel ( Ve 10

8
0 D 0’ 0 )
14 15
0 0 9 0 It ‘O

e Recevoir 20 syzygies, dont les 14 supplémentaires :

02 4D5QM — 5 ATRY - f X2
02 24 DSQU — 25 PRI f{1/19,
0 é L12L12 4 ElOQM—f{MSRB,
0=8NOLR 4 ATRY L f{ X7
0£ 4 DSL12 4 5APRI—fIV1Y



[
0=8DL* + 5 AR flUM,
7112 514 I A 78 A710
0= AL + A2QM—2 f{MENTY,
0 % 5A5L12 4+ 3A3Q14—f{D8M8,
9 10 710 5 pldb _ ¢l/y/19
0=8NVEW L AR piv 19
p
0=4D°EMY + 3A°RY— fUY,
0=5ATEW0 + 3/\36214_6f{DSJW87
0=5AE" —3ALY2—6 f{ DM,
0 = 8/\5]\710@14 . /\7A7R15+f{@14@14 + 4f{N10N10M8,
0= 24 A3NVQU — 5 ASATRY 5 1 L12QY + 2 f/ MSDEN.

lIE

e Obtenir 3 nouveaux bi-invariants mutuellement in-
dépendants:

7 4DPEYW 4 3ARY
U = 7
J1
/i /i ! /i /i) !
=15 A1,2,3 A1,2,3 A1,2 — 306 A1,2,3 A1,2,3 A1,2_
/i /il /i /il /Al /i
— 24 A1,2,3 A1,2,3 Al,Q + 144 A1,2,3 A1,2,3 A1,2 )
V19 B 8N10E10 T A5R15

/
J1
! 1o ! 1 ! / ! 1o ! 1 ! 1" /
=24A7,5 Ajgys Ajyf1 =604, Ay Afy fit
!N ! ! " / /1 ! 1 ! 1 1
+ A7y Ajgy Ay fi =T0A )3 Ajgs Ay fi+
! 1o /A ! 1 ! 1 ! 1N ! 1 1
+36A7,5 Ay Ajy fi H 1684793 Ajys Ay, fi—
! 1 /i /i 1 ! 1 I/ ! "
— 144 A )3 Ajgs Ay fi 964703 Ajyy Ajy fi—

oo ! ! m
)

y y i
— 240 A1,2,3 A1,2,3 A1,2 Jis



4D8Q14 . 5A7R15
A

A/ ! / "/ /i /i I "
= —40 A1,2,3 A1,2,3 12 f1f1 ZLA1 2.3 A1,2,3 f1f1
11N !N /l "/ / /l/ " A/ A
A1,2,3 A1,2,3 1.2 f1f1 + 60 A1 23 A1,2,3 A1,2 f1f1+
A,v l/l’ " A,7”7/,/ l/ "/ A /! l/l/ A’7/,7 " A/7”/ ! el
+ 240 1,2,3 1,2,3 1 9 f1f1 + 130 Ay 23 Ri93 Ly Sifi+

i A " 1 nn i I

+ 1204755 Aygs Aly fift 168A123 Ajgs Aly fifi =

X21 _

oo ! l/ nn o I / nn

— 068 A 55 Afgg Ayl fify —360A755 Ajgs Ajy fify
A/ ! 1 ! 1 " I/ / 111 "
— 160 A7 93 Ay A12f1 +24OA123 Ajyg A 2f1 +
/A I/ // 11! " A/l A/ ! /) 1
+ 960 A7 53 Ajgz Ay fifi — 30 A )3 Ajgy Ajo fifi+
A/l /Al ! 1 ! 1o ! 1 ! I 1 1
+ 840 A7 53 Ajys A12f +180A123 Ajgs Ajy fifi+
A/ I/ ! 1" ! 1N " 1 1
+ 1444753 Ajy3 Af, U+ 144 A123 Ajgs Ay fifi—

/i /i I I !Imnm rn

— 1440 A 55 Ayyy Ayy fIf17 +480 A123 Ajys Al I

e Verifier lindépendance mutuelle des 16 bi-
Invariants :

L@/lO) jﬁ) /\37 /\57 /\77 1)67 1)8
ZV{S 1510

10
, N7
12 14 15 17 19 21
) L ) 62 ) R ) U ) 4 ) X

)

e Troisieme boucle de l'algorithme : Ordre purement
lexicographique :
N> AN >N >DV>D% > N > M8 > pIO > 12>

> QY > RY > Ul > v > X2

e Recevoirdl syzygies complétées :



02 5NN+ 3NN FLFM

= —20°D° + DY L B,

L —NTD°+ 5NN~ L

= _5AEY 4+ 3AL2 46 DM,
0= 5ATEY +30°QM 6 /1 DSV,
0Z4DSEY + 3 APRY — UV,

0= 36 D°DSMS — 5 BYEY 4 3A3UY 10,
= 5 L2 — 6 DSDSME + 3APVY 40,
02 5L7L + 3AX + MDD+,
£ GATD 4+ 5AD fiL"”
= —ATD® + 10 AN, Q"
0= AL, — ATE'4 [ DS,
0= AL+ A°QY 2 fIM*N,
0= SNWEY + APRY — fIV1,
0= AUV — EL12 ¢ DSDSME L,
0L AV — MEDRDS — LRI MR
0= APX2L L1201 0 DSNIO A8,
0= §NWL2 4 ATRY 4 fIX

0 = —LPLY + —A7U17LT+f{7 —5 M®D®DP+0,
0 2:_0 L12Q14 + A7V19LT — 10 1381\48]\710_‘_07



02 90 NN/ - QUM + ATX?. 40,
026 DSMBRY . + LU — Oy,
025 DEMPRY, . — QUUYT — L2y,
02 10 NSRS — QU119 4+ L2X 40,

0= 5 M RPRY, + VOV + U X240,
02 —D’D® + 12 DN+ f{R",

0Z —5 DSE" 4 6 DL+ flU,
0=3D°Q" 425 NVEY-_3 1",

02 5 EORY _ DS 6 DSV, 10,
02 _gp12p1s | N7 3DSX? 40,

= _10N"EW0 4 D3L12 4 fIV10
0= D'QM _+10 N'L24 /X7,

£ o NVUY 4 DV, 4 LR 40
0 QURY £ 2 NV 4 D3X2L 1,

B o [RNWT L pISLI2L12 4 g YIONWRI0 _ pryr10y10
02 NOTTQU — RLI2QM 4 10 VN2 1 10X




O g 10 N10L12X21LT . R15Q14Q14 L 2 Q14N10V19—|—f{X21X21,
O g 2 N10U17X21LT . X21L12R15 + V19Q14R15 + 2 N10V19V19—|—O7
39 510,14 12712 o/ 278 pl5
0=E"Q" + L”L"”—fIM°R",
0= QMU' +6 L2V 45 EVX 40,
% _6 Q14L12vl9 . Q14Q14U17 + 5 X21L12L12|_T_5 f{M8R15X21.
e Aucun nouveau bi-invariant n’apparait, donc I'al-
gorithme se termine et I'algebre UE?L est engendrée
par les 16 bi-invariants écrits explicitement ci-dessus




IX — Algebres d’invariants explicites

THEOREME | (M. 2008) En dimension n = 2 pour
es jets d’ordre « = 5, l'algebre UE% de polynOmes
de jets P(j°f1,j°f2) invariants par reparamétrisa-
tion et invariants sous l'action unipotente est engen-
dree par les 17 bi-invariants mutuellement indépen-
dants définis explicitement ci-dessus
f{, AS7 /\5, /\7, /\9, M8, Mlo, [(127

N12, H14, F16, X18, X19’ X21, )(237 )(257 Y27

dont la restriction a {f{ = 0} posséde un idéal de
relations (pour l'ordre gradué lexicographique in-
verse) qui est constitué de 105syzygies, 66 d’entre
elles engendrant I'idéal en gquestion, et dont les 66
restes derriére les puissances de f| ont tous été
exhibés plus haut.

De plus (corollaire), I'algebre complete E% des po-
lynémes de jets P(j°f) invariants par reparamétri-
sation est engendreée par les polarisations :

fl, AN, AL, A MY MP K2

t Z7j7 Z7j7k7 Zaj’

N12 H14 F-16 X18 X19 X21 X23 X25 Y27

Z?j ? Z7J7k7 Z?]’ i7j7k

de ces 17 bi-invariants, ou les indices i, j, k varient
dans {1,2}, et par conséquent, le nombre total de
ces invariants est egal a :

24+14+2444841424+44+1+2444+8+24+1+24448 = |56/.




THEOREME | (M. 2008) En dimension n = 4 pour

es jets d’'ordre x = 4, I'algebre UE?L de polynOmes
de jets P(j*f1, 7% f2, 5* f3, 7* f1) invariants par repara-
metrisation and invariants sous l'action unipotente
est engendrée par 16 bi-invariants mutuellement in-
dépendants :

WlO) f{; AS, A5, A7, D6, DS, NlO’
M8 ElO L12 Q14 R15 U17 V19 X21

)

dont la restriction a { f{ = 0} posséde un idéal de re-
lations, pour I'ordre purement lexicographique, qui
est constitué des 41 syzygies ecrites ci-dessus.

De plus, tout bi-invariant de poids m s’écrit de ma-
niere unigue sous la forme polynomiale suivante :

PG*F) =D () (W)” > coeffy  nop:

0, (a,....,n)eNM\ (O U--UTy)
3a+---+21n=m—o—10p

()" ()" (AT) (D) (D) (V) (ar)” (B)
(le)z (Q14)J <R15)k (U”)l (Vlg)m <X21)n7

avec des coefficients coeff, ., 0p quelconques, ou
Oy, ..., Oy désignent les quadrants de N4 ayant
des sommets correspondant aux puissances des
41 monomes de téte en question.

Par conséguent, en dimension n = 4 pour les jets
d'ordre x = 4, I'algebre EjlL des polyndbmes de jets



P(j*f) invariants par reparamétrisation est engen-
dree par les polarisations

WS fl Ny Mgt Mapes Diga
Dijuar Nijares  Migws  Eijmpa  Lidkpdo
Quiklpdios  Biimparie  Ubispar s
Vigklparl st Spgklparlfst:as

de ces 16 bi-invariants W10, f/, A%, A5 AT, DS, D¥,
NlO, MS, ElO, L12, Q14, RlS, U17, V19’ X21; ces in-
variants polarisés sont anti-symétriques par rapport
a chaque collection d’indices entre crochets |, j, k|,
p,q,7], |s,t], etils sont explicitementreprésentes en
termes de A-déeterminants par les formules com-
pletes suivantes :

/i

b )
.9,k

AL (FLfh+ FI 1)+

+15 A;’; e



11nonn A/

D[Z,]k] _A-7-’ f/ —GA-’-’ f”

Lk Ja i,J,k Jao
10 L /’///7//// I, 3 /7//’//// ! el e,
Nijipas =80 fals =580 (fafs + 1355)+
A/ . . / " 1 el
200 (Fufy + FU ) + 300 frfD,
] ! nn /i i ! "
Mg ey =380 By H1285 Af—
5 A/ " A/ "
N g Tkl
! !N A/ i
Bk g =38k Dm — 68750 Ay
1 L /’//7//// / 177 / // " /,// 1 /’//’/// /7//// /
L[ i3k, [Lml; e - 5Ai,j/€ f 154; ik quf 6Ai,j,k Ap,q fa
/ // /// // 177; / // " / 177
A/ i A/ 1774 A/ i A/ "
Q[Z,J/f[pq af —10 i,k quf5+ igk g ff6+
! 11 i / 177

+4A A ff5++20Awk a Jol5F

+304, 5 A”’ff —64; 7, A ff

/i) // 177 /i) / 177
— 24N A fof 40AM R
o 75 A/"y;/,k//// / . f”f _|_ 30 AZ ] /'C / ; f//f
/i ! N
_|_/1//29//A 7] k Ap q fl/f/ll, / /// 1
! 1 / // 1/
R[z,] kl,[p,q,r]; = Ai’,j’k Ap:qZT fa — 124/ ,jk pqr f +
_|_ 24 A/’;/k:/// ;)/; ;// f(;/ B 48 A/7;/]{:/// A;97’/q/17/n// f(;”)
/ // " Il ! 1 / /// " /ANl ! 1
Uilimparisg = 100 0 Dy Doy = 360700 Ay Ay —
/ // 11 // /7! /aiii
— 24N A Ay, + 144 e A A
i = A8 ST 0 AL N AL
NN N R I N

+364; H]‘"+168AMC Ay A fr—

p.q,r



/N // " L oy 1

I " 7 , mn__
A st f +96A1jk} D.q,T As,t fa

— 144 AU VAN
/a7l /A A

— 24075 Ay "

D4, sit Jao

21 -
Xk parsitsas =
1o ; /; " / " / "o o / "

/i 11 1 /l 1 /i /Al i
_4A‘>]'k Az;q77‘ St ffﬁ+6OA23k qur Ast ffﬁ"'
/ /// 1 / // n /i / n
I l/l " / // " I /! /l// / // 177 /,//I/ / 1
/i I/ " n rnenn I/ i

—668AW AW Ast f f 360%;; AW N -

160 A A A 240 A7 AT A L F
+I60 A7 A A ZQ”f TGN NN &
A0, AN Ff +180A’””,;”” AN [
AL g AL AL R
— LA, AT A0 A A AL FY

ou les indices romains satisfont 1 <17 < j < k <

Ou1<p<q<r\4,0u1<5<7“<4et

ou les indices grecs «, § satisfont sans restriction

1 < a,8 <4, dou en définitive, le nombre total d’in-

variants engendrant I'algebre de Demailly-Semple

E; estégala:

1+44+64+244+96+4+ 16 + 64+

+ 36 4+ 24 + 96 + 384 4+ 64 + 96 + 384 + 1536 = |2835.

Fin
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| — Prologue

e Today :
[1 Show hard formal computations,.

[1 Emphasize thenreasonable openessf a few deep
mathematical questions.

[1 Demonstrate theverywhere densenessf residues
of mathematical understanding

[1 Discuss themetaphysics of symbolic expression
swelling

[1 Remind theGaussche Strenge

e Starting study : The effective treatment of polynomial
Ideals understood as the aim of systematically contro
ling Algebra’s indefinite potentialities.

e Main example : Classical invariant theory.

Coloring conventions

[1 Questions, problems, obstacles, difficulties

[] Definitions, terminology, easies, new notation,
conjectures

[1 Theorems, propositions, assertions, important
facts, mathematical symbols

L] Items, current text



Il — Ideals of polynomials

e Workin: R orinR".
e Coordinates :z or (zy,...,xp).

e Polynomials in one variable :

o 71’ +5x°+1

o 2r+1

o z(x—1)(x—2)---(x—Fk)
e Generally :

P(z) = apz" + ap_12" N+ ag £ aop,
where the integen > 0 Is thedegreeof P and where
an,n—1,- - ., 01, ag are real constants.

e Denote the algebras of polynomials R|z|.
e Notion of Ideal : Collection ¢ C R|z| of polyno-
mials :
[1 Stable under addition :
P+Qe 7 wheneverboth P, Q) € 7

[1 Stable under multiplication bgrbitrary polyno-
mials :

r-Pec 7 if Pe ¢ foranyr e Rz

e Mathematical disease There is a universal quantifi-
cation over an infinite set of polynomials.



e Abstract thought of totality : Manipulate objects abs-
tractly without finitary control. Only operations are fi-
nite. Then do we really understand what we touch ?

e Philosophical feature : An abstract, concise algebraic
definition may somehow hide what is the real size of the
Involved objects.

e In fact:

Lemma. Every ideal of R|x| is principal, namely
there exists a single generator P € _¢# such that :

J =P -Rlz].

e Consequently :In one variable, an arbitrary element
of an ideal is justP times something, hence we have an
underlying finitary control of what we manipulate, al-
gebraically speaking.

e Passage to several variablesThe structure is more
complicated : ideals are almost never principal.

e Example : The ideal # of R|x1, 5] generated by,
and byzs Is not principal.



e More complicated example :Example : What to think
of the following ideal inC[A”, A°, AY, M5, M1V K12] 22

— 5A°A° + 3 AN

— TAPAT +3A%NY
—TAAT+ 5 AN

— 8N ME + 3 M

— ATMB 4+ 3A3K 12

— A ME+5 MM
—NMS+T7TNKP

— 8AIME + TAT MY

—5 A MY 456 AT K12

— 5 MM 4+ 64 MOKT?

e Mathematical Understanding :

[1Albert Lautman’s thesis : One should recognize and
reconstitute the problems that lie at the roots of a givel
theory,e.qg.the theory of Grobner bases.

[1 Deeper, Gromovian-Socratic thesis :
/A Understanding is intrinsicallgroblematic;
/\ Openess is widespread.
A\ Questions stay.



We have to assume that we are very stupid and our
natural questions are stupid, and only by hard work,
by conceptualizing, working hard, calculating, whate-
ver, we can make good questions or good mathema-

tics. And it’s naive to think that we all have intuition or
something. It’s a stupid opinion. That's what | believe.

Mikhail GROMOV.
e General question :How to organize computations ?

Thesis. There is an implicit, invisible and incredibly
complicated history of individual paths followed by
various mathematical publications at various ages
In some archetypal, incredibly wide “reality”.

e Implicit history of Grobner bases : In their prin-
ciple, they are omnipresent in 19-th century algebra, e
pecially : Lie, Killing, E. Cartan, Schur, Ricci, Young,
Amaldi, ...

e Modern rebirth of Groébner bases : Enhanced by the
spreading of symbolic computation softwares.

e Most of what we, as thinkers, do is almost immedia-
tely forgotten.

e The virtue of history of mathematics : To demons-
trate us that what we achieve and what we publish is ne
gligible and will almost surely be forgotten.



lll — The basic principle of Grobner bases

e In one variable : Emphasize the highest term :

ant” 4+ ap_12" N -+ agx + a,

e In several variables : Choose aterm order on

Rlz1, ..., z,], namely a relation- on monomials :

1 2 On

QY (8%
x2 ...{L‘n

r == ZIS?
having the following properties :
(i) Itis atotal ordering, namely any twa:® andz” are
either>, or <, or=.
(i) The multiplication by any monomiat’ preserves
any relationz® > =, namely :
2V x> P

(i) The ordering Is avell-ordering Iin the sense that
every nonempty subset of monomials has a (unique
smallest element.

e Example : TheLexicographic ordering : We say :

a:?la:gQ c T > ey azglang co :z:g”

If, In the difference :

(&1 _ﬂlaﬂw&n_ﬂn)a
the left-most nonzero entry is positive.g.:

1,.2 2.4 3.2, 4 3,21
T1T3 Zlex LT3 and  z725w3 > 2513,



e Example : TheGraded Lexicographic Ordering :

oy, Q2 Q 1,52 b
T Xo” X" Sgrlex Ty Ty Ty

If either
ar -+t ap=lal > |8 =B+ + By
orif:
|04‘ — |ﬁ| and « > lex 6

e Mathematical Understanding : When, how andwhy
a definition can be considered to bederstood ?

e Geometer’s opinion : When adiagrammatic view
Immediately exhibits someglobal Gestalt of the
concept possibly dialectical, in order tdeed intuition|.

e More deeply : In any situation, thenathematician’s
good reflexis to pretend for one’s mind that :

One has “not yet” understood (everything)

e Socratic-rootedmental perspective :
“Almost never”, do we understand really




IV — Speculative Intermezzo

Thesis. Understanding not only involves absorbing
the concepts, it further requires surfing within a cer-
tain imprecise, amorphous, space of virtual ques-
tions, full of possible thoughts.

e One of the secrets of mathematical survival :

Always maintain alive one’s precious ignorance

Il ne suffit pas que tu comprennes dans quelle igno-
rance vivent ’lhomme et I'animal ; il faut encore que tu
aies la volonté d’ignorance et que tu en fasses I'ap-
prentissage. Il est nécessaire pour toi que tu com-
prennes que sans ce genre d’ignorance la vie elle-
méme serait impossible, gu’elle est une condition née-
cessaire pour que le vivant se conserve et prospere :
une grande, une solide cloche d’ignorance doit t'en-
clore de toutes parts. Friedrich
NIETZSCHE

e Question-Example :What are all the possible mono-
mial orders ? Is there any classification ?

e Question-Example : Why is the Graded Reverse
Lexicographic ordering usually more economical In



Grobner bases computations ?

z >grevlex xﬁ If ‘O" > ’ﬁ’
or if the right-most nonzero entry of — 5 i1s < 0.



e Example : Gauss was able tmaintain openfor more
that10 yearsthe questionwhy curvature seemed to only
depend on intrinsic metrical data, and for him, answering
the “why” was nothing but finding his

Theorema Egregium

e Statement :For an intrinsic Gaussian metric :
ds? = E du? + 2F dudv + G dv?

on a surface equipped with two local coordinatesv),
the Gauss curvature

OE 0G _OF 0G <8G)2 .

1
curvature_4(EG_F2)2{E 5 oo %'%—’— 9
'8E.8G_8E.8G_28_E.8_F+48F.8F_28F.8G]+
| Ou Ov  Ov Ou ov Ov ou Ov ou Ou
'6_E.6_6_26_E.8_F+(6_E>2
ou Ou ou Ov ov
_ PE _ PF 82G]}

P P 2 _
2 (BG F1>[802 28u80+_6u2

+ I

+ G

only depends on the coefficients F', G.

Thesis. In mathematics, instead of playing
the game of formalistically hiding the thought,
one should exhibit the speculative, gquasi-purely-
philosophical tensions which dominate reality and
one should intentionally expose theories by regu-
larly emphasizing such tensions.




Thesis. In contact with achieved, difficult, perfected
theories, to get for one’s mind a true mathematical
understanding, it is absolutely necessary to recons-
titute :

[1 Some of the problems which lie at the initial core
of the theory (Lautman’s view).

[1 The speculative tensions which govern specific
organizations of the mathematical exposition.

[1 The insertion of the theory in some broad unified
mathematical perspective.

[1 The permanent openess of mathematical ques-
tions present in-behind.

Mathematics is amazingly compressible : you may
struggle a long time, step by step, to work through
some process or idea from several approaches. But
once you really understand it and have the mental
perspective to see it as a whole, there is often a tre-
mendous mental compressiofou can file it away, recall
It quickly and completely when you need it, and use
It as just one step in some other mental process. The
Insight that goes with this compression is one of the
real joys of mathematics William P. THURSTON

Thesis. There is an indefinitely available collection
of questions that everybody can raise ; questioning
IS just a preliminary act of understanding !




V — Back to Grobner bases : Dicskon’s lemma

e Choose and fix a monomial ordersayLex.

e File in decreasing orderall the mononomials of any

polynomial of the ideal # :

7x?1’:62 + 5:17?:133 + Sx%xgxi.

e Call the highest monomial of a polynomial itsLea-
ding Term (mondéme de téjejust thex" in one variable.

e Pick the leading monomialof each polynomiaP be-
longing to the ideal # :
LT(_#) := Ideal generated by{LT(P): Pe #}.

¢ What happens ?
P ::EByQ—a:era:
Py = 2:63y2 + Txy + 1
Py — 2P =92y — 2x + 1
e Unavoidably, new invisible Leading monomialsap-

pear in any ideal, because infinitely many combination:
still belong to the ideal, by definition!

How to repair such an imperfection ?

e Metaphysical thesis : One must alwaysstart by
trying to understand some simplest cases which al-
ready exhibitsome not understood new features

Induction of understanding ; hoping to view harmonies




e Definition : Anideal ¢ in R|xq,..., x| IS amono-
mial ideal if it is generated by a collection of monomials,
possibly infinite in number.

e Example:
A
(y°, ay?, o2, 2y atyt, 2ty aby, 2Oy,

e Observation : Then syzygies between leading terms
cannot give anything new :

e Reformulation : In other words, there is a (possibly
Infinite) subsetd C Z" such that # Is generated by the
x® fora € A.

Lemma. (DicksoN) A monomial ideal # = (2 -
a € A> always has a finite number of generators
that are all themselves also monomials.




e Erasing what is inside the shadows Every mono-
mial z“ erases all monomials”x“, for anyy € N"
(Ideal!).

X2

O = erasing of a superfluous monomial

hidden stair
ielding _
Inite generation

X
>1

e Conclusion : This graphically proves Dickson’s
lemma, because the corners avesibly” finite in number
In anycase.

Some appropriate acts of speculative thought

[1 See why stair finiteness holds in thawo-
dimensional picture by cookingisual rigorous ar-
guments

[1 Come back tadimension ong, confirm, and again
see the whyin another perspective.

[1 Ask what happens in dimensitimree, draw pictures
for one’s mind, and try téet the arguments have their
own animated life in one’s head.



e Formal proof : Two lengthy pages plenty of indices
difficult to read.

Thesis. In order to mathematically understand a
specific proof, one should always exploit the dua-
lity between formalistically written proofs and :

visions with questions

which feed intuition by tracing a somehow chao-
tic path in mathematical abstracta and help to pro-
gressively reconstitute for oneself :

[1 speculative tensions
[1 mathematical causalitiegGeorges BULIGAND).

e Coming back to the general case Study ideals of
general polynomials that are not necessarily monomials

e Hope : By looking at all leading term&T(P) of all
existing polynomials” in some ideal 7, one could pro-
bably reach the desired finitary control.

e Definition : Let P and Q be two polynomials In
Rlz1, ..., zy,], for instance :

P =u19y” — 2%y’ + x,
Q= 3x4y + y2.

One mayeliminate the leading terms by multiplying
bothP andQ by the appropriate monomials to reach the



least common multiple
3xF3zz3x4y2——3x3y3%—3x2,
yQ=3a"y" +y°,
3rP—yQ = —3x3y3 + 3% — yg,
and then subtract to remove the leading terms, getting
new polynomial, together with anew leading term

e Definition : In general, for any two polynomials whose
monomials are written in decreasing order by emphas
zing at first their leading terms :

p .
P=c¢, 2% +sum lower monomials,

Q= ¢, " + sum lower monomials,
one may define th&-polynomial
S(P.Q)
of P andQ as follows.

In order to eliminate the leading terms, one multiplies
P andQ by some appropriate monomial :

x4 .
P = 27 4+ remainder,
Cp
x4 .
Q = z” + remainder,
C
q

to reach theleast common multiple monomial™,

where :

p Q)j

vlzzrnax(oq,(yl ...... ,vnzzxnax(ﬁmu Q,



and then one subtracts the result. Equivalently, the S

polynomial ofP andQ is simply the combination :
x” x

S(P.Q) = T M Y
e Case of an ideal :When bothP andQ belong to an
ideal #, their S-polynomial also clearly belongs to the
ideal.

e Observation : The letterS here stands fobyzygy, and
Indeed, forming an S-polynomial is the process of loo-
King at syzygies (relations) between the leading terms.



VI — Speculative Intermezzo

e Metaphysical interpretation of the S-polynomial :
Just the basic, most obvious, most elementary less costt
process of chasing new leading terms in our ideal.

e Analogy :

[1 Hironaka desingularization theorem : For any
complex analytic subseX of C" defined as the zero-
set of a finite number of arbitrary holomorphic functions,
there is a smooth complex manifoltd and a proper
complex analytic morphism : M — X which is an
Isomorphism away from the singularities &f (rough
statement).

[1 14 interdependent inductiongdHerwig HAUSER'S
version,2002; cf. alsoKen MANDERS talk).

[1 Hugemobile of intertwined quantities.

[1 Definition of an invariant, made of orders, labels
counting divisorsetc, belonging taN*".

[1 The desingularization relies upon juste very ele-
mentary process at each step : blowing up the currel
analytic set along a certain globally defiredoothcen-
ter whichonly yields atiny improvement of the inva-
riant.



[1 The theorem then shows how to find the locus wher:
one has to blow up at each step, and it states that tl
Invariant then decreases somehow, somewhere.

e Here, our basic process is :Computing the S-
polynomial, which gives a new polynomial in our ideal,
and a new leading term.

Thesis. MYSTERY OF THE METAPHYSICS OF MATHE
MATICS : How Is it possible that some simplest ba-
SiC processes may come to an end, may be pushed
so far as furnishing some apparently satisfactory
theorems concerning very complicated objects for
which one cannot hope in any case to possess a
completely full understanding ?

e Scholium : In fact, already in dimension 3, dezingu-
larization Is not fully understood.

e Scholium : One will never be able to view the struc-
tures of all possible ideals of polynomials.

In fact, infinitely many possible precise, meaningful
problems of algebraic geometry come down to unders
tanding features of certain polynomial ideals.

e Some partial answers to such a mystery :

[1 Dialectics : Mathematical “reality” always puts
many obstacles on your pedestrian, naive way to a bi
theorem (LAKATOS).



[1 Lucidity : The signification of your big theorem
identifies to the proof you give : it is just one partial path
(WITTGENSTEIN) in an incredibly wide “reality” ; stupid
Wittgenstein ! He missed this crucial point!).



VII — Summary

[1 Ideal is infinite, uncontrolled.
[1 However (Noether’s theorem), any ideal of is finitely

generated :

7 =(P,...,P)

=P -Rlxy,...,zp|+ -+ P - Rlzy, ..., zp)

[1 The goal is todominate by a finitary control the
infinity multiplication “- x Rz, ..., zp]"

[1 We know that when there is just one variahieby
considering the leading term,z" of any polynomial
P(x), one easily checks that every idegd of R|x] is
principal, namely it is of the form :

4 = PR,
for a certain single polynomiaP(x).

[1 We hope that in the context of several variables
(x1,...,xp), by looking at the leading terms afl poly-
nomials in an ideal#, we could presumably reach some
finitary control (which one ? we do’nt really know yet).

[1 Fortunately, Dickson’s lemma shows us that ideals o
leading terms are always generated by a finite number «
monomials.

[1 A free process to produce new leading terms is tc
construct the S-polynomial between any two polyno-
mials in a given ideal.



e Starting with an ideal : Noether's theorem assures
that there always is a finite number of generators :

J =(P,...,P).

e Then compute all S-polynomials :
S(Py, Py, S(P,Ps), ..., S(P,P),
S(Py, P3), ..., S(Py, Pp),
S<P]€—17P/€>7

Principle of Mathematical Economy :
Always remove what is superfluous

e Must economize some S-polynomialsSuppose that
the leading term of some S-polynomig(P;, P ;) belongs
to the collection of already known leading terms :

LT(P,),...,LT(P,).

Then one shouldiivide such an S-polynomia$(P;, P)
by the already known generatars, . . . , .., since other-
wise, the S-polynomial in question would bring nothing
new.
e Euclidean Division : Divide S(F;, ;) by P :

S(P;, Pj) = 3ay’ — Py +

P =xy+ y2
S(P;, Pj) — 3x°yP| = —2’y° + x — 32°y°.



e ODbservation : Above, as long as the leading term of
P = S(F;, P;) is the leading term of somg),, we can
do:

Replace P by P minus the appropriate multiple of P;.

e Division algorithm for multivariate polynomials :

Theorem. Fix a monomial order > on monomials
and let P = (Py,..., P.) be an ordered k-tuple of

polynomials in R|xq,...,z,|. Then every polyno-

mial P € R|zq,...,xy| can be written as :
P=q-P+-+gq P+,

where ¢;,7 € Rlzy,...,z,] and either r = 0 or r is

a linear combination of monomials, none of which
IS divisible by LT(f1),...,LT(fz). We will call » are-
mainder of P on division by (P, ..., P.).

e Algorithm : At each step, read in the specified or-
der the leading term&T (7)), ...,LT(P;.), test whether
anyLT(P;) divides the leading teriaT (P) of the current
form of P, and if the first encounteredl (FP;) divides
LT(P), then divideP by thisP;, and by no furtheP;..

e Speculative observation Imperfection of such a di-
vision algorithm : the process in gened@pends upon
the order in which one lists the polynomialg;, . . ., P.
The division would in general give another remainder
for any other listing.



VIII — Buchberger Algorithm
[] Start with an ideal :

J =(P,...,P)
[1 Compute all the S-polynomial$(F;, P;) and com-
pute their remainder on division by the lisY, . . ., P;.

(1 Call Q;; the resulting polynomials.

[1 By construction, either);; is identically zero, or
the leading term of);; does not divide any leading term
LT(Py),...,LT(P).

L1 Ifall the Q;; are zero, the algorithm stops.
1 Otherwise, add to the list all the nonzepy; .
[] Callthe so obtained new ligt,, ..., P, Pr..q,..., F.
[1 Restart the same game with this new list.

Metaphysical principle of the process

Add missing polynomials
Hope to erase the imperfections
Fill in the list until stabilization

e The theorem is : Such a process always stops after ¢
finite number of steps.

The final list reaches a perfect harmony




Theorem. (CHARACTERIZING GROBNER BASEY
Let P,...,P. be generators of an ideal ¢ of
Rlzy,...,xp] :

J =(P,Ps,....Pp).
Call these generators a Grobner basis provided at
least one among the following mutually equivalent
conditions holds true :

(1) For every element P ¢ ¢ of the ideal, the lea-
ding term of P is divisible by the leading term of
some P,.

(i) For every element P € ¢, the remainder of P
on division by the generators Py, ..., P. IS zero.

(i) For every two polynomials P; and P; among
the generators, the S-polynomial S(F;, P;) has zero
remainder on division by the generators P, ..., P;.

(iv) For every polynomialP € R|xq,...,xy], there is

a unique remainder ofP on division by the generato
P, ..., Pr.

Remainder of the talk

Some features of Demailly-Semple jets

I'S



Kobayashi hyperbolicity conjecture

And invariant theory

e Diophante’s realm : Searchinteger or rational solu-
tions of polynomial equations :

0=P(X,Y,Z,....T).

e Example :
0=1-X*"+Y"- 28
0=2X +Y3—7XZ%+240Y 2%

e Comment : Integers in Arithmetic and Polynomials in
Algebra both enjoy indefinite, free generativity

Réservoir inépuisable de réalité mathématique potentielle

e Robinson, Matyiassevitch :Intrinsic undecidability
of Hilbert’s Tenth Problem

No universal algorithm to decide existence of solutions

e Serge Lang’s conjecture :For almost all polynomials
P(X,Y,Z, ..., T) of high degree, the number of solu-
tions having rational coordinates is finite.

e \WWorking now over complex numbers : Complex
Projective Space P"*(C), considered as the affine space
C" to which a copy ofC" at infinity is added.



e Homogeneous coordinates off"(C) :

[20:21:22:---:zn].
with the z; not all zero and with the convention of identi-
fying, for any nonzero complex numbgr any two mul-
tiple points :

[ZOI“'IZWJ = [)\zo:-~-:)\zn]
e Homogeneous polynomial equations Thus, consi-
der a homogeneous polynomial figy : z1 : -« : 2.

e Kobayashi Hyperbolicity Conjecture (1970) : For
general coefficients,,....,,, the complex algebraic hy-
persurface of degred defined as seX of projective

points|zp : 21 : - - - : zp] where the polynomial vanishes :
87
X = {[ZO e :zn] : Z aao...@n-zOO---zgn—O}
la|=d

IS Kobayashi-hyperbolic (taking account of Brody’s
1978 theorem), namely every entire holomorphic map

f: C—-X

must beconstant provided the degreé€ of X is high
enough.

e Open question :Understand the algebraic structure of
the bundle of polynomials in the jet of an entire map tha
areinvariant under reparametrization .



e Basic idea :From the constraint equation :

0= P(f0(¢), f1(C)s - falQ)),

saying thatf(() lies in X for all ( € C, one may infi-
nitely many more equations by just differentiating with
respect ta’,

e Strong Hope of specialist{SIu, DEMAILLY ) :

“Understanding jets would conduct tooptimal de-
gree”

e Lower the degree boundon generic algebraic varie-
ties X C P"(C) for them to behyperbolic.

e Construct global differential equations vanishing
on an ample line bundle(skipped).

e Ahlfors-Schwarz lemma (skipped).

Only expose the algebraic problem

e Definition : In a local chart, denote by :

P = (e Y

the jet of ordew of a holomorphic map :

f: (f17f27°°°7fn) . C —>Xn7
We seek the polynomial® = P(;5" f) such that :

P(j"(f o) = (&)" P((j7f)o9) |,




for every local reparametrizatidri 2, o(U) C C, of the
disc, wheren > 1 is theweight of the polynomial.

e Concretely : Basic high-school formula for the deriva-
tive of the composition of théth componentf; with the
reparametrization :

(fiod) =fi-¢,

where we abbreviaté! for [/ o ¢.

e Second and third derivative :

(fio®) =] -&'¢' + f]- ¢,

(f?, o ¢)/// _ f@’/// . ¢/¢/¢/ + Sf@// ) ¢/¢// + f@/ . ¢///.
e Demailly 1997 :In the case: = 2, k = 2, There are
only three fundamental polynomials invariant under re-
parametrizations :

foo B g

e Check invariance :
e B || h
f{/¢/¢/‘|‘f{¢” fé/¢/¢/+fé¢” f{/ fé/ .
e Further derivatives up to order x = 5 . Setting

g; = fiogfori = 1,... n, further derivations pro-
vide derivatives ofy; with respect to the source variable




e C:
g; — Qb/f z'/v
Qb”f/ + ¢/2f”
/// " 17 17 13 pin
=" [ +3¢" [+ " f,
//// _ ¢//// f | ¢/// ¢ f// 43 ¢//2 f// L6 ¢// ¢/2 f/// 4 ¢/4 f////
///// , ¢///// f 4+ 5 ¢//// ¢ f// +10 gb"’ ¢// f// +15 ¢//2 ¢ f/// +
+ 10 gb"’ ¢/2 fi/// + 10 gb" ¢/3 fi//// 4 ¢/5 fz'/////'

e Mathematical understanding : Is there a general for-
mula ?

e Clear necessity To treat Demailly’s general problem,
one must at least be able to write down such a gener
formula :

9@@ = ¢\ 1 1k ol" Vg £ 4 complicated terms
before trying to find the desired polynomials satisfying :
P(g/, . 79("3)) = (¢/)™ P(f/, . ,f(@),
IS'nt it ?

e Faa di Bruno formula :

>y Y ¥

e=1 1< <<k p121, ezl g M+ FpeAe=r

k! '
AyA L (Ae)\He  p(p1t--tpe)
()\1 )/‘1 fi1! ()\ |)Me T (gb ) (gb ) fz

e Mathematical understanding : Read ; Compare;




e Denote :forall o, 8 > 1

o[ 0]
ho g
e Examples:
/ / /! /!
A2 = ]]:{1/ ]]%2/ \ A>3 = ]]:{1// ]]:éz// :
e Introduce :
AP = AL

A5 o Al’g f{ . 3A1’2 f{/

A5 o Al’g fé o 3A1’2 fé/
Theorem. (DEMAILLY ; ROUSSEAU; 2005) In di-
mension n = 2 and for jets of order x = 3, every

polynomial P(j7f) invariant by reparametrization
writes uniquely :

P(5°f) = 2 (f1, 5. M, A3) + A2 2(f1, f3, A7, A3),
with arbitrary polynomials & and 2.

e Unigue syzyqgie :
0= f3A) = fiA3 = 3A7 A,
e \We admit : Only what one call®i-invariants do ap-

pear in the Schur decomposition of the Demailly bundle
By Ty



e It suffices to seek directlythe polynomials invariant
by reparametrizatioR™ (;*f) that arealsoinvariant by
the unipotent action :

1
o= (o7) et =a e = s,

whereu € C, for every \ such thatl < A < k, hamely
which satisfy :

Pinv(u °j4f) — Pinv(j4f),

for everyu € C.
e Call them bi-invariants.

e Example : Forn = 2 andk = 2, the fundamental
bi-invariant polynomials are :

Il
/ { and ]]:{1/ ]]%2/

e \We admit :
A bi-invariant monomiak= A Schur bundIeF<‘>T)*(



Theorem. (M. 2007)In dimension 2 for jets of order
4, every bi-invariant polynomial writes uniquely :

Qf1, A% AL, M®) + ATR(fT, A% Ay, MP),
where Q and R are arbitrary polynomials of weight

m and m — 5 and where the five fundamental bi-
Invariant polynomials :

(1 A A A{,l M®),
are explicitly defined by :
f/
1
AS = ALZ
/\5 '—Algf{—3A12f”
AH-_A14f1f1+4A23f1f1—10A13f1f ’
+ 15 AL
M® =3 AV AL 4 12 AZFALZ — 5 AL ALS

and are visibly doubly invariant. Furthermore, the
Ideal of relations between these five polynomials is
principal :

0= flfiM® = 3A°A] | +5A7A7.

e Question : How to grasp the Demailly invariants in
general ?



An inappropriate algorithm

e Question : How to generate all fundamental inva-
riants ?

e Cross-product between invariants : Suppose we
know to invariants® of weight andQ of weightn :

P(i%g) = (&) P((j"f) 0 ¢),
Q(7g) = (¢")" Q((j7f) 0 9),

where we have set:= f o ¢.

e To differentiate with respect to the variable € C
amounts to applying thetal differentiation operator :

0(e) (A+1)
D= Z - f :
AeN 6’f(>‘>

which gives here :
DP] (j"*1g) =m o ¢ P((j5f) 0 ¢)+
+ ¢ ¢ [DP] ((577'f) 0 9).
DQ] (7 g) =n¢” ¢ QUG f) 0 d)+
+¢" ¢ [DQ]((77Hf) 0 ¢).

e One must eliminate the second derivative)”.




e Perform thecross-product:

‘{DP}(K—HQ mP]g ’
DQ ( T+1g nQ ] g
B mqb”q/)’m 1 ( )+¢/m+1[ }( /@+1f ) mgb/mp«j’if)oqb)‘
ne” " Q((y ’”"f) <b) +¢" DRI ) o) nd" Q") 0 @)
qb/m-i-l [DP]( /i—i—lf ) ¢/m P(( l'if‘) o Qb) ‘
¢"DQ (G ) o) n¢"Q(*f) o )
P (jf<;+1f) mP(]Kf)
[DQ} (™) nQ@Tf) '

and obtain a new invariant of weight + n + 1.

qz5/m+n+1

Observation. Every pair of invariants automatically
produces a new invariant :

[P, Q} =nDP-Q—mP-DQ,
which visibly is skew-symmetric in P and Q.

e Three generatig families of syzyqgies

(Jac) 0=[[P. Q. R] +[[R. P], Q] + [[Q. R]. PJ].

(Zlck;) 0=mP[Q,R] +oR[P, Q] +nQ[R, P]|.
(@l(ﬁ]{g)
=[P,Q] - [R,S]+[S,P]-[R, Q] +[Q,S]"[R, P]|.

e Fact : All previously known descriptions of De-
mailly jets were built by taking brackets between in-
variants from the lower order jet-level.



e Counterexample : (M., 2007)For jets of order = 5

In dimensionn = 2, one has exacthl1 principal bi-
Invariants obtained by taking all the possible bracket
between th& bi-invariants at the previous level= 4

f{? A37 A57 Al 1> M87
namely the following brackets
9 :
A= [ALL A
10 BV
Ml = _M y fﬂ
N12 . :MS AS]
K12 . /\5}/](
11— | 11» 1
Hl = [, A
16 . [as8 AT
F171 — _M , Al,l}

e But there are 6 further bi-invariants :
x18
x19
x21
x23
x25
v 2T
and in the list of these 17 bi-invariants, no one iden-

tifies with any polynomial in the remaining 16 bi-
Invariants.



e Explicit expressions : Below, the indices, j, k are
equal to 1 or 2.

fl
AP = AL
A= AL fL 3 A2 g

A= AV AN =B AV (S f+ fLF) + 15 AV fl fT
M8 — 3A1’4 A1,2 + 12 A2’3 A1’2 o 5A1’3 Al,?)

AL = AV FLFf 45 A2 f1f £
—ADN S+ S BT AN FE
S A6 AM(ff]+ L) Jf = 28 A% fLF A
SO+ FLE) S+ 35 AN (ST f o+ S+ £
105 A1 f1 £ A7,

M= [3AY A + 15 AP AN — T AV AL 4 2 AP AL fl—
— [24 AN AT 496 AP AL — 40 AV AL f1

N12 — 9A1’5 ALQ ALQ + 45 A2’4 A1’2 A1’2 — 45 A1’4 ALS ALQ—
— 90 AZ’B Al,?) Al,Q + 40 Al,?) Al,?) Al,?))

K} = fif] (5 AP AL 425 APEALT — 7T ATEAT — 56 AP AN — 112 A% A2’3) +

IE g
+ (foJ 5 fl fj) ( - 15 A1’5 A1’2 —75 A2’4 A1’2 —|—65 A1’4 A1,3 i 110 A2’3 A1’3)+
LIy g
+ Ui, 5 fi'J) ( — 50 A1’3A1’3>+

n fz'”f;'/( o5 ABAL L 15 A AL2 1o A23 A1’2>,

I = (15 A1 A A2 175 A2 ALS A2 4 5 AL AL ALSL
£ IT0 AP AVSALS Z o AT AT A2 gp AT A2 AL
— 38LAPT AR ALY f (= 45 AT ATZ ALY — 925 A A2 AL,

225 AMAM AL 4450 A2 AL AL 200 AM AL ALY f7



FZ1]6 — (_ AL ALAALZ _ {5 A2Z4 AL AL _ 19 ALS A23 ALZ,
+40 AT AV AL — 60 AP AT AL 4200 AP A ALY
N N
+ (=105 AT AT AL 525 ARE A AT 1 905 AL ALY AL
_ 930 AZ3 AL AL3 1 g6 AL ALY AL2 | 768 AL4 AZ3 ALZY
+1536 A% A2 AL (1114 f1f7)+
+ ( — 200 AL AL Al’?’) (I + fL1)+
+ (315 AP AR AL 41575 APPALZ AL — 1575 AN AL A2

— 3150 A20 AL AL 4 1400 AY AL AL f g

=5 A?,1,1 M{° +56 Ai,l K11,21
fi
— fIfLf ( — 18816 A1 [A%%]% — 25088 [A%%]® — 15 [A17]2 AL — 150 AT® AZ4 A2

18 ._

+315 AN AVEALE 1960 AVP AP ALY 375 [AMH]? AV 4 1575 AT AV ALS
+4800 A% A% AL® — 392 [AL]? — 4704 [AM]? A“) — fLEL ( — 2475 AP ALY AL
—9900 A** A®P AT 2850 ATP [AM]? 451330 AT APP AP
+92760 [A*]* AT® — 14250 A [ATP]? 47035 [AM]? AL — 495 AT A AL
— 1980 A0 A3 AI’Q) — L ( — 11100 A%? [AY?]? = 3150 AM [AT?] 2)
+ ff ( — 109440 [A%*]* AY? — 19050 A®® [A1?]? — 32325 AT* [A1F]?
+11025 A AVP A2 455125 AP AL AL? — 6840 [AT]7 A2
— 54720 AL AP AI’Q) — L ( +130000 [A1?] 3) — R (11025 ALS [AM?)?
— 55125 A%* [A"?]% 4 55125 AV ALY AL 4110250 AT AL AL
— 49000 [A"*]°).

[t —5 MO M}ijr 64 M® K12

]

= fl (1170 AP AVEATE AL 45 [AMP]P [AV?]? — 450 AYC AR AT

+ 74220 [A*%])7 [AMP]? 43780 AVP AT AT AL 1600 AM° [AV]?

— 1125 [A%1]? [A1?]? 4 5850 AZ* AT ATE AT 418900 A% ATS ALS A2

— 8000 A% [AM®] — 1344 [AM1]? AT2 — 16128 [AM1]? A% AL 41995 [N [AM4)?
— 64512 AT [APP]% AV? 427660 AT AP [AM#]? - 86016 [A™7]° A1’2)

+ £ ( — 74400 A®® [AM?]7 — 10800 A% AV [AT2]? — 2160 AL AV [AM2)?

— 8640 AM® A3 [A1?)? 13600 AT [AT?]* AT 464800 A AZE ALE A2

— 43200 A** A%® [A12]% 418000 A% [AT#]? A2 4 10800 [A11])F ATE AL

— 27600 A [AM*] 4+ 86400 [A]F AN AM) 4+ 7 (16000 [A4]").



—5M{°N"? +8M° H{*
fi
—135 [A1?]7 [A1?]7 — 1350 AV A% [AT?] 1350 AT AV AL A2
+2700 A1 AP AL [AT?]? 1200 A7 [AV])P AT2 - 3375 [AP4]7 [AM?)°
+6750 A% AV AL [AV?]? 413500 A% AP AT [AV?])? — 6000 A7 [ATP]P A2
— 576 [AM]? [A1?])? — 6912 [AT4]? A% [AT?]? — 495 [AM]? [A]2 AL
— 27648 AV [AP?]? [AT?]? 4 9540 AV AT [AVA]2 A2 4 1200 AT [ATF]
— 36864 [A>%]° [AM?]? + 32580 [A%F])? [A1F)? AT2 — 7200 A%® [AMP]

X2 .

TN K+ MS S
fi
=fi (432 ALP[AY2[AT?])? 43456 AVC AL AR AV 41710 AT AV [ATE]2 AL

2.

— 3150 AM? AP AL [AV?]? 4540 ATP ATP [AVF]2 AN — 1600 AT [AMP]*

— 7875 [A*]2 AM? [A1?])? 6912 AV [AZ#]? [A?] — 8000 A% [A1F]

— 2352 [AM]P AT AT? - 23904 [AT4]? AP AVE AL 42205 [AM] [AMP]P

— 78336 AM* [ATP]7 ATE ALZ 434740 AV AP [ATP]P - 81408 [ATF]P AT AL

+ 72180 [A%]? [AM?]? 4 2160 A% [AT]? [AT?] 4 17280 A% AT AP A1)
+8550 A* AV [AT]? AL? 434560 AP* [A%P]? [A1?]7 42700 A% AP [ATP]? A2
=315 [AM7)7 AN [AM]?) 4 7 (23625 [A%4]7 [A12)° - 47250 A% AT AP (A1)
— 94500 A%* A%® AT® [A12]? 42000 A% [ATP]P AV 4 576 [AM]P [A1?]?

+6912 [AM]? A%3 [AV?]? 4 20745 [AMH]? [AVP]? A2 4 27648 AT [APF]? [A12)?
+945 [AY ]2 [AY?] 9450 AT? AP [AV?] - 9450 ATP AT AP [AT2)?

— 18900 AM® A% AME [AT2]? 18400 AV [ATP]P ALY 4 71460 AT ATP [AT]2 AL
— 37200 AM* [AMP]" 4 36864 [A%]° [AV?]? + 48420 [A%7)? A1) A2

— 64800 A>® [A1’3]4) Y (16000 [A1’3]5).

y23 . —8N"? K11,21 + M{° H}*
' fi

_ X23

—56 K13 Hi* + 5 M{° F!§
fi
f{ f{ ( — 45 [AI,S]Q A1’4 [A1,2]2 — 180 [A1’5}2 A2’3 [ALQ}Q — 3600 [A1’5}2 [Al’ﬂQ A1,2

X2 .

— 2800 AM® AN [AMS]? 83200 AMC A% [AMH]P — 1125 [A%1]2 AL [A12)?

— 4500 [A%*]* A% [AM2]% — 90000 [A%1]* [AM*]? AL2 — 14000 AZ* AV [AM9)?

— 416000 A** A% [AM#]? — 150528 [A1] A%® AT2 — 903168 [AT1]? [A%F]? AL
+163800 [AM1]* A% [AM?]? — 2408448 AT [A%5]% AT2 41120500 AL [A%F]? [A1F)?

— 9408 [AM]T AN 43675 [AM*]7 [AT?]? — 2408448 [A%P] AT? 4 2132400 [A%F])7 [A1H)?
— 450 AM? AP ALY [AM2)? 1800 AT AT AR [AL2)?

— 36000 AY° AT [ATP]? AL 411970 ATT [AT]2 AT AL

+187920 AM? [AZ3]? ALE AL? 459850 AT [AT1]2 AL AL

+939600 A% [AZ3]7 ALS AL 4474300 AP AT AZS ALE AL

+94860 AT AV AP AL? A”) + fif! ( — 2556600 A"t A% [AF]?



— 5014200 [A*®]* [AY*]® — 187950 [AM*]? [A®]? 4 5621760 AV [A%7)? AL AL?

+ 5652480 [A*]7 AT® AM? — 2764800 A% [A%®]? [AM?]?

+99000 A% A%3 [AM]2 AM2 4 500000 A% [AMP]T 4 174720 [A1])° AL3 A2

+ 1751040 [AM4]? A2 ATP A2 — 276480 AT® AT AT [AM2)

— 105300 AM® AM [AMF]2 AT — 552060 AV [A%F]? [AV?]?

+19800 AM® A%3 [A]2 AM2 1100000 A [AMP]T 4 551250 [A%4])? A3 [A12)?

— 172800 A>* [AM*]? [A1?]? — 1382400 A>* AV AP [A12]?

— 526500 AZ* AM* [ATP]? AT2 34560 AT [AM]? [AM2]? 4 22050 [A]P ANE [A2)?
+220500 AN A AL [A1]%)

+ f17" (28000 A [A]* 4 472000 A% [A14]")

+ (330750 ALS AN AT AP 4661500 AP ATT AL AL

— 294000 AM° [AM?]% AM2 — 330750 A1 A% [AL2)°

+1653750 A% AT ALY [AV?)? 43307500 A% A% AP [AT]?

— 1470000 A** [AT*]P A2 — 2880 [A1]7 [A1?)? — 34560 [AM*]* A% [AM?]?

— 812475 [AM*]? [AM*]? A2 — 138240 AT [A%?]? [A1?]? — 33075 [AT?]? [A?]
+ 1446000 AM* [AM?]" — 184320 [A®®]) AM?]* — 3077100 [A%F])? [A1F)P A2

3

+ 2844000 A”® [AMP]* — 826875 [A™*]* [A1?]? - 3192300 AT A®F [A1P]? A“)

T (— 640000 [A“’}"’).
27 ._ i
Y <" := Not yet explicitly computed
but this would be in fact essentially useless



The adequatealgorithm

e Apply the definition :
P(j'(fo0) =" P((j'f) o 0),

to ¢ := f, ' to get nice formulas :

(hoff5“~%of;%
13

_ !/ A _

(f20f1 1) _Wofl 1,
A5

o f—1 n

(f2 fl ) <f1) fl )
/111 A7

(f20 f7Y) (]{)17 it

whence :

A? A? AL
P y U L 707—7> O —1
( R d

4 —1
(f1 i) PG o 7).
then after reparametrizing bff and simplifying :

PG )= > (f)"Pa(f3, A% AL ALY)|

—%néaénz

A|Problem : there argpossibly negativepowers off].




?/Why ? But this should be a polynomial!

? How to eliminate negative powers ?

e Unipotent invariance :
uc AT =A% ucAY =AY u AL = A,
therefore eaclP, is in factindependentof fJ, and in
conclusion, our representation obainvariant polyno-

mial Is :
P = D0 ()Pa(A% AL AL

—%méaém

e Negative powers of f{ are unavoidable and their
presence is necessary.

e Indeed, for example :Remind the unigue syzygie at
the previous levet = 4 :

0= f{f{M° = 3A°A] | +5A7A7.
We can solve the bi-invariart/® in the form :

SAT DAD
3ASAT | — 5 AP}
i

and there is a negative power ff

M® =




Plan for the study of Demailly jets in the general case

W

[1 Generalize immediately the rational expression :
Z (f{>a Pa (A37 A?? Az,lv A?,l,l? Tt A%{_D

.....

—’{T_.lmgagm

(1 Hlustrate the algorithm for = 2 andx = 5.

[1 Starting point :
> ()" Pa(A% AL AL LAY )

—%mgaém

(1 Compute the Ideal of Relations of the bi-

invariants restricted to { f{ = 0} :
3 5 7 9

deal-Rel (A%, A?|,, AT|, A% ),

namely a generating set of the ideal of all polynomials
In four variables that give zero, identically, after substi
tuting these four restricted invariants.

[] Get the three relations valuable for f{ = 0:

0= —5A°A° +3A3A7 O

= —TAAT+ 30007

= _7A'AT + 5A°NY




(] So without setting f] = 0, there should be three
remainders that are a multiple of /7 :

0= —5A"A°+3AA" + f{ X something
= _7TAAT+3A%N + f1 x something
= —7TAA + 5NN + f1 x something

[1 Eachsomething necessarily also is a bi-invariant.

(] Find the maximal power of f{ which factors each
something.

[1 Get the three expressions :
= 5 AN + 3ASAT + f]f{M®
= —7TAA + 3NN + £ f MO
= —TAN + 5NN + f] ] K12

(1 Test whether or not the obtained bi-invariants :
Ve As10 712
belong or do not belong to the algebra generated by
the previously known bi-invariants :
f{ /\3 /\5 A7 A9

[1 Here : none of the aboves bi-invariants is equal
to a polynomial with respect to the7 remaining ones



[1 Then restart the process with the8 bi-invariants.

[1  Compute the Ideal of Relations of these bi-

invariants restricted to { f{ = 0} :

deal-Rel ( A%[, A%, AT|, A%, M|
[J Getthe ten relations valuable for f{ = 0:
= —5 AN+ 3NN
= —TA°AT+ 377N

0

0=—TA'A"+5A°AY O
= —sA°M +3A%M 1)
0= —ATMS + 3A3K12(O
— _SATMSE + 5A5M10(0
= —\OMP+ TAPKY

0= _—SAMS & 7A7M10(O

= _5A0M 560K

= -5 M1 M1 + 64 MUK

Ml()

12
0 K



(] Compute carefully the remainders behindf; :

= 5 AN + 3ASAT—f] fM°
= —7TA°AT+ 3NN — ] f Y
= —TAAT 4+ 5 ANV — ] I

0= —8A°MS+ 3N M- f{ N2
= A MO+ 3N K2 f
= —8AMS+ 5\ MY
= —ANIMS + TN KPP f 10

0= —8A'M® + 7 A MW—f 10
= 5 AMY p 56 AT K- x18
= 5 MYOMY 464 MEKTP— X

[ 1 Convention : In blue, the new invariants and in
green, the already known bi-invariants.

[1 In sum : 5 newbi-invariants, and again, no one
IS superfluous.

[] Then restart the process with the 13 bi-
Invariants.

[1  Compute the Ideal of Relations of these bi-
invariants restricted to { f{ = 0} :

A3l AR AT AT
ld-Rel 0’ 0?
N12 H14 F16

M8
X18

10
MY
19

X,

0’ 0 0

0’ 0’ 0 0



[1 Use Grobner basis computations.

[1 Get32equations, hence onl\22 new:

0= _5 16 16 4 H14X18—f{K12X19
— _7glpl6 4 N12X18—f{M10X19
= _7 glaprld +5 N12F16—f{M8X19
— _ 56 K12 16 4 M10X18_ﬁy27
0=-56 K"“H" +5M" P~ f1X*
— _SKI2N12 4 MlOHM—f{X%
= 49 KPH" 4+ MPX— X
= _7 K12 12 4 M8F16—f{X23
= 5 M''N" + 8 MPH" - f1 X
0= —48 K°F!0 4+ AVX - iy
= A8 KM + ATX - X
= 57N F10 4+ AT X148 K21
— _\9fM A7F16+f{M10K12
0= —5 AN+ 7TATHY 456 fIMPKY — f X
= 48 K PN 4 A0 X7 fiX
= 7N HY 4 MO X848 MV
— _AIN12 4 A5F16+f{M10M10
0= _A7N12 —|—/\5Hl4—|—f{M8M10



0= —35 AON'2 4 3ABX 8250 /L0010 _ T g pr X019
= —7TA'NYZ 4+ 3N PO e
= 5 AN 4 3ASHY 48 f{ MO M®

(1 In blue: 4 new invariants :

X21 X23 X25 Y27

1 Compute the Ideal of Relations of these bi-
invariants restricted to { f{ = 0} :

3 5 7 8 10 12
AO{2A ovli\ 07]1\6407]\148 (yg B
e : 072ﬁ 0723F o 2? i 27X V
X o X2y X2 Y

[1 Next step :Special Grobner bases packédgeb.

[1 The standardsroebner Maple package was al-
readyunable to give the Ideal of Relations at the pre-
Vious step.

[1 Get~110relations (depending on the order).

[1 It seems that no new bi-invariant appeansfortu-
nately.



e Hilbert's 14-th problem.

e Locally nilpotent derivations. (VAN DEN ESSEN
FREUDENBURG DERKSEN, ROBERT, TANIMOTO).

e Van den Essen’s kernel algorithm.

Proposition. Suppose that at a certain stage of the
algorithm, at which one has a finite number of bi-

invariants A3, A°, ..., A1t the corresponding Ideal
of Restricted Relations :
IdeaI-ReI( A3y, AD[ At )

IS generated by syzygies :

0= Poly (A%, ..., AP ()P Rem(AF, ... AlesH)
for which no new bi-invariant appears behind f.
Then the algebra of bi-invariants coincides with :

C[A%, A, ... LAl

DémonstrationAt first, we remind the initial rational ex-
pression with possibly negative powers(df) :

> () Pa(AY L, AR,

—Tlméagm
Next, we have to normalize each appearing polynomic
P.. To this aim, we compute a Grobner basis for the Ides
of Restricted Relations with respect to some term-orde

By eliminating all monomials of eadh, which belong to



the monomial ideal of leading monomials, we therefore
get an expression of each bi-invariant polynomial :

P. (7" f) modulo syzygies = Z monomials

where the appearing monomials constitute a basis of tr
guotient vector space :

C[A?, ... A'aSt]/IdeaI of Leading Monomials.
Achieving such a normalization for eaél, we get :

P(j°f) = Z ()" Z monomials.

—"{T_lméagm

e Then there are no negative powers of{ anymore.

e Indeed : If, in this representation, a negative power of
f1 s still present, by clearing out we get :

>~ monomials = /] - Remainder.
Then by setting/{ = 0, we deduce :

> monomials‘O =0,
but this is impossible, because, by definition, there ca

be no syzygy between the monomials. []



Theorem. (M. 2008)

(1) At each step of the algorithm, there can only ap-
pear finitely many bi-invariants which do not belong
to the algebra generated by all the bi-invariants
known from the preceding level.

(i) If at some next level, no new bi-invariant ap-
pears, then the algorithm terminates : no new fur-
ther bi-invariant exists, and there are no negative
powers of f| anymore.

(i) In this case, a unigue writing of every polyno-
mial :

Po(N N X last
modulo the Grobner basis of the finitely many bi-
Invariants yields an exact denumbering of all the
Schur bundles F(‘)T)*( decomposing the Demailly
bundle £}, ,,, T

(iv) One deduces (easier computation) an estimate
of the Euler characteristic :

X(X, ExmTyx) = m 2 (A’{-c% — B/{°C2) +O(m“+1).




Morse-theoretical proof of the
Hartogs extension theorem
in (n — 1)-complete complex spaces
J. MERKER (J.w.w. E. PORTEN)

DMA, Ecole Normale Supérieure, Paris

LATP, Université de Provence, Marseille

Hartogs theorem.Let() € C" be a bounded domain. If
K e Q)is a compact such that\ i is connected, ther

O(\K) = 0(9).

—

Hurwitz theorem. ¢(C*\{0}) = €(C?), i.e. there can-
not exist isolated singularities.

DémonstrationLet f be holomorphic inC?\{0} and
compute its prolongation

(o, 2y) = 1 /K f<<’22)d§.

2mi Jicl=1 ¢ — 21
For z9 £ 0, recoverf ; for zo = 0, get extension. []




'Rough patatoid

Recipe :

(90 — Good analytic dis{:
(0% ; Eata part of K
i Reducek
K- \ 1 | |Restart
: ﬁ._:ﬁ‘:_

052

() = ball of radius
K = ball of radius 7
Discs :

adapted radius;
envelopingk fully

Two known rigorous true proofs by Analysis :
e Martinelli kernel.

e Ehrenpreis 0 with compact support.



No correct geometric proof known since 1906.

Fornaess 1998 There exists a domair2™ ¢ C2 which
IS not fillable by discs, with the constraint that all
discs remain inside".

bidisc A*

But : (Bedford, Math. Reviews) : there is an obvious
filling of QF if we allow discs to go outside QF : just
take vertical discs !

Theorem. (M.-PoRTEN, J. Geom. Anal. 2007 he
Hartogs extension theorem can be proved by means
of a finite number of families of analytic discs :




Equivalent Hartogs theorem.Let (2 € C" be a boun-
ded domain having connectedboundary. If n > 2,
every function holomorphic in some connected
open neighborhood of 0f) extends holomorphically
and uniguely to the inside of € :

Vf € O(V(99) IF € O(QUY(0Q) Flypg = f

e Equivalence of the two versions :
assumeé)\ K connected<— assume&/ (9f)) connected

o If 7 (052)is assumed to be connected, set :
K = Q\7(09).

e Conversely, ifQ\K IS connected, how to construct a
connectedboundaryd() c O\ K ?

e Recipe :choose a regularized Whitney distance func-
tion a%*° real-valued function such that' = {d = 0}
and%dist (z, K) < d(x) < cdist (x, K).
e The candidatgreenboundary :

{d=¢j

IS not necessarily connectefl (can be disconnected)



M e
S M
- K H
. 7. HH
” 2 s i
/4
K
\ / K
M

but thanks to the assumed connectedness, we can fi
connectingred curves joining the islandéd = <} and
running in theconnectedQ\ K, we can then thicken
them slightly as thin tubes, glue, smooth out, and get
connectedblue boundaryo(Y'.

e Summary :| Start withdQ2 and? (952) connected.




l. Preparation of a good ¢°° boundary
1/2

o |z] == (J21]* + -+ + |z]?) /7 the Euclidean nornof

z=(21,...,2p) € C".

e B"(p,0) := {|z — p| < ¢} ball of radiuss > 0.

o If £ C C"Is any set, define its-neighborhood
V5(E) = UpepB"(p, 9).

o Let) € C", n > 2, with 9) connected

e 7 (0€)) connectedneighborhood 0)X).

e Origin := py € C", far from (0.

e Distance function :r(z) := |z — pg|| = | 2]

Lemma. There exists a ¥“° connected closed and
oriented hypersurface M C 7 /5(952) such that :

() M bounds a unique bounded domain €2, with :
QCOyU ”V(@Q)



(ii) the restriction ry,(z) := r(2)|,, of the distance
function to M has only a finite number  of critical
points py, ..., px € M located on different sphere
levels, namely :

Hﬁl” <0 < Hﬁﬁ:”
(i) The critical points are nondegenerate in the
sense of Morse.

e EXxtrinsic Morse lemma : there exist2n real coordi-
nates :

(V, o ,ZC]{A, Yt, ... 7y2n—/€>\—1)
centered ap, such that :
e Sets{v = cst} coincide with spheres;
e The graphed equation a@ff is :

2 2 _ 2 2
VEIL AT YT T Yoy 1

e Morse condex = k), = number ofpositive eigenva-
lues.



II. Unique holomorphic extension

)

. intersection
. connected

Reduction to a good boundary.Suppose that for ¢
small with 75(M) being a thin tubular neighborhood
of the good smooth boundaryM, the Hartogs theo-

rem holds :
holomorphic in #5(M) extends inside €2,,.
Then the general Hartogs theorem holds :
O(¥(09)) = 0(QU Y (02)] 50

_—
XY T o0
: (TR ] I
M L | ||| atl I —_—
5 7 (09) & M
‘ P
Qur
q

Summary :
o M = 0€);; good% > connected boundary

e controlled tubular neighborhoods;( M) of 02,

e Goal = construct holomorphic extension with discs




lll. Hartogs and Levi-Hartogs figures

e Classical Hartogs figure :

Lemma. Holomorphic functions in the Hartogs fi-
gure extend holomorphically to the unit polydisc :

A":={zeC": |z| <1,...,|m| <1}

DémonstrationThe green discs have their boundaries
(the green bold points) inside the Hartogs figure and the
fill in A%, We just use the Cauchy formula as did Hur-
witz. []

e Spherical shells.For a radius- > 1 and¢é small, the
sphere :

Sith={zeC": |2| =7}
of radiusr Is the interior (and strongly concave) boun-
dary component of thepherical shell domain :

S0 =L < 2] < +6).



e But Hartogs figure isiot really geometrically adapted.



e Modify slightly the Hartogs figure.

e Levi-Hartogs figure : Define in coordinates something
called .77 -, -,, resembling to amall bed

Lemma. Holomorphic functions in the bed £ 77, .,
extend holomorphically to the full parallelepiped.

e Rescale and reorient Let p be any point of the sphere
S27—1 and choose an affine map :

by 2 p+ Uz,
with U € SU(n, C), which sends the origin lying at the

center of the bed, to the poipt and the tangent space to
the bed, to the tangent space to the sphgss” .




I\V. Quantitative Hartogs-Levi extension

Lemma.
() By choosing ¢ = cd and 9 = ¢

6
r
small positive constant ¢ < 1, then the rescaled
bed ¢, (£, «,) is entirely contained in the shell

5/{—%_

with some

(i) Furthermore, the image of the full parallelepi-
ped :

Oy (LA - )
. . . 2 .
contains a rind of thickness c% around a certain re-
gion R, ¢ S2"~! whose (2n — 1)-dimensional area

equals ~ ¢ 52" 1,



Proposition. Let R be any region region of the
sphere S2"~! having €> boundary N := 9R and
let 0 > 0 be small. Then holomorphic functions de-
fined in the open piece of shell
Shell ™ (RUN) := (C"\B,) N #;(RUN)

do extend holomorphically to a rind of thickness
c%Q around R by means of a finite number of Levi-
Hartogs figures.

e Rind of thickness# > 0 around regionR C 2"~ :
Rind(R,n) :={(1+s)z: z€R, |s| <n/r}.




V. Filling domains outside balls of decreasing radius

(0<9 neighborhood/s( M)
2L r(p) < -+ <r(pk) Morse radi
0 << min g —1T smallness ob
< (D AT =T
uniform useful rind thickness
thickness of extensional rindstisy

Q>r’—n ]/7\,‘-@

5 s%\ g =

=\ LTINS
| 2 == 2
5 LN : 7 \

7 Shell/** (R, UN ! . -

e[’ ( U ) Rll’ld7<R n

r Oy r



e Problem of monodromy :

suppress



VI. Creating, merging and suppressing subdomains

Lemma. Fix a radius r between two exceptional ra-
dii : 7“\)\ r < 7“\)\_|_1. Then:

(i) The intersection M N S?*~1 is a €>° compact
hypersurface N, ¢ S2"~! of codimension 2 in C",
without boundary having finitely many connected
components;

(i) The part of the boundary of our domain which lies
outside the ball of radius :

M=, =M N {|z]| > r}
hasfinitely many connected components :
1 2 C
M, ,MS,. ...... M2,
for somec, < oo which is independent of the radius
between two exceptional radii.



Main Proposition. Fix a non-exceptional radius r
with 7\, < r < 7., and let ML ... M2\, denote
the collection of connected components of our M
outside the ball of radius r. Then:

() Each M<, bounds in {|z| > r} a unique domain
¢, which is relatively compact in C";

(i) Two such domains Q°.. and Q% associated
to two different connected components M<!. and
M<S. of M-, are either disjoint or one is contai-
ned in the other;

(i) For each ¢ = 1,...,c), every function f ho-
lomorphic in 75(M<,)_ . extends holomorphically
and uniquely to NC>T by means of a finite number

4

of Levi-Hartogs figures.

<
>

u B :
o o W) 0
. ~
. = | 1| o .
L X .
yia Q>7A+ A A\ .
— A ﬁ 2,1 T\ . —
R [ | - \ \ Z
] A N B — // II v\
\ A Y \
=~ / 7 7
R(‘,Q s . \\——\—\ 7
BEE=== N\ ] == =
== N 'I = l‘\ "| \‘\ // f—
‘\ ‘\ \\ \\ \ ', L \ 1 \ L /A /
\ A} A\ L L J 1 \ L L /
\ N\ A\ AN \ L / - \‘ \ L II} /
— e e s N o | :
X A y— | t——
1 AY A\ PN . L=
Rind m : ~
p /\ f . Rc,
A =

Fig. 16 : Two distinct Hartogs-Levi fillings at a point of Morse coindex2n — 1






Fig. 18 : Sliced view of the merging of the two domains incas(ea)

§

N
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. G,

action of the left domai

n ircase(b)




VIl. Hartogs extension on singular complex spaces

e Motivation : get an extension theorem not currently
avalaible by means df techniques

e 0 on singular complex spaces FORNASS@VRELID-
VASSILIADOU ; RUPPENTHAL

e Consider a complex spa¢eX, ¢’y ) openly covered :
UjeJXj = X.

e Holomorphic isomorphisms :
p; . X; — A, = complex analytic subset of

~

Bj = ball C CNJ, someN; > 1

e Definition : a ¥°° function p is strongly (n — 1)-

convexif the extensiorp; can be chosen so that :

Levi form(p;) has atleastV, — n + 2 eigenvalues> 0
= p}Xreg has at leas? eigenvalues- 0

= boundaries of super level sets (when smootf
{p > c} N Xiep have at least eigenvalue< 0

so thatsuperlevel sets{p > ¢} are minimally pseudo-
concave, on the regular part of X, for the local pu-
shing of discs to be feasible

e Definition : X is strongly (n — 1)-completeif X pos-
sesses a strongly: — 1)-convex exhaustion function.



Theorem. (M.—PORTEN, 2007 Let X be a connec-
ted (n — 1)-complete normal complex space of pure
dimension n > 2. Then for every domain ) C X
and for every compact set K C () with the com-
plement 2\ K connected, holomorphic or meromor-
phic functions in O\ K extend holomorphically or
meromorphically and uniquely to (2 :

Ox(O\K) = Ox(9)]g -
Mx(OK) = Ax(Q)] g 5

e Complex manifold case :Andreotti-Hill 1972.

e Singular case :We assume thaX is normal ; other-
wise :there exist Stein surfaceéswith only one isolated
singularityp such that holomorphic functions &fy., fail
to extend neap.

e RUPPENTHAL, Ann Arbor, December 2008 X Stein
having isolated normal singularities, wigh

e QVRELID, Oslo 4 April 2008 Flere Komplekse Va-
riable Seminar general casewith 0.

e FORNAESSUVRELID-VASSILIADOU, Proc. AMS,133
(2005), 2377-2386.



Geometrical proof (without ) :

e |[dea : filling process, similarly as previously.

e Again : Morse combinatorics of connected compo-
nents of{p > r} N M.

e But : (cf. bump method) must take account of :
Crit(p) :={p € Q: dp(p) =0}
e Arrange in advance that : Crit(p) N M = 0.

e Since the Levi formLF(p) has> 2 eigenvalues- 0, in
Morse, real coordinates at a critical point where :

2 2 2 2
we havek > 2, hence alkuperlevel sets
{p>r}

arelocally connected as in the figure.




e Observation : Extending from shells :
{z: a<p(z) <b}
iInto complete sublevel setsy < b} is much easier,

because the combinatorics of connected components
{p > r} N M disappears

e By normality of X : For every open s&t C X, both
restriction maps :

ﬁX<U> — ﬁX(U\XSing)

%X<U> — */[X(U\Xsing)
are bijective.

Main Proposition. With X, 0 and K as In the
Theorem, holomorphic or meromorphic functions
on [Q\K] ;. €xtend holomorphically or meromor-

phically to ().

e Then normality insures extension through,,, and
the theorem is proved.

e Smoothing out the boundary :As in the first Hartogs
Theorem:
Construct a new domaib & €2 containing/k’ such that

M = aD ﬂ Xreg
Is a¢’ > connected hypersurface &f..., but without pre-
cise control how it approaches,; ..



e Putting X, In a well :

Lemma. (Demailly 1990)There exists a quasi-psh
function :

on X such that

Xsing - {U = _OO}
e Quasi-psh= psh + ¥~ or equivalently : for every
compactL € X, there exists’; > 0 such that
100 v > —(C > —o0.

e Perturbing the exhaustion : Choose: > 0 sufficiently
small so that thenew interestingfunction:

U:=p+ecv
IS €°° on X, and satisfies

¢ Xsing = {p = —oo};
e ;1 is strongly(n — 1)-convex neafp < C} D D.

{p=C4




e Morsify 1 and |, : The critical points of: and of

M‘E?D are denumerable, located on differents leyel=
c}, hence they can only accumulate towafg,,,.

e Forc € R, introduce the super-level sets which play
the role of the outside of balls :
Xysci =12 € X pu(z) > c}.
Then for every connected componeéf,.. . of :
My=c=MNX;>c=MnO{pu>c},
we may perform a Levi-Hartogs filling of a certain do-
main(),- . which is enclosed by the cay), ...

Proposition.

(i) For any regular value ¢ of p and of ul,,,
there is a unique connected component QL>C of
Xy>c\Mj,~. which is relatively compact in X;.; and
contained in {p < C'}.

(i) Two different domains @Q),~. and Q7. are
either disjoint or one is contained in the other.

(i) Holomorphic or meromorphic functions de-
fined in a thin neighborhood of M,Q>c extend holo-
morphically or meromorphically to QQDC, by means
of a finite number of (n — 1)-concave Levi-Hartogs
figures.




Fig. 4 : Tangent contact of the boundary ofQ;,. .. with {p = C'}

Lemma. No exceptional domain QZ>C* can go

beyond the frontier {p < C}, or equivalently : all
domains @~ . remain contained in {p < C'}.

Proof : otherwise, along a complex tangential direction,
the Levi curvature 06Q2>C* IS < 0 whereas it must be

> 0 by (n — 1)-convexity ofp. ]
e How do the componentsy;,- . glue ?




An algorithm to generate
all Demailly-Semple invariants

e Kobayashi Hyperbolicity Conjecture.

e BLOCH, GREEN-GRIFFITHS, NOGUCHI, Siu, DE-
MAILLY , PAUN, ...

e Construct global differential equations vanishing on ar
ample line bundle.

e Ahlfors-Schwarz lemma

e Open question :Understand the algebraic structure of
the bundle of polynomials in the jet of an entire map tha
areinvariant under reparametrization .

e Hope : Lower the degree bound on generic algebraic
varietiesX” c P, (C) for them to benyperbolic.

e Definition : In a local chart, denote by :

P = (P Y

the jet of orderx of a holomorphic disc :

f: (f17f27"'7fV) : C —>XV7
We seek the polynomial® = P(;5" f) such that :

P(j"(f o) = ()" P((;"f)o9) |,

for every local reparametrizatidri 2, o(U) C C, of the
disc, wheren > 1 is theweight of the polynomial.




e DEMAILLY 1997 v =2,k = 2.

foo B g

e Denote :foralla, 8 > 1

TP NE
fl(ﬁ) f2(ﬁ>
e Examples :
/ / /! /!
Ab? = ]J:{l/ ]]%2/ 7 ASD = }}/ ]]:5// :
e Introduce :
A= A2

A5 o Al’g f{ . 3A1’2 f{/
A5 o Al’g fé o 3A1’2 fé/

Theorem. (DEMAILLY ; ROUSSEAU; 2005) In di-
mension v = 2 and for jets of order x = 3, every
polynomial P(j°f) invariant by reparametrization
writes uniquely :

P(I°f) = P (Fl, 5, A0, A3) + X% 2(f1, f3, A7, A3),
with arbitrary polynomials &7 and 2.

e Unigue syzyqgie .
0= f3A) = fiA3 = 3A7 A,



e Bi-invariants : Only them do appear in the Schur de-
composition of the Demailly bundI&; ,,,T'y-.

e It suffices to seek directlythe polynomials invariant
by reparametrizatioR™ (;*f) that arealsoinvariant by
the unipotent action :

1
T A e

whereu € C, for every\ such thatl < A < k, hamely
which satisfy :

Pinv(u ]4f) — Pinv(j4f),

for everyu € C.

e We admit :
A bi-invariant monomiak= A Schur bundIeF<‘>T)*(

e When £, T will be understood, the complete

bundle E; ., T% will be a certain sum of these -2 77%
and one will apply the formula :

X (X, TARTR) = AT = M) — o (A — ho) ™+
+O(IA]%).

wherec; andcy are the Chern classes 4f.



Theorem. (M. 2007)In dimension 2 for jets of order
4, every bi-invariant polynomial writes uniquely :

Qf1, A% AL, M®) + ATR(fT, A% Ay, MP),
where Q and R are arbitrary polynomials of weight

m and m — 5 and where the five fundamental bi-
Invariant polynomials :

(1 A A A{,l M®),
are explicitly defined by :
f/
1
AS = ALZ
/\5 '—Algf{—3A12f”
AH-_A14f1f1+4A23f1f1—10A13f1f ’
+ 15 AL
M® =3 AV AL 4 12 AZFALZ — 5 AL ALS

and are visibly doubly invariant. Furthermore, the
Ideal of relations between these five polynomials is
principal :

0= flfiM® = 3A°A] | +5A7A7.

e Question : How to grasp the Demailly invariants in
general ?



An inappropriate algorithm

e Question : How to generate all fundamental inva-
riants ?

e Cross-product between invariants : Suppose we
know to invariants® of weight andQ of weightn :

P(i%g) = (&) P((j"f) 0 ¢),
Q(7g) = (¢")" Q((j7f) 0 9),

where we have set:= f o ¢.

e To differentiate with respect to the variable € C
amounts to applying thetal differentiation operator :

0(e) (A+1)
D= Z - f :
AeN 6’f(>‘>

which gives here :
DP] (j"*1g) =m o ¢ P((j5f) 0 ¢)+
+ ¢ ¢ [DP] ((577'f) 0 9).
DQ] (7 g) =n¢” ¢ QUG f) 0 d)+
+¢" ¢ [DQ]((77Hf) 0 ¢).

e One must eliminate the second derivative)”.




e Perform thecross-product:

‘{DP}(K—HQ mP]g ’
DQ ( T+1g nQ ] g
B mqb”q/)’m 1 ( )+¢/m+1[ }( /@+1f ) mgb/mp«j’if)oqb)‘
ne” " Q((y ’”"f) <b) +¢" DRI ) o) nd" Q") 0 @)
qb/m-i-l [DP]( /i—i—lf ) ¢/m P(( l'if‘) o Qb) ‘
¢"DQ (G ) o) n¢"Q(*f) o )
P (jf<;+1f) mP(]Kf)
[DQ} (™) nQ@Tf) '

and obtain a new invariant of weight + n + 1.

qz5/m+n+1

Observation. Every pair of invariants automatically
produces a new invariant :

[P, Q} =nDP-Q—mP-DQ,
which visibly is skew-symmetric in P and Q.

e Three generatig families of syzyqgies

(Jac) 0=[[P. Q. R] +[[R. P], Q] + [[Q. R]. PJ].

(Zlck;) 0=mP[Q,R] +oR[P, Q] +nQ[R, P]|.
(@l(ﬁ]{g)
=[P,Q] - [R,S]+[S,P]-[R, Q] +[Q,S]"[R, P]|.

e Fact : All previously known descriptions of De-
mailly jets were built by taking brackets between in-
variants from the lower order jet-level.



e Counterexample : (M., 2007)For jets of order = 5

In dimensionr = 2, one has exactl\L1 principal bi-
Invariants obtained by taking all the possible bracket
between th& bi-invariants at the previous level= 4

f{? A37 A57 Al 1> M87
namely the following brackets
9 :
A= [ALL A
10 BV
Ml = _M y fﬂ
N12 . :MS AS]
K12 . /\5}/](
11— | 11» 1
Hl = [, A
16 . [as8 AT
F171 — _M , Al,l}

e But there are 6 further bi-invariants :
x18
x19
x21
x23
x25
v 2T
and in the list of these 17 bi-invariants, no one iden-

tifies with any polynomial in the remaining 16 bi-
Invariants.



e Explicit expressions : Below, the indices, j, k are
equal to 1 or 2.

fl
AP = AL
A= AL fL 3 A2 g

A= AV AN =B AV (S f+ fLF) + 15 AV fl fT
M8 — 3A1’4 A1,2 + 12 A2’3 A1’2 o 5A1’3 Al,?)

AL = AV FLFf 45 A2 f1f £
—ADN S+ S BT AN FE
S A6 AM(ff]+ L) Jf = 28 A% fLF A
SO+ FLE) S+ 35 AN (ST f o+ S+ £
105 A1 f1 £ A7,

M= [3AY A + 15 AP AN — T AV AL 4 2 AP AL fl—
— [24 AN AT 496 AP AL — 40 AV AL f1

N12 — 9A1’5 ALQ ALQ + 45 A2’4 A1’2 A1’2 — 45 A1’4 ALS ALQ—
— 90 AZ’B Al,?) Al,Q + 40 Al,?) Al,?) Al,?))

K} = fif] (5 AP AL 425 APEALT — 7T ATEAT — 56 AP AN — 112 A% A2’3) +

IE g
+ (foJ 5 fl fj) ( - 15 A1’5 A1’2 —75 A2’4 A1’2 —|—65 A1’4 A1,3 i 110 A2’3 A1’3)+
LIy g
+ Ui, 5 fi'J) ( — 50 A1’3A1’3>+

n fz'”f;'/( o5 ABAL L 15 A AL2 1o A23 A1’2>,

I = (15 A1 A A2 175 A2 ALS A2 4 5 AL AL ALSL
£ IT0 AP AVSALS Z o AT AT A2 gp AT A2 AL
— 38LAPT AR ALY f (= 45 AT ATZ ALY — 925 A A2 AL,

225 AMAM AL 4450 A2 AL AL 200 AM AL ALY f7



FZ1]6 — (_ AL ALAALZ _ {5 A2Z4 AL AL _ 19 ALS A23 ALZ,
+40 AT AV AL — 60 AP AT AL 4200 AP A ALY
N N
+ (=105 AT AT AL 525 ARE A AT 1 905 AL ALY AL
_ 930 AZ3 AL AL3 1 g6 AL ALY AL2 | 768 AL4 AZ3 ALZY
+1536 A% A2 AL (1114 f1f7)+
+ ( — 200 AL AL Al’?’) (I + fL1)+
+ (315 AP AR AL 41575 APPALZ AL — 1575 AN AL A2

— 3150 A20 AL AL 4 1400 AY AL AL f g

=5 A?,1,1 M{° +56 Ai,l K11,21
fi
— fIfLf ( — 18816 A1 [A%%]% — 25088 [A%%]® — 15 [A17]2 AL — 150 AT® AZ4 A2

18 ._

+315 AN AVEALE 1960 AVP AP ALY 375 [AMH]? AV 4 1575 AT AV ALS
+4800 A% A% AL® — 392 [AL]? — 4704 [AM]? A“) — fLEL ( — 2475 AP ALY AL
—9900 A** A®P AT 2850 ATP [AM]? 451330 AT APP AP
+92760 [A*]* AT® — 14250 A [ATP]? 47035 [AM]? AL — 495 AT A AL
— 1980 A0 A3 AI’Q) — L ( — 11100 A%? [AY?]? = 3150 AM [AT?] 2)
+ ff ( — 109440 [A%*]* AY? — 19050 A®® [A1?]? — 32325 AT* [A1F]?
+11025 A AVP A2 455125 AP AL AL? — 6840 [AT]7 A2
— 54720 AL AP AI’Q) — L ( +130000 [A1?] 3) — R (11025 ALS [AM?)?
— 55125 A%* [A"?]% 4 55125 AV ALY AL 4110250 AT AL AL
— 49000 [A"*]°).

[t —5 MO M}ijr 64 M® K12

]

= fl (1170 AP AVEATE AL 45 [AMP]P [AV?]? — 450 AYC AR AT

+ 74220 [A*%])7 [AMP]? 43780 AVP AT AT AL 1600 AM° [AV]?

— 1125 [A%1]? [A1?]? 4 5850 AZ* AT ATE AT 418900 A% ATS ALS A2

— 8000 A% [AM®] — 1344 [AM1]? AT2 — 16128 [AM1]? A% AL 41995 [N [AM4)?
— 64512 AT [APP]% AV? 427660 AT AP [AM#]? - 86016 [A™7]° A1’2)

+ £ ( — 74400 A®® [AM?]7 — 10800 A% AV [AT2]? — 2160 AL AV [AM2)?

— 8640 AM® A3 [A1?)? 13600 AT [AT?]* AT 464800 A AZE ALE A2

— 43200 A** A%® [A12]% 418000 A% [AT#]? A2 4 10800 [A11])F ATE AL

— 27600 A [AM*] 4+ 86400 [A]F AN AM) 4+ 7 (16000 [A4]").



—5M{°N"? +8M° H{*
fi
—135 [A1?]7 [A1?]7 — 1350 AV A% [AT?] 1350 AT AV AL A2
+2700 A1 AP AL [AT?]? 1200 A7 [AV])P AT2 - 3375 [AP4]7 [AM?)°
+6750 A% AV AL [AV?]? 413500 A% AP AT [AV?])? — 6000 A7 [ATP]P A2
— 576 [AM]? [A1?])? — 6912 [AT4]? A% [AT?]? — 495 [AM]? [A]2 AL
— 27648 AV [AP?]? [AT?]? 4 9540 AV AT [AVA]2 A2 4 1200 AT [ATF]
— 36864 [A>%]° [AM?]? + 32580 [A%F])? [A1F)? AT2 — 7200 A%® [AMP]

X2 .

TN K+ MS S
fi
=fi (432 ALP[AY2[AT?])? 43456 AVC AL AR AV 41710 AT AV [ATE]2 AL

2.

— 3150 AM? AP AL [AV?]? 4540 ATP ATP [AVF]2 AN — 1600 AT [AMP]*

— 7875 [A*]2 AM? [A1?])? 6912 AV [AZ#]? [A?] — 8000 A% [A1F]

— 2352 [AM]P AT AT? - 23904 [AT4]? AP AVE AL 42205 [AM] [AMP]P

— 78336 AM* [ATP]7 ATE ALZ 434740 AV AP [ATP]P - 81408 [ATF]P AT AL

+ 72180 [A%]? [AM?]? 4 2160 A% [AT]? [AT?] 4 17280 A% AT AP A1)
+8550 A* AV [AT]? AL? 434560 AP* [A%P]? [A1?]7 42700 A% AP [ATP]? A2
=315 [AM7)7 AN [AM]?) 4 7 (23625 [A%4]7 [A12)° - 47250 A% AT AP (A1)
— 94500 A%* A%® AT® [A12]? 42000 A% [ATP]P AV 4 576 [AM]P [A1?]?

+6912 [AM]? A%3 [AV?]? 4 20745 [AMH]? [AVP]? A2 4 27648 AT [APF]? [A12)?
+945 [AY ]2 [AY?] 9450 AT? AP [AV?] - 9450 ATP AT AP [AT2)?

— 18900 AM® A% AME [AT2]? 18400 AV [ATP]P ALY 4 71460 AT ATP [AT]2 AL
— 37200 AM* [AMP]" 4 36864 [A%]° [AV?]? + 48420 [A%7)? A1) A2

— 64800 A>® [A1’3]4) Y (16000 [A1’3]5).

y23 . —8N"? K11,21 + M{° H}*
' fi

_ X23

—56 K13 Hi* + 5 M{° F!§
fi
f{ f{ ( — 45 [AI,S]Q A1’4 [A1,2]2 — 180 [A1’5}2 A2’3 [ALQ}Q — 3600 [A1’5}2 [Al’ﬂQ A1,2

X2 .

— 2800 AM® AN [AMS]? 83200 AMC A% [AMH]P — 1125 [A%1]2 AL [A12)?

— 4500 [A%*]* A% [AM2]% — 90000 [A%1]* [AM*]? AL2 — 14000 AZ* AV [AM9)?

— 416000 A** A% [AM#]? — 150528 [A1] A%® AT2 — 903168 [AT1]? [A%F]? AL
+163800 [AM1]* A% [AM?]? — 2408448 AT [A%5]% AT2 41120500 AL [A%F]? [A1F)?

— 9408 [AM]T AN 43675 [AM*]7 [AT?]? — 2408448 [A%P] AT? 4 2132400 [A%F])7 [A1H)?
— 450 AM? AP ALY [AM2)? 1800 AT AT AR [AL2)?

— 36000 AY° AT [ATP]? AL 411970 ATT [AT]2 AT AL

+187920 AM? [AZ3]? ALE AL? 459850 AT [AT1]2 AL AL

+939600 A% [AZ3]7 ALS AL 4474300 AP AT AZS ALE AL

+94860 AT AV AP AL? A”) + fif! ( — 2556600 A"t A% [AF]?



— 5014200 [A*®]* [AY*]® — 187950 [AM*]? [A®]? 4 5621760 AV [A%7)? AL AL?

+ 5652480 [A*]7 AT® AM? — 2764800 A% [A%®]? [AM?]?

+99000 A% A%3 [AM]2 AM2 4 500000 A% [AMP]T 4 174720 [A1])° AL3 A2

+ 1751040 [AM4]? A2 ATP A2 — 276480 AT® AT AT [AM2)

— 105300 AM® AM [AMF]2 AT — 552060 AV [A%F]? [AV?]?

+19800 AM® A%3 [A]2 AM2 1100000 A [AMP]T 4 551250 [A%4])? A3 [A12)?

— 172800 A>* [AM*]? [A1?]? — 1382400 A>* AV AP [A12]?

— 526500 AZ* AM* [ATP]? AT2 34560 AT [AM]? [AM2]? 4 22050 [A]P ANE [A2)?
+220500 AN A AL [A1]%)

+ f17" (28000 A [A]* 4 472000 A% [A14]")

+ (330750 ALS AN AT AP 4661500 AP ATT AL AL

— 294000 AM° [AM?]% AM2 — 330750 A1 A% [AL2)°

+1653750 A% AT ALY [AV?)? 43307500 A% A% AP [AT]?

— 1470000 A** [AT*]P A2 — 2880 [A1]7 [A1?)? — 34560 [AM*]* A% [AM?]?

— 812475 [AM*]? [AM*]? A2 — 138240 AT [A%?]? [A1?]? — 33075 [AT?]? [A?]
+ 1446000 AM* [AM?]" — 184320 [A®®]) AM?]* — 3077100 [A%F])? [A1F)P A2

3

+ 2844000 A”® [AMP]* — 826875 [A™*]* [A1?]? - 3192300 AT A®F [A1P]? A“)

T (— 640000 [A“’}"’).
27 ._ i
Y <" := Not yet explicitly computed
but this would be in fact essentially useless



The adequatealgorithm

e Apply the definition :
P(j'(fo0) =" P((j'f) o 0),

to ¢ := f, ' to get nice formulas :

(hoff5“~%of;%
13

_ !/ A _

(f20f1 1) _Wofl 1,
A5

o f—1 n

(f2 fl ) <f1) fl )
/111 A7

(f20 f7Y) (]{)17 it

whence :

A? A? AL
P y U L 707—7> O —1
( R d

4 —1
(f1 i) PG o 7).
then after reparametrizing bff and simplifying :

PG )= > (f)"Pa(f3, A% AL ALY)|

—%néaénz

A|Problem : there argpossibly negativepowers off].




?/Why ? But this should be a polynomial!

? How to eliminate negative powers ?

e Unipotent invariance :
uc AT =A% ucAY =AY u AL = A,
therefore eaclP, is in factindependentof fJ, and in
conclusion, our representation obainvariant polyno-

mial Is :
P = D0 ()Pa(A% AL AL

—%méaém

e Negative powers of f{ are unavoidable and their
presence is necessary.

e Indeed, for example :Remind the unigue syzygie at
the previous levet = 4 :

0= f{f{M° = 3A°A] | +5A7A7.
We can solve the bi-invariart/® in the form :

SAT DAD
3ASAT | — 5 AP}
i

and there is a negative power ff

M® =




Plan for the study of Demailly jets in the general case

W

[1 Generalize immediately the rational expression :
Z (f{>a Pa (A37 A?? Az,lv A?,l,l? Tt A%{_D

.....

—’{T_.lmgagm

(1 Hlustrate the algorithm for = 2 andx = 5.

[1 Starting point :
> ()" Pa(A% AL AL LAY )

—%mgaém

(1 Compute the Ideal of Relations of the bi-

invariants restricted to { f{ = 0} :
3 5 7 9

deal-Rel (A%, A?|,, AT|, A% ),

namely a generating set of the ideal of all polynomials
In four variables that give zero, identically, after substi
tuting these four restricted invariants.

[] Get the three relations valuable for f{ = 0:

0= —5A°A° +3A3A7 O

= —TAAT+ 30007

= _7A'AT + 5A°NY




(] So without setting f] = 0, there should be three
remainders that are a multiple of /7 :

0= —5A"A°+3AA" + f{ X something
= _7TAAT+3A%N + f1 x something
= —7TAA + 5NN + f1 x something

[1 Eachsomething necessarily also is a bi-invariant.

(] Find the maximal power of f{ which factors each
something.

[1 Get the three expressions :
= 5 AN + 3ASAT + f]f{M®
= —7TAA + 3NN + £ f MO
= —TAN + 5NN + f] ] K12

(1 Test whether or not the obtained bi-invariants :
Ve As10 712
belong or do not belong to the algebra generated by
the previously known bi-invariants :
f{ /\3 /\5 A7 A9

[1 Here : none of the aboves bi-invariants is equal
to a polynomial with respect to the7 remaining ones



[1 Then restart the process with the8 bi-invariants.

[1  Compute the Ideal of Relations of these bi-

invariants restricted to { f{ = 0} :

deal-Rel ( A%[, A%, AT|, A%, M|
[J Getthe ten relations valuable for f{ = 0:
= —5 AN+ 3NN
= —TA°AT+ 377N

0

0=—TA'A"+5A°AY O
= —sA°M +3A%M 1)
0= —ATMS + 3A3K12(O
— _SATMSE + 5A5M10(0
= —\OMP+ TAPKY

0= _—SAMS & 7A7M10(O

= _5A0M 560K

= -5 M1 M1 + 64 MUK

Ml()

12
0 K



(] Compute carefully the remainders behindf; :

= 5 AN + 3ASAT—f] fM°
= —7TA°AT+ 3NN — ] f Y
= —TAAT 4+ 5 ANV — ] I

0= —8A°MS+ 3N M- f{ N2
= A MO+ 3N K2 f
= —8AMS+ 5\ MY
= —ANIMS + TN KPP f 10

0= —8A'M® + 7 A MW—f 10
= 5 AMY p 56 AT K- x18
= 5 MYOMY 464 MEKTP— X

[ 1 Convention : In blue, the new invariants and in
green, the already known bi-invariants.

[1 In sum : 5 newbi-invariants, and again, no one
IS superfluous.

[] Then restart the process with the 13 bi-
Invariants.

[1  Compute the Ideal of Relations of these bi-
invariants restricted to { f{ = 0} :

A3l AR AT AT
ld-Rel 0’ 0?
N12 H14 F16

M8
X18

10
MY
19

X,

0’ 0 0

0’ 0’ 0 0



[1 Use Grobner basis computations.

[1 Get32equations, hence onl\22 new:

0= _5 16 16 4 H14X18—f{K12X19
— _7glpl6 4 N12X18—f{M10X19
= _7 glaprld +5 N12F16—f{M8X19
— _ 56 K12 16 4 M10X18_ﬁy27
0=-56 K"“H" +5M" P~ f1X*
— _SKI2N12 4 MlOHM—f{X%
= 49 KPH" 4+ MPX— X
= _7 K12 12 4 M8F16—f{X23
= 5 M''N" + 8 MPH" - f1 X
0= —48 K°F!0 4+ AVX - iy
= A8 KM + ATX - X
= 57N F10 4+ AT X148 K21
— _\9fM A7F16+f{M10K12
0= —5 AN+ 7TATHY 456 fIMPKY — f X
= 48 K PN 4 A0 X7 fiX
= 7N HY 4 MO X848 MV
— _AIN12 4 A5F16+f{M10M10
0= _A7N12 —|—/\5Hl4—|—f{M8M10



0= —35 AON'2 4 3ABX 8250 /L0010 _ T g pr X019
= —7TA'NYZ 4+ 3N PO e
= 5 AN 4 3ASHY 48 f{ MO M®

(1 In blue: 4 new invariants :

X21 X23 X25 Y27

1 Compute the Ideal of Relations of these bi-
invariants restricted to { f{ = 0} :

3 5 7 8 10 12
AO{2A ovli\ 07]1\6407]\148 (yg B
e : 072ﬁ 0723F o 2? i 27X V
X o X2y X2 Y

[1 Next step :Special Grobner bases packédgeb.

[1 The standardsroebner Maple package was al-
readyunable to give the Ideal of Relations at the pre-
Vious step.

[1 Get~110relations (depending on the order).

[1 It seems that no new bi-invariant appeansfortu-
nately.



e Hilbert's 14-th problem.

e Locally nilpotent derivations. (VAN DEN ESSEN
FREUDENBURG DERKSEN, ROBERT, TANIMOTO).

e Van den Essen’s kernel algorithm.

Proposition. Suppose that at a certain stage of the
algorithm, at which one has a finite number of bi-

invariants A3, A°, ..., A1t the corresponding Ideal
of Restricted Relations :
IdeaI-ReI( A3y, AD[ At )

IS generated by syzygies :

0= Poly (A%, ..., AP ()P Rem(AF, ... AlesH)
for which no new bi-invariant appears behind f.
Then the algebra of bi-invariants coincides with :

C[A%, A, ... LAl

DémonstrationAt first, we remind the initial rational ex-
pression with possibly negative powers(df) :

> () Pa(AY L, AR,

—Tlméagm
Next, we have to normalize each appearing polynomic
P.. To this aim, we compute a Grobner basis for the Ides
of Restricted Relations with respect to some term-orde

By eliminating all monomials of eadh, which belong to



the monomial ideal of leading monomials, we therefore
get an expression of each bi-invariant polynomial :

P. (7" f) modulo syzygies = Z monomials

where the appearing monomials constitute a basis of tr
guotient vector space :

C[A?, ... A'aSt]/IdeaI of Leading Monomials.
Achieving such a normalization for eaél, we get :

P(j°f) = Z ()" Z monomials.

—"{T_lméagm

e Then there are no negative powers of{ anymore.

e Indeed : If, in this representation, a negative power of
f1 s still present, by clearing out we get :

>~ monomials = /] - Remainder.
Then by setting/{ = 0, we deduce :

> monomials‘O =0,
but this is impossible, because, by definition, there ca

be no syzygy between the monomials. []



Theorem. (M. 2008)

(1) At each step of the algorithm, there can only ap-
pear finitely many bi-invariants which do not belong
to the algebra generated by all the bi-invariants
known from the preceding level.

(i) If at some next level, no new bi-invariant ap-
pears, then the algorithm terminates : no new fur-
ther bi-invariant exists, and there are no negative
powers of f| anymore.

(i) In this case, a unigue writing of every polyno-
mial :

Po(N N X last
modulo the Grobner basis of the finitely many bi-
Invariants yields an exact denumbering of all the
Schur bundles F(‘)T)*( decomposing the Demailly
bundle £}, ,,, T

(iv) One deduces (easier computation) an estimate
of the Euler characteristic :

X(X, ExmTyx) = m 2 (A’{-c% — B/{°C2) +O(m“+1).




Theorem. For jets of order 4 in dimension 2 The
Euler characteristic computation gives :

§
(X, By TY) = e (1797 ci — 848¢y) + O(m”)

and the meaningful quotient :

A 1797 5 119
B4 848 7
shows positivity for every d > 9.

e Bogomolov vanishing theorem.

Corollaire. Every entire holomorphic map into a
complex algebraic surface X? C P3(C) of degree
d > 9 enjoys nontrivial global algebraic differential
equations vanishing on an ample divisor.

e Jets of order5:
[1 Computation not completed.

[1 Hope (but probably false) : There could be Infi-
nitely many bi-invariants, as in Nagata’s counterexampl
to Hilbert’s 14-th problem.

[1 Subbundle generated by brackets Smaller:
A5

=5 =1.887-.



Dimension 3

Theorem. (RousseAu 2004-6)

() In dimension v = 3 for jets of order x = 3, In ad-
dition to the three bi-invariant polynomials already
known from the study of the dimension two :

fi A? A7,
there is only one morebi-invariant, the Wronskian :
fi f S

D6 - f// f// f// .
f{lll fézll fsll

Furthermore, these four bi-invariants are algebrai-
cally independent, namely there are no syzygy aj
all.

(i) The Euler characteristic of Es,,T%, for X3 C
P,(C) a complex algebraic hypersurface, is positive
for all degrees d > 43.

(i) A careful estimate of the contribution of the In-
termediate cohomology dimension h? shows that
global differential equations vanishing on an ample
divisor exist in degree d > 97.

(iv) For X of degree d > 593, every entire map is
algebraically degenerate.




Theorem. (DIVERIO 2007)Let X¥ ¢ PY*! be a
complex algebraic, smooth hypersurface. Then :

HY(X, ExmT%) =0,
for all jet orders x < v strictly less than the dimen-
sion of X.




Dimension 4

e Euler characteristic of the Schur bundle :

(X, r(l1.02,03,l4) T%) =

I 1

4 2 2
—Cy+3cjco —c5 —2cic3 ¢y |11 Iy

ol 11 20 7!

1l sl
120304l |1y Iy 03 13

—C%CQ + C% + cjc3 — ¢4
0! 1! 3! 6!

1 1 1 1
C1C3—C% l1 ZQ l3 l4

4 14 14 4
0! 11 4! 5! l% Z% Z% Z%
ll l2 13 l4

+

2 12

i

L "2

—C|C3 + C4
0! 21 3! 5!

_|_

111 1
1 Iy I3 1y
[ 13 zg i
I

+O(J1]%).

I 1

3 Iy
2 72
ZS l4

77
3 1)




e 16Jet variables :
(f{? fé? fé? fi? f{/7 f£/7 f§/7 f11/7 f{//7 fé//7 fé//7 f11//7 f{///7 fé///7 fé///7 flilll)

e The same trick of reparametrizing by f1_1 yields an
expression of the form :

4 / Il pl
P(j f) - Z—%méagm (fl)a Pa(va I35 45
3 A3 A3
AT 0, AT 35 AT 4,
5 5 5
AT2:15 M 3.1 A

7 7 7
A211s M3t /\1,4;1,1)»

1=

with eachP, depending upon the following invariants :

/1

3 A
5 o /7/// / /,// 1
Al,i;l T Al,i f1 - 3A1,7j i
7 o /7//// //7/// I
A= (A, +4475) fifi-

! 11 /1

—10A7; fifi +15A A f

e Unipotent invariance : matrices of the form

(1 0 0 O\
ug 1 0 0
up Ug 1 0

\uc ueuf1)




e [nvariance by the subgroup :

( 1 00 O\
Ug 1 00
up 010
\u. 001 )

implies that eacl®, is independent of /5, f%, /1 :

( 5f) Z—Zm<a<m ) (}‘? RN

/\12»A13» 14»
A 1.2:1 A3 131> A141

A 1,2;1,1> A 1,3;1,1> A1411)

1=

e [nvariance by the subgroup :

(10 OO\

01 00
Owug 1 0
\O Ue Uf 1)
Implies that eachP, is a polynomial with respect to
firstly the three obvious bi-invariants :

3
A1 9 A1 2:1 A1 2:1,1
and secondly to the four algebraic combinations :
3 3
Al 2 Al 3

— ' DY



3 3

A1,2 A1,3 — f/f/D8

/\7 /\7 — J1J1+1,2,3:1
1,2:1,1 “*1.3:1,1

5 5
Aoq A3y

_ ¢! ¢! A710
7 7 = 11N,
Aoag Mg

3 3 3
/\51,2 /\51,3 /\51,4 .
—rpl ¢l ¢l el g/
/\71,2;1 /\71,3;1 /\71,4;1 = hhhhh W,
Aoag Masaa Maaa

where the last one appears to be equal td/thenskian :
b5
Wlo = f/lll f/2// f;// f%//
ERNE R A

f{/// fé/// fé/// fzill/

Here of courseas we knowwe mustclear out any ap-
pearing power off{. Then after a while of computation,
the appearing bi-invariants are explicitly given by :

6 f/{/ f/é/ fé:
Disgy =1 fo I3

f{” fé” féﬂ
f/ f/ f// f/ f/ f//
DS o f/ f/ll f% f:;/ _ 6 f f/ll f% f:;/
L2171 /}// /%// /??// fl /1// /2// /3//
AN RE e 1




/7///7//// / /7//7////
NUi= Ay ST =387 55 i+
I/ 1/ I/
AN [T 3055 ST
e Starting point for the algorithm :
% 3 AD AT
( f) Z_Zm<a<m<fl>ap (AaAaAa
pb ps Al0 Wm)
e Recall :

[1 Maple-compute ldeal of Relation of the invariants
restricted to{ f{ = 0}.

[1 Maple-compute theemainder$ehind the power(s)
of 7.

[1 Test whether or not each remainder belongs to th
algebra generated by the previous invariants.

(1 Wait until the algorithm terminates or hope that
there are infinitely many invariants.



Theorem. (M. 2008)In dimension v = 4 and for jets
of order k = 4, the Demailly bundle of jets inva-
riants under reparametrization and under the uni-
potent action is an algebra generated by exactly 16
bi-invariants :

f{ A3 /\5 D6
A7 Ve DS 10
710 712 ol 1o 71710
(717 19 21
enjoying syzygies described by an ideal having ap-

proximately 40 generators (depending on the term-
order for any Grobner basis).

e Remark : In dimensionv = 3 for jets of orders = 3
(RousseAU, there were4 bi-invariants andzero sy-

ZYygy.
e Euler characteristic computation : Yet to be done.




e Syzygies:

0=5AA" — 3ASAT+f] fM°
0=2ADY — ADS L /1Y
0=ADY -5 ANy f L
0=ADS— 6 AN/ L1
0=5NEY —3A3LY2—6 /D MO
0=5AEY 4 3A3QY 6 £/ DS M8
0=4DFEY 1 3ARY— flUY
0=5A°L12 4 3A3QU - f/Di a8
0=8DOL12+5A3RP-L fly1T
0=24 MDOD® — 5 AU + 3 A3V
0=36 M°D°D® + 5 EVEW — 3 AU



Equipe de Mathématiques Fondamentales
Evaluation CNRS quadriennale, 9 janvier 2007
« ANALYSE ET GEOMETRIE » au LATP, 2002—-2006

e Chercheur CNRS: 1
JoélMerker (CR1)
e Enseignants-chercheurs : 7

AlexanderBorichev (Professeur)
BernardCoupet (Professeur)
HerveGaussier (Mdc)
Karim Kellay (Mdc)
StanislaKupin (Mdc)
StéphandRigat (Mdc)
El Hassanvoussfi (Professeur)

e PRAG, ATER?, Doctorants : 11

(1 Cyril Agrafeull (PRAG ; ATER, 2005 U3)

[1 FlorianBertrand (doctorant, dirGaussiel)

[1 Camille Bieche (these 2005, ATER, diCoupet)

[1 LeaBlanc-Centi (these 2006, ATER, diCoupet)
[1 SylvainDamour (these 2001, PRAG, di€oupet)
[1 RemyDhuez (these 2005, ATER, diKellay)

(1 JulienGiol (ATER 2004 U3)

[1 ReinholdKistner (ATER 2004, these a Sophia)
[1 Stéphanid.overa (these 2005, ATER, diiYoussfi
[1 PatriceRoman (these 2004, secondaire, dtoussf)




[1 FlorenceScalas (these 2005, ATER, dilYoussf)
e Recrutements récents :

Juin 2003 : StanislaKupin (MdC)
Juin 2006 : AlexanderBorichev (Pr)

e Themes de recherche :
[1 Analyse en plusieurs variables complexes

[1 Analyse fonctionnelle et théorie des opérateurs

[1 Analyse harmonique

[1 Théorie des fonctions et théorie du potentiel

[1 Géométrie de Cauchy-Riemann

[1 Analyse sur les variétés presque complexes

[1 Théorie de Lie-Cartan des EDP et GG-structures

e Production scientifigue 2002—-2006
[1 2 habilitations a diriger des recherches :

Juin 2004 : HervéGaussier

Avril 2006 : JoélMerker
[1 |7 theses soutenues 6 en cours, dont 2 en cotutelle
[1 3 livres ou articles de survol (~200, 200, 300 pp.)
[1 53 publications dans desevues a comité de lecture
(15 publications mineureS[CRAs redondants, actes colloques]
[] 6 organisations de conféerences




[1 2 GDR? : Analyse fonctionnelle ; pluricomplexe
[1 2 actions integrees : Maroc; Tunisie

e Politique de recrutement en Analyse et Geomeétrie
Complexes :péeriode 1997-2006 :

9

Maitres de Conférences ou assimilés :

Gaussier (1997), Merker (1997), Briend (1998), Kellay
(1999), Rigat (2000), Haissinsky (2001), Mohsen (2002
Kupin (2003), Yeganefar (2004).

3

Professeurs :

Hubbard (1998),Teleman (1999), Borichev (2006)

e Accords et echanges nationaux :
[1 Angers (LAREMA)

[1 Bordeaux (UMR 5466)

[ Lille (LAGAT & LIFL)

[1Lyon (UMR 5208)

[1 Nice (INRIA, Sophia-Antipolis)

[1 Poitiers (Futuroscope)

[] Toulouse (Emile Picard)

[1 Paris (P6 & ENS Ulm)

e Accords et échanges internationaux :
[1 Allemagne (Berlin)

(1 Autriche (Linz & Innsbruck)

[1 Canada (Québec)



[1 Corée (Pohang & Pusan)
[1 Espagne (Barcelone)

[ Etats-Unis d’Amérique (Albany, Providence, Cal-
tech, Bloomington, St Louis, Michigan & Wisconsin)

[1Israél (Tel Aviv & Ramat-Gan)

[ 1 Japon (Kumamoto)

[ 1 Maroc (Rabat)

[1 Norvege (Trondheim)

[1 Russie (Moscou & St Petersbourg)

[1Suede (KTH, Stockholm univ., Uppsala & Sundsvall)
[1 Tunisie (Bizerte, Monastir)

e Supports financiers :
[1CNRS via le LATP, UMRG6632 (dir. Gallouét)

[1 FRUMAM et INRIA (séminaire mensuel Marsellle-
Nice)

[1 GDR Analyse et géométrie en plusieurs variables
complexes 2002—-2006 (resp. P. Thomas)

[1 Projet Européen (2000-2004) « Network in Ana-
lysis » (resp. J. Esterle)

[1 GDR Analyse fonctionnelle et harmonique (resp.
E. Ouhabaz)



[1Une action intégrée franco-tunisienne 2002—-2006

+ CMCU 2000-2004 (resp.

B. Coupet)

[1 Et une action intéegree franco-marocaine 2002—

2006 (resp. M. Mbekhta)

e Objet central fédérateur :

Le disque unité dansC

{CECC: \C\<1}

Notations des analyste$:

Notation des géometres\

cercle unité : T.

cercle unité : 0A.



....................................................................................

: Disques analytiques Fonctions

- Prolongements a la Hartogs Dunkl-harmoniques
Approximation polynémes
-rationnelle orthogonaux

Echantillonage

. Disques pseudo-holomorphes et Interpolation

e Capacité d’évolution scientifique :

[1 Vers I’Analyse Harmonigue et la théorie spectrale.

[1 CR = J-holomorphe et Lie-Cartan.

[1 Opérateurs de Dunkl; électro-encéphalographie.
A. Borichev, R. Dhuez, K. Kellay

Echantillonnage et interpolation
dans les espaces de Bergman et de Fock a poids

e D = le disque unité dans.



e Soit 2 une fonctioné > croissante positivesur |0, 1)
aveclim h(r) = +oo, prolongée & parh(z) := h(|z|).

r—1

e Considérons Bspace de type Bergmaii.*° a poids:

A(D)={f € OD): |fl) = sup |f(2)] ) < +oo}

zeD
e Bergman classique |y, | f(2)[P(1 — |z|)*dA(z) < +o0.

o Exemples de poids ;

2
e . |

() log log log (i1) aveca > (

1 — 1—r (1—r)

hir)=4q E 1
(ii)) exp (V) exp exp --- exp
(I —r) (1 —-7)
. k fois

e Un sous-ensemble discriétC D est dit :

[1 d’échantillonnage pour <7, (D) s’il existe une cons-
tanteLp > 0 telle que pour touf € o7;,(ID), on a :

| £l < uwwu—mﬂmuuw%@<+w;

[1 d’interpolation pour;z%h( ) SIV (ay)yers ay € C,
avecsup |a-| e MV < 4o0,3f € ;,(D) telle que

vel
f(v) = ay vyel.

pp(2) = [Ah(2)] 71/
et supposons que pol — 1,0na:

pn(z) — 0.

e POsons



e On dit quel’ C D estp;—separes’il existec > 01q :

- 2 — w|
inf : > c > 0.
“uel’ min on(2), pp(w)]

Théoreme.Un ensemblé’ C DD est déchantillonnage
dans.e;, (D) si et seulement si il exist& C ' un sous-
ensemble;—séparé tel que

Cardl'ND(z, R 1
liminf liminf [ (5 p(z))} > —.
R—oo zeD, ‘z‘—>1 TR 27

Théoreme. Un ensembld” C D est dinterpolation
dans.g;, (D) si et seulement gi estp;,—sépare et si

Cardl' ND(z, Rp(z 1
limsup limsup [ (2 4 ))} < —.
R—oo zeD, |z|—1 TR 27

S. Kupin (avec S. Denisov)

Polyndmes orthogonaux et condition de Szego

o T :={t:|t| =1} lecercle unitéf = ¢'".



o Mesure de Lebesguelm(t) = &4 = ;L d4.
e 0 = ol.dm + o5 mesure de Borel positive s

e Polyndbmes orthogonaux{gpn}nEZ par rapporta o :
e Probleme: Proprletes asymptotiques ?

e Domaine trés compétitif fin 28" — début 21¢me:;
travaux récents de Simon, Deift, Rakhmanov, Totik et al

e Points distinctg; € T de multiplicitéx; > 1. On dit
queo est dans lzlasse de Szeg0o polynomiai :

/ H t — §j|2“j logo!.(t) dm(t) > —oo.

I<j<N
e Theoreme de Szegor; = 0.

e Noyau de Schwarz modifiéK (t, z) = §f§ ;]f?) avec

@@P

(—t )"

q(t)=]li<j<n . Poserp;, (z) := z"pn(1/2) et:

o) = e [ Kt 2)loglgi@lam(y),  Die) = exp [ K02100%0

dm/(t)

Théoreme.Soito une mesure Szegd-polynomiale. Alors

lim / }D —1}2d9:().

n—oo

d’oul limy, oo D(2) @*(2) = 1 pour toutz € D.
B. Coupet et H Gaussier (avec A. Sukhov)



Metrique de Kobayashi et théoreme de Fefferman
dans les variétes presque complexes

e Variété presque complexe M2" avecJ, : Tp)yM —
T,M pseudo-rotationd), o J, = —Id.
e Disque pseudoholomorphe f : A — M tel que :

’

e Métrigue infinitésimale de Kobayashi-Royden :
Koby,(v) = inf{oz dAf A= M, f(0)=p, fx(0r) = -

e Question de S. Kobayashi tout pointp € M a-t-l
une base de voisinages hyperboligues complets ?

e DomaineD C M hyperbolique completsiVp € D :
{q € D : Kob-dist(¢,p) <r} CcC D.

e DomaineD = {p < 0} cc M, fonctionp € €>.
e Tangent pseudo-holomorphe :

J :



e Forme de Levi: Ly (p)(v) := —d(J*dp) (v, Jv).

o 0D estSJUCsiL’| ., est définie positive.
p

Théoreme.SoitD = {p < 0} CC M un domaine stric-
tement/-pseudoconvexe, avee €~ dans? (D). Alors
pour toutp € D etv € 1pM

10s000) (0 — i) Jol
p(p)I? p(p)

1/2

Kob,(v) > ¢

o (2;)1<i<2n €Np avec), = Jy puisUy = {[z] < 1}.

Corollaire. Tout pointp € M possede une base de voi-
sinages hyperboliques compléfs.

e \ersion presque complexe de Fefferman 1974 .

Théoréme. SoientD cc M et D' cc M’ deux do-
maines bornésjim M = dim M’ = 2n. Supposons que
D admet une structuré presque complexg™ sur D et
que(dD, J) estSJUC. Pour touth : D — D’ diffomor-
phismez*°, les conditions suivantes sont equivalentes

(i) h se prolongeD — D' en difféomorphismé’™ :
(i) J' := f«J est une structure presque complexe su
D’ qui se prolonge&s’ ™ aD' et (8D’, f*J) estSJUC.

e Blanc-Centi : applications propres et domaines a borc
¢rtla — régularités™ surD.



e Bertrand : relevements dd + domaines de type fini.
S. Rigat (avec J. Leblond et A. Amassad)

Détection de sources dipolaires dans des ellipsoides
Applications a I'electroencéphalographie
Interaction avec I'INRIA Sophia Antipolis

e Cerveau : modélisé par un ellipsoide c R*.
e ¢;. etp;. foyersetmomentsépileptogenes.

e Différence de potentiel de la distribution de courant :
m

Au = Z <pk, V5Ck> .

k=1

e Mesures accessiblessw(): u =g et g% = o¢.
e Probleme :reconstituer leg;. et lesp;..
e Solution u générale ;

pk? ZC—Ck

_l’_
|z — cll®

k=1
e Premiere étape :techniques de décomposition en har-

moniques ellipsoidales pour isolgt;" <ﬁ£’xc_ﬁ§>.
—Ck

e Seconde étape technigues d’approximation ration-
nelle pour calculer les;. et lesp;..

e Représentation conforme :les sections planes hori-
zontales deé)() sont des ellipses. Généralisation lorsque

h harmonique




ces sections sont des imagesaducle unite par des ap-
plications rationnelles.
E.H. Youssfi

e Groupe de réflexions surR? : G = (04),cp C O(d).
e Opérateur de Dunkl : ¢ € RY, multipliciték f c ¢l

oy <oz,x>

o Laplacien de Dunkl : base(e; ) <j<q €Ay, =, 17
e Operateur d'entrelacement : T¢(k) o Vi, = V}, 0 0.

I

Pz, &) =V, :
(z,¢) k<[1 oz )+ xQ}%Ld/Q) (f)

e Fonction G-invariante :
hz) =] Lacn, | (@ 0) MY
e Casd =2,( = x1 + i x9, groupe dihédraky, 5 > 0
=T (k)
21 2

h(¢) =

)

Théoréme.Si f € €V(T), alors la fonctionF' définie par
F(z) = { J1 P(2,¢) f(QR(C) dm(C) siz e D,
| f(z) sizeT=0D

est&V surD, est Dunkl-harmonique sub et constitue
I'unique solution au probleme de Dirichlet-Dunkl.



e Casj = 0 : Scalas; Cas général Maslouhi-Youssfi.

e Comportement au bord des intégrales de Poisson ass
ciees :Scalas ; Maslouhi-Youssti.



J. Merker (avec E. Porten)

Singularités éliminables pour les fonctions CR
et théoreme d’extension de Hartogs

(1) Characteristic foliations on maximally real submani-
folds ofC" and removable singularitiednternational
Mathematics Research Papers, 2008, pp.

(i) Holomorphic extension of CR functigriaternatio-
nal Mathematics Research Surveys, 2088/ pp.

(i) A geometrical proof of the Hartogs extension theo
rem, Prepublication DMA 06—10, ENS UIn37 pp.

Hartogs 1906 [Osgood 1929]Soit {2 € C" un do-
maine borné a borcdconnexe Sin > 2, toute fonction
holomorphe définie dans un voisinage ouverhnexe
¥ (002) de 052 se prolonge holomorphiquement a l'intée-
rieur def).




f!zﬂ (C2 AyQ
e = —AZ(A) ‘.
: Q)
2
0 ° )
T2 04 °
f D)
. :
€ :
I o1 |n &
0 1—¢

e Formule de Cauchy a parametres :

| F(AZ(0)

21 Jan C— 2




Rind(R,n)

R Shel["*(RUN) R

Rind(R, c§? 7'*1)




create

suppress

Support informatique Gerard Henry et aNorbert De-
leutre, ingénieurs systeme du LATP.



REGULARITE D’APPLICATIONS
CAUCHY-RIEMANN
ENTRE SOUS-VARIETES REELLES DE C"

Joél MERKER
DMA, Ecole Normale Supérieure, Paris

www.dma.ens.fr/[~merker/

|. Introduction générale

Il. Sous-varietés de Cauchy-Riemann

I1I. Minimalité et jets de sous-variétés de Segre
I\V. Applications CR formelles

V. Applications CR lisses

Holomorphic extension of CR functions,
envelopes of holomorphy,
and removable singularities

IMRS International Mathematics Research Surveys

Volume 2006 Article ID 28295, 287 page
www.hindawi.com/journals/imrs

| %4

S




|. Introduction générale

e HOormander 1966 : Si Ly, ..., L; est un systeme de
champs de vecteurs locaux a coefficiamtsls ¢~ defi-
nis surR’ et satisfaisant laondition de Chow :

crochets de Lie itérés TR",
alorsL? + - - - + L7 est#’*-hypoelliptique.

e Condition (P) de Nirenberg-Treves.
e (Non) résolubilité locale deL. v = g.
e Theéorie du front d’'onde hypoanalytique.

e Diversification des espaces fonctionnels WP:4,
€, 9, &, LP, etc.

Philosophie générale :

Certains systemes cEDP soumis a cer-

taines conditions de type analytigue ou

geometrigue possedent de bonnes pro-
prietés de résolubilité, de régularite,

d’unicite, ou de rigidité.

/| # Théorie algébrique de Lie-Cartan : systemes
analytiques reels ou complexesgroupes de Lie ; symé-
tries infinitésimales ; systemes differentiels extérieurs




e Lien : les diverses conditions analytico-géometrique:
qui interviennent sont tres similaires.



e Expose d’'aujourd’hui : Rigidité géometrique causée
par des systemes infinisebp analytiques.

e Principe classique de réflexion de Schwarz Consi-
dérons deux courbes analytiques réelles C, v c C
et soit une application holomorplhdocale deéfinieseule-
ment d’un coté de~, continue jusqu’ay et envoyanty
dansy’.

Alors h se prolonge holomorphiguement de l'autre coté
de~.

e Passage en dimension supérieurela courbe~y est
remplacée par une hypersurface lisse quelconque de c
dimension 1 dan€", mais de telles hypersurfaces ne
sont quasimentBmais redressables sur un hyperplan
réel.



e Fonctions holomorphes de plusieurs variables so-

lutions de :

00



—

Il. Sous-varietés de Cauchy-Riemanr

e Hypersurfaces locales d&”" : ces objets sont définis
localement dans un ouvdrt deC" par :
M:={z=z+iyeU: r(z,y) =0},

ol r est une fonction réelle, de régularitd, ou%?, ou
€5 UL, oué”, oud?! dont la différentielle ne
s’annule pas dr(z) # 0 pour toutz € M.

e Systémeod induit : Sur C*, on an champs anti-
holomorphes tangents indépenda%%l, 5%, o 5%,
qui engendrent le fibréV:1C", mais il n’en reste que
(n — 1) qui sont tangents &/, a savoir : le sous-fibré

TV =T C" N [C o TM],



est de rangy — 1.

e Fonctions CR :une fonctionf : M — C de class&’
estCauchy-Riemanisi L f = ( pour toute section locale
L deTole définie sur un ouvert dé/.

....................................................................................

T]? Ly A Cn-t 822 821
Le systéeme) induit
sur M perd une direction
antinolomorphe

....................................................................................

e Intuitivement : f est une €onction partiellement ho-
lomorphe induite définie sur une sous-variete relle

Prolongement holomorphe des fonctions CR

e Sous-variétés génériques d&" : Une sous-variéeté
réelle)M ¢ C" de classe au moirg! est ditegénérique
Si son espace tangent engendre I'espace tangéhpar
multiplication complexe :

TyM +iTpyM =T,C", pour toutp € M.

e Sid < n estlacodimension réelle de, alorsl’'espace
tangent complexe :

est de dimension constante égate-ad, appeléaimen-
sion CRde M.



e Plus généralement, une sous-variéte reelle- C" est
CR si la dimension d€’,M N iT,M est constant& p.

e En fait : toute sous-variétée CR étant localement CR
graphée au-dessus d'une sous-variété geénérique,
considere en géenéral seulement des sous-variétes ge
rigues.

e Observation : toute hypersurface est générique —
donc CR — de dimension CR égaléra— 1).

e Crochets de Lie :la plupart du temps, le sous-fibré
complexe tangerlf“AM & TM n'est pas intégrable au
sens de Frobenius.

e Exemple : Hypersurfaces\/ ¢ C? strictement pseu-
doconvexes :

T°M + |T°M, T°M| = TM.

e Structures CR de type fini :
Lie(T°M) =T M.

Théoreme A.Solentn > 1, m > 1 etd > 1 des entiers
satisfaisantm + d = n et soitx le plus petit entier tel
que:
(2m + ro) "L 41> 2(m+d) = 2n.
2m! k! m! k!
Alors I'ensemble des sous-variétés C C™ géneériques
de codimensionl et de dimension CRy connexes de




classez”™ qui sont de type fin x en tout point est ou-
vert et dense, pour la topologie forte de Whitney, dan
'ensemble™?) de toutes les sous-varietés generiques

e Exponentielle du crochet :
exp (eX) exp (eY) exp ( —eX) exp (— eY)(p) =

= exp (62 X, Y)])(p)

e Théoreme d'accessibilité de Chow :Si la sous-
distribution T°M & TM satisfaitLie(T°M) = TM,
alors tout pointp € M peut étre joint a tout autre point
g € M par une courbe continug'! par morceaux dont
chacun des morceaux est courbe intégrale d’'un champ
vecteurs local'“M -tangent suii\/.

e Notion plus fine : orbites CR :
ﬁCR(M p)={qeM:Iy:p—qT°M —tangent@

/ .

/ ______ ; /\

- S SN
Lo ) é _____ “\/\\/
______ / \o\\ \\\ \

e Théoreme de Sussmann Chaqgue orbite CR dan®/
peut étre munie canoniquement d’une structureales-
variété immergeede M.



e Minimalite globale : M consiste emune seule orbite
CR, c’est-a-dire que la propriéte d’accessibilité de Chow
globale est satisfaiter{ais les crochets de Lie peuvent
étre insuffisants en tout popnt



e Brigues CR indépendanteqpseudo-feuilletage).

Theoreme B.(KNESER LEWY, ..., TREPREAU, TU-
MANOV, JORICKE, M.-PORTEN) Soit M C C" une
sous-variété générique de classe €% (0 < a < 1)
consistant en une seule orbite CR. Alors en tout
point p € M, Il existe un ouvert de type %), de type
wedge attache a M en p tel que toute fonction CR
sur M se prolonge holomorphiquement a %#,.



e Techniques::
e Approximation de type Stone-Weierstrass.
e Déformations de disques de Bishop. []

Contrainte de régularité pour les applications CR

e Pinchuk 1974 :Toute application de Cauchy-Riemann
h : M — M’ de classeg! entre deux hypersurfaces
analytiques réellesstrictement pseudoconvexes &

high regularity h high regularity

—
of low regularity
Po in fact p
of high regularity
M/

..................................................................................




e Nombreuses variations sur ce theme jouer sur les
classes de differentiabilité

..................................................................................

cgw

lower regularity

..................................................................................

e Algébricité au sens de NashC[x] 3 ¢(x)e €7 s'il
existeP € C[z, D] tel qued = P(x, ¢(x)).

e Necessite d’unifier et de conceptualiser trop de re-
sultats techniques dans la littérature !



I\V. Applications CR formelles

e M C C"™ géenerigue, analytique réell&f).
e CRAImMM =m > 1,codimM =d > 1.

e Coordonnées — (2, w) € C" x C?. Equations :

w=0(z,z,w) ou w=0(zzw)

e Complexification extrinséque :.# c C2", en rem-
placantt = (z,w) parr = (¢,£) € C"™ x CY -

w:@<Z7<7§) ou é—:@(gvzaw)

e Paire invariante de feuilletages :

La complexification d’une sous-variété
analytique réelle porte une paire de
feuilletages invariants qui sont les
sous-variétés intégrales des

» {r=1,)} complexifiés des champs de

/ vecteurs de typed, 0) et (0, 1)

et qui s’'identifient aussi aux

/k 1 o sous-variétés de Segre
> = = = complexifiées.
0 tp v
\.

e Variétés de Segre (conjuguees) complexifiee®our
m, tp € C" fixés, définir :

S, = {(t, 7)eC"xC": =1, w=0(z Tp)} ,
Sy =t T)EC"XC": t=1), {=0O(( tp)} -



o Geometriquement :.57, = .Z N{T = 1)} 1.7} =
A N {t = tp} simples tranches verticales, horizontales.



e Chaines de Segre Partir dep = 0, se déplacer ver-
ticalement le long de”’; d’'une hauteur de; € C™.
Obtenir :

izl (0) = £1<Z1)'
Observer’{(0) = 0. Repartir dd’{(z1), se déplacer hori-
zontalement d’une longueur de € C'*. Obtenir :

[o(21, 29) := gzz<£zl (0)).
Ensuitel's(z1, 29, 23) == Z,,(Z%(Z,(0))), et encore
£4(Zla Z27 Z37 Z4> = "%24(&23("%22(221(0))))7

et caetera
cxer -
( )
M EgSZ(S)) .
L'y(2))
Ly (z) ¢ o >(202))
t
0® =
. _J

e Récurrence :Pour toutk € N, &£ > 1, obtenir lak-
ieme chaine de Segre conjuguee :

Cr(z1,...,21),
a valeurs dans#/, définie pourzy, ...,z € C" suffi-
samment petits et satisfaisdnt(0,...,0) = 0.



e Minimalité : pourk assez grand, ces chemins alterna
tivement dirigésecouvrent un voisinage d€) dans.Z .



Quatre illustrations geomeétriques

e Réflexion de Schwarz Soit~ un segment réef C C
représente par une equation implicite:, z) = 0 avec
dr # 0, et soitp un point pres dey. Alors le pointo(p)
Schwarz-symétriquedep s’obtient en résolvant :

e DansC", n > 2 : Réflexion de Segre-Webster :
Sp=4{z€C": r(z p)=0}

est unehypersurface complexe

e Réflexion non intrinseque : effectuer des réflexions
de Schwarz dans des copiesCéransverses a/.

e Complexifier engendre deux vrais feuilletages :



.................................................................................

S,
/_\0/_\ Sfp

.................................................................................



e lllisibilité des réunions ensemblistes de variétées de
Segre avant complexification :

.................................................................................

s

O N

S
................................................................................

cation :

................................................................................

—————————————————————————————————————————————————————

________________________________________________________________

.................................................................................

e Merker 1998 :(ar xi v. or g) utilisation du theoreme
de Sussmann pour simplifier le critere de minimalité de
Baouendi-Ebenfelt-Rothschilghcta Math. 1996 ; Prin-
ceton Math. Series 1999)



e Baouendi-Ebenfelt-Rothschild. Alg. Geom., 2003)



Applications CR

e Rigidité des applications CR :Soitt € C", soitn’ >
/

1 et soith(t) = (hy(t), ..., h(t)) € C{t}" oue C[t]"

une applicatioranalytique ou formell@avech(0) = (/.

e Complexifier: Ona:

(h(t))" = h((£)°) = h(T).
L'application totale :
he(t, 7) = (h(t), h(T))
est dona@ variables séparées

Cr x C" 7 C" x C" S
aw7 avz
®l.(23) | he=(h,h)
s \\
: (h(t), h(T)) y
y_£
' ﬂ’éji
Iy (2] Dy(2@2)
0 t O, t/
@ T o T
\_ ) \_ _J

e Par consequent, chaque feuille de Segre”, de la

variété source.# est envoyée dans la feuille?%T ) de
p



', et de méme, chaque feuille conjuguﬁ%p C M
est envoyée dans la feuille conjugug%tp> c .4



e Idée génerale de la rigidite :

[1 Hypothese de regularitaible pour I'applicationh.
(] Régularitéélevéepour.# et pour.z’: €%, ¢,
[1 Paire de feuilletagesouvrante (minimalité).

[1 = Lapplication h, guidée rigidement par
les paires tres régulieres de feuilletages a de bien
meilleures proprietés :

e h estaussiréguliere que/, .#’.
e h estdéterminée par un jet d’ordre fini en un point.

e Mise en équations :Soit doncM’ C C"' de codimen-
siond’ > 1 et de dimension CRa' = »n' —d’ > 1. 1l
existe des coordonnées locates: (+/,w') € C" x C¢
centrées ep’ ¢ M’ dans lesquelled/’ est représentée
parw’ = ©'(Z,t'). Posons :
T(t,t) :==w — O(z,1),

() =w — @/(z’,f’).
e Uneapplication CR formelle :

h: (M, 0)— g (M0
satisfait par définition : il existe une matrice de taillex
d de séries formelles(z, t) telle que, dan€|t, fj]d, ;

7 (h(t), h(t)) = b(t, 1) T(t, ).



e Autrement dit: 7 (h(¢), h(t)) = 0 pourt € M.



e Hypotheseh®(.#) C # . : aprés complexification,
pour(t,7) € ., sil'on noteh = (f,¢g), on a deux fa-
milles d’identités formelles :

gr) = > T eL(n)),
v’ENm/

g(t) = > ()6 (h(r)).
W’ENm/

e Dérivations Segre-tangentes aux feuilletages :

b (02”1)51(02”2)52 L (gm)ﬁm ot
L7 = (Z)MNLY? - (L),

Ol\,lﬁ — (617ﬂ27"' 76771) S Nm

e Double paire de systemes infinis d&DP déeduites :
En dérivant, obteniguatre familles didentités de re-
flexion :

(2990 = Y ZO[F(r)] eL(ni)),

v’ENm/

0= S0 2’6 ()]

\ v’ENm/







e Jets de sous-varietes de SegrelLa varieté de Segre

e s : , c s ) s P s £-
complexifiée conjuguée associé€ & C" fixé est défi-
nie par :

S ={(( ) e ¢ =/ )}
Pourk’ € N, définissons leanorphisme deg’-jets des
variétes de Segre complexifiées conjugyesss.

S 3l
Y N Ay ﬁ’/ /1<]<d
"""""""""""" AyhAy
j;fwh n ]1234h

: y L9y / E
. x|, -
: 1234 g1
: 5 %é CAR
- : ——— .
] . — . ) -
- 't —~—J_ T ;1,234 e ) i
? 0 ~T— Jao 5 /{ -

e Invariance biholomorphe :

M

Cm+Nd m, k—= m+Nd m, k

e Retour : Lorsqu’on applique aux deux équations

g(r) = O©/'(f(7),h(t)) etg(t) = O (f(t), k(7)) les dé-

rivations tangentes?” et P, cela revient & examiner



comment les jets de sous-varietés de Segre sont transf
més par(h(t), h(T)).



e Conditions géeomeétrigues de non-degeneéerescence
On dira queM’ (ou.#") est :

(nd1)Levi non-dégénérée a l'origine siy) estde rang
m/ +n'en(¢’,t) = (0/,0);

(nd2) finiment non-déegenerée a l'origine s’il existe
un entier;, tel quey; , est de rang’+m’ en(¢’,t') =
(0",0"), pourk” > ¢ ;

(nd3) essentiellement finie a I'origine s’il existe un
entier ( tel quey, est une application holomorphe
finie en({’,¢) = (0/,0), pourk’ > ¢],;

(nd4) Segre non-degenerée a l'origine s’il existe un
entier ¢, tel que la restriction dey, a la variété de
Segre complexifiée7] est de rang générique’, pour
K >0

(nd5) holomorphiguement non-dégénéree sl
existe un entier;, tel que I'applicationy’, est de
rang générigue maximal possible, égaba+n’, pour
K > (.

Lemme.Ces 5 conditions se hiérarchisent en généralité
(ndl) = (nd2) = (nd3) = (nd4) = (nd5).



Conditions CR-horizontales de non-dégénérescence
Soit h : (M,0) —g (M’ 0). Décomposerh(t) =
(£(t), g(t)) € CJ™ x C[t]*. Remplacew par®(z, )
dansf(t) = f(z,w), poserr = 0 et obtenir lapartie
CR-horizontale deh :

C">zr—g f(20(z0) ¢ .
e Définition : L'application CR formelleh sera dite :

(crl) CR-inversible a l'origine sim’ = m et si sa par-
tie CR-horizontale est inversible en=0;

(cr2) CR-submersive a l'origine sim’ < m et si sa
partie CR-horizontale est submersivezsa 0;

(cr3) CR-finie a l'origine sim’ = m et si sa partie CR-
horizontale est une application formelle finie en=
0.

(cr4) CR-dominante a l'origine sim’ < m et si il
existe des entiers < k(1) < --- < k(m/) < m
tels que le determinant

det([a@kg/azk(ké)]@)1<k3,k§<m’ 70
ne s’annule pas identiguement darig]z], ou
gpk/(z) = fk/(z,@(z,())) :
(cr5) CR-transversale a l'origine s’'il nexiste pas
de série formelle non nulleF’(fi,...,f /) €

Clf1,---, f] telle que F'(¢1(z),... . ¢,(2) =0
dansC[z], ol (z) == f1/(z,0(z,0)).



Versions classiques du principe de réflexiagn

e Soith : (M,0) — 4 (M',0") une application CR for-
melle. Supposong/ minimale en0, c’est-a-dire que la
paire de feuilletages de7 est couvrante ef.

Théoréeme C.Si M et M’ sont analytiques réelles,
si h est Levi non-dégénérée, ou finiment non-
degenerée, ou essentiellement finie, ou Segre
non-dégénéree a l'origine, alors h(t) est conver-
gente, i.e. h(t) € C{t}". Si, de plus, M et M’ sont
algebriques, alors h est algébrique.

Convergence de I'application de réflexion

e Application de reflexion associée & et au systeme de
coordonnées:z’, w') est :

#, (7' t) =& — ', h(t)e C[7, t]]d/.

Théoreme D.Si M est minimale a l'origine et si h
est CR-inversible, ou CR-submersive, ou CR-finie,
ou CR-dominante, ou CR-transversale, alors pour
tout systéme de coordonnées (2, w') € C™ x C¢
dans lesquelles la complexification extrinséque .’
est représentée par ¢ = ©'(¢’,t’), 'application de
réflexion associée est convergente, c’est-a-dire :

#, (7', t) € C{r', t}d/.



e Remarque : La convergence d@;L dans un seul sys-
teme de coordonnées entraine sa convergence danst
systeme de coordonnées.

e Développer :
oAl 41N nNY o (4
oty = 3 ()
~'eNm

Corollaire . Toutes les composantes @’V,(h(t)) de
I'application de réflexion convergent, i.e.

@’Wl(h(t)) e (C{t}d/ pour touty’ € N |

e Consequences En tenant compte des conditions de
non-déegeneérescencerdi) et (crj), une vingtaine de co-
rollaires possibles se déduisent de ce théoreme unific
teur. Signalons seulement les cing suivants.

Corollaire E. Si M est minimale a l'origine, si (M’ 0')
est holomorphiguement non-dégeneréeet si h est
CR-inversible et inversible, ou CR-submersive et
submersive, ou CR-finie et finie avec m' = m, ou
CR-dominante et dominante, ou CR-transversale et
transversale, alors h(t) € C{t}”/ est convergente.



e Algébricité de I'application de réflexion : L'énonce
suivant produit une synthese définitive et complete di
principe de réflexion algébrique.

Théoreme F.Si h est une application holomorphe lo-
cale (M,0) — (M',0"), si M et M’ sont algébriques,
si M est minimale en un point Zariski-générique et
si M’ est la plus petite (pour 'inclusion) sous-variété
génerique algébrique réelle locale contenant h(M ),
alors I'application de réflexion %, (7',t) est algé-
brigue.

e Remarque :Des exemples triviaux contredisent I'alge-
bricité de#; lorsque M’ n'est pas minimale pour I'in-
clusion contenani(M ).

e Délocalisation : Dans la démonstration de ce théo-
reme, on se déplace en un point minimad¢ M arbitrai-
rement proche de l'origine. Mais lorsqéen’est qu’'une
application formelle, cette délocalisation est impossibl



V. Applications CR lisses

e Applications CR % ~° essentiellement finies Consi-
dérons une application CR: M — M’ de class&™™
entre deux sous-variétés générigues analytiques reell
M c ChetM' c C". Soitp € M etp' = h(p) € M’

La série de Tayloim °°h(p) de h enp induit une applica-
tion CR formelle entré M, p) et (M, p’). L'application

h est diteessentiellement finieenp si I'application for-
melle :

T®h(p): (M,p) — g (M, p)
est finie.

e Economiser I'hypothése de minimalité de\/.

Théoréme G.Soith : (M, p) — (M’,p’) une application
CR de class&™ entre deux sous-variétes géeneriques
locales(M,p) c C" et (M’ p) C c, Supposons
essentiellement finie em et supposons qu’il existe un
wedge local”,, d’edge M enp tel queh se prolonge
holomorphiqguement #,. S’il existe des points

q € Ocr(M,p)

arbitrairement proches dg au voisinage desquelsest
analytigue reelle, alorsh se prolonge holomorphique-
ment a un voisinage gedansC".



Corollaire. Soith : (M,p) — (M’ p’) un difféomor-
phisme CR local de class€™>. Si M’ est essentielle-
ment finie en’ et sii se prolonge holomorphiquement a
un wedge em, alors i se prolonge holomorphiqguement
a un voisinage de dansC".




Applications CR de classeg~° en type fini

Théoreme H.Soit h : M — M’ une application
CR de classe ¥~ entre deux hypersurfaces ana-
lytiques réelles connexes de C" (n > 2). Si M et M’
ne contiennent pas de courbe holomorphe, h est
analytigue réelle en tout point de M.

e M., Annales de Fourier, 2002, 81 pages

e Diederich-Pinchuk 2003 :

h e ¢V,

e Généralisation : M et M’ essentie
¢ °° de rang generique eégaba — 1.

lement finies gte

e Question Ouverte :Soith : M — M’ une appli-
cation CR continue entre deux sous-variétés génériqus

analytiques réelles connexdg c C" et M’ C c'
Supposons qué/ est globalement minimale et qué’
ne contient pas de courbe holomorphe. L'application
est-ellez™ en tout point de\/ ?

e Probléme Ouvert : Elaborer des algorithmes expli-

cites de modification de Nash et d’eclatement locaux afi
de simplifier la géomeétrie CR des sous-variétés géne
rigues analytiques reelles et de démontrer ainsi des ve
sions du principe de reflexion qui sont hors d’atteinte
avec les techniques actuelles.



Analyticité de I'application de réflexion CR lisse

Théoréme J.Si h : M — M’ est un difféomorphisme
CR de classe ¢°° entre deux hypersurfaces analy-
tigues reelles globalement minimales de C", alors
en tout point p € M et pour tout choix de coordon-
nées locales centrées en p’ := h(p) dans lesquelles
(M',p') est représentée par v’ = ©'(Z,t'), la fonc-
tion de réflexion associée %, (t, ') = i’ —©'(X, h(t))
et centrée en p x p’ se prolonge holomorphique-
ment & un voisinage de p x p’ dans C" x C". Si de
plus M’ est holomorphiqguement non-dégénérée, h
se prolonge holomorphiguement a un voisinage de
M dans C".

e Idée principale : recouvrir M d'un «chapeau Levi-
plat », celui-ci étant constitué des variétes de Segre qt
sont attachées a tous les points &le situés sur une
courbe localey transverse d&“M.



e Voisinage de X, et disques semi-attaches.

e Famille de disques analytiques remplissant I'es-
pace entre X, et D.



E’YPI

Ago(A)




Historique scientifique

Théoreme A : Les sous-variétes géeneériques qui sont de
type de Chow fini en tout point sont denses pour la topao
logie forte de Whitney.

e M.-Porten,IMRS, 2006, 287 pagesoumis le octobre
2005

e Baouendi-Rothschild-Zaitsevar xi v. or g, aout
2006 méme type de resultat, méme type de demon:
tration, maissans aucune référence bibliographigniea
Lobry, ni a Sussmann, ni a Joricke, ni a M.-Porten.

e Concept d’application de réflexion : A toute appli-
cation CRh : M — M’ entre deux sous-variétés géné-
rigues analytiqgues réelles est associee un objet invariat
appeléapplication de réflexion qui domine toutes les
proprietés de régularité et de rigidité de

e Premiere apparition : M.-Meylan, printemps 1997,
Proc. Amer. Math. Soc., 1999
e M., Preprint DMI, ENS Ulm, no. 25automne 1997

e Démonstration publiée de l'invariance de I'appli-
cation de réflexion : M., Annales de Fourier, 2002, 81
pages

e Dans ses articles, le professeur Mir ne se pose jama
la question de I'invariance.



e Théoreme C :Algébricité de I'application de réflexion
associée a une application holomorphe locale entre soL
variétes generigues Nash-algebriques.

e Mir, cas de la codimensiod = 1 (seulement), An-
nales de Fourier, 1998, 19 pages

e Lettre de M. a Mir, 1998 : en délocalisant le point
central (ce qui est autorisé, car I'algebricité en un poin
se globalise immédiatement), on est ramené a une a
plication» : C” x M; — CY x M, puis a une ap-
plication biholomorphév; : M| — M, cas déja traité
par Baouendi-Ebenfelt-Rothschildcta Math., 1996, 45
pages) et méme en codimensiah quelcongue 'IDonc
I'article de Mir 1998 a Fourier est urorollaire peu signi-
ficatif du travail de Baouendi-Ebenfelt-Rothschild 1996
sans que Mir s’en soit douté, car il a emprunté, san
I'avoir approfondi par lui-méme, et sans aucune refé
rence a M., le concept d’application de réflexion.

e Zaitsev 1998 : papier sur l'algébricité, réefere par

Baouendi-Rothschild, contenant une erreur important
sur l'utilisation de la double réflexion, que Sylvain Da-
mour (these 2001 au LATP a Marseille) decouvre, qut
M. signale a Zaitsev, qui la corrige, modifie 'énoncé du
théoreme principal, sans mentionner la contribution ds
Damour dans la version finale acceptée par Acta Math.



e Histoire ancienne : En 1988, Baouendi-Rothschild
sont rapporteurs sur un article soumis daxentiones
Mathematicaepar Diederich-Fornaess. Au bout de six
mois ils refusent I'article (publié ensuite aux Math. Ann.)
et soumettent a Invent. Math. le méme type de résultat
redémontres avec leur techniques, accepté et publié
Invent. Math. !!

e Théoreme D : Convergence de l'application de ré-
flexion associée a une application CR formelle entre
sous-varietes generiques analytigues reelles.

e Histoire plus récente : En mai 2000 M. déemontre
sur ar xi v. org la convergence de l'application de
reflexion CR formelle entre sous-varietasalytiques
reellesde codimension quelcongue ; en 1999, seulemel
pour la codimensiod = 1, M. obtient le résultat pour
les sous-varietés holomorphiqguement non-dégénéreées,
iIndependamment, Mir pour I'application de réflexion,
mais les idées bloguent sérieusement pour la codime
siond > 1; Mir avait aussi le réesultat en codimension
guelconque pour une variété image algebrique, mais
nouveau, les idées bloguaient sérieusement pour le
analytique réel.

e Mai 2000 : M. obtient le résultat final en codimension
qguelconque grace a la découverte des paires d’identit
de réflexion conjugueées.



e Conference Palo Alto aolt 2000 :Baouendi-
Rotshchild annoncerdans avoir de preprine méme
resultat définitif, dont decoulaient de nombreuses cons
guences attendues pour les sous-varietés holomorplt
guement non-dégénérees.

e Décembre 2000 Baouendi-Mir-Rotschild postent sur
ar Xi v. or g un preprint de 45 pages contenant toute:
les généralisations que I'on peut obtenir en regardant de
applications CR formelles qui ne sont pas des équive
lences. Emprunt des idées de M. ; attaque de M. dar
I'introduction : ses idées seraient erronees! (la versiol
v1 est toujours téléchargeable surxi v. or g).

e Septembre 2001 :M. publie une annonce aux C. R.
Acad. Sci. Paris.

e Théoreme G :plagiat notoire par Mir-Meylan-Zaitsev
de l'argument de déformation de wedge apparaissa
dans l'article de DamougMichigan Math. J., 2002, 21
pagesket di a Merker, expert francais des varietés CR d
codimension arbitaire.

e Remargue : La version finale du papier de Baouendi-
Mir-Rothschild, publiée en 2002 au J. Diff. Geom., ne
contient plus aucune référence a M.

e Remarque :M. n'a pu publier gu’en 2005 les resultats
gu’il avait annoncés en mai 2000.



Extrait : fin d’'introduction d’article

Merker, J. : Etude de I'application de réflexion CR formelien-
nales Fac. Sci. Toulous¥]V (2005), no. 2, 215-330.

1.48. Remargue finale.Le lecteur aura remarqué gque cette
introduction contient de nombreuses réféerences aux travaux
de S.M. Baouendi, de P. Ebenfelt, de F. Meylan, de N. Mir,
de L.P. Rothschild et de D. Zaitsev. Durant la période 1998-
2004, ces auteurs ont régulierement suivi I'évolution de nos
travaux, publiés dans des revues spécialisees ou prépubliés
électroniquement. Tous nos travaux sur les applications CR
font référence a leurs travaux. En revanche, pour la période
1998-2004, force est de constater gu’il n’existe qu’une seule
publication de ces auteurs, groupée ou individuelle, dont la
bibliographie contienne une référence a I'un de nos travaux :
il s’agit du livre a Princeton de Baouendi-Ebenfelt-Rothschild,
qui cite notre travail de these paru en 1997, portant sur les
singularités éliminables pour les fonctions CR (un autre sujet
de recherche) ainsi que l'article ecrit en 1997 en collaboration
avec F. Meylan.

Insistons sur le fait que cette absence de citation est consta-
table non seulement dans les travaux que nous citons ici, mais
aussi dans tous les autres travaujpré)publies par ces auteurs du-
rant cette périodelLes travaux de N. Mir, tres proches des notres,
constituent le cas le plus frappant d’absence totale de cit@n
bibliographique. Pour cette raison, nous nous devions de dé-
tailler dans cette introduction la chronologie précise de I'appa-
rition des résultats récents sur les applications CR formelles.
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Plan de I'exposeé

A. Contribution initiale d’Elie Cartan a la relativité
generale :

e méthode générale d’équivalence

e démonstration de l'unicité des equations d’Einstein

B. Théorie des connexions affines :
e méthode du repere mobile
e concept de torsion

C. Recherches sur les théories unitaires a parallélisme
absolu :

e les 22 équations d’Einstein
e systemes en involution



Ill. Unicité du tenseur d’Einstein d’apres Cartan

e Premier article de Cartan, dense, difficile, complexe :

Elie Cartan Sur les équations de la gravitation d’Einstein J. Math. pures et
appl.1(1922), 141-203.

Théoreme.Les équations covariantes de la relativité
géenérale mises au point par Einstein entre 1913 et
1916 sont univoques pour des raisons purement ma-
thématiques.

e Rappels:
e Espace pseudoriemannien.
e Coefficients de Christoffel.
e Tenseur riemannien de courbure.
e Tenseur de Riccil.
e Decomposition en tenseurs irreductibles.

e Pseudo-métrique ou forme quadratique fondamen-

tale :
ds® = Z gi; dx' dx’,
1<, j <4
avec la symetrig;;, = g;; ayant3 valeurs propres néga-
tives et une valeur propre positive en tout paint

e Tensorialité : par un changement de coordonnges
T =T(z), leds* = g;j(z) dz'da’ initial se transforme en



unds® = g;;(z) dz'dz’ dont les coefficientg;;(z) sont
donnés par :

Ox'l Ol

ozt ozl T

e Convention de sommation sous-entenduelorsque
deux indices sont repetes, I'un en haut, I'autre en bas.

9ij ‘=

e Coefficients de Christoffel :

kel 1 (O 0 g
i) =29 ot i~ oo )

ol (¢*) désigne la matrice inverse de la matrigg)).
e Tenseur de courbure de Riemann :

R e T Z{ SRt

o Expression explicite :

994 [ OGkm  O0Gim  Ogik
_ qgm _pl qp . .
Rigi mpzq: ) g9 ((9:1}7 [8:132' T ok T o
1l < O9up [0Gkm  OGjm  Ogji
_ qgm pl ap Jm YY)
> m%f’ g (axz‘ laxj ok " aam|) T

L i ((Pgim g Py Py
T3 mz_:l g (8:078:67{ T 9uiozn  dzodt | owown )

- Ogpc 09y 09 |[ Oggm  09¢j  Ogjm
pm_ql D pt 4q 9 J .

Z g9 ([ ori | Dt oxr || 02 | 0xm  Ous

B [@gpk . 9y, 89jk][6’gqm L 994 _ 8gjm]> |

oxi = Ozt Oxp || x| Oxm  Oxd

m,p,q=1




e Symeétries indicielles :

{ 0 = Riji' + Riyj' + Rjp
l
0 = Riji' + Ry

e \ersion contravariante : Sil'on pose :

Rijr1 = gpi Riji?’,
on a les symétries indicielles :
(0 = Ryjki + Rikir + Ryijis
0 = Ryjr + Rjiki,
0 = Ryjr + Rk,
0 = Ry — Ryiijs

2(2 )

Lemme.lln’y a que” quantitésk; iz, (ouR;;.')
qui sont linéairement mdependantes (et nompAs

e Raisonnement de Einstein 1916 Puisque le tenseur
de RiemannRZ-jkl est linéaire par rapport aux dérivées

partlellec‘aa ggﬁd, ce tenseur semble approprié pour gene
raliser les géqffations newtoniennes de la gravitation dar
un systeme arbitraire de coordonnées curvilignes. Toute
fois, on doit trouver un tenseur (une quantité invariante

gui comporte seulement deux indices.




Einstein 1916.En partant du tenseur de courbure de
Riemann et en le contractant de toutes les manieres p
sibles, on obtient soit léenseur identiquement nul
soit letenseur de Ricci(ou son oppose) :

o k
Rij = Rp;

e Einstein en 1929 sur le parallélisme absolu fait un
raisonnement similaire :

Partons de la derivee covariante A7, et contractons-la
de toutes les manieres possibles.

e Question de mathématicien :Passe-t-on a coOté
d’autres tenseurs invariants formés au moyen de ce
taines combinaisons linéaires invariantes du tenseur (
courbure_Rz-jkl gu’'on ne peut pas obtenir par simple
contraction ?

e Réaction de Cartan aux travaux d’Einstein (vers
1920-1921) :'argument mathématique d’Einstein est
Incomplet (bien que sa théorie physique soit déja large
ment confirmée)

e Cartan et la géometrie riemannienne (1921-1922) :
naissance d’un intérét pour les travaux de Riccl, de Biar
chi, de Levi-Civita, de Bortolotti, de Schouten, d’Eisen-
hart, sur la géométrie riemannienne en liaison avec le
iIdées d’Einstein.



e Méethode d’équivalence : Cartan, avec sa méthode
genérale pour I'équivalence des structures groupc
différentielles, possedait implicitement une théorie eom
plete pour les structures (pseudo)riemanniennes. Ma
dans l'article de 1922, des concepts complexes, utili
Sés sans aucun rappel, sont imbriques les uns dans
autres. Cartan écrit pour lui-méme, court-circuitant de
nombreux calculs.

e Question : Pourquoi Cartan est-il si difficile a lire ?

e Question :Pourqui n’existe-t-il aucun ouvrage de phy-
sique ou de mathématique ayant modernisé, simplifi
et rendu accessible a un large public la demonstratia
d’unicité de Cartan ?

e Question anecdotique :Pourquoi les pages des trois
célebres articles de Cart&ur les variéetes a connexion
affine et latheorie de la relativité genéraliséadans I'un
des deux jeux de six volumes d’'ceuvres completes gt
I'on trouve a la bibliotheque de mathématiques de 'ENS
Ulm ne sont-elles pas découpees (ce qui semble indiqu
gu’elles n’ont été lues depuis 1953 par aucun lecteur d
déepartement de mathematiques) ?

e Christoffel 1869 : deux métriques riemanniennes don-
nees sont equivalentes si et seulement si leur courbur



riemanniennes ainsi que toutes leurs derivées intrir
séques coincident (vrai pour ds? rigide).

Théoreme fondamental de Christoffel-Cartan. Les
composantesRijkl du tenseur de courbure accompa:
gnées de toutes leurs derivées covariantes

Rt R R !

1k ;my’ 1jk MMy’ ik ;Mo .my
constituent ursysteme complet d’invariants différen:
tiels de la (pseudo) métrique riemannienne

e Dans le premier mémoire de 1922 et dans les troi
articles sur les connexions de 1923, 1924 et 1925,
théoreme géneral qui réesout completement (mais seul
ment en principe et d’'une maniere abstraite) le problem
d’équivalence ainsi que le probleme de classificatiol
n’est pas clairement énonce.

e Question : Einstein savait-il (grace aux travaux de
Ricci et_de Levi-Ci\{ita par exemple) que;;;; ainsi que
ses dérivées covariantes constituent un systeme comp
d’invariants différentiels pour lels?, & changement de
coordonnées pres ?



e Théoreme d’unicité des éguations de la gravitation
d’Einstein : une forme guadratique différentielle

89045 69@5 i g g
”21 (W 0 (a), —2w) | da'da

dont les coefficients sont des foncticfﬁ% du jet d’ordre
2 des coefficients metriques esivariante de la forme
quadratique fondamentale " =1 Yij dz'dx) si I'on
a:

agozﬁ _ 0 9dap i
Z <9a5 ), o (), P (%5() dz'dz

n
dg 89 L
=>4 (gama:) e O N 1€ >> do'da
i, j=1

avec les mémes fonction&”@% de part et d’autre de
I'égalité, pour tout changement de coordonnées—

T = z(xz). Autrement dit, |e§50 jouissent d’'une loi de
transformation tensorielle qU| est exactement la mém
que celle que satisfait le tenseur de RI&gj :

"o 8:1}71
0 2~ 2
Cgij (Jx ) S: xz axj 21]1 (ngalﬁl) 7
J1=1

[ Ms
e



Théoreme. (CARTAN, 1922) Toute forme quadratique
differentielle

1 2
dg 0°¢ o
> <ga5<x>, o), ng;@)) da'da,
1, 7=1

linéaire par rapport aux dérivées partielles d’ordiges
coefficientsg, s et covariante de la forme quadratique
fondamentale est necessairement une combinaispn
néaire incorporant leenseur de Riccj lacourbure sca-
laire que multiplie le tenseur pseudométriqueet le
tenseur pseudometriqudui-méme :

Cﬁg = CLRZ']' + bRgz'j T CGij
avec des constantesb et c arbitraires.

Corollaire. Le tenseur une fois covariant et une fois
contravariant defini par :

B = a(RY ~ 567 A) + b3,
OU a et b sont des constantes reelles, est le plus génér
qui satisfait la loi de conservation

E/ ;=0
(annulation de la divergence covariante

e Question : Einstein a-t-il reagi a l'article de Cartan
1922 7?



Connexions affines d’apres Cartan

e Concept geometrique de connexionSur une variéeté
lisseM, se donner une loi de transport linéaire entre deu
espaces tangents infiniment proches, la loi de raccord d
pendanta priori du petit deplacementr entre un point

x et un autre point infiniment proche+ dx :

A 4. — A, = linéaire enA,; et d'ordrel endx

e Expression analytique de la difference (infinitésimale
entre les» composantesl” :

AP| = AP = 5, AP

= AL A% da”
ou IesN‘ﬁ — A”ﬁ( x) sontn? fonctions, appelées parfois

coefﬂments de Christoffelde la connexion.

.....................................................................................

r+dx

e Dans l'article sur le probleme de Weyl, Cartan montre
par un argument heuristigue simple que si 'on sou
haite deéfinir un transport parallele qui smvariant par
changement de coordonnéesine telle expression est
néecessaire.



e Théorie genérale :Champs de reperes affines &it :

e Un pointm accompagné d’'un systeme devecteurs
(e1,ey,...,e,) linéairement indépendants.

o Le tout dépend der = (z!,2%...,2") € R" et
éventuellement aussi de certains parametres auxiliairs
)\: (Al,,)\r)

e Philosophie infinitésimale :toute lI'information locale
doit pouvoir résider dans la connaissance des différer
tielles par rapport a :

dm = mg, 4, — My
de; = (€)1 q, = (€i),
e Auto-expression :repérer le systeme de référence

d’origine m + dm par rapport au systeme de reférence
enm.

e Redécomposerchacun de ces + n vecteurs infinité-
simauxdm et de; (qui sont des vecteurs tangentRa



au pointm) tout simplement en utilisant la base exis-
tante(ep, e, . .., ey). S'introduisent alors certains coef-
ficients qui sont des formes differentielles

W' = wi(x, A dx), wg — wg(x, \; dx)
du type
w(z, N dz) = wy(z, N dz! + - + wp(z, \) de”
telles qu’on peut écrire (dans le cas= 3) :
dm = wlel +w2€2 +w363
ainsi que :
€] = Wi el +wier+ wyes
de- :w%eler%ngrwg’eg

_/\

\d63:w§61+w§eg+w§eg

e Ecriture formelle générale :

dm — wz €;

— ) a.
de; = w; e,

e Résume :on déplace a la fois un point central et un
systeme de vecteurs.

e Réinterprétation : le vecteur(e;) . ;. constitue le ré-

sultat dutransport paralléle du vecteur(e;) _du pointx
vers le pointz + dx, en suivant la direction infinitésimale
dx i1ssue du point.



e Gauss, Riemann, Christoffel, Lipschitz, Riccl,
Schouten, Levi-Civita, Weyl, Cartan|, Einstein :

concepts decoubure et detorsion

e \ersion formelle :
O = dw® — WF A w}’g
J . 1] k J
QZ- — d% — W, /\wk

Version géometrique

e Exemple ou rappel : courbure et torsion de la
connexion de Levi-Civita dariR®.

e Surface modele calotte d’'une sphere de rayon 1.

....................................................................................

cercle de
contact

\ 1
|||||
|||||||||||||||||||||||||
|||||||||||||||
|||||||||
|||||||||

\
vl
\
\

e Introduire un cone auxiliaire qui chapeaute la calotte
avec un contact tangentiel le long d’un cercle de rayon

e Decouper le cone le long d’'une génératrice et I'aplatil
sur un plan auxiliaire.



cone découpé
et aplati

2T

1
1 \}
lllllll

....................................................................................

e Effectuer le transport parallele du point-origine et des
vecteurs simplement de maniere euclidienne dans le plz
du cone aplati.

e Ecartement : (négliger les termes d’ordre supérieur
comme dans les figures)

A\ = 27T(T + %7‘3) oy = S
e Angle :
r 2
o = 2T (1 — 7 ) =TT
r + QTS
| ~ Ecartement = A oS
Torsion := lim : = lim —5 = lim — = 0
allre m™r wTr
2
. angle Q T
courbure := lim .g = lim — = lim — = 1.
allre T mwr

e Généralisation : Ce procédé se genéralise en consi
dérant les eléments infinitésimaux de surface tracés da



une variété riemannienne plongéee et en introduisant ur
hypersurface développable tangente auxiliaire dans I
guelle on effectue un transport parallele simplement el
clidien.

e On regarde des courbes fermées simples issues d’
point mg essentiellement dirigées par un 2-plan infinité-
simal.

e Expliguons seulement ce a quoi correspond la torsio
de la connexion.

e On approxime la courbe par une suite de vecteurs infi
nitésimaux.




e Grace au transport parallele des vecteurs que defir
la connexion, on peut mettre bout a bout tous les peti
vecteurs dans le plan tangent fikg,,R".

e En géneral, bien que la courbe tracée dRfisse re-
ferme, la courbe verte tracée ddhg,R" ne se referme
pas

.....................................................................................

petits vecteurs transportés
— T—

N
o \vecteur d’écartemen\

\\@/

.....................................................................................

Ecartement
aire

Vecteur Torsion := lim

e Si on envisage la torsion en tant que tenseur :
k
Il y aura dondrolis indices :

e deux Indices ij antisymetriques pour para-
metrer I'ensemble des 2-plans de coordonnée

0 0
Vect (8:52' : 8.:5]')

e UN indicek relatif a la décomposition du vecteur de
: 0 0
torsion dans la basé%, o W)




Afj = composantek-ieme du vecteur de torsior

0

associé au 2-plar(£i, oy

—

)




e Exemple le plus simple d’espace a torsionregarder
commeparalleles deux vecteurs sur la sphere terrestre
qui font le méme angler avec le méridien passant par
leur origine.

e Les géodesiques sont des loxodromies, d’éguation :
v cotan o = Rlog tan (% + %,)
pour la métrique sphérigue
ds’> = R’ (du2 + cos’u va.)

e \/ecteur de torsion :

....................................................................................




Théorie unitaire a parallélisme absolu

e Sur une variét& °° de dimensiom > 2, se donner un
systeme de champs de vecteurs

€1,e2,...,€en
lineéairement indépendants en tout pqirg M.

.....................................................................................

....................................................................................

e Terminologie : n-pode, n-Bein, frame, repere.

e Tout sera essentiellemdotal, doncM = R" dans un
systéme de coordonnées curviligries, =2, . .., z™)

e Relativité et électromagnétisme, = 4 :

(!, 2?27, ).

e Quatre champs de vecteurs indépendants associés :
0 0 0 0

drl 922 923 Ot
e Décomposer chacun des guatre vecteyrs
0 0 0 0
= hs! =+ hg’ =5 + hg® —= + hs' —
©s Ol " 02 O3 Oxt
pour certaines fonctionss” = hs"(x).



e Deux manieres de décomposer un champ de vecteur

0 0 9, 0
A=At~ A7 7 A3 T4t
Ox! i Ox? i Oxs i Oxt
:A161+A262—|—A363+A4e4

donc en insérards = hs” a -, les deux types de compo-
santesA” et A sont reliées par :

AY = hg" A

et inversement :

AS — hsy AV

avec la convention de sommation habituelle,/Qu est
simplement la matrice inverse dg", qui satisfait

5? — hSV h/r'l/.

e Deéfinir une métrigue riemanienne associéedela-
rant que le champ de reperés;, es, e, e4) est ortho-
norme, d’ou par la regle de Pythagore :

AP =) A; =) hguhe AP AV

Ainsi, les coefficients de la métriqus? = g,,,, dot dz”
sont donnés par :

Guy = hsy hsy.



e Comptage heuristique :en relativité générale, il y a
10 potentiels de gravitation,,, (1 < ¢ < v < 4) acause
de la symétrigj,,, = g,. ICi, Il y @ 16 fonctionsh,”.

e Connexion associée déclarer qu’un vecteuA en un
point p estparalléle & un autre vecteuA’ en un autre
pointp’ si A et A’ ontles mémes composantedans les
repéres respectife;,....e ) enpet(e), ..., €}) enp.

e Le parallelisme est intrinseque, il ne déepend pas d
chemin suivi pour aller dg eny’, il estabsolu

e Le parallelisme ne change pas si I'on fait un change
ment de repere global a coefficients constants indepe
dants dep.

e Fernparallelismus ou Parallélisme absolu

Résumé.Etant donné une variégmétriqueM munie
d'un champ%*®® de repérege, ey, ..., ey), ON peut y
définir une meétrique riemannienne en déclarant que
les reperes en question sont orthonormeés.

Réciproguement si la variété M est munie a la fois
d’'un champ de reperes et d’'une métrique riemannienn
on peutorthonormaliser les reperesgrace au procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.




Tenseur de torsion et equivalence

e Retour au parallélisme absolu, d’apres Einstein.

e Coefficients de Christoffel d’'une connexion :
A”| — A”\x = §4, A

_ _AM
= —ah

r+dx
AY doP

e Pour la connexion naturellement associée a un parall

lisme absolu e = A" % :

Agﬁ — _hsa hSlu7ﬁ

ou I'on designe paf-) 5 la dérivation d’une quantité¢)
par rapport a la variable”.

e Tenseur de torsion :

NN
Mg = Bap — Aga
:hSﬁ hslu Ne) - hsa hslu 76.

On vérifie par un calcul direct que c’est bien un tenseur

e Observation : ce tenseur ne contient que des deérivée
premieres des composantes fondamentalesalors que
dans le schéma de Levi-Civita, ce tenseur s’annule idet
tiguement, et le premier tenseur invariant : la courbure
dépend des dérivées d’ordre deux de la métrique.



Proposition. Lespace muni d'un systeme de repere:
(e1, e, e3,e4) dépendant dex = (z!, 22, 23, 2%) est
équivalent, via une transformation locale— 7, a I'es-

pace desz', 7%, 7>, T¢) muni des repéres triviaux

(a B, B, a)
ozl oz’ oz’ ozt

sl et seulement si tous les coefficients de torsion s’al
nulent identiguement,e. A* , = 0.
af

e Platitude : c’est I'analogue de la proposition disant
gu’un espace riemannien est localement équivalent a
espace euclidien si et seulement si le tenseur de courbt
de Riemann s’annule identiguement.

.....................................................................................

- Relativité générale : Théorie unitaire :
© Présence de courbure Courbure nulle :
Rijkl ?A 0 Rijkg =0
Torsion nulle : Présence de torsion
Agﬁ = Agﬁ =

e Dérivée covariante :

tenseur contravariant : Al o = AP 5 + A% Ny
. B o

tenseur covariant : Ay g = A/w — A, AW.

e Observation : les deéerivées covariantes du tenseur fon
damentalh” ainsi que du tenseur métriqgue assogje



s’annulent identiguement :

0= hSI/;T — hSV;T — Yor;p = QOT;pa

ces identités exprimant que la connexion est compatib|
avec le parallélisme absolu et avec la métrique associé

Théoreme fondamental de Cartan.Les composantfs
i

Agﬁ de la torsion accompagnees de toutes leurs dérive
covariantes par rapporteg, es, ..., ey, :
AH A AR,
by’ ab v e’ a2 Y

constituent ursysteme complet d’'invariants du paral-
lelisme absolu au sens suivant

Explication : Autrement dit, si 'on se place localement
au voisinage d’'un point ou I'application dg a valeurs
dansR*

wr (ML (@), N (@)
est de rang constant, disons égal @vecO < r < n),
et si I'on choisit une sous-collection dedérivées cova-
riantes fondamentales de rangar rapport a

AZ<£IS) = Ag (Z)<x)’ 1= 17"'7T7

(1) 8(0): 71 (0);72(8); - Vi)
alors par le théoreme du rang constant, toutesilgses
dérivées covariantes s’expriment au moyen de certaine
fonctions de ces,; :

v _
Ao i = Lob (A1s- Ar)



etces fonctions®,, 3., -, sontindépendantes du sys-

teme de coordonnées.

e Résolution du probleme d’équivalence :De plus,
étant donné deux parallélismes absalyse,, .. ., e, et
€y,e9,...,e, donnés dans deux systemes de coordor
nées(z! 2%, ..., 2") et (7°,7%,...,7"), il existe une
transformation ponctuelle (un difféomorphisme)—

7 qui transforme le premier champ de reperes en le s¢
condsi et seulement s¥ = r et les dépendances fonc-
tionnellesd et ® sont exactement les mémes.



Motivation et historique Initial

e Rappel : En relativité générala,e. sur une variété a
4 dimensions munie d’'uds® pseudo-riemanien (min-
kowskien sur chaque espace tangent), les 10 fameus
équations d'ENSTEIN (1916) pour la gravitation géne-
rale s’écrivaient :

Rik gk g = Tk,

1 < i < k < 4, 00R"™ est le tenseur de Ricci et”

le tenseur (pseudo)meétrigue, tous deux ecrits en comp
santes covariantes, ol est la courbure scalaire, et ou
T'* est le tenseur d’énergie-impulsion de la matiére. Le
premier membre?’* — 1 ¢'F R, appelémembre géomé-
trigue, est purement mathématique.

e Ici, nous avonslO fonctions inconnueg,, (poten-
tiels de gravitation) observe Einstein, mais le systeme de
4 coordonnéesz!, 22, 3, 2*) permet d’en normaliser 4
parmi 10, par exemple

g14 = 0, 924 = 0, 934 = 0, g44 = 1,

et donc, heuristiguement parlant, il ne reste plus que
iInconnuesprincipales, a savoir le§ g, restantes qui
doivent satisfairelO > 6 équations. Mais comme on le
sait, la loi de conservation infinitesimale de I'énergie
exige que la divergence covariante 8¢ s’annule, ce



qui donne legl equations de compatibilité suivantes :

_ (pik 1 ik
1 < @ < 4, qui rétablissent la cohérence du systemt
d’ Einstein.

e Dans la recherche d’'une théorie synthétisant gravite
tion et électromagnétisme, on se concentre d’abord s
I'élaboration d’équations tensorielles géomeétriques gé
néralisant?’* — 1 ¢’* R = 0, et on est amené a discuter
de la nature et du nombre des équations a choisir, ain
gu'aspéculer sur le nombre de relations de compati-
bilité qui doivent nécessairement étre satisfaites par
le systeme recherché

e Par ailleurs, on est tenté, afin de respecter un princif
de déterminisme physique (au moins local), a privile-
gier seulement les systemes tels que les données pt
siques initiales sur une sous-varieté a trois dimension ds
terminent uniguement toutes les quantités dans un vois
nage. Autrement dit, les systemes souhaités doivent ét
non caracteéristiques (au sens de la théoriezias.

e Avant de poursuivre, rappelons aussi que pour les équ
tions de MAXWELL (électromagnétisme) dans le vide

OE oOH

1 1

th_E_@t — rOtE+E_@t =0,
divE =0, divH =0,



sont au nombre dé pour6 inconnues mais il y a les?
— 8 — 6 équations de compatibilité obtenues en prenar
la divergence de la premiere ligne.

e Paradoxe métaphysique les equations de la physique
envisagées seulement avec le regard d’'un algebriste d
ferentiel.

e Visite d’Einstein a Paris en mars/avril 1922.

e Quatre conférences au College de France a l'invita-
tion de Paul Langevin.

e 192122 : Théoreme de Cartan sur l'unicité du ten-
seur d’Einstein.

e Six ans plus tard, en 1928, quand Einstein publi
ses premieres reflexions sur le parallélisme absol
dans lesSitzungsberichte poussé par son ami Paul
Langevin a manifester sa priorité scientifique, Cartar
dut rappeler a Einstein I'existence de ses trois article
sur les connexions parus adnnales de I'Ecole Nor-
male (1923, 1924, 1925), ou est notamment introduit le
concept de torsion(déja explicitement present dans une
note auxComptes Renduwen 1922).



La notion d’espace riemannien doué d'un Fernparallelis-
mus est un cas particulier d’'une notion plus générale,
celle d’espace a connexion euclicienne, que j'ai indiquée
succinctement en 1922 dans une note des Comptes Ren-
dus(t. 174, pp. 593-595) parue au moment ou vous fai-
siez vos conférences au College de France; je me rap-
pelle méme avoir, chez M. Hadamard, essaye de vous
donner I'exemple le plus simple d’'un espace de Rie-
mann avec Fernparallelismugn prenant une sphere et
en regardant comme paralleles deux vecteurs faisant le
méme angle avec les méridiennes qui passent par leurs
deux origines : les géodediques correspondantes sont
les loxodromies.

e Spéculation épistemologique Einstein croyait avoir
trouvé par lui-méme I'idée de parallélisme absolu a dis
tance fini. Tout scientifigue peut inconsciemment ren
contrer ou redécouvrir soudainement une idée qui a é
déposée des années auparavant dans son inconscien
I'on peut croire qu’Einstein n’avait méme pas essaye d
suivre ce gue Cartan avait essayé de lui expliquer. Ma
on peut aussi penser qu’Einstein était renseigné sur I
travaux de Cartan dont il devait certainement avoir rec|
des tirés a part, bien gu’il ne se sentit pas obligé de r¢
agir aux articles purement mathématiques de Cartan, (
Schouten, d’Eisenhart et de Weitzenbdock.



e Eisenhart 1925 : Riemannian geometryPrinceton
University Press; connexion associée a un parallélism
absolu.

e Weitzenbock 1928 : Differentialinvarianten in der
Einsteinschen Theorie des Fernparallelisjm&stzung-
sber. Pruss. Akad. WIis86 (1928), 466—474.

e Réponse d’Einstein a Cartan :

Ich sehe in der That ein, dass die von mir benutzten
Mannigfaltigkeiten in den von Ihnen studierten als Spe-
zialfall enthalten sind. Auch die Herren Eisenhart (Prin-
ceton) und Weitzenbdck (Saaren) haben die mathema-
tische Grundlagen meiner neuen Theorie bereits teil-
weise vor mir dargelegt. Letzterer hat in einer zu unserer
Akademie Sitz. Ber. 1928, XXVI, gedruckten Abhand-
lung ein — wie es schien vollstandiges — Litteratur-
Verzeichnis der einschlagigen mathematischen Arbeiten
angegeben; dabei hat er aber auch lhre Arbeiten Uberse-
hen Dies muss nun wieder gut gemacht werden. Ich bin
aber ein bischen ratlos, wie ich es machen soll, um alle
gerechten Anspruche zu befriedigen.

e Reaction dubitative de Cartan :
Le silence de Weitzenbdck a mon égard est un peu cu-
rieux car Il indiqgue dans sa bibliographie une note de
Bortolotti dans laquelle il se réfere plusieurs fois a mes
travaux.



e Le 15 mai 1929, Einstein propose a Cartan d’ecrire
un article historique sur la notion de parallélisme absolt
dansZeitschrift fir Physikcomme complément a un meé-
moire de survol d’Einstein.

e Une semaine plus tard (seulement!), le 24 mai 192¢
Cartan envoie son projet dié¢otice historique sur le pa-
rallelisme absolu

e Trois mois plus tard, le 25 aolt 1929, s’excusant pou
son long silence causé par de nouveaux doutes sur la
legitimité d’appliquer cette théorie a la physique, Ein-
stein propose de publier plutdt dans Mathematische
Annalen

weil einstweilen nur die mathematischen Zusam-
menhange untersucht werden, nicht aber deren Anwen-
dung auf die Physik.

e Einstein s’est toujours plaint de la lenteur (déja lIégen
daire en 1930) des publications dans les revues de m
thématiques :

P.S. [10-1-30] Es ist merkwurdig, dass die Mathematische
Annaleneine so schreckliche Verstopfung haben, dass
sie in so vielen Monaten nicht ausscheinden, was sie zu
sich genommen haben.



Les 22 équations d’Einstein

e Rappel :systeme de 4 champs de vecteurs linéairemei
indépendants

hS aua 1<S<47

dont un systeme complet d’invariants fondamentau;
est constitué par les composant/éegﬁ du tenseur de

torsion ainsi que de toutes ses deérivées covariant
AH AH

afiy’ Tabiye’
e Comptage initial : Il y a en toutd x 6 = 24 quantites
Agﬁ, tandis que leé” sont seulement au nombre tié
Avant méme de chercher a synthétiser des equations ul
taires, il faut donc comprendre les relations algebrigue

abstraites et genérales qui lient Lé/é C’est lepoint

de vue du demiurge comme I ecr|V|t Cartan a Einstein
le 3 décembre 1912 : Einstein physicien revét tempora
rement la robe algébriste.

e Objectif principal : inventer un systeme covariant
d’équations aux dérivees partielles unifiant la fois la re
lativité générale et I'électromagnétisme.

e Sous-objectif : comprendre les identites algébriques
gue doivent satisfaire les composantes de torsion.

e Paradoxe :la physique semble disparaitre, le probleme
revenant a une simple question d’algebre differentielle ”



e Einstein a I'HP en novembre 1929 :

Mon point de départ a été constitué par les identités aux-
guelles satisfont les grandeurs Agﬁ. D’une facon géne-
rale, la recherche de certaines identités peut étre d’'un
grand secours pour le choix des equations du champ,
en nous suggérant des formes possibles pour les rela-
tions cherchées. Létude de ces identités doit donc logi-
guement précéder le choix du systeme d’éguations.

e Comment Einstein dérive-t-il ses equations ?

e Le paralléelisme étant absolu, la courbure riemanniennedest
tiquement nulle, donc les coefficients de Christoff®|, de la
connexion satisfont :

- L L L g L g
0= XA AX,U,)\ o AX,U + Aw T
e Afin de faire intervenir le tenseur de torsion, on permuteda-
rement les indiceg, A, 1, on somme et on fait apparaitre les déri-

vations covariantes :

0= + AL, + A

MX;A+(A§<04 §N+ALM e T A a)

L L
XA; f AR X 0% ot SXA

e Soulever (ou abaisser) les indices grace au tenseur metriqu
Ny =757 9 g7

e Appliquer a ce tensedf := A7 la formule de permutation des
dérivées covariantes : -
Tovia—Tia;w=—Ts A},
(avec les mémes indiceset ) ce qui donne :
A% — A = -\ A

JUAR%Ye! Qv o v W o

Ensuite, grace a la formule de dérivation d’un proddit- S)., =
T,-S.+T-5S., onreexprime le membre de droite :

= — (Ao, AL+ AL AT

Vo, o



et on change les indices mueisa et v du premier de ces deux
derniers termes en, o etr, ce qui donne :

= —(AG,A2,). + A0, AT

vo; o
On place les quatre termes dans le membre de gauche et on met
facteur la dérivée covariante)., :

(Ao, — AT AS) =A%, — Ao AT, =0,

pv; v pv; o v va; o

Les 22 Equations d’Einstein :
16 0=G" =A% — A7 A% =0
6 0=F" =A%,

satisfont lest identités :
0=G' Y —F", 0 — A\, Fra

e Arguments (cuisine spéculative) d’Einstein :.Les équations les
plus simples :

AL, =0
sont trop restrictives : elles équivalent a dire que I'egpast eucli-
dien, et de pluglles ne contiennent que des dérivées premieres de

hs”.
e Les mémes equations, dérivees une fois :
(0
Ao =10

sont presque équivalentes aux precedentes, et elles suygéan-
nuler toutes les divergences possibles qu’on peut formeairts ple

Aj. 5 - SOIt

6 0=A%.,
soit

16 0 =A%

py; v



e Par un argument intuitif mystérieux (qui n’est pas souteamume
speculation rigoureuse), Einstein est conduit a rejeterecgiations

et a sélectionner €82 équations écrites dans I'encadre, qui ne sont
autres que certaines combinaisons linéaires@les16 équations
obtenues ci-dessus.

e Du point de vue de I'analyse épistémologique, on assiste dam
tative d’imitation de la stratégie gagnante qui avait condu’éla-
boration des equations de la relativité générale.

e Relations de compatibilité : Einstein considere que, a un chan-
gement de coordonnees pres, il ¥&— 4 = 12 quantités inconnues
hs” independantes, parce que I'on peut normaliser :

his = hay = h3y = 0, hyy = 1.
Or, pour étre compatibles, |1@2 équations satisfaites paP doivent
étre liees paR2 — 12 = 10identités algebrigues indépendantes, et
comme4 sont déja connues, il faut en trouver encére

e Einstein en trouve 6 de plus, comme il le souhaitait.

? Contribution de Cartan ?

Anticipation. Apres une correspondance soutenue et concentre
dans le temps, Cartan en appliquant sa théorie des systenes e

volution montre gu’il fallait en verité s’attendre &2 > 10 identités
algebrigues indépendantes et fait découvrir a Einstei idsntites
supplémentaires.

~
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Théoreme de Cauchy-Kowalewsky

e Systemes d’ordre 1 : existence et unicite

e Exemple : systemes d’équations différentielles ordinairesc: R
variable temps et = (v, ..., u™) € R™ inconnues :

[ u — Fonction (¢, u)

u(0) = ug
e Deuxieme exemple systemes d’equations differentielles ordi-
naires avec parametbe= (A\y,...,\,) € R":
[ u — Fonction (¢, u; \)

u(0) = up(A)
e Cauchy-Kowalewsky :
[1variables indépendantesz!, . .., 2") € R" ety € R.
[1variables dépendantesu!, . .., u™) € R™.

[ g_z = Fonction analytique(fb, Y, u, U%)

u(x,0) = o(z)

.....................................................................................

y5)
5 . = 5
I'/ oy non tangent



Théorie des systemes en involution

e Article de synthese de Cartan :Bull. Soc. Math. Francé&9
(1931), 88—-118, paru apres les échanges de lettres avedeigins

e Exposé de la théorie sans utiliser le langage des formesreliff
tielles.

[1 Deux variables indépendantegr; i) € R?.

[1m variables dépendantesu!, ..., u™) € R™.

e Notation abrégee :

i od i Oul
r T Ox y - Oy

u

e Systeme de équations linéaires aux dérivées partielles d’ordre 1 :

)
_ 1k N |
0= g a U, + E by, u, + ¢
1<k<m 1<k<m
< .......................................
o r k r k r
0= g a, U, + g by, u,, + ¢
\ 1<k<m 1<k<m

e Réécrire matriciellement :
0=au, +bu,+c

e Cas particulier : maximalement résoluble par rapport a w,,
c’est-a-dire :

rang matricgb;,) = r = nombre d’équations
e Renumeéroter et découper les fonctions inconnues :
(v, o) o= (uly ol w ™)
e Réécrire le systeme :
0= au, + b u, + 0" u + ¢



e La matriced’ devantu;, est inversible donc on peut résoudre par
rapport au;,

I _F 7
u, = F(z,y, us, uy,

= F(:I:,y,u;,ug,u/’y’)
e Pour pouvoir appliquer le théoreme de Cauchy-Kowalewdky, |
faudrait considérer comme étant fonctions inconnues swlé
celles qui sont dans le membre de gauche, a savoirf@sctionsu;,.
Donc on oublie les — r fonctions restantes”’, ou plutét,on choi-
sit arbitrairement ces fonctions v” = u"(z,y) et ensuiteon les
oublie en considerant gu’elles sont incorporées dans les premiel

argumentsz, y) de la fonctionF, ce qui donne :
uy, = Gz, y, u,),

et ainsi, le théoréme de Cauchy-Kowalewsky s’appliqué a

e Résumé :Si le rang de la matriceéb.) est égal au nombre
d’équations, la solution générale du systeme dépend de :

r fonctions del variabley: (), . .., p.(x);
n — r fonctions de2 variablesu’ " (z, y), . .., u™(z,y).

e Cas général :

rang matricgb;,) = r—r; < r = nombre d’équations

e Geénéricité : on demande que ce rang soit localement maximal
c’est-a-dire qu’on se place au voisinage d'un point gemnerigt on
suppose que ce rang reste constant qguand on fait agir degezhan
ments de coordonnées linéaires de la forme y) — (z,y+ A x).

e Découpage de coordonnées :



.....................................................................................

U = (u/ u// u///)
—
1
—_—
r—n
=
m

....................................................................................

e Forme du systeme apres simplification :

r] 0=X"=u +au) +azu, + %
r r| 0=Y"=u, +0+bsuy +Ru, + %
r—=2r | 0=Y" =04 uy + csu, + Zu, + %
e La généricité implique que les lignes de la matrice :
( 1 ay as )
sont combinaisons linéaires des lignes de la matrice :
1 0 b
( 0 1 e¢3 )
e Conditions de compatibilité necessaires effectuer la différen-

tiation croisee et simplifier en utilisant les équatiotis= 0, Y’ = 0
etY” = 0 ainsi que les équatiors- = 0 :

0= ox' oY’
Oy Ox
=0 (x, Y, ug, ug', u’y", ugx, u;’;)
e Définition : Le systeme esn involution si lesr; expressions :
oxX! oY/
@i = L !
oy Ox

(1 < 7« < rp) réduites en tenant compte des équations du sys
teme, sont identiquement nulles quand on regarde les argsarde
© comme des variables independantes.

Involution = systeme compatible




Théoreme.Si le systeme est en involution, il possede des solution
analytiques par application du théoreme de Cauchy-Koksales

e Premier cas :m > r — r{ : on fixe arbitrairemenent les, — » +

r1 fonctions«”” de 2 variables, on résout d’abord le sous-systeme
formeé des deux dernieres familles d'équatiaf)s= - - -, u; = - - - et
ensuite, la premiéere famille d’équatioihs- X’ est automatiquement

satisfaite grace aux conditions de compatibitite- 0.

e Deuxieme cas :.m = r — r; : il N’y a plus de fonctions.” arbi-
traires de deux variables, et d’apres Cauchy-Kowalewss/deux
dernieres familles d’equations, = - - - déterminent completement
la solutionu dés queu(x,0) est choisi, mais la premiére famille
d’équations :

u, = —agu, — &,
restreinte & (x,0)} impose que seule les — r; fonctionsu!(x, 0)
del variable sont quelconques.

....................................................................................

§ Degré d’arbitraire de la solution :

m — 1y > m—r+nr
fonctions de fonctions de
1 variable 2 variables

e Définition : Le systemealétermineles fonctions inconnues si =
r—1.

Résumeé.Pour qu’un systeme a deux variablesy) soit en invo-
lution et qu’il détermine les fonctions inconnues, il faut :

e (ue les équations du systeme soient résolubles par rapport |a
déﬂvées%g;
e u'il existe entre les dérivées des premiers membres axacte
r1 = r—m identiteés de compatibilité linéairement indépendantes




Passage a trois variables
(] Trois variables indépendante&r, v, z) € R°.
[1m variables dépendantesu!, ..., u™) € R™.

UJ

e Forme du systeme apres simplification :

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

—
1
———
ro — T
-
r—179
-
m

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

r [ 0=X"=u, + u] + u) + u, + %

0=Y"=u, +0+Au, + \u,)" + Ru, + %
0=Y" ::O+u;’+)\ug’+)\ug”+%u$+%
0=2"=u.+0+0+ A"+ PR u, + Ru,+ %
r—ro| 0=2"=04+u+0+ )"+ Ru, + Ru,+ %

ro — 71

/”‘ —

0=2"=04+0+u)+ " +Ru, + Zu,+ %

!, =

u, =0
ovy" 07" " —

0z oy __ uy =0
oy 97 — B
0z oy u, —
B u” =
u"” o

....................................................................................



4 variables physiques

(] Trois variables indépendante&r; y, 2, t) € R™.
[1m variables dépendantesu!, ..., u™) € R™.

....................................................................................

§ Degré d’arbitraire de la solution :

ém—ﬁ >m—r2+r1 >m—r3+7~2 > m—1r—+rnr :
-fonctions de fonctions de :
-1 variable 2 variables 3 variables 4 variables :

Le dernier entier non nul de cette suite décroissante dannerhbre
de fonctions arbitraires devariables dont dépend la solution géné-
rale d’'un systeme en involution.

e Définition : Le systeme estétermine si
m—r1+r3=0,
e Définition : Le systeme estn involution s’il y a

1+ 7o+ T3
conditions de compatibilité independantes entre les @t



Applications aux espaces a parallélisme absolu

e Premiere application du théoreme de Cartan :avant d’ajouter
certaines équations physiques, il faut comprendre le syst@a-
thématique cEDP dont les solutions sont les espaces a parallélism

absolue, = h,* aaa doués de torsion.

Le tenseur de torsion;, ; est defini par le®4 équations :

(%mﬁ) O:hsa,ﬁ_hsﬁ,a_ 35
avecl <a< f<4detl <s <4

L'élimination des quantités fondamentalegonduit aux16 identi-
tés de type Bianchi :

(-£35,) 0=Aop o+ 850 T Na s

avecl < a < < yetl < s < 4. Si, dans cette derniere equation,
on réexprime les dérivées d ordre 1 des coefficients dedorsn
fonction desh,“, on obtient un systeme de E®dpP du second ordre
en lesh,”.

e Oublier le parallélisme absolu et envisager2ds+ 16 équations
Hiop €L, comme un systeme d&) EDP d'ordre 1 en lesl6 +

24 fonctions inconnuea,” et A,

e Ce systeme satisfait lel5 + 4 = 20 relations de compatibilite
linéairement indépendantes :

() { 0= (Hiap) 4 (%im),a + (%?m),ﬁ + ( ;w

0= (ZL5,),6 — (Loss)y T (ZLas). s — (L5.5),a
ous =1,2,3,4etl < a < 8 < v < 4dans les premieres et ou,
dans les secondegy, 3, v, §) forment une permutation circulaire de
(1,2,3,4).

e Appliquer le théoreme de Cartan.



Anticipation : les solutions ne sont autres que l€sfonctionsh,"
de4 variables.

e Question : quels sont les entiers

/ / / /
T, Ts, Ty, (]

de ce systeme ?

e Observation : les equations sont résolubles pour les dérivée:
prises par rapport a* des12 + 12 = 24 fonctions suivantes :

hs&,4:hs4ﬂ—|—/\34 821,2,3,4;04:1,2,3
3574 = —/\%4,(1 — fmﬁ s=1,234:0=1,2,3
Il reste donc
r, =40 — 24
=16
équations. On continue et on trouve :
r' =40
r; =16
r, =4
r; =0

e Conclusion : Ainsi, la somme

vy + 15 +r;=0+4+ 16
est précisément egale au nombre des relations de compéatib)|
doncle systeme est en involutionet la solution générale déepend de

m—r1' +r; =16
fonctions de4 variables.



e Seconde application du théeoreme de Cartan Supposons qu’'on
ajouter nouvelles éguations physiques aux equations mathém:
tiques (’Z:.5) et (£ ;) et designons par

r+ 77, o + 149, r3 41y
e Réduction du nombre d’inconnues :en redressant le charep =
-2,, on normalise
his = 0, hoy = 0, hsy = 0, hys = 1,
ce qui réduit de 4 unités le nombre de fonctions inconnues.
e Ensuite, on redresse dans le plart = 0}, ce qui donne, dans

{2 =0} :
hi3 =0, has = 0, hs3 =1, hyz =0,
donc on se ramene a
40 — 8 = 32
fonctions inconnues.
Observation : Icl, je ne comprends pas tout.

Résultat. Pour qu’un systeme donné seit involution et gu’il dé-
termine les fonctions inconnues, il faut et il suffit :

e que lesr équations physiques ajoutées aux équations, () et
(-Z,5,) soient resolubles par rapport aux 12 derivags,, ce qu
donne

r—ry=12;

e qU’il existe entre les derivées des premiers membres deqtes

tions exactement
rH+rot+r3s=ri+ro+r—12
relations de compabitibilité lineéairement indépendantes

M-




Application aux 22 équations d’Einstein

6 (F.p) 0=A,
16 (47  0=A_  +A A

ap; p ap * po

«

e Valeurs trouvees pourry, ry, 13 :
ry =0, ro = 2, rs = 10
donc le systeme est en involution s'il existe
ri+ro+ry=12
identités de compatibilité. Cartan trouve ces 12 identjEgastein
n'en avait que 10).

e Cartan decouvre un autre systeme de 22 équations en iroluti
dont la solution générale dépend aussi de 12 fonctiongaires de
3 variables.

e || découvre aussi un systeme de 15 équations dont la solgéen
nérale depend de 18 fonctions de 3 variables.

Il est probable que les trois systemes trouvés sont les
seuls systemes en involution indépendants du choix des
variables et du choix des reperes rectangulaires, qui
soient linéaires par rapport aux dérivées covariantes des
A,; et quadratiques par rapport aux A/ ,, et qui déter-
minent les fonctions inconnues. Mais la discussion de
cette question fait intervenir des problemes d’Algebre
tout a fait étrangers a I'objet de ce Mémaoire.
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|. Denjoy, Painlevé, Harvey-Polking

e Riemann 1851 :0(Q\{p}) N L;°

loc

(2) = O(9).
e Painleve problem, Denjoy’s conjecture.

e Calderon, Coifman, Mclntosh, Meyer : the Cauchy transform
on Lipschitz curves if.>-bounded.

Theorem. A closed sub§e(€ of a domain(2 of C that is contained
In arectifiable curve is(0, L>)-removabldf and only if it has zero
1-dimensional Hausdorff measure.

e Painleve (still open) problem :characterizegeometricallycom-
pact setd< C C that are removable for bounded holomorphic func-
tions.

e Hausdorff measure is not fine enough!

e Garnett 1970 : construction of a Cantor séf c C with H'(K) >
0 thatis(0, L>°)-removable.

e Harvey-Polking 1970 : unification, simplification of the suffi-
ciencyH(C) = 0.

On adomairi? C R"”, consider a linear differential operator of order
m > 1 having@ > coefficients :

P=Plx,d,)= Y  agx)d)
peN |B|<m
for instanced (holomorphic) oo, (CR).

Definition. A closed setC C Qis (P, L; )-removablel < p < oo,
if every f € L} (Q) satisfyingPf = 0in Q\C does satisfyPf = 0

loc

in all of €2, in the sense of distributions.



e Formal adjoint (Py,) = (¢,'Py) forall ¢, ¢ € €>(2). Im-

mediately :

Plo) = 3 (-1 (asy).

|B|<m

e Principle : smallMass.

‘(gp,tP ) )‘ < C, - Mss(C)

Theorem (D Letl < p < oo and assume that — mp’ >
H"—"'(K) < oo for every compact set” C C, thenC'is (P,

removable.

(i) Letp = oo and assume that — m > 0. If H"7"(C) =

C'is (P, Lf°

loc

)-removable.

Proof of(i). Letp € €>°(2), setK := C'Nsupp ¢ and sep’ := &=

sol < p’ < o0.

Lemma. Assumer — mp’ > 0. For everye > 0, there existsp, €

> (R") with p. = 1 near K and
supp . C K, = {x > dist(x, K) < 5}
such that for all € N" with |3| < m, we have
|07 0|,y < C e (H= () 4 )7
whereC' > 0 is independent of.
With such cut-off functions,, sincesupp Pf C C':

(Pf,0) = (Pf,p-0) = (f,Ple: ©))-
By Ho6lder’s inequality and the preceding lemma :

(Pf.o)| < I Lilie |'Ple=9)| v

n—mp’ 1/p’

C I f Lre |y (H™(K) +¢) "7

The theorem follows from

i £ 1l o = 0,
e—0

sinceH"(K.) — 0 (remindH" " (K) < c0).



Corollary. If M c C"is a CR manifold and it C M satisfies
HAmM=1() = 0, then

ol M) NCR(M\C) = Lz cp(M).

loc

e Without a growth assumption near the singularity, Harvey-
Polking’approach fails for.!-removability.

e A pointin C is not(d, L;,.)-removable : pick.

loc

Theorem. A pointp on a CR manifold of dimensiaon 3 Is always
(L', dy)-removable.

e Question :there is just one exception, which one ?

e Question :why is it true ?

e Answer : automatic holomorphic extension to larger sets;
Hartogs-Bochner with singularities; no growth assumpfi@x-
trinsic.



Il. CR Removable singularities

Hartogs-Bochner theorem.Let() be a bounded domain
iIn C" havingconnectedoundary. Then for every neigh-
borhood U of 0¥2 in C" and every holomorphic func-

tion f € O(U), there exists a functiod’ € £(£2) with
Flaa = flao:
Also true with f only CR ondf, with f, 90 € €.

Analytic or geometric proofs :

e Bochner-Martinelli ord with compact support.

e pushing analytic discs in Hartogs skeletons.

Problem. Characterize compacts sekS C 0f) such that
002\ K enjoys the Hartogs-Bochner theorem.



Stout 1981 .02 € C" SPC,n = 2 _
Lupacciolu 1994 :02 € C" SPC,n > 3
Tomassini  Rosay  Porten:
Kytmanov  Chirka
2 Leiterer Laurent-Thiébaut
Joericke Duval |




functional characterization

7

Geometric characterization

Ahlfors 1947 : analytic capacitpf K e C.

Theorem.A compact setk’  C is removable for
O(C\K)N L°(C\K) if and only if:

0=sup {|f'(c0)| : f € H®(C\K), | flree <1},
Stout 1981 : holomorphic convexitpf K € ().

Definition. Let (2 € C" be_a bounded domain and let
K c Q be compact. Th&'(Q)-convex hullof K is

Ko@) = {z €0 Jg(=)] < max |g(w)], Vg € ﬁ(ﬁ)}.

If K = [A(ﬁ@, thenkK is called?'(Q2)-convex

Theorem.In complex dimension = 2, a compact subset
K c 09 of a%? strongly pseudoconvex boundaly) €
C? is CR-removablé and only ifit is &(Q)-convex.

Commentary : the relatively short proofs do not provide
any geometric insight.

Geometrically removable singularities :
no restriction: 1 < p < oo
no growth assumption




Motivation for removable singularities :
CR-meromorphic functions

Let M c C" genericg>“ (0 < o < 1) of codimension
d > 1 and of CR dimensiom > 1.

Definition. A closed set ¢ M Is:

e CR-removablaf there exists a wedgelike domai#A
attached tal/ to which everyf € €2 ,(M\C) ex-
tends holomorphically ;

o W/ -removabléf 0 (#ypc) = O(Y) ;
e LP-removablg|l < p < ), If

LY (M)NCR(M\C) = Lg’OQO R(M).

Theorem.(M.-PORTEN, 2002)Supposell C C" is glo-
bally minimal. Then every closed C M with M\C
also globally minimal such that?™ M —=2(C) = 0 is CR-
, W - and LP-removable.



Definition. CR-meromorphic functionsn M ;
e 9¢ C M dense openf : 7y — P;(C)is€";
e graphl’s in C" x P;(C) is CR withdl"; = 0.
Theindeterminacy locusf f is denoted by
If = {p c M : {p} X P1<(C> C Ff}

Lemma (SARKIS) I Is metrically thin and there exists a
unique CR measuré; on M\ I, with Tf@f coinciding

with f : '@f —> P1<C).

Theorem. (M.-PORTEN, 2002)SupposeV/ C C" is lo-
cally minimal at every point. Then there exi#s atta-
ched toM to which every CR-meromorphic function on
M extends meromorphically.



Singularities of bigger dimension
Paradigmatic : 952 € C?, SPC,%?, of dimension 3.

Arbitrary codimension : M ¢ C" generic*®, of CR
dimensionn > 1 and of codimensiod > 1.

Distinction : hypersurfaces or higher codimension.
Second major distinction :

m = 2 + m =1
More massive singularities :submanifolds ofl/.

Theorem 6.31(JORICKE, M.) Let N C M be aconnec-
ted €% submanifold. Assume botl and M\N are
globally minimal. A closed sét C N is removable it
em >1andC # N;orif:
e m > 2 andN Is somewhere generic.

Example : M = Q) ¢ C" domain.
Idea of proof for C' = Jordan arc in S5 :
Bishop discs i[...], Tumanov, Trépreau, Joricke.

: (CQ ~ R4 | M ~ R?)‘

discs ‘boundaries

gwgg ~of discs

side S ==

| c |
shrink

—=— toapoint



Continuity principle : one-parameter family of analytic
discs with boundaries in/\C.

Summary :
codim > 3 : always removable.

Hdim M=2 _ () - glways removable.

codim = 2 : theorem above.

codim = 1 : CR version of Denjoy-Painleve.

Question : what happens fom =1,d > 27

codimy, = 210 codimy; = 2 codimy; = 1
im0 OK OK OK
émzl,dzl OK OK OK x
| m=1,d>2 OK OK New

Firstly, survey : OK x.

Data: 2 € C%, SPG 99 € ¢
Example : Q2 =By, 0f) = 53,

Secondly, present New.



Milnor link : P = P(z1, z9) holomorphic homogeneous
polynomial having isolated singularity at

N :=S5°n{P=0}.
Stolzenberg ; Harvey-Lawson ; Stout :let 90 & C?
strongly pseudoconve®? boundary.

Model : Q = B, anddf) = S°.

Theorem.Let N c 99 be a close&’! curve.FCAE :

() N I1s nonremovable
(i) NV bounds a complex curie C (;

(i) N is noto'())-convex
(iv) [y w = 0for everyl-formw = > 1 | wi(2)dz
having entire coefficients;. € 0(C").

Conclusion : infinitely many N ¢ S° of codimension 2
alreadynot removable

Question : are singularities of codimension 1 & too
massive to be removable ?

Joricke 1988 :outstandingdisc theorem

Theorem.Let 992 € C? be strongly pseudoconvex®
and letM! ¢ 90 be a%”? submanifold

e codimyn (Ml) = 1;
e M is totally real at every point
e M is diffeomorphic to a reat-disc.
Then every compact sét c M is removable.



Characteristic foliation : line bundle

p— TEM N T,M'
Poincaré-Bendixson :no singularity, no limit cycle in-
side : curves entering the didd¢! must exit.

\ / N\
/L ﬁ/ N\
! ‘ / N\
/ / / N\
S/ 7 / / AN
/ y [ / AN
/ P / / N\

F¢ {K} : for every subcompact K’ C K, there

exists a characteristic segment v : [-1,1] — M!
with v(=1) € K’, v(0) € K’, v(1) € K’, such that K’
lies entirely in one side of v[—1, 1].

Duval 1992 :surfaceM! c 90 € C?, with 92 SPC.

Theorem.The Essential polynomial hulle.g. a disc
boundary)must cross# {K } everywhere.

Topological observatlon . a connected boundary
St ¢ 90 e C? of a Riemann surface can be thickened
as a2-torus, butnot as a2-disc, if totally real.



I1l. Global arguments

Main goals (1V)
e remove SPC assumption

e |ocalize the disc construction

e pass to arbitrary cod

Imension

With M = 90 € C? SPC

ide
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Other proofs of Joricke’s disc theorem :

Forstneric-Stout 1991 : Bedford-Klingenberg-Kruz-
hilin filling of (generic) 2-spheres.

Porten 2003 :no pseudoconvexity assumption.

Theorem.Let M < C? be ¥°, globally minimal, let
MY ¢ M be€™>, maximally real, diffeomorphic a real
2-disc. Then every compact g6tc M is removable.

in M

et a generic fill it in by holomorphic discs
2-spherec M

translate
get side
G2 K removable

Fornaess-Ma 1995 example ofS? ¢ C2 not contained
In SPCOS) andnotfillable.

Trick : M1 totally real has a Stein nbd basis.

Stapar 2004 :surfaces havindlat hyperbolic complex
tangencies.



V. Localization

Motivation : passage to higher codimension.
e Reason by contradiction.

e There exists at least one special paif nearC’ N
v(—1, 1) which is removable.

e Warning : most points ofC’ are not locally remo-
vable :the choice is the main tridk

e Surfaces having arbitrary topology. (Duval, 1992)

Corollary. Compactsk of discsM! ¢ M ¢ C? are re-
movable ifA/! has only finitely many hyperbolic complex
tangencies.



Punctual contact of a string of discs.

T - - - - -"-"-"=-"-"-"-""="-""="=-"=-"=-"=-"~-"=~"~"~"~"=~"~-~"=~"-~"=-"=-""="=”" =" ="=”"°=”"“”"="=~"=~”"~"=”"=~"=~"=~"=~"=~"=~"=~" =~/ =~/ =-/ =~ b
:M (Sv)_
S i
E Cr ~ S
e || || M 1
v | N ARnnnE
y(-1) u

2

(C2
M
M =) 1(0) 10 N\
V[T |
oy
B
Field of cones tangent to the surface.
/
/
Cor |
pai 'l:—
i TN NS
MO)TTTTTTTAT T L o
---------- <29
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V. Arbitrary codimension.
Let M c C" genericg>® globally minimal, letA/! ¢
M be a%>“ submanifold with

e codim (Ml) ;

e M!is generic at every point.
Let C' ¢ M! be closed, both id/! and inM.

Theorem. (JORICKE, PORTEN, M.) in CR dimension
m > 2|, C'Is removable providep
(xx) C contains no CR orbit ofi/ .

Induced complex tangential structure :
TM N T M|, .
Vector subbundle of' M of rank (2m — 1).
CR orbits +—— Characteristic segments

ldea : in CR dimensionn = 1, removability holds pro-
vided C does not contain characteristic segments.

False :Milnor link!

Strong difference betweenn =1 andm > 2

Theorem.In CR dimensionn = 1], C is removable pro-
vided:
(x) C ¢ M'is nontransversal ta7¢ ;.






VI. A nonremovable example|

Theorem 1.8.There exist$M, M, C), where
(i) M ~ R*is > generic inC? of CR dimension :
(i) M ~R3, M! ¢ M is €>° maximally real
(iiiy C < M compact 2-torus transversal t& ](\341 ;
(iv) M of type4 at every point, so globally minimal,
such that”' is neither CR- nor# - nor LP-removable.
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|. Prolongement holomorphe des fonctions CR

T transformée de Hilbert sur le cercle unit@A :

oy 1 [T (el
Tu(e’”) :=p.v. or |- tan(t/2)

Tiu := Tu — Tu(1). Extension holomorphe + T u.

e Privalov 1910 : borné dang’™:<.
e Aleksandrov 1975 :norme exactgiK"[| — .

¢ Information significative :

1/C C
R L

~

a(l — «)
ouC > 1 absolue ek € N.

e Equation de Bishop : Bishop 1965, Hill-Taiani 1978, Boggess
1982, 1985, Trépreau 1986, Coupet 1987, Tumanov 1990, 199496.

Théoreme.Soitd = d (u, el s) une application a va-

leurs dansR? de classeg", k > 1,10 < a < 1];
o u € RY satisfait|u| < p; avecp; > 0;

e cR:

o s € R’ satisfait|s| < o; avec) < o < 1.
Supposons que s x OA x 5, I'application ¢ et
ses dérivées d’ordre par rapport au et par rapport ad
satisfont les trois inégalités

[Ploo < c1s Pulop <2, [Palop < e



avec

-2
o <Cap, < C%a? |1+ sup |9, um] L a<ie

|s|<o1

0 < C' < 1 absolueAlors pour tous parametres
o Uy € RY satisfaisaniUp| < 21,

o s ¢ R’ satisfaisants| < oy,
I'équation de Bishop a parametres

Ue'’) = —T1[® (U(),5)] (") + Uy
possede une unique solution sur le cercle unite
A > e — U(e'?, s, Uy) € RY
satisfaisan{U |, , < p1/4 qui est:
() de classeg’™“ suroA
(i) de classez" >V = ﬂﬁm «*%P par rapport a
toutes les variables, y compris les parametres.

Optimal : un exemple montre quﬁ(%pamm) 7 ¢

Probleme Ouvert.Résoudre I’équation de Bishop a pa-
rametres dans les espaces de Sobolev.

e Disques analytiques attachés aux variétés CR.

e Prolongement holomorphe des fonctions CR.

Lewy 1960, Hill-Taiani 1978, Bedford-Fornaess 1978, Boggesl982, Rea
1984, Boggess-Pitts 1985, Trépreau 1986, Tumanov 1988, A98aouendi-
Rothschild-Trépreau 1994, Joricke 1994, M. 1994, Porten 2@, M.-
Porten 2005.



Théoreme.(JORICKE, M. 1994)Si M c C' générique
€2 est globalement minimale, il existe un domaine dx
type wedge globa¥” attache a)M tel que toute fonction
CR continuef € CﬁgR(M) possede un prolongement ho-
lomorpheF € 6(#\NE (M UW), F|y; = f. De plus,
toute fonctionf € L}’OC,CR, 1 < p < oo, possede un pro-

longement holomorphe dans I'espace de H&ﬂ@&é(%).

e Déformations normales d’'un disque attaché.
e Propagation de I'extension holomorphe.

e Variation de la direction de sortie du disque :

0A
R¢ > ¢ —— ex(Ay) = proj H, (— 6’7“t/(1>> e R?.

Probleme Ouvert. Transferer aux structures presque
complexes la déformation normale de disques.

e Sukhov-Tumanov 2005 =d =1, n = 2.



1. Elimination des singularités
e Hypersurfaces réelles de varietes de Stein.

Stout 1982-2000, Laurent-Thiébaut, Leiterer 1980—20Q@eicaiolu 1985-1996,
Kytmanov 1980-2005, Chirka-Stout 1994, Jdricke 1986—2005

e Codimension quelconqueuJsricke, M., Porten 1996-2005.

Soit M ¢ C™ génériquez®“, de codimensiod > 1 et
de dimension CRn > 1. SoitC' C M fermé.

Trois notions de singularité apparente :
e C estCR-éliminable
e W/ -eliminable

e /P-éliminable

Théoreme.(M.-PORTEN, 2002)Supposond/ C C" de
classe®>?, de codimensiod > 1 et de dimension CR
m > 1. Alors tout sous-ensemble ferriéde M tel que



les deux varietes génériquéd et M\C sont globale-
ment minimales et tel que®™ ¥ —2(C) = ( est CR-,
W - et LP-éliminable.



e Déformations normales de disques.
e ContréOle des indices partiels.

e Fonction CR-méromorphe f : M — P;(C).
Lieu d’indéetermination d¢ -

]f = {p c M : {p} X Pl((C) C Ff}
Lemme If est un sous-ensemble d’intérieur vide d’'une

sous-variete Ny C M de classe#! a singularités
maigres et de codimensian

Théoreme(M.-PORTEN, 2002)Supposons qu&/ c C"
de classez>® est localement minimale en tout point.
Alors il existe un domaine de type wedgé attaché a
M tel que toute fonction CR-meromorphe surse pro-
longe méromorphiqguement/A .



CR dimensionm = 1 et codimensiond = 1 : CZ.
Arguments globaux :

Joricke 1988-1999, Bedford-Klingenberg 1991, Kruzhil@®1, Forstned-Stout
1991, Duval 1992, Porten 2004.

Théoréme.Soit M ¢ C? une hypersurfac&>“ globa-
lement minimale et soiD C M une surfaceg>“ qui
est

e difféomorphe au disque unité ouvert®é et

e totalement réelle hors d’'un nombre fini de points qui
sont des points complexes tangentiels hyperbolique
au sens de Bishop.

Sous ces hypotheses, tout compéaade D est CR-# -
et LP-éliminable.

Lemme. M et M\ K sont globalement minimales.



Localisation.
e [euilletage caractéristiqud’D N T°M | p.
e Théoreme de Poincaré-Bendixson.

7 \
\ / N\
/L ﬁ/ N\
: ‘ / N
/ / / AN
S/ 7 / / AN
/ % ) / N\
/ —~_YV / / N\

F§{ K} : pour tout sous-compact K’ C K, il existe
un arc caractéristique v : |—1,1] — D avec y(—1) ¢
K', v(0) € K', v(1) € K’, tel que K’ se situe entie-
rement d’'un seul coté de v|—1, 1] dans un voisinage
de v[—1,1] dans D.

e Raisonner par contradiction.

e EXistence d’au moins un point spéqiéIL situé dans un
voisinage de”’ N (-1, 1) qui estlocalementCR-, # -
et LP-eliminable.

e La plupart des points d€’ ne sontpaslocalement éli-
minables the choice is the main tridk

e Surfaces de topologie arbitraire.(Duval, 1992)
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Passage en codimension supérieur&oit M c C"

(n > 2) génériquez’> ™ de codimensioifn — 1), donc de
dimension CR égale & Soit M! ¢ M une sous-variété
€2 de codimension qui est générique dar®?, donc
maximalement réelle. Comme dans le cas hypersurfac
M' posséde urfeuilletage caractéristiqué 541’ dont les
feuilles sont les courbes intégrales de la distribution d
droitesp — T,M' N TSM| 1.

Théoréme.SoientM, M comme ci-dessus et s@it C
M fermé. Supposons

7 11C}| : pour tout sous-ferme C" c C, il existe

un arc caractéristique v : [-1,1] — M! avec
v(=1) & ', v(0) € C', (1) ¢ ', il existe
une sous-variété locale R! ¢ M! de dimension
(n — 1) transversale a ~ passant par ~(0) et il
existe un voisinage allonge V| de ~|—1, 1] dans
M1 tels que, si 7 zc V= R! désigne la pro-
M
jection semi- Iocale parallele aux courbes carac-
teristiqgues de .# Ml’ alors le point ~(0) appartient
au bord, relativement & la topologie de R!, de
Wg;ﬂ(Cl NVy).
Sous ces hypothesésest CR-,7 - et LP-éliminable.



]
[-1,1] x Q-
e Choix d’'un point p; € C' localement eliminable.
e Demi-wedge # %" semi-global attaché.

e Disques partiellement attachés a M.
e Principe de continuité.

e Elimination d’'un sous-ensemble fermé %), d’un
wedge 7, en p;.

CTZ




Necessite de7 {C'}

Théoréme.ll existe un triplet(AZ, M, C), ot

(i) M c C3 est une sous-variété génériqae® de di-
mension CR égale adifféomorphe a une boule réelle
de dimension ;

(i) M ¢ M est une sous-variété> de codimension
1 qui est maximalement réelle et difféomorphe a un
boule réelle de dimensioh,

(iiiy C' est un compact dé/! difféomorphe & un tore
réel de dimensiof qui est transverse en tout point au
feuilletage caracteristique”; |, donc viole la condi-
tion de non-transversalite”; {C'} ;

(iv) M est de typel en tout point, donc globalement
minimale,

tel queC n’est ni CR- niZ’- ni LP-éliminable.

Conclusion.Réponse complete a un probleme de Jorick
19909.



I1l. Symétries de Lie de systemes d’'EDP

SoitK = RouC. Soitz € K, soitm > 2, soity =
(y', ..., y™) € K™ et soit

y:}}x<x) :Fl(mvy(m)ayaf(x))7 """" )

Ypp(x) = F™ (2, y(x), yu(z))
une collection den equations differentielles ordinaires
du second ordre a second membre analytique.

Transformation ponctuelle locale, y) — (X,Y).

Probleme.Caractériser les systemes equivalents a un
particule newtonienne libre

1 2
YXX:O7 YXX:07 ...... 7}/)()(:()

Lie 1883, Hachtroudi 1937, Chern 1939, Leach 1980, Gonzaigez 1988, Fels
1995, Crampin-Martinez-Sarlet 1996, Grossman 2000.

Théoreme.Supposonsn > 2. Les trois conditions sui-

vantes sont equivalentes

(1) le systemeyl, = Fl(z,y,yz), j = 1,...,m,
est equivalent, via une transformation ponctuelle
(az.yj) — (X,Y7) au systéme newtonien libre

J o0 i :
YXX_O’,]_:L?) , |
(2)le groupe de symétries locales dg., =

FI(x,y,y:), de dimensionm? + 4m + 3), est lo-
calement isomorphe BGL(m + 1,K) ;




(3) les seconds membréd (z, y, y,;) sont d’une forme
speciale, décrite comme suit.

(i) Il existe des fonction&K-analytiquesG’, H?
Lj et M, 1,, OU j,11,l5 = 1,...,m, satisfai-
I 7J _ 5
santLl1 L = le et My, 1, = M, ;, et dependant

seulement déz, y) telles queF?(z,y,y,) S'écrit
sous la forme cubique aj) suivante:

! !
Yhe = G + § yi Hi + 5 5 vl v I, |+
[1=1 ll 1 lQ 1

‘|‘yx Y Y Yx ya:2 Mh ly-

[1=1 lo=1

(i) Les fonctions/, HJ,LJZ et M, ;, satisfont le
system@xph(:ltesuwant dequatre famlllesd EDP
du premier ordre

_ J J 2 j J

m
R Z Gh L . —24] Z GF Ll2
0 Z Hij, H - Z Hy Hy




ou les indiceg, [ varientdans{1,2,...,m};

(1) |
(
0= —-H’ 5 H 5 H
2 I,y Jr6 h 12, +3 l2 11, I
' 1 z 2 z
J J 2 J 1
+ Lh,l%ﬂ 370 Tyl 5612 Ll1,l1,$+
CGI M — 26 Gl — 260 G+
lle = 3% 2,2 ™ 3 %I, l1,01
| i — 1 i —
J k J k
+50) ) GUMy, =56, Y GY My, g
k=1 k=1
| L i 7k L= ok 7
5 > MLy, 5 Z Hy Ly,
k=1 —
(1 l
J 27
+5l1 EZH l2712__ZH52 bk | T
k=1
J
+512 §ZH 1111 ZHM !
\ k=1




ou les indiceg, [1, o varient dans{1,2, ... ,m};

(I | |
_7J J J J
O Lll 127 Lll l37 —"_ 5[3 Mll,lQ,CE B 5[2 Mllvl?):x—l_
1 |
J J
T 2 ng My, 1, — 9 ng My 13+
1 i — 1 i —
J k J k
; T 9 511 Z Hy, My i — 2 511 Z Hy, My ot
J
*5 5 Z Hll MlQak 9 5 Z Hll Mlg,k—"_
k=1 k=1
m
k
T Z Ll1,l3 Z Lll 2 l3ak’
\ k=1
ou lesindiceg, [y, [, I3 varientdang{1,...m} ; et
(1V)
m
_ k k
{ Mll,lg,yl?) - Mll,lg,yZQ B Z Lllal2 Ml3vk T Lllal3 M127k’
k=1
ou les indicesy, s, I3 varient dans{1, ... ,m}.

Probleme Ouvert.Caracteriser explicitement la linéa-
risabilité d’un systeme particulaire newtonien possedan



m degrés de Iibertés .e. I’équivalence a

m
v =GhX +ZYZ JX) Y vy E] (x
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Prolongations de Lie de champs de vecteurs
Pourx € N aveck > 1, designons les variables de jets
d’'ordre x d’une fonctiony = y(x) par :

(377 Y, Yyi,ya, - - 7y/<a) S jllfl-
Le prolongement d’ordre d’'un champ de vecteurs :

0 0 0 0 0
P = ¥ Y Yyt Y ——

or' "~ dy oy oy " Oy
possede des coefficienys, Yo, ..., Y, qui sont calcu-

lables par les formules de récurrence
(Y= DY) - DNZ ),
Yy = DY) — DY) .

\ Y = DK(YK;—l) — Dl(%) Yk,

ou, pourl < A< kK

j[)k '_":§['—F _él__% _52_._% e 59

Théoreme.Pourkx > 1, on a:

k+1

Yemey Y Y%

d=1 1<M<<N<k 2l pg2l A+ +pghg<r+1

K/(K,—Ml)\l—_lud)\d_'_l)@ .
()\1!)“1 ,U'1' e ()\d')'ud Md' l./%—,ul)\l—..._ud)\d y/‘1+"'+/4d
Ko (K= AL — o = fgAg + 2) (A1 + -+ - + pada)

(A1DM1M1L..(AdDudud!

: %H—ulx\l—---—ud/\d+1 yu1+---+ud—1:| (y)\l)ul T (y)\d)ud'




Passage a plusieurs variables indéependantes Soit

n > 1, soit(zq,...,x,) € K", soitm = 1, soity € K,
soitk € N aveck > 1 et désignons les variables de jets
d'ordrex dey = y(z) par :

(ZL’Z, Y Yiys Yiqigs - - - ,yqjl,zg,...,iﬁ) S /75;1-
Les coefficients du prolongement d’ordted’'un champ
de vecteurs

7’_ S
Z X' —+¥ +ZZ:1 Y, ay”

n B,
—I_ Co —I_ Z YZ177’277

Y Oy o
i =1 Yiq,i9,...,0x
sont donnés par les formules de récurrence suivantes :

Y, =D} (% Z D! (3&”’“) U,




ou les opérateurs de diﬁérentiation totale :

(9 0 9,
AL e y
Dz” = y ‘|‘ Z Y1 ) ayz”l

21—1

Z” %,

—|— e o o —|— ./ ./ ./

y y Yi A ERRL W 8yi/ i
217...7ZA_1:1 1, ) A_].

Théoreme.On a:

Kk+1

Vit = T + > 2. 2.

d=1 1< \<<M<k 2l pa=l i+ +pgrg<s+1

n n n n
k1:1:17---;k1:1:)\1:1 kl:ulzlw--akl:ul:)\l:l kd:l:lw--akd:lzkd:l kd:udzla---;kd:p,d:)\dzl

(B15A1) 5 (g A g) H1A L+ FhgAg
TESu A+t iarg T€0K

K= p AL = —HaAd -t
kd(l:l:l)7"'7k.(7(1:,u.1:Xl)v"wk‘d(d:p‘d:)\d) a @

7:7'(1)7-.-77;7'(;1,1)\1)7-.-77;T(M1)\1+..-+Md)\d) axiT(M1A1+"'+u’d)‘d+1) . agjlr(n) (ay)ul—'——'—ud_

-2 2

(H1:21), (g, Ag) AL+t pgAg—1
63’}L1X1+~~~+}Ld)\d TEGK

K—pa A= —ftaAd 1+ fd D Ko (dipgin
kd(l 1: 1)7 7k(7(1 HRLS DS 7k(7(d ngAg—1) a % (d:pg:Aq)

br (1)l (g Ag) e b (g Aq oA g —1) 8]7 (g A+ g Ag) - E)xiﬂn) (8y)ﬂl+"‘+ﬂd—1

H ykl vy 15-- )kl wy )\1 e H ykd:ud:la"')kdiud:kd'

1< < 1<vg<pa




IV. Principe de réflexion

M c C'™ génerique, analytique réell%”(’).
CRAmMmM =m >1,codimM =d >
Coordonnées = (z,w) € C™ x CZ. Equations

w=0(z,z,w) ou w=0(zzw)

Complexification extrinséque.# ¢ C2".
T =(¢,€) € C™ x C%remplace = (z,w).
=0(2,¢,§) ou £=06((zw)

Paire invariante de feullletages.

(w La complexification d’une sous-variété
ﬁ analytique réelle porte une paire de
feuilletages invariants qui sont les
4\ / sous-variétés intégrales des
p v i {r=1,)} complexifiés des champs de
A / vecteurs de typed, 0) et (0, 1)
/k et qui s’identifient aussi aux
————F sous-variétés de Segre
> = 3= = complexifiées.
/ I, t
\. _J

Soit 7y, t, € C" fixés. Definissons laariété de Segre
complexifiee >, et la variete de Segre complexifiee
conjuguéeztp par :
Sy =, 1) eC'"xC": T =1, w=0(z, 1)},
Sy, =L 7)) €C" xCh it =1y, E=0((, 1)}



Géomeétriguement, on.ar, = .4 N {T ="} etztp —



Chaines de SegrePartir dep = 0, se déplacer verticale-

ment le long de”’, d’'une hauteur de; € C"*. Obtenir :
£.,(0) = Ty(z1).

Observer’{(0) = 0. Repartir dd’{(z1), se déplacer hori-

zontalement d’'une longueur de € C"*. Obtenir :

Lo(z1,29) == Z2(Z,(0)).
0))), et encore

Ensuitel'5(z1, 29, 23) == D%ZB(D% (Z (

24(217 225 %3 24) -= "%24("% (C’g (Zzl( ))))7
etceetera
C" x C" AT

L« y(z) A
! £4(.Z(4))

T, (z) ¢ o >(202))

t
0. T—
q Y

Par récurrence, pour todt € N, k£ > 1, obtenir lak-
ieme chaine de Segre conjugligéz, . . ., z;.), avaleurs
dans.#, définie pourzy, . . ., z;. € C' suffisamment pe-
tits et satisfaisant;.(0,...,0) = 0.



Soit t € Cm" soitn > 1 et soit h(t) =
(hi(t), ... hy(t) € C[t }]”’/ une application telle que
h(0) = O’ On a(h(t)) = h((t)°) = h(7). Lapplication
he(t,7) = (h(t), h(T)) est a variables séparées.

=
—
—~
-
~—
!
[\
—~
BN
&
~—r

\. J G J

Soit M’ ¢ C" de codimension’ > 1 et de dimension
CRm' =n' —d > 1. Il existe des coordonnées locales
t' = (¢, w') € C" x C¢ centrées ep’ € M’ dans les-
quellesM’ est représentée par = ©'(Z,t'). Posons :

F(t_a t) =W = @<Za t—>7
7 ) = -84, 7).
Application CR formelle A : (M,0) — g (M',0) :

Il existe une matrice de tajllé’ x d de series formelles
b(, t) telle que, dan€ft, {7 -

7 (h(t), h(t)) = b(t, )T (L, 1),



Jets de variétés de Segrka variété de Segre complexi-
fiée conjuguée associéa’a C" fixé est

Sy = €)ecm ¢ =0/ 1)}
Pourk’ € N, définissons lanorphisme deg’-jets des
varietés de Segre complexifiées conjugyess.
¢ty = T2 = (¢ (= 7 0,,6/(¢, 1)
On dira queM’ (ou.#") est :

(nd1) Levi non-dégénérée a l'origine siy estde rang
m/ +n'en({’, ) = (0/,0);

(nd2) finiment non-dégenerée a l'origine s’il existe
un entier; tel quey; , est de rang’+m’ en(¢’,t') =
(07,07, pourk” > ¢ ;

(nd3) essentiellement finie a l'origine s’il existe un
entier / tel quey), est une application holomorphe
finie en((’,¢) = (0/,0), pourk’ > ¢},;

(nd4) Segre non-degeénerée a l'origine s’il existe un
entier ¢, tel que la restriction de, a la variété de
Segre complexifiée est de rang générique’, pour
K >0

(nd5) holomorphiguement  non-dégénérée s'il
existe un entier;, tel que I'applicationy’, est de
rang générigue maximal possible, égaba+n’, pour
K > (.

1<'<d’
0| <K )



Conditions CR-horizontales de non-dégénérescence
Soit h : (M,0) —g (M’ 0). Décomposerh(t) =
(£(t), g(t)) € CJI™ x C[]*. Remplacew par®(z, )
dansf(t) = f(z,w), poserr = 0 et obtenir lapartie
CR-horizontaleleh :

C">zr—g f(206(20) ¢ .
L’application CR formelleh est :

(crl) CR-inversible a I'origine sim’ = m et si sa par-
tie CR-horizontale est inversible en= 0

(cr2) CR-submersive a l'origine sim’ < m et si sa
partie CR-horizontale est submersivezs 0;

(cr3) CR-finie a l'origine sim’ = m et si sa partie CR-
horizontale est une application formelle finie en=
0.

(cr4) CR-dominante a l'origine sim’ < m et si |l
existe des entiers < k(1) < -+ < k(m') < m
tels que le déterminant

det([aé%g/ 5Zk(k§)](z>)1<kg,k§<m' 70
ne s’'annule pas identiguement darig[z|, ou
o(2) = fia(2,0(2,0)) ;
(cr5) CR-transversale a l'origine s’il n’'existe pas
de série formelle non nulleF’(fi,...,f,/) €

Clfi,--., f,] telle queF'(p1(2),...,¢,(2) = 0

dansC|z], oUy/(z) == f1s(z,0(z,0)).



Versions classiques du principe de réflexionSoit h
(M,0) — 4 (M',0") une application CR formelle. Sup-
posons)M minimale en.

Théoréme.Si M et M’ sont analytiques réelles, siest
Levi non-dégénéreée, ou finiment non-dégénérée, ou ¢
sentiellement finie, ou Segre non-dégénéree a l'origine
alors h(t) est convergente, i.&(t) € C{t}”’. Si, de plus,
M et M’ sont algébriques, alors est algébrique.

Convergence de I'application de reflexion L appli-
cation de réflexiorassociée & et au systeme de coor-
données:>’, w’) est :

Z) (7' 1) = ¢ — 0/ (', h(t) e Cl, 4]

Théoreme.Si M est minimale a l'origine et sh est
CR-inversible, ou CR-submersive, ou CR-finie, ou CF
dominante, ou CR-transversale, alors pour tout system
de coordonnées:’, w') € c™ x ¢ dans lesquelles
la complexification extrinséque?’ est représentée par
¢ = O, 1), l'application de réflexion associée est
convergente, c’est-a-dire :

/
Xy, (') € c{ 1}
La convergence d@;L dans un seul systeme de coordon-

nees entraine sa convergence dans tout systeme de cc
donneées.




% 1( A1 41 YA,
Développe©'(¢', ') = 3 (C)7 OL(#).

Corollaire. Toutes les composant@é (h(t)) de l'appli-
cation de reflexion convergent, i.e.

@;,(h(t)) = C{t}d pour touty’ € N |

En tenant compte des conditions de non-dégénérescer
(ndi) et (crj), une vingtaine de corollaires possibles se
déduisent de ce théoreme unificateur. Signalons seul
ment les cing suivants.

Corollaire. Si M est minimale a I'origine, sjM’, (/) est
holomorphiquement non-dégénérée et sih est CR-
Inversible et inversible, ou CR-submersive et submersiv
ou CR-finie et finie aveen’ = m, ou CR-dominante
et dominante, ou CR-transversale et transversale, alor
h(t) € C{t}”/ est convergente.

Principe de la démonstration. L'hypothese qué:“© est
une application CR formelle complexifiée entre” , 0)
et(.#',0) se lit comme suit :

S T eLh),

W’ENm/

ST F) @l (h(r)).

W’ENm/




Considérons les deux familles de dérivations :
B (31)51 (31)52 (ng)ﬁm ot
L5 = (L) NL)2 (L),

oups = (61,5,...,8m) € N En les appliquant aux
deux équations precédentes, on obtigmatre familles

d’identités de réflexion. La premiere paire est :

S P[] elini),

S £°[0 (hin) ].
\ ~'eN
La seconde paire est :

SN 20r) el (aln).

W’ENm/

= > T2t el ).
Y 'eNm/
Dans Ia preuve du théoreme, il faut jongler entre ce
quatre identites. Les travaux précédents sur le princip
de reflexion analytique utilisent seulement la premiert
identité ainsi que sa «conjuguée complexifieee, la
troisieme.




Dans le théoreme et dans ses applications, la minim;
lité de (M, 0) est utilisée, mais elle ne semble pas étre
requise. Les résultats precédents restent-ils vraisuersqg
(M, 0) est minimale en un point Zariski-genérique, mais
pas forcement a l'origine ?

Question Ouverte.Soith une equivalence formelle entre
deux sous-varietées geneériques analytiques reellgs'de
qui sont minimales en un point Zariski-générique.

e L'application de réflexion%;L est-elle convergente ?

e L’'application h est-elle déterminée uniqguement par
un jet d’ordre fini lorsque la cible est holomorphique-
ment non-dégenerée ?

e L'application h est-elle convergente sous I'nypothese
que la cible analytique réell@/’ ne contient pas de
courbe holomorphe ?



Algébricité de l'application de réflexion. L'énoncé
suivant produit une synthese définitive et complete di
principe de réflexion algébrique.

Théoreme.Si h est une application holomorphe locale
(M,0) — (M',0"), si M et M’ sont algébriques, s/
est minimale en un point Zariski-générique ef\$i est
la plus petite(pour l'inclusion) sous-variété générique
algébrique réelle locale contenaht M ), alors I'appli-
cation de réflexiowz, (7', t) est algébrique.

Des exemples triviaux contredisent I’algébricitéﬁ’g
lorsque M’ n’est pas minimale pour l'inclusion conte-
nanth(M). Dans la démonstration de ce théoreme, ol
se déeplace en un point minimal € M arbitrairement
proche de 'origine. Mais lorsguen’est gu’une applica-
tion formelle, cette delocalisation est impossible.



Applications CR #°° essentiellement finiesConsidé-
rons une application CR : M — M’ de classeg™
entre deux sous-variétés générigues analytiques reell
M c C'etM' c C". Soitp € M etp’ = h(p) € M’

La série de TayloiT *“h(p) de h enp induit une applica-
tion CR formelle entré M, p) et (M', p). L'application

h est diteessentiellement finienp si

TNh(p) : (M,p) —z (M',p)

est essentiellement finie.

Baouendi-Jacobowitz-Treves 1985, Diederich-Fornaess3,1@®upet-Pinchuk-
Sukhov 2000, Damour 2001, M. 2004.

Economiser I'hypothése de minimalité de M.

Théoréme.Soith : (M,p) — (M’,p") une application
CR de class&’*® entre deux sous-variétes génériques
locales(M,p) c C* et (M',p) C c, Supposons
essentiellement finie em et supposons gu’il existe un
wedge local”,, d’edge M enp tel queh se prolonge
holomorphiqguement #,. S’il existe des points

q € Ocr(M,p)

arbitrairement proches de l'origine au voisinage des-
quelsh est analytique réelle, alorg se prolonge holo-
morphiquement a un voisinage gelansC".



Corollaire. [BJT1985]Soith : (M,p) — (M’ p') un
difféomorphisme CR local de clasge*. Si M’ est es-
sentiellement finie ep et sih se prolonge holomorphi-
guement a un wedge enalors h se prolonge holomor-
phiguement a un voisinage galansC".




Applications CR de classeg~° en type fini

Théoreme.Soith : M — M’ une application CR de
classes ™ entre deux hypersurfaces analytiques réelle:
connexes d€" (n > 2). SiM et M’ ne contiennent pas
de courbe holomorphég; est analytique reelle etout
point de)M.

Diederich-Pinchuk 2003 :h € ¢V.

Généralisation : M et M’ essentiellement finies @&t c
¢ °° de rang generique égaba — 1.

Question Ouverte.Soith : M — M’ une application
CR continue entre deux sous-variétés generiques anal

tiqgues réelles connexe® C C" et M’ C o Sup-
posons quéel/ est globalement minimale et que’ ne
contient pas de courbe holomorphe. L'applicatioast-
elle #“ en tout point de\/ ?

Probléme Ouvert.Elaborer des algorithmes explicites
de modification de Nash et d’éclatement locaux afin d
simplifier la géomeétrie CR des sous-varietés géneérique
analytiques reelles et de démontrer ainsi des versions (
principe de réflexion qui sont hors d’atteinte avec les
techniques actuelles.



Analyticité de I'application de réflexion CR lisse

Théoreme.Sih : M — M’ est un difféomorphisme
CR de class&*° entre deux hypersurfaces analytiques
réelles globalement minimales @&, alors en tout point

p € M et pour tout choix de coordonnées locales cen
trées enp’ := h(p) dans lesquelle$)’, p’) est repré-
sentée paw’ = ©'(Z',t'), la fonction de réflexion asso-
ciee ) (t,V)) = i’ — ©'(N, (1)) et centrée e x p/

se prolonge holomorphigquement & un voisinage de’
dansC" x C". Si de plusM'’ est holomorphiqguement
non-dégeneéréeg, se prolonge holomorphiquement a un
voisinage deV/ dansC".

)
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L'idée principale consiste a recouvrid/ d'un
«chapeau» Levi-plat, celui-ci étant constitué des va
rietés de Segre qui sont attachées a tous les pointg de
situés sur une courbe locajdransverse d“M.



Voisinage de X, et disques semi-attachés.

Famille de disques analytigues remplissant I'es-
pace entre X, et D.
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V. Perspectives

e Classifications d’algebres de Lie et classifications lo
cales de varietés CR.

e Connexion de Cartan pour les hypersurfacason-
dégénérées de’ a forme de Levi de rang.

e Description de wedges attachés en presque complex

e Condition nécessaire et suffisante pour I'algébrisabilits
locale de sous-variétés CR analytiques réelle€'de

e Caractérisation explicite de la linéarisabilité des sys
temes newtoniens.xa > 2 degrés de liberteé.

e Exploitation et développement des programmes de ca
cul formel consacrés a I'algebre différentielle et a la mé
thode d’équivalence d’Elie Cartan.

e Théoreme d'aplatissement (Hironaka-Lejeune-Tei
ssier), jets de variétés de Segre et applications CR.

e Cohomologie des algebres de Lie et symétrie des équ
tions aux dérivées partielles.

e Classification des algebres de Lie nilpotentes et varié
tés genérigues de dimension CR égale a 1.



