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I – Statement of the main result

• Complex projective algebraic hypersurface :

Xn ⊂ Pn+1(C) .

• Homogeneous coordinates :
Pn+1(C) =

[
z0 : z1 : · · · : zn : zn+1

]

= {(z0, z1, . . . , zn, zn+1)}
/
z ∼ λ z,

where at least onezi is nonzero.

• In other words : For everyλ ∈ C, λ 6= 0 :[
λz0 : λz1 : · · · : λzn : λzn+1

]
=

[
z0 : z1 : · · · : zn : zn+1

]
.

• Homogeneous degreed polynomial :

P :=
∑

β0+β1+···+βn+βn+1=d

coeff · z
β0
0 z

β1
1 · · · z

βn
n z

βn+1
n+1 .

• Complex projective algebraic hypersurface :
X =

{[
z0 : z1 : . . . : zn : zn+1

]
∈ Pn+1 :

P (z0, z1, . . . , zn, zn+1) = 0
}

.

• Canonical line bundle :

KX := ΛnT ∗X .

• General type :As m→∞ :

h0(X, K⊗m
X

)
∼ c ·mdim X .

for a certain constantc > 0



• Equivalent characterization :

deg X > dim X + 3 .

• (Strong) Conjecture of Green-Griffiths (1979) : If
the projective algebraic hypersurfaceXn ⊂ Pn+1(C) is
generic of degreed > n + 3, then there exists a proper
algebraic subvarietyY ⊂ X such that every noncons-
tant entire holomorphic curvef : C → X is necessarily
completely contained insideY , namely :f (C) ⊂ Y .

Y

f(C)

X
f

C

• Kobayashi-Royden infinitesimal metric : Let M be
a complex manifold,p a point of M . One defines the
pseudo-normKobp(v) of a vectorv ∈ TpM as inversely
proportional to the “infinitesimal size” of the “biggest”
holomorphic discs passing through(p, v) :

Kobp(v) := inf
{

α : ∃f : ∆→M, f (0) = p, f∗(∂x) =
v

α

}
.

v
∂x

∆

p

f



• The manifoldM is saidhyperbolic (in the sense of
Kobayashi) if the integrated pseudodistance :

inf
γ:p→q

∫ 1

0
Kobγ(t)

(
γ′(t)

)
dt =: pseudodistKob

(
p, q)

(which satisfies automatically the triangle inequality)
sets at finite positive distance every pair of distinct
points :

pseudodistKob

(
p, q) > 0 as soon as p 6= q .

• Brody theorem (1978) :A complex projective alge-
braic Xn ⊂ Pn+1(C) is Kobayashi-hyperbolic if and
only if every entire holomorphic curve f : C→ X is
constant.

• Kobayashi hyperbolicity conjecture (1970) :A com-
plex projective algebraicXn ⊂ Pn+1(C) is hyperbo-
lic, namely [Brody] : « every entire holomorphic curve
f : C→ X is necessarilyconstant», whenever

deg X > 2n + 1 ,

providedX is generic.

• Siu 2002, 2004 :There existsdn >> 1 such that the
generic hypersurfacesXn ⊂ Pn+1 of degree :

deg X > dn

are Kobayashi-hyperbolic.

• Some last decade previous results :



• Dimension 2 : X2 ⊂ P3(C) : Green-Griffiths+ Ko-
bayashi :

� SIU-YEUNG, 1996 :d > 1013.

� MCQUILLAN , 1999 :d > 36.

� DEMAILLY -EL GOUL, 2000 :d > 21.

� PAŬN, 2008 :d > 18.

• Dimension 3 :X3 ⊂ P4(C) : Algebraic degeneracy :

� ROUSSEAU2007 :d > 593.

Theorem. [DMR, 5 feb. 2008]If X ⊂ Pn+1 is a
generic complex projective algebraic hypersurface,
there exists a proper algebraic subvariety Y $ X

such that f (C) ⊂ Y for every nonconstant entire
holomorphic curve :
• for dim X = 4, whenever deg X > 3203 ;
• for dim X = 5, whenever deg X > 35355 ;
• for dim X = 6, whenever deg X > 172925.

Theorem. [D IVERIO-M.-ROUSSEAU, 17 nov. 2008]
In arbitrary dimension n > 2 with Xn ⊂ Pn+1(C)
generic, strong algebraic degeneracy of noncons-
tant entire holomorphic curves holds whenever :

deg X > n(n+1)(n+5)
.



II – Bundles of invariant jets

• General structure of the proof :
Step 1 : Entire holomorphic curvesf : C → X must
satisfy (algebraic) differential equations.
Step 2 :A plethora of such differential equations implies
that entire curves degenerate inside some fixedY $ X.

• Two main jet bundles :
� Green-Griffiths jets ;
� Demailly jets.

• Germ of holomorphic curve :
f : (C, 0) −→ (Cn, 0) ≃ (X,x).

• Algebraic differential operator of order k :

P
(
f ′, f ′′, . . . , f (k)) =

∑

α1,α2,...,αk∈Nn

pα1α2...αk
(f )·

· (f ′)α1(f ′′)α2 . . . (f (k))αk,

the sum beingfinite, where thepα1α2...αk
(z) are holomor-

phic functions, and where :

(f (i))αi = (f
(i)
1 )αi,1 . . . (f

(i)
n )αi,n.

• Definition : DenoteE GG
k,m the bundle (introduced by

Green-Griffiths) whose sections are differential operators
of orderk that are homogeneous of weight :

m = |α1| + 2|α2| + · · · + k|αk| .



• Demailly-Semple invariant jets : In local coordinates
z = (z1, . . . , zn) centered inx ∈ X, a differential opera-
tor :

P =
∑

|α1|+2|α2|+···+k|αk|=m

pα(f )(f ′)α1 . . . (f (k))αk

is said to beinvariant under local reparametrizations
φ : (C, 0) 7→ (C, 0) if :

P
(
(f ◦ φ)′, . . . , (f ◦ φ)(k)) = φ′(0)mP

(
f ′, . . . , f (k)) .

• Structure : Make a subbundleE DS
k,m of E GG

k,m .

• Examples :
� Jets of order1 :

En
1 = C

[
f ′1, f

′
2, . . . , f

′
n

]
.

� Jets of order2 :

f ′i and the :

∣∣∣∣∣
f ′i1

f ′i2
f ′′i1

f ′′i2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
f ′i1

f ′2
f ′′1 + φ′′f ′i1

f ′′2 + φ′′f ′i2

∣∣∣∣∣

• Concretely : Setgi := fi ◦ φ and compute :
g′i = φ′f ′i ,

g′′i = φ′′f ′i + φ′
2
f ′′i ,

g′′′i = φ′′′f ′i + 3 φ′′φ′f ′′i + φ′
3
f ′′′i ,

g′′′′i = φ′′′′f ′i + 4 φ′′′φ′f ′′i + 3 φ′′
2
f ′′i + 6 φ′′φ′

2
f ′′′i + φ′

4
f ′′′′i ,

g′′′′′i := φ′′′′′f ′i + 5 φ′′′′φ′f ′′i + 10 φ′′′φ′′f ′′i + 15 φ′′
2
φ′f ′′′i +

+ 10 φ′′′φ′
2
f ′′′i + 10 φ′′φ′

3
f ′′′′i + φ′

5
f ′′′′′i .

P
(
g′, g′′, g′′′, g′′′′, g′′′′′

)
=

(
φ′

)m
P
(
f ′, f ′′, f ′′′, f ′′′′, f ′′′′′

)
.



• Step 1 :Constructat least onedifferential equation.

Theorem. [BLOCH, AHLFORS, GREEN-GRIFFITHS,
DEMAILLY , SIU ] Let X be a complex projective al-
gebraic hypersurface, let A be an ample line bundle
on X — just take A = OX(1) — and let :

P ∈ H0(X,E GG orDS
k,m ⊗A−1)

be a global section. Then every nonconstant entire
holomorphic curve f : C → X satisfies the corres-
ponding differential equation :

P
(
f ′, . . . , f (k)) ≡ 0.

• Algebraic difficulties :
� No suchP(jkf ) exist when :jet order< dimension.
� Explore the cohomology of jet bundles.
� Understand the condition of invariancy in the defini-
tion of Demailly invariant jets.

• Known algebraic descriptions ofE DS
k,m :

� n = 2, k = 3 : DEMAILLY (unpublished) ;ROUS-
SEAU. 5.
� n = 3, k = 3 : ROUSSEAU. 16.
� n = 2, k = 4 : DEMAILLY -EL GOUL (unpubli-

shed) ;M. 9.
� n = 2, k = 5 : M. 56.
� n = 4, k = 4 : M. 2835.



III - Explicit algebras of invariants

• Joël M. Jets de Demailly-Semple d’ordres 4 et 5 en
dimension 2, Int. J. Contemp. Math. Sciences,3 (2008)
no. 18,861–933.

• Joël M. An algorithm to generate all polyno-
mials in the k-jet of a holomorphic discD → Cn

that are invariant under source reparametrization,
arxiv.org/abs/0808.3547/, 103 pages.

• Joël M. Low pole order frames on vertical jets of the
universal hypersurface, Ann. Inst. Fourier (Grenoble), to
appear,31 pages.

• Simone Diverio, Joël M. and Erwan Rousseau,
Effective algebraic degeneracy, arxiv.org/abs/0811.2346/,
47 pages.

First main goal

Explain Green-Griffiths algebraic degeneracy for
dim X = 4 whenever deg X > 3203.

Second main goal

Explain Green-Griffiths algebraic degeneracy for
dim X = n whenever deg X > n(n+1)n+5

.



III-2 – A general algorithm

Theorem. [M., 2008] Construction of a complete
algorithm which generates all jet polynomials inva-
riant under reparametrization, in arbitrary dimen-
sion n and for jets of arbitrary order k.

• First illustration : Dimensionn = 3 and jet of order
k = 3 [Rousseau 2006 ; M. 2007]: 4 bi-invariants.

• 9 jet variables :(
f ′1, f

′
2, f
′
3, f

′′
1 , f ′′2 , f ′′3 , f ′′′1 , f ′′′2 , f ′′′3

)
.

• Double trick of reparametrizing by f−1
1 and of re-

quiring unipotent invariance yields an initial form :

P
(
j3f

)
=

∑
−2

3m6a6m
(f ′1)

a Pa

(
Λ3, Λ5, D6

)
.

• Explicit expressions : Each polynomialPa depends
upon the following basic bi-invariants :

Λ3 :=

∣∣∣∣
f ′1 f ′2
f ′′1 f ′′2

∣∣∣∣ =: ∆
′,′′

1,2,

Λ5 := ∆
′,′′′

1,2 f ′1 − 3 ∆
′,′′

1,2 f ′′1 ,

D6 :=

∣∣∣∣∣∣

f ′1 f ′2 f ′′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3

∣∣∣∣∣∣
=: ∆

′, ′′, ′′′ .



• Observation : these3 bi-invariants are algebraically
independent,evenafter setting f ′1 = 0 :

Λ3
∣∣
0 = −f ′2f

′′
1 ,

Λ5
∣∣
0 = f ′2 f ′′1 f ′′1 ,

D6
∣∣
0 =

∣∣∣∣∣∣

0 f ′2 f ′′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3

∣∣∣∣∣∣
.

Theorem. Then in the sum :
P
(
j3f

)
=

∑
−2

3m6a6m
(f ′1)

a Pa

(
Λ3, Λ5, D6

)
,

there are in fact no negative powers of f ′1, so that :

UDS3
3 = C

[
f ′1, Λ3, Λ5, D6] .

Proof.Ortherwise, get by chasing the denominators :

(f ′1)
−amin P

(
j3f

)
= Pamin

(
Λ3, Λ5, D6) + f ′1 × remainder .

Then setf ′1 = 0 hence get :

0 ≡ Pamin

(
Λ3

∣∣
0, Λ5

∣∣
0, D6

∣∣
0

)
,

whenceP−amin = 0 by the algebraic independence of
Λ3

∣∣
0, Λ5

∣∣
0, D6

∣∣
0, which visibly contradicts the definition

of −amin. �

• Anticipated reinterpretation :

Ideal-Rel
(
Λ3

∣∣
0, Λ5

∣∣
0, D6

∣∣
0

)
= {0} .



Corollary. [Rousseau 2006 ; M. 2007]By polarizing
these 4 bi-invariants, one obtains that the full al-
gebra DS3

3 of invariants under reparametrization is
generated by the 16 bi-invariants :

f ′i, Λ3
i,j, Λ5

i,j; k, D5.

• Second illustration : dimensionn = 4 and jet order
k = 4.

• 16 jet variables :(
f ′1, f

′
2, f

′
3, f
′
4, f
′′
1 , f ′′2 , f ′′3 , f ′′4 , f ′′′1 , f ′′′2 , f ′′′3 , f ′′′4 , f ′′′′1 , f ′′′′2 , f ′′′′3 , f ′′′′4

)
.

• Same double trick and some computations provide
an initial representation :

P
(
j4f

)
=

∑
−3

4m6a6m
(f ′1)

a Pa

(
Λ3, Λ5, Λ7,

D6, D8, N10, W 10
)
.

• Explicit expressions : Each polynomialPa depends
upon the following seven basic bi-invariants :

Λ7 :=
(
∆
′,′′′′

1,2 + 4 ∆
′′,′′′

1,2

)
f ′1f
′
1−

− 10 ∆
′,′′′

1,2 f ′1f
′′
1 + 15 ∆

′,′′

1,2 f ′′1 f ′′1 ,

D8 := f ′1

∣∣∣∣∣∣

f ′1 f ′2 f ′′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′′1 f ′′′′2 f ′′′′3

∣∣∣∣∣∣
− 6 f ′′1

∣∣∣∣∣∣

f ′1 f ′2 f ′′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3

∣∣∣∣∣∣
,



N10 := ∆
′,′′′,′′′′

1,2,3 f ′1f
′
1 − 3 ∆

′,′′,′′′′

1,2,3 f ′1f
′′
1 +

+ 4 ∆
′,′′,′′′

1,2,3 f ′1f
′′′
1 + 3 ∆

′,′′,′′′

1,2,3 f ′′1 f ′′1 ,

and finally, theWronskian :

W 10 :=

∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′1 f ′2 f ′3 f ′4
f ′′1 f ′′2 f ′′3 f ′′4
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3 f ′′′4
f ′′′′1 f ′′′′2 f ′′′′3 f ′′′′4

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

• Starting point for the algorithm :

P
(
j5f

)
=

∑
−3

4m6a6m
(f ′1)

a Pa

(
Λ3, Λ5, Λ7,

D6, D8, N10, W 10
)

• Presence ofnegativepowers off ′1 !

� Compute the Ideal of Relations of these seven
bi-invariants restricted to {f ′1 = 0} :

Ideal-Rel

(
Λ3

∣∣
0, Λ5

∣∣
0, Λ7

∣∣
0, D6

∣∣
0, D8

∣∣
0, N10

∣∣
0, W 10

∣∣
0

)
,

namely a generating set of the ideal of all polynomials in
seven variables that give zero, identically, after substitu-
ting these four restricted invariants.



� Get the six relations valuable forf ′1 = 0 :

0
a
≡ 5 Λ5Λ5 − 3 Λ3Λ7

∣∣∣
0
,

0
b
≡ 2 Λ5D6 − Λ3D8

∣∣∣
0
,

0
c
≡ Λ7D6 − 5 Λ3N10

∣∣∣
0
,

0
d
≡ Λ5D8 − 6 Λ3N10

∣∣∣
0
,

0
e
≡ Λ7D8 − 10 Λ5N10

∣∣∣
0
,

0
f
≡ D8D8 − 12 D6N10

∣∣∣
0
.

Gröbner bases ; Dickson lemma ; S-polynomials

x10

x2



� So without settingf ′1 = 0, there should be six
remainders that are a multiple of f ′1 :

0
a
≡ 5 Λ5Λ5 − 3 Λ3Λ7 + f ′1 × something,

0
b
≡ 2 Λ5D6 − Λ3D8 + f ′1 × something,

0
c
≡ Λ7D6 − 5 Λ3N10 + f ′1 × something,

0
d
≡ Λ5D8 − 6 Λ3N10 + f ′1 × something,

0
e
≡ Λ7D8 − 10 Λ5N10 + f ′1 × something,

0
f
≡ D8D8 − 12 D6N10 + f ′1 × something.

� Each something necessarily also is a bi-
invariant.

� Find the maximal power of f ′1 which factors
eachsomething.



� Get the six completed expressions :

0
a
≡ 5 Λ5Λ5 − 3 Λ3Λ7+f ′1f

′
1M

8,

0
b
≡ 2 Λ5D6 − Λ3D8+1

3 f ′1E
10,

0
c
≡ Λ7D6 − 5 Λ3N10+f ′1L

12,

0
d
≡ Λ5D8 − 6 Λ3N10+f ′1L

12,

0
e
≡ Λ7D8 − 10 Λ5N10−f ′1Q

14,

0
f
≡ D8D8 − 12 D6N10−f ′1R

15.

� Test whether or not the obtained bi-invariants :

M8 E10 L12 Q14 R15

belong or do not belong to the algebra generated by
the previously known bi-invariants :

f ′1 Λ3 Λ5 Λ7 D6 D8 N10 W 10

� Here : none of the above13 bi-invariants is
equal to a polynomial with respect to the12 remai-
ning ones.

� Compute the explicit expressions :

M 8 :=
−5 Λ5Λ5 + 3 Λ3Λ7

f ′1f
′
1

= 3 ∆
′, ′′′′

1,2 ∆
′, ′′

1,2 + 12 ∆
′′, ′′′

1,2 ∆
′, ′′

1,2 − 5 ∆
′, ′′′

1,2 ∆
′, ′′′

1,2 ,



E10 :=
−6 Λ5 D6 + 3 Λ3 D8

f ′1

= 3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 − 6 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 ,

L12 :=
−Λ7D6 + 5 Λ3N10

f ′1

= −∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1 − 4 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1 + 5 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′1 + 10 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′1−

− 15 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 + 20 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′′1 ,

Q14 :=
Λ7D8 − 10 Λ5N10

f ′1

= −10 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′
1 + ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′
1 + 4 ∆

′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′
1+

+ 20 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′′
1 + 30 ∆

′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′1f
′′
1 − 6 ∆

′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′′
1−

− 24 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′′
1 − 40 ∆

′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′′′
1 − 75 ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 f ′′1 +

+ 30 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′1 f ′′1 + 120 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 f ′′′1 ,

R15 := ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 f ′1 − 12 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 f ′1 + 24 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 f ′′1−

− 48 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 f ′′′1 ,

� Then restart the process with the 12 bi-
invariants.

Ideal-Rel
(

Λ3
∣∣
0
, Λ5

∣∣
0
, Λ7

∣∣
0
, D6

∣∣
0
, D8

∣∣
0
, N 10

∣∣
0
,

M 8
∣∣
0
, E10

∣∣
0
, L12

∣∣
0
, Q14

∣∣
0
, R15

∣∣
0
, W 10

∣∣
0

)



� Compute the Ideal of Relations of these bi-
invariants restricted to {f ′1 = 0} :

0
g
≡ 4 D8Q14 − 5 Λ7R15−f ′1X

21,

0
h
≡ 24 D6Q14 − 25 Λ5R15+f ′1V

19,

0
i
≡ L12L12 + E10Q14−f ′1M

8R15,

0
j
≡ 8 N10L12 + Λ7R15+f ′1X

21,

0
k
≡ 4 D8L12 + 5 Λ5R15−f ′1V

19,

0
l
≡ 8 D6L12 + 5 Λ3R15−1

3 f ′1U
17,

0
m
≡ Λ7L12 + Λ5Q14−2 f ′1M

8N10,

0
n
≡ 5 Λ5L12 + 3 Λ3Q14−f ′1D

8M8,

0
o
≡ 8 N10E10 + Λ5 R15−f ′1V

19,

0
p
≡ 4 D8E10 + 3 Λ3R15−f ′1U

17,

0
q
≡ 5 Λ7E10 + 3 Λ3Q14−6f ′1D

8M 8,

0
r
≡ 5 Λ5E10 − 3 Λ3L12−6 f ′1D

6M 8,

0
s
≡ 8 Λ5N 10Q14 − Λ7Λ7R15+f ′1Q

14Q14 + 4 f ′1N
10N 10M 8,

0
t
≡ 24 Λ3N 10Q14 − 5 Λ5Λ7R15−5 f ′1L

12Q14 + 2 f ′1M
8D8N 10.

� Get 3 new bi-invariants :

U17, V 19, X21 ,



that are defined explicitly by :

U 17 =
4 D8E10 + 3 Λ3R15

f ′1

= 15 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 − 36 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2−

− 24 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 + 144 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 ,

V 19 =
8 N 10E10 + Λ5R15

f ′1

= 24 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′1 − 60 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1+

+ ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1 − 75 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 +

+ 36 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 + 168 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′1−

− 144 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′′1 + 96 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′′1 −

− 240 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′′1 ,

X21 =
4 D8Q14 − 5 Λ7R15

f ′1

= −40 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′
1 − 4 ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′
1−

− 4 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′
1 + 60 ∆

′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′
1+

+ 240 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′
1 + 130 ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′′
1 +

+ 120 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′1f
′′
1 − 168 ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′′
1−

− 668 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′′
1 − 360 ∆

′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′′
1−

− 160 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′′′
1 + 240 ∆

′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′′′
1 +

+ 960 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′′′
1 − 375 ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 f ′′1 +

+ 840 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′1 f ′′1 + 180 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 f ′′1 +

+ 144 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′′1 f ′′1 + 144 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′′1 f ′′1−

− 1440 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′1 f ′′′1 + 480 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 f ′′′1 .



� Termination of the algorithm : Use plain lexi-
cographic ordering of the14bi-invariants :

Λ3 > Λ5 > Λ7 > D6 > D8 > N 10 > M 8 > E10 > L12 >

> Q14 > R15 > U 17 > V 19 > X21,

x10

x2

� Obtain 41completed syzygies between these14
bi-invariants :

0
1
≡ −5 Λ5Λ5 + 3 Λ3Λ7

LT
−f ′1f

′
1M

8,

0
2
≡ −2 Λ5D6 + Λ3D8

LT
−1

3f
′
1 E10,

0
3
≡ −Λ7D6 + 5 Λ3N 10

LT
−f ′1L

12,

0
4
≡ −5 Λ5E10 + 3 Λ3L12

LT
+6 f ′1D

6M 8,

0
5
≡ 5 Λ7E10 + 3 Λ3Q14

LT
−6 f ′1D

8M 8,

0
6
≡ 4 D8E10 + 3 Λ3R15

LT
−f ′1U

17,



0
7
≡ −36 D6D6M 8 − 5 E10E10 + 3 Λ3U 17

LT
+0,

0
8
≡ −5 E10L12 − 6 D6D8M 8 + 3 Λ3V 19

LT
+0,

0
9
≡ 5 L12L12 + 3 Λ3X21

LT
+ M 8D8D8+0,

0
10
≡ −6 Λ7D6 + 5 Λ5D8

LT
−f ′1L

12,

0
11
≡ −Λ7D8 + 10 Λ5N 10

LT
+f ′1Q

14,

0
12
≡ Λ5L12

LT
− Λ7E10+f ′1D

8M 8,

0
13
≡ Λ7L12 + Λ5Q14

LT
−2 f ′1M

8N 10,

0
14
≡ 8 N 10E10 + Λ5R15

LT
−f ′1V

19,

0
15
≡ Λ5U 17

LT
− E10L12 − 6 D6D8M 8+0,

0
16
≡ Λ5V 19

LT
−M 8D8D8 − L12L12+f ′1M

8R15,

0
17
≡ Λ5X21

LT
− L12Q14 + 2 D8N 10M 8+0,

0
18
≡ 8 N 10L12 + Λ7R15

LT
+f ′1X

21,

0
19
≡ −L12L12 + Λ7U 17

LT
− 5 M 8D8D8+0,

0
20
≡ L12Q14 + Λ7V 19

LT
− 10 D8M 8N 10+0,

0
21
≡ 20 N 10N 10M 8 + Q14Q14 + Λ7X21

LT
+0,

0
22
≡ 6 D6M 8R15

LT
+ L12U 17 − E10V 19+0,

0
23
≡ 5 D8M 8R15

LT
−Q14U 17 − L12V 19+0,

0
24
≡ 10 N 10M 8R15

LT
−Q14V 19 + L12X21+0,



0
25
≡ 5 M 8R15R15

LT
+ V 19V 19 + U 17X21+0,

0
26
≡ −D8D8 + 12 D6N 10

LT
+f ′1R

15,

0
27
≡ −5 D8E10 + 6 D6L12

LT
+f ′1U

17,

0
28
≡ 3 D6Q14

LT
+ 25 N 10E10−3 f ′1V

19,

0
29
≡ 5 E10R15 −D8U 17 + 6 D6V 19

LT
+0,

0
30
≡ −3 L12R15 + N 10U 17 + 3 D6X21

LT
+0,

0
31
≡ −10 N 10E10 + D8L12

LT
+f ′1V

19,

0
32
≡ D8Q14

LT
+ 10 N 10L12+f ′1X

21,

0
33
≡ −2 N 10U 17 + D8V 19

LT
+ L12R15+0,

0
34
≡ Q14R15 + 2 N 10V 19 + D8X21

LT
+0,

0
35
≡ −2 L12N 10U 17 + R15L12L12 + 10 V 19N 10E10

LT
−f ′1V

19V 19,

0
36
≡ 2 N 10U 17Q14 −R15L12Q14 + 10 V 19N 10L12

LT
+f ′1V

19X21,

0
37
≡ 10 N 10L12X21

LT
−R15Q14Q14 − 2 Q14N 10V 19+f ′1X

21X21,

0
38
≡ 2 N 10U 17X21

LT
−X21L12R15 + V 19Q14R15 + 2 N 10V 19V 19+0,

0
39
≡ E10Q14

LT
+ L12L12−f ′1M

8R15,

0
40
≡ Q14U 17 + 6 L12V 19 + 5 E10X21

LT
+0,

0
41
≡ −6 Q14L12V 19 −Q14Q14U 17 + 5 X21L12L12

LT
−5 f ′1M

8R15X21.



III-3 – 2835

Theorem. (M. 2008) In dimension n = 4 for jets
of order κ = 4, the algebra UDS4

4 of jet polyno-
mials P

(
j4f1, j

4f2, j
4f3, j

4f4
)

invariant by repara-
metrization and invariant under the unipotent ac-
tion is generated by the 16 mutually independent
bi-invariants defined above :

W 10, f ′1, Λ3, Λ5, Λ7, D6, D8, N 10,

M 8, E10, L12, Q14, R15, U 17, V 19, X21,

whose restriction to {f ′1 = 0} has a reduced gröb-
nerized ideal of relations, for the Lexicographic or-
dering, which consists of the 41 syzygies written
above. Furthermore, any bi-invariant of weight m

writes uniquely in the finite polynomial form :
P
(
jκf

)
=

∑

o, p

(f ′1)
o
(
W 10

)p
∑

(a,...,n)∈N14\(�1∪···∪�41)
3a+···+21n=m−o−10p

coeffa,...,n,o,p ·

·
(
Λ3

)a (
Λ5

)b (
Λ7

)c (
D6

)d (
D8

)e (
N 10

)f(
M 8

)g (
E10

)h

(
L12

)i (
Q14

)j (
R15

)k (
U 17

)l (
V 19

)m (
X21

)n
,

with coefficients coeffa,...,n,o,p subjected to no res-
triction, where �1, . . ., �41 denote the quadrants
in N14 having vertex at the leading terms of the 41
syzygies in question.



III-4 – Asymptotics of Euler characteristic

Theorem. On a hypersurface X4 ⊂ P5(C) of di-
mension n = 4, the graduate m-th part E DS

4,mT ∗X of
the complete Demailly-Semple bundle possesses
the Schur decomposition :

E DS
4,mT ∗X =

⊕

(a,b,...,n)∈N14\(�1∪···∪�41)
o+3a+···+21n+10p=m

Γ




o + a + 2b + 3c + d + 2e + 3f + 2g + 2h + 3i + 4j + 3k + 3l + 4m′ + 5n + p

a + b + c + d + e + f + 2g + 2h + 2i + 2j + 2k + 3l + 3m′ + 3n + p

d + e + f + h + i + j + 2k + 2l + 2m′ + 2n + p

p


T ∗X ,

where the 41 subsets �i, i = 1, 2, . . . , 41 of N14 ∋
(a, b, . . . , l,m′, n) are defined by :

{
a > 1, c > 1

}
,

{
a > 1, e > 1

}
,

{
a > 1, f > 1

}
,

{
a > 1, i > 1

}
,

{
a > 1, j > 1

}
,

{
a > 1, k > 1

}
,

{
a > 1, l > 1

}
,

{
a > 1, m′ > 1

}
,

{
a > 1, n > 1

}
,

{
b > 1, e > 1

}
,

{
b > 1, f > 1

}
,

{
b > 1, i > 1

}
,

{
b > 1, j > 1

}
,

{
b > 1, k > 1

}
,

{
b > 1, l > 1

}
,

{
b > 1, m′ > 1

}
,

{
b > 1, n > 1

}
,

{
c > 1, k > 1

}
,

{
c > 1, l > 1

}
,

{
c > 1, m′ > 1

}
,

{
c > 1, n > 1

}
,

{
d > 1, f > 1

}
,

{
d > 1, i > 1

}
,

{
d > 1, j > 1

}
,

{
d > 1, m > 1

}
,

{
d > 1, n > 1

}
,

{
e > 1, i > 1

}
,

{
e > 1, j > 1

}
,

{
e > 1, m′ > 1

}
,

{
e > 1, n > 1

}
,

{
d > 1, g > 1, k > 1

}
,

{
e > 1, g > 1, k > 1

}
,

{
f > 1, g > 1, k > 1

}
,

{
g > 1, k > 2

}
,

{
h > 1, j > 1

}
,

{
h > 1, n > 1

}
,

{
i > 2, n > 1

}
,

{
f > 1, h > 1, m′ > 1

}
,

{
f > 1, i > 1, m′ > 1

}
,

{
f > 1, i > 1, n > 1

}
,

{
f > 1, l > 1, n > 1

}
.



• Approximation of the 41 subsets :Keep only the
families of sums of Schur bundles that contribute in
O(m16) to the final characteristic.

• 24 families (with multiplicities) of sums of Schur
bundles :

A, B, C, . . . , W, X.

defined as follows :

A : 2·
⊕

m=o+14j+15k+17l+19m+21n+10p

Γ




o + 4j + 3k + 3l + 4m + 5n + p

2j + 2k + 3l + 3m + 3n + p

j + 2k + 2l + 2m + 2n + p

p


 T ∗X ,

B :
⊕

m=o+12i+14j+15k+17l+19m+10p

Γ




o + 3i + 4j + 3k + 3l + 4m + p

2i + 2j + 2k + 3l + 3m + p

i + j + 2k + 2l + 2m + p

p


 T ∗X ,

C :
⊕

m=o+10h+12i+15k+17l+19m+10p

Γ




o + 2h + 3i + 3k + 3l + 4m + p

2h + 2i + 2k + 3l + 3m + p

h + i + 2k + 2l + 2m + p

p


 T ∗X ,

D : 4·
⊕

m=o+8g+14j+17l+19m+21n+10p

Γ




o + 2g + 4j + 3l + 4m + 5n + p

2g + 2j + 3l + 3m + 3n + p

j + 2l + 2m + 2n + p

p


 T ∗X ,

E : 2·
⊕

m=o+8g+12i+14j+17l+19m+10p

Γ




o + 2g + 3i + 4j + 3l + 4m + p

2g + 2i + 2j + 3l + 3m + p

i + j + 2l + 2m + p

p


 T ∗X ,



F : 2·
⊕

m=o+8g+10h+12i+17l+19m+10p

Γ




o + 2g + 2h + 3i + 3l + 4m + p

2g + 2h + 2i + 3l + 3m + p

h + i + 2l + 2m + p

p


 T ∗X ,

G :
⊕

m=o+10f+14j+15k+19m+21n+10p

Γ




o + 3f + 4j + 3k + 4m + 5n + p

f + 2j + 2k + 3m + 3n + p

f + j + 2k + 2m + 2n + p

p


 T ∗X ,

H :
⊕

m=o+10f+14j+15k+17l+19m+10p

Γ




o + 3f + 4j + 3k + 3l + 4m + p

f + 2j + 2k + 3l + 3m + p

f + j + 2k + 2l + 2m + p

p


 T ∗X ,

I :
⊕

m=o+10f+12i+14j+15k+17l+10p

Γ




o + 3f + 3i + 4j + 3k + 3l + p

f + 2i + 2j + 2k + 3l + p

f + i + j + 2k + 2l + p

p


 T ∗X ,

J :
⊕

m=o+10f+10h+12i+15k+17l+10p

Γ




o + 3f + 2h + 3i + 3k + 3l + p

f + 2h + 2i + 2k + 3l + p

f + h + i + 2k + 2l + p

p


 T ∗X ,

K :
⊕

m=o+10f+8g+14j+19m+21n+10p

Γ




o + 3f + 2g + 4j + 4m + 5n + p

f + 2g + 2j + 3m + 3n + p

f + j + 2m + 2n + p

p


 T ∗X ,

L :
⊕

m=o+10f+8g+14j+17l+19m+10p

Γ




o + 3f + 2g + 4j + 3l + 4m + p

f + 2g + 2j + 3l + 3m + p

f + j + 2l + 2m + p

p


 T ∗X ,



M :
⊕

m=o+10f+8g+12i+14j+17l+10p

Γ




o + 3f + 2g + 3i + 4j + 3l + p

f + 2g + 2i + 2j + 3l + p

f + i + j + 2l + p

p


 T ∗X ,

N :
⊕

m=o+10f+8g+10h+12i+17l+10p

Γ




o + 3f + 2g + 2h + 3i + 3l + p

f + 2g + 2h + 2i + 3l + p

f + h + i + 2l + p

p


 T ∗X ,

O :
⊕

m=o+8e+10f+10h+15k+17l+10p

Γ




o + 2e + 3f + 2h + 3k + 3l + p

e + f + 2h + 2k + 3l + p

e + f + h + 2k + 2l + p

p


 T ∗X ,

P :
⊕

m=o+8e+10f+8g+10h+17l+10p

Γ




o + 2e + 3f + 2g + 2h + 3l + p

e + f + 2g + 2h + 3l + p

e + f + h + 2l + p

p


 T ∗X ,

Q :
⊕

m=o+6d+8e+10h+15k+17l+10p

Γ




o + d + 2e + 2h + 3k + 3l + p

d + e + 2h + 2k + 3l + p

d + e + h + 2k + 2l + p

p


 T ∗X ,

R :
⊕

m=o+6d+8e+8g+10h+17l+10p

Γ




o + d + 2e + 2g + 2h + 3l + p

d + e + 2g + 2h + 3l + p

d + e + h + 2l + p

p


 T ∗X ,

S :
⊕

m=o+7c+10f+8g+12i+14j+10p

Γ




o + 3c + 3f + 2g + 3i + 4j + p

c + f + 2g + 2i + 2j + p

f + i + j + p

p


 T ∗X ,



T :
⊕

m=o+7c+10f+8g+10h+12i+10p

Γ




o + 3c + 3f + 2g + 2h + 3i + p

c + f + 2g + 2h + 2i + p

f + h + i + p

p


 T ∗X ,

U :
⊕

m=o+7c+8e+10f+8g+10h+10p

Γ




o + 3c + 2e + 3f + 2g + 2h + p

c + e + f + 2g + 2h + p

e + f + h + p

p


 T ∗X ,

V :
⊕

m=o+7c+6d+8e+8g+10h+10p

Γ




o + 3c + d + 2e + 2g + 2h + p

c + d + e + 2g + 2h + p

d + e + h + p

p


 T ∗X ,

W :
⊕

m=o+5b+7c+6d+8g+10h+10p

Γ




o + 2b + 3c + d + 2g + 2h + p

b + c + d + 2g + 2h + p

d + h + p

p


 T ∗X ,

X :
⊕

m=o+3a+5b+6d+8g+10h+10p

Γ




o + a + 2b + d + 2g + 2h + p

a + b + d + 2g + 2h + p

d + h + p

p


 T ∗X .

• Computations on Maple 12 :∼ 50 minutes.



Theorem. If X4 ⊂ P5(C) is a projective algebraic
hypersurface of degree d, then as m→∞, one has
the asymptotic for the Euler characteristic :

χ
(
X, E4

4,mT ∗X
)

=
m16

1313317832303894333210335641600000000000000
· d ·

·
(
50048511135797034256235d4−

− 6170606622505955255988786 d3−

− 928886901354141153880624704 d+

+ 141170475250247662147363941 d2+

+ 1624908955061039283976041114
)

+ O
(
m15

)
.

Moreover, the coefficient of m16, a (factorized) poly-
nomial of degree 5 with respect to d, takes positive
values as soon as d > 96.

• Euler characteristic :

χ = h0 − h1 + h2 − h3 + h4

• Trivial minoration :

h0 > χ− h2 − h4

• Vanishing theorem :

h4 = 0 .

• Majoration of h2 :



Theorem. [DMR 2008] Let X be a smooth hyper-
surface of degree d in P5. Then :

h2
(
X, Γ(λ1,λ2,λ3,λ4)T ∗X

)

6
1

80
d (λ1 − λ2)(λ1 − λ3)(λ1 − λ4)(λ2 − λ3)(λ2 − λ4)(λ3 − λ4)

·
(
λ1 + λ2 + λ3 + λ4

)2[
5λ2λ1d

2 + 132λ2λ1d + 132λ1λ3d + 5λ2λ3d
2

+ 132λ2λ4d + 5λ2d
2λ4 + 132λ1λ4d + 5λ3λ4d

2 + 5λ1λ3d
2

+ 132λ3λ4d + 132λ2λ3d + 1308λ2λ1 + 648λ2
2 + 648λ2

3

+ 72λ2
3d + 648λ2

1 + 72λ2
1d + 1308λ1λ4 + 5λ1d

2λ4 + 1308λ2λ4

+ 1308λ2λ3 + 648λ2
4 + 72λ2

2d + 1308λ1λ3 + 72λ2
4d + 1308λ3λ4

]

+ O
(
|λ|9

)
.

Theorem. [DMR 2008] Let X be a smooth hyper-
surface of degree d in P5 and let A be any ample
line bundle over X. Then :

h0(X, E4,mT ∗X ⊗O(−A))

>
m16

1313317832303894333210335641600000000000000
· d

·
[
− 867659678949860838548185438614

− 93488069360760785094059379216 d

− 1369327265177339103292331439 d2

− 6170606622505955255988786 d3

+ 50048511135797034256235 d4
]

+ O
(
m15

)
.

In particular, if d > 259 then E4,mT ∗X ⊗ O(−A) ad-
mits non trivial sections for m large, and every en-
tire curve f : C→ X must satisfy the corresponding
algebraic differential equations.



IV – Algebraic Morse inequalities

• Strategy : Avoid full algebra of invariants by repara-
metrization.

• Same objective : Construct global sections of jet
bundles that will canalize all entire curves :

P
(
jkf ) ≡ 0 .

• Significant obstacle :[ROUSSEAU, 2006] In dimen-
sion 3, the jet order must be> 3. More generally,
Brückmann-Rackwitz vanishing theoremyields :

Corollary. [D IVERIO, 2008]For every k 6 dim X−1
and every ample line bundle A→ X :

0 = H0(X, E GG or DS
k,m ⊗ A−1).

• Demailly tower for k = n = 3 :

9 X3
π2,3

��

OX3
(1) u3

7 X2
π1,2

��

V2 C2
1, C2

2, C2
3

OX2
(1) u2

5 X1
π0,1

��

V1 C1
1, C1

2, C1
3

OX1
(1) u1

3 X TX c1, c2, c3 h

.



• Geometrical construction : Let X be a complex ma-
nifold of dimensionn. Let V be a subbundle ofTX of
rankr > 1, without any integrability condition.

• Define :X1 := P(V ), and a lifted subbundleV1 ⊂ TX1
by :

V1,(x,[v]) :=
{
ξ ∈ TX1,(x,[v]) : π∗ξ ∈ Cv

}
,

whereπ : X1 → X is the natural projection. The rank of
V1 still equalsr.

• Observation : If f : (C, 0)→ (X,x) is a germ of holo-
morphic curve tangent to the subbundle :f ′(ζ) ∈ Vf(ζ),
then it lifts toX1 and is tangent to the lifted bundle :

f ′[1](ζ) ∈ V1,f[1](ζ) .

• Induction : Obtain a sequence of manifolds+ sub-
bundles :

(Xk, Vk) (Xk−1, Vk−1) · · · (X1, V1) (X,V )

to which entire curves lift :

f[k](ζ) ∈ Vk,f[k](ζ) .

• Projections : πk : Xk → X

• Tautological line bundles :
OXk

(−1) and its dual OXk
(1) .

• Absolute case (the only interesting one) :Take :

V := TX .



• Demailly tower for k = n :

n2 Xn
πn−1,n

��

OXn
(1)

n2 − n + 1 Xn−1
π•

��

Vn−1 OXn−1
(1)

• •
π•

��

• •

(ℓ + 1)n− ℓ Xℓ
π•

��

Vℓ OXℓ
(1)

• •
π•

��

• •

3n− 2 X2
π1,2

��

V2 OX2
(1)

2n− 1 X1
π0,1

��

V1 OX1
(1)

n X TX

.

• Fundamental fact : (DEMAILLY 1997) : The direct
image :

πk∗(OXk
(m))

identifies to a vector bundle overX :

OXk
(m) //

��

E DS
k,mT ∗X

��

Xk
πk

// X

.



• Description in local coordinates :A local section of
πk∗(OXk

(m)) is an algebraic differential operator :

P =
∑

|α1|+2|α2|+···+k|αk|=m

Rα(z)(f ′)α1 . . . (f (k))αk

which is invariant under any local reparametrization
φ : (C, 0)→ (C, 0) :

P
(
(f ◦ φ)′, . . . , (f ◦ φ)(k)) = φ′(0)mP

(
f ′, . . . , f (k)) .

• Observation : This bundleE DS
k,mT ∗X of invariant jets is

a subbundle of the bundle of (plain) Green-Griffiths jets
E GG

k,mT ∗X.

• Fundamental isomorphism :If X is a projective ma-
nifold, with an ample line bundleA onX, one has :

H0(X,E DS
k,m ⊗A−1) ≃ H0(Xk,OXk

(m)⊗ π∗kA
−1) .

• Interest : To understand cohomology, line bundles are
easier to handle :

OXk
(m) is a line bundle onXk

• Now assumek = n and use Morse inequalities :



Theorem. [TRAPANI, SIU , DEMAILLY ] Let L → X

be a holomorphic line bundle on a compact Kähler
manifold of dimension n which may be written as a
certain difference between two line bundles F and
G that are numerically effective : L = F ⊗G−1. If :

Fn − nFn−1 · G > 0 ,

then for any holomorphic vector bundle E → X, the
multi-tensored bundle L⊗m ⊗ E possesses non-
zero global sections, asymptotically as m >> 1.

• Strategy : [DEMAILLY , TRAPANI, DIVERIO] Find a
subbundle of the line bundleOXn

(m) −→ Xn which
can be decomposed as a certain difference between two
nef line bundles.

• Definition : Let πj,n : Xn → Xj be the projection
from level n to level j in Demailly’s tower. Fora =
(a1, . . . , an) ∈ Nn, consider theline bundle onXn :

OXn
(a) := π∗1,nOX1

(a1)⊗ π∗2,nOX2
(a2)⊗ · · · ⊗ OXn

(an) .



Proposition. [DEMAILLY ] Let : a = (a1, . . . , an) ∈
Nn and let m := a1 + · · ·+an. Then one has a sheaf
injection :

(π0,n)∗OXn
(a) →֒ O

(
E DS

n,m

)
.

Moreover, OXn
(a) is relatively numerically effective

on X as soon as :
a1 > 3a2, . . . , an−2 > 3an−1 and an−1 > 2an > 1 .

Corollary. [D IVERIO] Let Xn ⊂ Pn+1 be a
smooth projective algebraic hypersurface and let
a = (a1, . . . , an) ∈ Nn satisfying again :
a1 > 3a2, . . . , an−2 > 3an−1 and an−1 > 2an > 1 .

Then :
OXn

(a)⊗ π∗0,nOX(l)

is fully numerically effective as soon as :
l > 2|a|

where |a| = a1 + · · · + an.

• Consequently : We have two numerically effective
bundles overXn, firstly :

F := OXn
(a)⊗ π∗0,nOX(2|a|)

and secondly, trivially :

G := π∗0,nOX

(
2|a|

)
.



• Application : ExpressOXn
(a) artificially as adiffe-

rencebetween two nef line bundles :

OXn
(a) = L = F⊗G−1

=
(
OXn

(a)⊗π∗0,nOX(2|a|)
)
⊗

(
π∗0,nOX(−2|a|)

)
.

• Demailly tower for k = n = 3 :

9 X3
π2,3

��

OX3
(1) u3

7 X2
π1,2

��

V2 C2
1, C2

2, C2
3

OX2
(1) u2

5 X1
π0,1

��

V1 C1
1, C1

2, C1
3

OX1
(1) u1

3 X TX c1, c2, c3 h

.

• First Chern classes :For any levelℓ satisfying1 6
ℓ 6 n, denote :

uℓ := ch1
(
OXℓ

(1)
)
.

so that
(
uℓ

)k is a(k, k)-form onXℓ.

• Second Chern classes :Introduce the(j, j)-forms :

Cℓ
j := chj(Vℓ)

onXℓ.



• Expression of the intersection product in terms of
Chern classes :

(
a1u1 + · · · + anun + 2|a|h

)n2
−

− n2(a1u1 + · · · + anun + 2|a|h
)n2−1

·
(
2|a|h

)
.

Lemma. After eliminations, fiber-integrations, and
annihilations, this intersection product :

(
a1u1 + · · · + anun + 2|a|h

)n2
−

− n2(a1u1 + · · · + anun + 2|a|h
)n2−1

·
(
2|a|h

)
.

becomes a certain polynomial :
pn+1,ad

n+1 + pn,ad
n + · · · + p1,ad

in terms of d = deg X having coefficients :
pk,a ∈ Z

[
a1, . . . , an

]
,

difficult to compute explicitly.

• Dimension ofXn :

dim Xn = n + n(n− 1) = n2 .

• Estimate on the degree :If the coefficientpn+1,a of
the dominant termdn+1 is positive, then for every suffi-
ciently large degree, say for :

deg X = d > dn,

this polynomial takes only positive values, and there exist
global sections of the (sub)bundle of jets.



• Simplest choice of weights :
a1 = 1, a2 = 2, a3 = 2 · 3, · · · , an = 2 · 3n−2 .

• In dimension n = 3 :
333162 d4 − 21628710 d3− 460474830 d2− 466509222 d ;

which is positive for alld = deg X > 82.

• In dimension n = 4 :
1701148891784544 d5− 399347698461413760 d4−

− 50296768150286142576 d3− 583578200119254857568 d2−

− 646476679639160501760 d ,

which is positive for alld > 329.

• In dimension n = 5 : [D IVERIO, 2008]
P54,18,6,2,1(d) = 82970555252684668951323755447424d6−

− 69092357692382960198316008279615424d5−

− 37591957313184629697218108831955927744d4−

− 2161144497516080476955607837671278699584d3−

− 20767931723173741117548555837243163806144d2−

− 23736461779038166246115958304551871056384d,

which is positive for alld > 1222.

• In dimension n = 6 : [M., 2008] Computation using
what follows, distributed on 15 computers :d > 4352.



V – Intersection product

• First family of relations :
(rel1)



Cn−1
j = Cn−2

j + λj,1 Cn−2
j−1 un−1 + λj,2 Cn−2

j−2 (un−1)
2 + · · · + λj,j (un−1)

j

Cn−2
j = Cn−3

j + λj,1 Cn−3
j−1 un−2 + λj,2 Cn−3

j−2 (un−2)
2 + · · · + λj,j (un−2)

j

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

C2
j = C1

j + λj,1 C1
j−1 u2 + λj,2 C1

j−2 (u2)
2 + · · · + λj,j (u2)

j

C1
j = cj + λj,1 cj−1 u1 + λj,2 cj−2 (u1)

2 + · · · + λj,j (u1)
j,

wherej = 1, 2, . . . , n is arbitrary and where the coeffi-
cientsλj,j−k (1 6 j 6 n, 0 6 k 6 j), independent ofℓ,
are differences of binomial numbers :

λj,j−k :=
(n−k)!

(j−k)! (n−j)!
−

(n−k)!
(j−k−1)!(n−j+1)!

.

• Second family of relations :
(rel2)



(un)
n = −Cn−1

1 (un)
n−1 − Cn−1

2 (un)
n−2 − · · · − Cn−1

n−1 un − Cn−1
n

(un−1)
n = −Cn−2

1 (un−1)
n−1− Cn−2

2 (un−1)
n−2− · · · − Cn−2

n−1 un−1 − Cn−2
n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(u2)
n = −C1

1 (u2)
n−1 − C1

2 (u2)
n−2 − · · · − C1

n−1 u2 − C1
n

(u1)
n = −c1 (u1)

n−1 − c2 (u1)
n−2 − · · · − cn−1un − cn.

• Chern classes in terms of the degree :

h := c1
(
OPn+1(1)

)
hn =

∫

X
hn = d.

• Ground level : ℓ = 0, Chern classes (smallc) :

cj := cj
(
TX) .



• Third family of relations :
(c-d)



c1 = −h
(
d− n− 2

)

c2 = h2(d2 −
(n+2)!

(n+1)! 1!
d +

(n+2)!
n! 2!

)

c3 = −h3(d3 −
(n+2)!

(n+1)! 1!
d2 +

(n+2)!
n! 2! d−

(n+2)!
(n−1)! 3!

)

·· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

cn = (−1)n hn
(
dn −

(n+2)!
(n+1)! 1!

dn−1 + · · · + (−1)n
(n+2)!
2! n!

)
.

Elimination problem

• Three processes of elimination :

“vanishing for degree-form reasons”

“fiber-integration”

“replacement”

Five main ideas
(∼ 30 pages of proof)

� Performing terminal inequalities within algebra.
� Introducing Jacobi-Trudy determinants.
� Highlighting the central monomialun

1 · · · u
n
n.

� Minoratingeffectivelypn+1,a.
� Majoratingeffectivelythe other coefficientspk,a.



Theorem. For an appropriate choice of weights
a1(n), . . . , an(n) that are explicit in terms of n, the
integer coefficients of the considered intersection
product

Fn2
− n2Fn2−1 · G

namely of the polynomial :

pn+1,a dn+1 +
∑

06k6n

pk,a dk

satisfy the effective inequalities :

pn+1,a > nnn+4
and pk,a 6 n(n+1)n+5

.

• In summary : We have constructed justat least one
not-identically zero differential equation :

P ∈ H0(X, E DS
n,mT ∗X ⊗A−1)

with the property (AHLFORS-GRAUERT-GREEN-
GRIFFITHS-DEMAILLY ) that every nonconstant entire
holomorphic curvef : X → C must satisfy :

P
(
jnf ) ≡ 0 .

• Question : How to conclude thatf (C) is contained in
some proper algebraic subsetY $ X ?



VII – Siu’s beautiful strategy

• Universal hypersurface : Define, in a system of ho-
mogeneous coordinates :

[Z] = [Z0 : Z1 : · · · : Zn : Zn+1] ∈ Pn+1

[A] =
[
(Aα)α∈Nn+2, |α|=d

]
∈ P

(n+1+d)!
(n+1)! d!

−1
,

theuniversal hypersurfaceof degreed :

X : 0 =
∑

α∈Nn+2
|α|=d

Aα0,...,αn+1 Z
α0
0 · · ·Z

αn+1
n+1

as the zero-locus of the general homogenous polynomial

of degreed. SetNn
d :=

(n+1+d)!
(n+1)! d!

− 1.

• Double projection :

Xpr1
{{vvvvvvvvv pr2

##HH
HH

HH
HH

H

Pn+1 PNn
d .

• Inhomogeneous coordinates :In the chart{Z0 6=
0} × {A0d0···0 6= 0}, write :

X0 : 0 = zd
1 +

∑

α∈Nn+1
|α|6d, α1<d

aα zα .



• Principal hypothesis : Entire holomorphic map va-
lued in a fixed projective hypersurface :

0 ≡ f1(ζ)d +
∑

α∈Nn+1
|α|6d, α1<d

aα f (ζ)α ,

where the coefficientsaα do not depend onζ.

• Coordinates in the space ofvertical n-jets :
(
zi, aα, z′j1

, z′′j2
, . . . , z

(n)
jn

)
∈

∈ Cn+1 × CNn
d × Cn+1 × Cn+1 × · · · × Cn+1︸ ︷︷ ︸

n times

.

• Chain rule : At orderκ = 4 :

0 =
∑

α∈Nn+1
|α|6d, ad0···0=1

aα zα

0 =
∑

α

aα

(∑

j1

∂(zα)

∂zj1

z′j1

)

0 =
∑

α

aα

(∑

j1

∂(zα)

∂zj1

z′′j1 +
∑

j1, j2

∂2(zα)

∂zj1∂zj2

z′j1z
′
j2

)

0 =
∑

α

aα

( ∑

j1

∂(zα)

∂zj1

z′′′j1 +
∑

j1, j2

∂2(zα)

∂zj1∂zj2

3 z′j1z
′′
j2

+
∑

j1, j2, j3

∂3(zα)

∂zj1∂zj2∂zj3

z′j1z
′
j2
z′j3

)

0 =
∑

α

aα

(∑

j1

∂(zα)

∂zj1

z′′′′j1
+

∑

j1, j2

∂2(zα)

∂zj1∂zj2

(
4 z′j1z

′′′
j2

+ 3 z′′j1z
′′
j2

)
+

+
∑

j1, j2, j3

∂3(zα)

∂zj1∂zj2∂zj3

6 z′j1z
′
j2
z′′j3 +

∑

j1, j2, j3, j4

∂4(zα)

∂zj1∂zj2∂zj3∂zj4

z′j1z
′
j2
z′j3z

′
j4

)
.



• Total differentiation operator :

D(•) :=
∑

λ∈N

n+1∑

k=1

∂(•)

∂z
(λ)
k

· z
(λ+1)
k

,

• General rewriting :

0 =
∑

α

aαzα = D
( ∑

α

aαzα
)

= · · · = Dn
( ∑

α

aαzα
)

.

Lemma. The (n+1) defining equations of Jn
vert(X0)

write as follows :

0 =
∑

α∈Nn+1
|α|6d, ad0···0=1

aα

κ∑

e=1

∑

16λ1<···<λe6κ

∑

µ1>1,...,µe>1

∑

µ1λ1+···+µeλe=κ

κ!

(λ1!)µ1µ1! · · · (λe!)µeµe!

n+1∑

j1
1 ,...,j1

µ1
=1

· · ·
n+1∑

je
1,...,j

e
µe=1

∂µ1+···+µe
(
zα

)

∂zj1
1
· · · ∂zj1

µ1
· · · ∂zje

1
· · · ∂zje

µe

z
(λ1)

j1
1
· · · z

(λ1)

j1
µ1

· · · z
(λe)
je
1
· · · z

(λe)
je
µe

,

where κ = 0, 1, 2, 3, 4, . . . , n.

• Generation by global sections :An arbitrary vector
field defined in the ambient space :

Cn+1 × CNn
d × Cn(n+1)

writes under the general form :

T =

n+1∑

i=1

Zi

∂

∂zi

+
∑

α∈Nn+1
|α|6d, α1<d

Aα

∂

∂aα

+

n+1∑

k=1

Z′k
∂

∂z′k
+

n+1∑

k=1

Z′′k
∂

∂z′′k
+ · · · +

n+1∑

k=1

Z
(n)
k

∂

∂z
(n)
k

.



Theorem. [M., 2009] Let Σ̃ be the closure, in
Jn

vert(X ), of the closed algebraic subset of affine
vertical jets Jn

vert(X0) which is defined by the anni-
hilation of all the first order jets :

Σ̃0 :=
{(

zi, aα, z
′
j1
, . . . , z

(n)
jn

)
: z′1 = z′2 = · · · = z′n+1 = 0

}
.

Then the following two properties hold true :
• Jn

vert(X )\Σ is smooth of pure codimension equal
to n+1 at every point, namely of dimension equal
to :

jd
n := n + 1 + Nn

d + n(n + 1)− (n + 1)

=
(n+1+d)!
(n+1)! d!

+ n(n + 1).

• The twisted tangent bundle :
TJn

vert(X ) ⊗OPn+1

(
n2 + 2n

)
⊗ O

PNn
d
(1)

is generated by its global sections on Jn
vert(X )

∖
Σ̃,

that is to say : at every point p[n] ∈ Jn
vert(X )

∖
Σ̃

which does not belong to Σ̃, one may find jd
n glo-

bal sections T1, . . . , Tjd
n

on X of this twisted tan-
gent bundle such that :

CT1(p
[n])⊕ · · · ⊕ CTjd

n
(p[n]) = T

Jn
vert(X ), p[n].



VII-1 – Algebraic degeneracy

Theorem. [DMR 2009] Let X ⊂ Pn+1 be a pro-
jective hypersurface of arbitrary dimension n > 2.
Then there exists a noneffectivepositive integer :

dn≫ 1,

such that, if X is generic of degree deg X > dn,
then there exists a proper algebraic subvariety :

Y $ X,

such that every nonconstant entire holomorphic
curve f : C → X has image f (C) entirely contai-
ned in Y .

• From above : [D IVERIO, 2008]For a jet orderk = n

equal to the dimension, there existsdn≫ 1 such that the
two isomorphic spaces of sections :

H0
(
Xn, OXn(m)⊗ π∗0,nA

−1
)
≃ H0

(
X, En,mT ∗X ⊗ A−1

)
6= 0 ,

arenonvoidwhend > dn, providedm > md,n is suffi-
ciently large.

• Canonical bundle :

KX ≃ OX(d− n− 2) .

It will play the rôle of the ample line bundleA.

• Continuity argument : For δ > 0 sufficiently small :

H0
(
Xn,OXn(m)⊗ π∗0,nK

−δm
X

)
≃ H0

(
X, En,mT ∗X ⊗K−δm

X

)
6= 0 .



• Slices of the universal hypersurface :

Xs := X
∣∣
s
, s ∈ PNn

d .

• Beautiful idea of Siu (2002): Holomorphic family of
jet differentials not identically zero :

P =
{
P |s ∈ H0(Xs, En,mT ∗Xs

⊗K−δm
Xs

)}
.

• Semi-continuity of cohomology : [HARTSHORNE]
The parameterss range outside a certain (uncontrolled)
exceptional algebraic subvariety of the parameter space
PNn

d .

• Fix s0 outside this exceptional set.

• Nonconstant entire curvef : C→ Xs0.

• Define the zero-set locus :

Ys0 :=
{
x ∈ Xs0 : P |s0(x) = 0

}

of the non-identically zero sectionP |s0 of the vector
bundleEn,mT ∗Xs0

⊗K−δm
Xs0

.

Lemma. Then Ys0 is a proper algebraic subset of X

which contains all nonconstant entire holomorphic
curves :

f (C) ⊂ Ys0.

• Existence of at least one differential equation :

P |s0

(
jnf (ζ)

)
≡ 0 .



• By contradiction : There existsζ0 ∈ C such that :

f (ζ0) 6∈ Ys0 et f ′(ζ0) 6= 0 .

• In local coordinates :
P =

∑

|i1|+···+n|in|=m

qi1,...,in(s, z) (z′)i1 · · · (z(n))in

Ys0 =
{
z ∈ Xs0 : qi1,...,in(s0, z) = 0, ∀ i1, . . . , in

}
.

• Relative polynomialness :With respect to the jets.

• Differentiate by a vector field :
(•)⊗ OXs0

(n2 + 2n).

V

f(C)

f(t0)

fiber

JnVf(t0)

JnVf(t0)

X
?

Y

differential
LV P

another jet

{P =0}

{LV P =0}

constructing

jnf(t0)

jnf(t0)

jnf(t0)

• Differentiate by p vector fields :
(•)⊗OXs0

(p(n2 + 2n))

• Global section in :
H0(Xs0, En,mT ∗Xs0

⊗OXs0
(−δm(d− n− 2)+p(n2 + 2n))

)
.

• Still insure the inverse of an ample line bundle :
−δm(d− n− 2) + p(n2 + 2n) < 0. �
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I – Statement of the main result

• Complex projective algebraic hypersurface :

Xn ⊂ Pn+1(C) .

• Canonical line bundle :

KX := ΛnT ∗X .

• General type :As m→∞ :

h0(X, K⊗m
X

)
∼ c ·mdim X .

for a certain constantc > 0

• Equivalent characterization :

deg X > dim X + 3 .

• (Strong) Conjecture of Green-Griffiths (1979) : If
the projective algebraic hypersurfaceXn ⊂ Pn+1(C) is
generic of degreed > n + 3, then there exists a proper
algebraic subvarietyY ⊂ X such that every noncons-
tant entire holomorphic curvef : C → X is necessarily
completely contained insideY , namely :f (C) ⊂ Y .

Y

f(C)

X
f

C



• Kobayashi hyperbolicity conjecture (1970) :A com-
plex projective algebraicXn ⊂ Pn+1(C) is hyperbo-
lic, namely [Brody] : « every entire holomorphic curve
f : C→ X is necessarilyconstant», whenever

deg X > 2n + 1 ,

providedX is generic.

• Siu 2002, 2004 :There existsdn >> 1 such that the
generic hypersurfacesXn ⊂ Pn+1 of degree :

deg X > dn

are Kobayashi-hyperbolic.

• Today’s goal : Realize this, usingworks
/

ideas of
BLOCH, KOBAYASHI, BRODY, GREEN, GRIFFITHS,
CLEMENS, EIN , VOISIN, MCQUILLAN , SIU , TRA-
PANI, CAMPANA , DEMAILLY , EL GOUL, DETHLOFF,
ROUSSEAU, PAŬN, DIVERIO, M.

• Some previous last decade results :

• Dimension 2 : X2 ⊂ P3(C) : Green-Griffiths+ Ko-
bayashi :

� MCQUILLAN , 1999 :d > 36.

� DEMAILLY -EL GOUL, 2000 :d > 21.

� PAŬN, 2008 :d > 18.

• Dimension 3 :X3 ⊂ P4(C) : Algebraic degeneracy :

� ROUSSEAU2007 :d > 593.



Theorem. [DMR, 5 feb. 2008]If X ⊂ Pn+1 is a
generic complex projective algebraic hypersurface,
there exists a proper algebraic subvariety Y $ X

such that f (C) ⊂ Y for every nonconstant entire
holomorphic curve :
• for dim X = 4, whenever deg X > 3203 ;
• for dim X = 5, whenever deg X > 35355 ;
• for dim X = 6, whenever deg X > 172925.

Theorem. [D IVERIO-M.-ROUSSEAU, 17 nov. 2008]
In arbitrary dimension n > 2 with Xn ⊂ Pn+1(C)
generic, strong algebraic degeneracy of noncons-
tant entire holomorphic curves holds whenever :

deg X > n(n+1)(n+5)
.



II – Bundles of invariant jets

• Germ of holomorphic curve :

f : (C, 0) −→ (Cn, 0) ≃ (X,x).

• Algebraic differential operator of order k :

P
(
f ′, f ′′, . . . , f (k)) =

∑

α1,α2,...,αk∈Nn

pα1α2...αk
(f )

(f ′)α1(f ′′)α2 . . . (f (k))αk,

the sum beingfinite, where thepα1α2...αk
(z) are holomor-

phic functions, and where :

(f (i))αi = (f
(i)
1 )αi,1 . . . (f

(i)
n )αi,n.

• Definition : DenoteE GG
k,m the bundle (introduced by

Green-Griffiths) whose sections are differential operators
of orderk that are homogeneous of weight :

m = |α1| + 2|α2| + · · · + k|αk| .

• Structure : The graduatem-th partE GG
k,m of this bundle

E GG
k is vectorial :

Gr•E GG
k,m =

⊕

l1+2l2+···+klk=m

Sl1T ∗X ⊗ · · · ⊗ SlkT ∗X .



• Demailly-Semple invariant jets : In local coordinates
z = (z1, . . . , zn) centered inx ∈ X, a differential opera-
tor :

P =
∑

|α1|+2|α2|+···+k|αk|=m

pα(f )(f ′)α1 . . . (f (k))αk

is said to beinvariant under local reparametrizations
φ : (C, 0) 7→ (C, 0) if :

P
(
(f ◦ φ)′, . . . , (f ◦ φ)(k)) = φ′(0)mP

(
f ′, . . . , f (k)) .

• Structure : Make a subbundleE DS
k,m of E GG

k,m .

Theorem. [BLOCH, AHLFORS, GREEN-GRIFFITHS,
DEMAILLY , SIU ] Let X be a complex projective al-
gebraic hypersurface, let A be an ample line bundle
on X — just take A = OX(1) — and let :

P ∈ H0(X,E GG orDS
k,m ⊗A−1)

be a global section. Then every nonconstant entire
holomorphic curve f : C → X satisfies the corres-
ponding differential equation :

P
(
f ′, . . . , f (k)) ≡ 0.

• Extremely difficult problem : Understand the condi-
tion of invariancy in the definition of Demailly invariant
jetsE DS

k,m.



Recent works concerned

• Joël M. Jets de Demailly-Semple d’ordres 4 et 5 en
dimension 2, Int. J. Contemp. Math. Sciences,3 (2008)
no. 18,861–933.

• Joël M. An algorithm to generate all polyno-
mials in the k-jet of a holomorphic discD → Cn

that are invariant under source reparametrization,
arxiv.org/abs/0808.3547/, 103 pages.

• Joël M. Low pole order frames on vertical jets of the
universal hypersurface, Ann. Inst. Fourier (Grenoble), to
appear,31 pages.

• Simone Diverio, Joël M. and Erwan Rousseau,
Effective algebraic degeneracy, arxiv.org/abs/0811.2346/,
47 pages.

First main goal

Explain Green-Griffiths algebraic degeneracy for
dim X = 4 whenever deg X > 3203.

Second main goal

Explain Green-Griffiths algebraic degeneracy for
dim X = n whenever deg X > n(n+1)n+5

.



III – Explicit invariant jets

• (Refined) jets of de Demailly-Semple :Invariancy
under reparametrization is supposed :

set g := f ◦ φ

require thatP
(
jkg

)
= (φ′)m P

(
jkf

)

for every (D, 0)
φ
→ (D, 0), wherem > 1 is called the

weight of P.

• Examples :
� Jets of order1 :

En
1 = C

[
f ′1, f

′
2, . . . , f

′
n

]
.

� Jets of order2 :

f ′i and the :

∣∣∣∣∣
f ′i1

f ′i2
f ′′i1

f ′′i2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
f ′i1

f ′2
f ′′1 + φ′′f ′i1

f ′′2 + φ′′f ′i2

∣∣∣∣∣

• Concretely : Setgi := fi ◦ φ and compute :
g′i = φ′f ′i ,

g′′i = φ′′f ′i + φ′
2
f ′′i ,

g′′′i = φ′′′f ′i + 3 φ′′φ′f ′′i + φ′
3
f ′′′i ,

g′′′′i = φ′′′′f ′i + 4 φ′′′φ′f ′′i + 3 φ′′
2
f ′′i + 6 φ′′φ′

2
f ′′′i + φ′

4
f ′′′′i ,

g′′′′′i := φ′′′′′f ′i + 5 φ′′′′φ′f ′′i + 10 φ′′′φ′′f ′′i + 15 φ′′
2
φ′f ′′′i +

+ 10 φ′′′φ′
2
f ′′′i + 10 φ′′φ′

3
f ′′′′i + φ′

5
f ′′′′′i .

P
(
g′, g′′, g′′′, g′′′′, g′′′′′

)
=

(
φ′

)m
P
(
f ′, f ′′, f ′′′, f ′′′′, f ′′′′′

)
.



• Known algebraic descriptions :

� n = 2, k = 3 : DEMAILLY (unpublished) ;ROUS-
SEAU. 5.
� n = 3, k = 3 : ROUSSEAU. 16.
� n = 2, k = 4 : DEMAILLY -EL GOUL (unpubli-

shed) ;M. 9.
� n = 2, k = 5 : M. 56.
� n = 4, k = 4 : M. 2835.

Green-Griffiths and Kobayashi conjectures

• For any effectiveapplication to entire holomorphic
curves, it is necessary to solve all the following ques-
tions : (not only the first one)

• Question 1 : Is the algebra of Demailly-Semple inva-
riants finitely generated?

• Question 2 : Is the ideal of relations between them
generated by specific regular processes?

• Question 3 : Is the algebra Cohen-Macaulay ? If it is,
describe an effective set of primary invariants.

• Question 4 : If it is not Cohen-Macaulay, describe an
effective Gröbner basis for the ideal of relations between
the invariants.

• Accessible in the future :n = 5, k = 5.



III-1 – An inappropriate algorithm

• Perform the cross-product between two invariants :
Suppose we know two invariants :P of weightm andQ

of weightn :

P
(
jkg

)
=

(
φ′

)m
P
(
jkf

)
,

Q
(
jτg

)
=

(
φ′

)n
Q

(
jτf

)
,

where we have setg := f ◦ φ.

• Differentiate : with respect to the variableζ ∈ C :

P′ = mφ′′
(
φ′

)m−1
P +

(
φ′

)m−1
P′

Q′ = nφ′′
(
φ′

)n−1
Q +

(
φ′

)n−1
Q′.

• One should eliminate the second derivativeφ′′.

Observation.Every pair of invariants yields automa-
tically a new invariant :[

P, Q
]

:= n P′ · Q−m P · Q′ ,

which is visibly skew-symmetric in P and Q.

• Three generating families of relations :

(J ac) 0 ≡
[[

P, Q
]
, R

]
+

[[
R, P

]
, Q

]
+

[[
Q, R

]
, P

]
.

(Plck1) 0 ≡ m P
[
Q, R

]
+ o R

[
P, Q

]
+ n Q

[
R, P

]
.

(Plck2)
0 ≡

[
P, Q

]
·
[
R, S

]
+

[
S, P

]
·
[
R, Q

]
+

[
Q, S

]
·
[
R, P

]
.



III-2 – The appropriate algorithm

Theorem. [M., 2008] Construction of complete al-
gorithm which generates all jet polynomials inva-
riant under reparametrization and all the relations
between them, in arbitrary dimension n and for jets
of arbitrary order k.

• First illustration : Dimensionn = 3 and jet of order
k = 3 [Rousseau 2006 ; M. 2007]: 4 bi-invariants.

• 9 jet variables :(
f ′1, f

′
2, f
′
3, f

′′
1 , f ′′2 , f ′′3 , f ′′′1 , f ′′′2 , f ′′′3

)
.

• Double trick of reparametrizing by f−1
1 and of re-

quiring unipotent invariance yields an initial form :

P
(
j3f

)
=

∑
−2

3m6a6m
(f ′1)

a Pa

(
Λ3, Λ5, D6

)
.

• Explicit expressions :EachPa depends upon the fol-
lowing basic bi-invariants :

Λ3 :=

∣∣∣∣
f ′1 f ′2
f ′′1 f ′′2

∣∣∣∣ =: ∆
′,′′

1,2,

Λ5 := ∆
′,′′′

1,2 f ′1 − 3 ∆
′,′′

1,2 f ′′1 ,

D6 :=

∣∣∣∣∣∣

f ′1 f ′2 f ′′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3

∣∣∣∣∣∣
=: ∆

′, ′′, ′′′ .



• Observation : these3 bi-invariants are algebraically
independent,evenafter setting f ′1 = 0 :

Λ3
∣∣
0 = −f ′2f

′′
1 ,

Λ5
∣∣
0 = f ′2 f ′′1 f ′′1 ,

D6
∣∣
0 =

∣∣∣∣∣∣

0 f ′2 f ′′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3

∣∣∣∣∣∣
.

Theorem. Then in the sum :
P
(
j3f

)
=

∑
−2

3m6a6m
(f ′1)

a Pa

(
Λ3, Λ5, D6

)
,

there are in fact no negative powers of f ′1, so that :

UDS3
3 = C

[
f ′1, Λ3, Λ5, D6] .

Proof.Ortherwise, get by chasing the denominators :

(f ′1)
−amin P

(
j3f

)
= Pamin

(
Λ3, Λ5, D6) + f ′1 × remainder .

Then setf ′1 = 0 hence get :

0 ≡ Pamin

(
Λ3

∣∣
0, Λ5

∣∣
0, D6

∣∣
0

)
,

whenceP−amin = 0 by the algebraic independence of
Λ3

∣∣
0, Λ5

∣∣
0, D6

∣∣
0, which visibly contradicts the definition

of −amin. �

• Anticipated reinterpretation :

Ideal-Rel
(
Λ3

∣∣
0, Λ5

∣∣
0, D6

∣∣
0

)
= {0} .



Corollary. [Rousseau 2006 ; M. 2007]By polarizing
these 4 bi-invariants, one obtains that the full al-
gebra DS3

3 of invariants under reparametrization is
generated by the 16 bi-invariants :

f ′i, Λ3
i,j, Λ5

i,j; k, D5.

• Second illustration : dimensionn = 4 and jet order
k = 4.

• 16 jet variables :(
f ′1, f

′
2, f

′
3, f
′
4, f
′′
1 , f ′′2 , f ′′3 , f ′′4 , f ′′′1 , f ′′′2 , f ′′′3 , f ′′′4 , f ′′′′1 , f ′′′′2 , f ′′′′3 , f ′′′′4

)
.

• Same double trick and some computations provide
an initial representation :

P
(
j4f

)
=

∑
−3

4m6a6m
(f ′1)

a Pa

(
Λ3, Λ5, Λ7,

D6, D8, N10, W 10
)
.

• Explicit expressions :EachPa depends upon the fol-
lowing basic bi-invariants :

Λ7 :=
(
∆
′,′′′′

1,2 + 4 ∆
′′,′′′

1,2

)
f ′1f
′
1−

− 10 ∆
′,′′′

1,2 f ′1f
′′
1 + 15 ∆

′,′′

1,2 f ′′1 f ′′1 ,

D8 := f ′1

∣∣∣∣∣∣

f ′1 f ′2 f ′′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′′1 f ′′′′2 f ′′′′3

∣∣∣∣∣∣
− 6 f ′′1

∣∣∣∣∣∣

f ′1 f ′2 f ′′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3

∣∣∣∣∣∣
,



N10 := ∆
′,′′′,′′′′

1,2,3 f ′1f
′
1 − 3 ∆

′,′′,′′′′

1,2,3 f ′1f
′′
1 +

+ 4 ∆
′,′′,′′′

1,2,3 f ′1f
′′′
1 + 3 ∆

′,′′,′′′

1,2,3 f ′′1 f ′′1 ,

and finally, theWronskian :

W 10 :=

∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′1 f ′2 f ′3 f ′4
f ′′1 f ′′2 f ′′3 f ′′4
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3 f ′′′4
f ′′′′1 f ′′′′2 f ′′′′3 f ′′′′4

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

• Starting point for the algorithm :

P
(
j5f

)
=

∑
−3

4m6a6m
(f ′1)

a Pa

(
Λ3, Λ5, Λ7,

D6, D8, N10, W 10
)

• Presence ofnegativepowers off ′1 !

� Compute the Ideal of Relations of these seven
bi-invariants restricted to {f ′1 = 0} :

Ideal-Rel

(
Λ3

∣∣
0, Λ5

∣∣
0, Λ7

∣∣
0, D6

∣∣
0, D8

∣∣
0, N10

∣∣
0, W 10

∣∣
0

)
,

namely a generating set of the ideal of all polynomials in
seven variables that give zero, identically, after substitu-
ting these four restricted invariants.



� Get the six relations valuable forf ′1 = 0 :

0
a
≡ 5 Λ5Λ5 − 3 Λ3Λ7

∣∣∣
0
,

0
b
≡ 2 Λ5D6 − Λ3D8

∣∣∣
0
,

0
c
≡ Λ7D6 − 5 Λ3N10

∣∣∣
0
,

0
d
≡ Λ5D8 − 6 Λ3N10

∣∣∣
0
,

0
e
≡ Λ7D8 − 10 Λ5N10

∣∣∣
0
,

0
f
≡ D8D8 − 12 D6N10

∣∣∣
0
.

Gröbner bases ; Dickson lemma ; S-polynomials

x10

x2



� So without settingf ′1 = 0, there should be three
remainders that are a multiple of f ′1 :

0
a
≡ 5 Λ5Λ5 − 3 Λ3Λ7 + f ′1 × something,

0
b
≡ 2 Λ5D6 − Λ3D8 + f ′1 × something,

0
c
≡ Λ7D6 − 5 Λ3N10 + f ′1 × something,

0
d
≡ Λ5D8 − 6 Λ3N10 + f ′1 × something,

0
e
≡ Λ7D8 − 10 Λ5N10 + f ′1 × something,

0
f
≡ D8D8 − 12 D6N10 + f ′1 × something.

� Each something necessarily also is a bi-
invariant.

� Find the maximal power of f ′1 which factors
eachsomething.



� Get the six completed expressions :

0
a
≡ 5 Λ5Λ5 − 3 Λ3Λ7+f ′1f

′
1M

8,

0
b
≡ 2 Λ5D6 − Λ3D8+1

3 f ′1E
10,

0
c
≡ Λ7D6 − 5 Λ3N10+f ′1L

12,

0
d
≡ Λ5D8 − 6 Λ3N10+f ′1L

12,

0
e
≡ Λ7D8 − 10 Λ5N10−f ′1Q

14,

0
f
≡ D8D8 − 12 D6N10−f ′1R

15.

� Test whether or not the obtained bi-invariants :

M8 E10 L12 Q14 R15

belong or do not belong to the algebra generated by
the previously known bi-invariants :

f ′1 Λ3 Λ5 Λ7 D6 D8 N10 W 10

� Here : none of the above13 bi-invariants is
equal to a polynomial with respect to the12 remai-
ning ones.

� Compute the explicit expressions :

M 8 :=
−5 Λ5Λ5 + 3 Λ3Λ7

f ′1f
′
1

= 3 ∆
′, ′′′′

1,2 ∆
′, ′′

1,2 + 12 ∆
′′, ′′′

1,2 ∆
′, ′′

1,2 − 5 ∆
′, ′′′

1,2 ∆
′, ′′′

1,2 ,



E10 :=
−6 Λ5 D6 + 3 Λ3 D8

f ′1

= 3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 − 6 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 ,

L12 :=
−Λ7D6 + 5 Λ3N10

f ′1

= −∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1 − 4 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1 + 5 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′1 + 10 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′1−

− 15 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 + 20 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′′1 ,

Q14 :=
Λ7D8 − 10 Λ5N10

f ′1

= −10 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′
1 + ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′
1 + 4 ∆

′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′
1+

+ 20 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′′
1 + 30 ∆

′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′1f
′′
1 − 6 ∆

′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′′
1−

− 24 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′′
1 − 40 ∆

′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′′′
1 − 75 ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 f ′′1 +

+ 30 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′1 f ′′1 + 120 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 f ′′′1 ,

R15 := ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 f ′1 − 12 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 f ′1 + 24 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 f ′′1−

− 48 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 f ′′′1 ,

� Then restart the process with the 12 bi-
invariants.

Ideal-Rel
(

Λ3
∣∣
0
, Λ5

∣∣
0
, Λ7

∣∣
0
, D6

∣∣
0
, D8

∣∣
0
, N 10

∣∣
0
,

M 8
∣∣
0
, E10

∣∣
0
, L12

∣∣
0
, Q14

∣∣
0
, R15

∣∣
0
, W 10

∣∣
0

)



� Compute the Ideal of Relations of these bi-
invariants restricted to {f ′1 = 0} :

0
g
≡ 4 D8Q14 − 5 Λ7R15−f ′1X

21,

0
h
≡ 24 D6Q14 − 25 Λ5R15+f ′1V

19,

0
i
≡ L12L12 + E10Q14−f ′1M

8R15,

0
j
≡ 8 N10L12 + Λ7R15+f ′1X

21,

0
k
≡ 4 D8L12 + 5 Λ5R15−f ′1V

19,

0
l
≡ 8 D6L12 + 5 Λ3R15−1

3 f ′1U
17,

0
m
≡ Λ7L12 + Λ5Q14−2 f ′1M

8N10,

0
n
≡ 5 Λ5L12 + 3 Λ3Q14−f ′1D

8M8,

0
o
≡ 8 N10E10 + Λ5 R15−f ′1V

19,

0
p
≡ 4 D8E10 + 3 Λ3R15−f ′1U

17,

0
q
≡ 5 Λ7E10 + 3 Λ3Q14−6f ′1D

8M 8,

0
r
≡ 5 Λ5E10 − 3 Λ3L12−6 f ′1D

6M 8,

0
s
≡ 8 Λ5N 10Q14 − Λ7Λ7R15+f ′1Q

14Q14 + 4 f ′1N
10N 10M 8,

0
t
≡ 24 Λ3N 10Q14 − 5 Λ5Λ7R15−5 f ′1L

12Q14 + 2 f ′1M
8D8N 10.

� Get 3 new bi-invariants :

U17, V 19, X21 ,



that are defined explicitly by :

U 17 =
4 D8E10 + 3 Λ3R15

f ′1

= 15 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 − 36 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2−

− 24 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 + 144 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 ,

V 19 =
8 N 10E10 + Λ5R15

f ′1

= 24 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′1 − 60 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1+

+ ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1 − 75 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 +

+ 36 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 + 168 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′1−

− 144 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′′1 + 96 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′′1 −

− 240 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′′1 ,

X21 =
4 D8Q14 − 5 Λ7R15

f ′1

= −40 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′
1 − 4 ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′
1−

− 4 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′
1 + 60 ∆

′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′
1+

+ 240 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′
1 + 130 ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′′
1 +

+ 120 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′1f
′′
1 − 168 ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′′
1−

− 668 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′′
1 − 360 ∆

′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′′
1−

− 160 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′′′
1 + 240 ∆

′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′′′
1 +

+ 960 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′′′
1 − 375 ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 f ′′1 +

+ 840 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′1 f ′′1 + 180 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 f ′′1 +

+ 144 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′′1 f ′′1 + 144 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′′1 f ′′1−

− 1440 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′1 f ′′′1 + 480 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 f ′′′1 .



� Termination of the algorithm : Use plain lexi-
cographic ordering of the14bi-invariants :

Λ3 > Λ5 > Λ7 > D6 > D8 > N 10 > M 8 > E10 > L12 >

> Q14 > R15 > U 17 > V 19 > X21,

x10

x2

� Obtain 41completed syzygies between these14
bi-invariants :

0
1
≡ −5 Λ5Λ5 + 3 Λ3Λ7

LT
−f ′1f

′
1M

8,

0
2
≡ −2 Λ5D6 + Λ3D8

LT
−1

3f
′
1 E10,

0
3
≡ −Λ7D6 + 5 Λ3N 10

LT
−f ′1L

12,

0
4
≡ −5 Λ5E10 + 3 Λ3L12

LT
+6 f ′1D

6M 8,

0
5
≡ 5 Λ7E10 + 3 Λ3Q14

LT
−6 f ′1D

8M 8,

0
6
≡ 4 D8E10 + 3 Λ3R15

LT
−f ′1U

17,



0
7
≡ −36 D6D6M 8 − 5 E10E10 + 3 Λ3U 17

LT
+0,

0
8
≡ −5 E10L12 − 6 D6D8M 8 + 3 Λ3V 19

LT
+0,

0
9
≡ 5 L12L12 + 3 Λ3X21

LT
+ M 8D8D8+0,

0
10
≡ −6 Λ7D6 + 5 Λ5D8

LT
−f ′1L

12,

0
11
≡ −Λ7D8 + 10 Λ5N 10

LT
+f ′1Q

14,

0
12
≡ Λ5L12

LT
− Λ7E10+f ′1D

8M 8,

0
13
≡ Λ7L12 + Λ5Q14

LT
−2 f ′1M

8N 10,

0
14
≡ 8 N 10E10 + Λ5R15

LT
−f ′1V

19,

0
15
≡ Λ5U 17

LT
− E10L12 − 6 D6D8M 8+0,

0
16
≡ Λ5V 19

LT
−M 8D8D8 − L12L12+f ′1M

8R15,

0
17
≡ Λ5X21

LT
− L12Q14 + 2 D8N 10M 8+0,

0
18
≡ 8 N 10L12 + Λ7R15

LT
+f ′1X

21,

0
19
≡ −L12L12 + Λ7U 17

LT
− 5 M 8D8D8+0,

0
20
≡ L12Q14 + Λ7V 19

LT
− 10 D8M 8N 10+0,

0
21
≡ 20 N 10N 10M 8 + Q14Q14 + Λ7X21

LT
+0,

0
22
≡ 6 D6M 8R15

LT
+ L12U 17 − E10V 19+0,

0
23
≡ 5 D8M 8R15

LT
−Q14U 17 − L12V 19+0,

0
24
≡ 10 N 10M 8R15

LT
−Q14V 19 + L12X21+0,



0
25
≡ 5 M 8R15R15

LT
+ V 19V 19 + U 17X21+0,

0
26
≡ −D8D8 + 12 D6N 10

LT
+f ′1R

15,

0
27
≡ −5 D8E10 + 6 D6L12

LT
+f ′1U

17,

0
28
≡ 3 D6Q14

LT
+ 25 N 10E10−3 f ′1V

19,

0
29
≡ 5 E10R15 −D8U 17 + 6 D6V 19

LT
+0,

0
30
≡ −3 L12R15 + N 10U 17 + 3 D6X21

LT
+0,

0
31
≡ −10 N 10E10 + D8L12

LT
+f ′1V

19,

0
32
≡ D8Q14

LT
+ 10 N 10L12+f ′1X

21,

0
33
≡ −2 N 10U 17 + D8V 19

LT
+ L12R15+0,

0
34
≡ Q14R15 + 2 N 10V 19 + D8X21

LT
+0,

0
35
≡ −2 L12N 10U 17 + R15L12L12 + 10 V 19N 10E10

LT
−f ′1V

19V 19,

0
36
≡ 2 N 10U 17Q14 −R15L12Q14 + 10 V 19N 10L12

LT
+f ′1V

19X21,

0
37
≡ 10 N 10L12X21

LT
−R15Q14Q14 − 2 Q14N 10V 19+f ′1X

21X21,

0
38
≡ 2 N 10U 17X21

LT
−X21L12R15 + V 19Q14R15 + 2 N 10V 19V 19+0,

0
39
≡ E10Q14

LT
+ L12L12−f ′1M

8R15,

0
40
≡ Q14U 17 + 6 L12V 19 + 5 E10X21

LT
+0,

0
41
≡ −6 Q14L12V 19 −Q14Q14U 17 + 5 X21L12L12

LT
−5 f ′1M

8R15X21.



III-3 – 2835

Theorem. (M. 2008) In dimension n = 4 for jets
of order κ = 4, the algebra UDS4

4 of jet polyno-
mials P

(
j4f1, j

4f2, j
4f3, j

4f4
)

invariant by repara-
metrization and invariant under the unipotent ac-
tion is generated by the 16 mutually independent
bi-invariants defined above :

W 10, f ′1, Λ3, Λ5, Λ7, D6, D8, N 10,

M 8, E10, L12, Q14, R15, U 17, V 19, X21,

whose restriction to {f ′1 = 0} has a reduced gröb-
nerized ideal of relations, for the Lexicographic or-
dering, which consists of the 41 syzygies written
above. Furthermore, any bi-invariant of weight m

writes uniquely in the finite polynomial form :
P
(
jκf

)
=

∑

o, p

(f ′1)
o
(
W 10

)p
∑

(a,...,n)∈N14\(�1∪···∪�41)
3a+···+21n=m−o−10p

coeffa,...,n,o,p ·

·
(
Λ3

)a (
Λ5

)b (
Λ7

)c (
D6

)d (
D8

)e (
N 10

)f(
M 8

)g (
E10

)h

(
L12

)i (
Q14

)j (
R15

)k (
U 17

)l (
V 19

)m (
X21

)n
,

with coefficients coeffa,...,n,o,p subjected to no res-
triction, where �1, . . ., �41 denote the quadrants
in N14 having vertex at the leading terms of the 41
syzygies in question.

Corollary In dimension n = 4 for jets of order κ = 4,
the algebra DS4

4 of jet polynomials P
(
j4f

)
invariant



by reparametrization is generated by the polariza-
tions :

W 10, f ′i , Λ3
[i,j], Λ5

[i,j]; α, Λ7
[i,j]; α,β, D6

[i,j,k],

D8
[i,j,k]; α, N 10

[i,j,k]; α,β, M 8
[i,j],[k,l], E10

[i,j,k],[p,q], L12
[i,j,k],[p,q]; α,

Q14
[i,j,k],[p,q]; α,β, R15

[i,j,k],[p,q,r]; α, U 17
[i,j,k],[p,q,r],[s,t],

V 19
[i,j,k],[p,q,r],[s,t]; α, X21

[i,j,k],[p,q,r],[s,t]; α,β,

of the 16 bi-invariants W 10, f ′1, Λ3, Λ5, Λ7, D6, D8,
N10, M8, E10, L12, Q14, R15, U17, V 19, X21 genera-
ting the algebra UDS4

4 of bi-invariants ; these polari-
zed invariants are skew-symmetric with respect to
each collection of bracketed indices [i, j, k], [p, q, r],
[s, t], and they are explicitly represented in terms
of ∆-determinants by the following complete explicit
formulas :

W 10
1,2,3,4,

f ′i ,

Λ3
[i,j] := ∆

′, ′′

i,j ,

Λ5
[i,j]; α := ∆

′, ′′′

i,j f ′α − 3 ∆
′, ′′

i,j f ′′α ,

Λ7
[i,j]; α,β := ∆

′, ′′′′

i,j f ′αf
′
β + 4 ∆

′′, ′′′

i,j f ′αf
′
β − 5∆

′, ′′′

i,j

(
f ′αf

′′
β + f ′′αf ′β

)
+

+ 15 ∆
′, ′′

i,j f ′′αf ′′β ,

D6
[i,j,k] := ∆

′, ′′, ′′′

i,j,k ,



D8
[i,j,k]; α := ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k f ′α − 6 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k f ′′α ,

N 10
[i,j,k]; α,β := ∆

′, ′′′, ′′′′

i,j,k f ′αf
′
β −

3

2
∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k

(
f ′αf

′′
β + f ′′αf ′β

)
+

+ 2 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k

(
f ′αf

′′′
β + f ′′′α f ′β) + 3 ∆

′, ′′, ′′′

i,j,k f ′′αf ′′β ,

M 8
[i,j],[k,l] := 3 ∆

′, ′′′′

i,j ∆
′, ′′

k,l + 12 ∆
′′, ′′′

i,j ∆
′, ′′

k,l−

− 5 ∆
′, ′′′

i,j ∆
′, ′′′

k,l ,

E10
[i,j,k],[p,q] := 3 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′

l,m − 6 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′′

l,m,

L12
[i,j,k],[l,m]; α := 5 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′′

p,q f ′α − 15 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′

p,q f ′′α − 6 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′′′

p,q f ′α−

− 24 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′′, ′′′

p,q f ′α + 30 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′′

p,q f ′α,

Q14
[i,j,k],[p,q]; α,β := −10 ∆

′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′′

p,q f ′αf
′
β + ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′′′

p,q f ′αf
′
β+

+ 4 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′′, ′′′

p,q f ′αf
′
β + +20 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′′

p,q f ′αf
′′
β+

+ 30 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′

p,q f ′αf
′′
β − 6 ∆

′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′′′

p,q f ′αf
′′
β−

− 24 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′′, ′′′

p,q f ′αf
′′
β − 40 ∆

′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′′

p,q f ′αf
′′′
β −

− 75 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′

p,q f ′′αf ′′β + 30 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′′

p,q f ′′αf ′′β+

+ 120 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′

p,q f ′′αf ′′′β ,

R15
[i,j,k],[p,q,r]; α := ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r f ′α − 12 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r f ′α+

+ 24 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r f ′′α − 48 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r f ′′′α ,

U 17
[i,j,k],[p,q,r],[s,t] := 15 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t − 36 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t−

− 24 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t + 144 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′′, ′′′

s,t ,

V 19
[i,j,k],[p,q,r],[s,t]; α := 24 ∆

′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′α − 60 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′α+

+ ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′α − 75 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′′α+

+ 36 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′′α + 168 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′′α



− 144 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′′, ′′′

s,t f ′′α + 96 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′′′α −

− 240 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′′′α ,

X21
[i,j,k],[p,q,r],[s,t]; α,β :=

:= −40 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′αf
′
β − 4 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′′′

s,t f ′αf
′
β−

− 4 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′′, ′′′

s,t f ′αf
′
β + 60 ∆

′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′′

s,t f ′αf
′
β+

+ 240 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′′, ′′′

s,t f ′αf
′
β + 130 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′αf
′′
β+

+ 120 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′αf
′′
β − 168 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′′

s,t f ′αf
′′
β−

− 668 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′′, ′′′

s,t f ′αf
′′
β − 360 ∆

′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′αf
′′
β−

− 160 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′αf
′′′
β + 240 ∆

′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′′

s,t f ′αf
′′′
β +

+ 960 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′′, ′′′

s,t f ′αf
′′′
β − 375 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′′αf ′′β+

+ 840 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′′αf ′′β + 180 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′′αf ′′β+

+ 144 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′′

s,t f ′′αf ′′β + 144 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′′, ′′′

s,t f ′′αf ′′β−

− 1440 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′′αf ′′′β + 480 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′′αf ′′′β ,

where the roman indices satisfy 1 6 i < j < k 6 4,
where 1 6 p < q < r 6 4, where 1 6 s < r 6 4 and
where the two greek indices α, β satisfy 1 6 α, β 6 4
without restriction and finally the total number of
these invariants generating the Demailly-Semple al-
gebra DS4

4 equals :
1 + 4 + 6 + 24 + 96 + 4 + 16 + 64+

+ 36 + 24 + 96 + 384 + 64 + 96 + 384 + 1536 = 2835 .



III-4 – Asymptotics of Euler characteristic

Theorem. On a hypersurface X4 ⊂ P5(C) of di-
mension n = 4, the graduate m-th part E DS

4,mT ∗X of
the complete Demailly-Semple bundle possesses
the Schur decomposition :

E DS
4,mT ∗X =

⊕

(a,b,...,n)∈N14\(�1∪···∪�41)
o+3a+···+21n+10p=m

Γ




o + a + 2b + 3c + d + 2e + 3f + 2g + 2h + 3i + 4j + 3k + 3l + 4m′ + 5n + p

a + b + c + d + e + f + 2g + 2h + 2i + 2j + 2k + 3l + 3m′ + 3n + p

d + e + f + h + i + j + 2k + 2l + 2m′ + 2n + p

p


T ∗X ,

where the 41 subsets �i, i = 1, 2, . . . , 41 of N14 ∋
(a, b, . . . , l,m′, n) are defined by :

{
a > 1, c > 1

}
,

{
a > 1, e > 1

}
,

{
a > 1, f > 1

}
,

{
a > 1, i > 1

}
,

{
a > 1, j > 1

}
,

{
a > 1, k > 1

}
,

{
a > 1, l > 1

}
,

{
a > 1, m′ > 1

}
,

{
a > 1, n > 1

}
,

{
b > 1, e > 1

}
,

{
b > 1, f > 1

}
,

{
b > 1, i > 1

}
,

{
b > 1, j > 1

}
,

{
b > 1, k > 1

}
,

{
b > 1, l > 1

}
,

{
b > 1, m′ > 1

}
,

{
b > 1, n > 1

}
,

{
c > 1, k > 1

}
,

{
c > 1, l > 1

}
,

{
c > 1, m′ > 1

}
,

{
c > 1, n > 1

}
,

{
d > 1, f > 1

}
,

{
d > 1, i > 1

}
,

{
d > 1, j > 1

}
,

{
d > 1, m > 1

}
,

{
d > 1, n > 1

}
,

{
e > 1, i > 1

}
,

{
e > 1, j > 1

}
,

{
e > 1, m′ > 1

}
,

{
e > 1, n > 1

}
,

{
d > 1, g > 1, k > 1

}
,

{
e > 1, g > 1, k > 1

}
,

{
f > 1, g > 1, k > 1

}
,

{
g > 1, k > 2

}
,

{
h > 1, j > 1

}
,

{
h > 1, n > 1

}
,

{
i > 2, n > 1

}
,

{
f > 1, h > 1, m′ > 1

}
,

{
f > 1, i > 1, m′ > 1

}
,

{
f > 1, i > 1, n > 1

}
,

{
f > 1, l > 1, n > 1

}
.



• Approximation of the 41 subsets :Keep only the
families of sums of Schur bundles that contribute in
O(m16) to the final characteristic.

• 24 families (with multiplicities) of sums of Schur
bundles :

A, B, C, . . . , W, X.

defined as follows :

A : 2·
⊕

m=o+14j+15k+17l+19m+21n+10p

Γ




o + 4j + 3k + 3l + 4m + 5n + p

2j + 2k + 3l + 3m + 3n + p

j + 2k + 2l + 2m + 2n + p

p


 T ∗X ,

B :
⊕

m=o+12i+14j+15k+17l+19m+10p

Γ




o + 3i + 4j + 3k + 3l + 4m + p

2i + 2j + 2k + 3l + 3m + p

i + j + 2k + 2l + 2m + p

p


 T ∗X ,

C :
⊕

m=o+10h+12i+15k+17l+19m+10p

Γ




o + 2h + 3i + 3k + 3l + 4m + p

2h + 2i + 2k + 3l + 3m + p

h + i + 2k + 2l + 2m + p

p


 T ∗X ,

D : 4·
⊕

m=o+8g+14j+17l+19m+21n+10p

Γ




o + 2g + 4j + 3l + 4m + 5n + p

2g + 2j + 3l + 3m + 3n + p

j + 2l + 2m + 2n + p

p


 T ∗X ,

E : 2·
⊕

m=o+8g+12i+14j+17l+19m+10p

Γ




o + 2g + 3i + 4j + 3l + 4m + p

2g + 2i + 2j + 3l + 3m + p

i + j + 2l + 2m + p

p


 T ∗X ,



F : 2·
⊕

m=o+8g+10h+12i+17l+19m+10p

Γ




o + 2g + 2h + 3i + 3l + 4m + p

2g + 2h + 2i + 3l + 3m + p

h + i + 2l + 2m + p

p


 T ∗X ,

G :
⊕

m=o+10f+14j+15k+19m+21n+10p

Γ




o + 3f + 4j + 3k + 4m + 5n + p

f + 2j + 2k + 3m + 3n + p

f + j + 2k + 2m + 2n + p

p


 T ∗X ,

H :
⊕

m=o+10f+14j+15k+17l+19m+10p

Γ




o + 3f + 4j + 3k + 3l + 4m + p

f + 2j + 2k + 3l + 3m + p

f + j + 2k + 2l + 2m + p

p


 T ∗X ,

I :
⊕

m=o+10f+12i+14j+15k+17l+10p

Γ




o + 3f + 3i + 4j + 3k + 3l + p

f + 2i + 2j + 2k + 3l + p

f + i + j + 2k + 2l + p

p


 T ∗X ,

J :
⊕

m=o+10f+10h+12i+15k+17l+10p

Γ




o + 3f + 2h + 3i + 3k + 3l + p

f + 2h + 2i + 2k + 3l + p

f + h + i + 2k + 2l + p

p


 T ∗X ,

K :
⊕

m=o+10f+8g+14j+19m+21n+10p

Γ




o + 3f + 2g + 4j + 4m + 5n + p

f + 2g + 2j + 3m + 3n + p

f + j + 2m + 2n + p

p


 T ∗X ,

L :
⊕

m=o+10f+8g+14j+17l+19m+10p

Γ




o + 3f + 2g + 4j + 3l + 4m + p

f + 2g + 2j + 3l + 3m + p

f + j + 2l + 2m + p

p


 T ∗X ,



M :
⊕

m=o+10f+8g+12i+14j+17l+10p

Γ




o + 3f + 2g + 3i + 4j + 3l + p

f + 2g + 2i + 2j + 3l + p

f + i + j + 2l + p

p


 T ∗X ,

N :
⊕

m=o+10f+8g+10h+12i+17l+10p

Γ




o + 3f + 2g + 2h + 3i + 3l + p

f + 2g + 2h + 2i + 3l + p

f + h + i + 2l + p

p


 T ∗X ,

O :
⊕

m=o+8e+10f+10h+15k+17l+10p

Γ




o + 2e + 3f + 2h + 3k + 3l + p

e + f + 2h + 2k + 3l + p

e + f + h + 2k + 2l + p

p


 T ∗X ,

P :
⊕

m=o+8e+10f+8g+10h+17l+10p

Γ




o + 2e + 3f + 2g + 2h + 3l + p

e + f + 2g + 2h + 3l + p

e + f + h + 2l + p

p


 T ∗X ,

Q :
⊕

m=o+6d+8e+10h+15k+17l+10p

Γ




o + d + 2e + 2h + 3k + 3l + p

d + e + 2h + 2k + 3l + p

d + e + h + 2k + 2l + p

p


 T ∗X ,

R :
⊕

m=o+6d+8e+8g+10h+17l+10p

Γ




o + d + 2e + 2g + 2h + 3l + p

d + e + 2g + 2h + 3l + p

d + e + h + 2l + p

p


 T ∗X ,

S :
⊕

m=o+7c+10f+8g+12i+14j+10p

Γ




o + 3c + 3f + 2g + 3i + 4j + p

c + f + 2g + 2i + 2j + p

f + i + j + p

p


 T ∗X ,



T :
⊕

m=o+7c+10f+8g+10h+12i+10p

Γ




o + 3c + 3f + 2g + 2h + 3i + p

c + f + 2g + 2h + 2i + p

f + h + i + p

p


 T ∗X ,

U :
⊕

m=o+7c+8e+10f+8g+10h+10p

Γ




o + 3c + 2e + 3f + 2g + 2h + p

c + e + f + 2g + 2h + p

e + f + h + p

p


 T ∗X ,

V :
⊕

m=o+7c+6d+8e+8g+10h+10p

Γ




o + 3c + d + 2e + 2g + 2h + p

c + d + e + 2g + 2h + p

d + e + h + p

p


 T ∗X ,

W :
⊕

m=o+5b+7c+6d+8g+10h+10p

Γ




o + 2b + 3c + d + 2g + 2h + p

b + c + d + 2g + 2h + p

d + h + p

p


 T ∗X ,

X :
⊕

m=o+3a+5b+6d+8g+10h+10p

Γ




o + a + 2b + d + 2g + 2h + p

a + b + d + 2g + 2h + p

d + h + p

p


 T ∗X .

• Computations on Maple 12 :∼ 50 minutes.



Theorem. If X4 ⊂ P5(C) is a projective algebraic
hypersurface of degree d, then as m→∞, one has
the asymptotic for the Euler characteristic :

χ
(
X, E4

4,mT ∗X
)

=
m16

1313317832303894333210335641600000000000000
· d ·

·
(
50048511135797034256235d4−

− 6170606622505955255988786 d3−

− 928886901354141153880624704 d+

+ 141170475250247662147363941 d2+

+ 1624908955061039283976041114
)

+ O
(
m15

)
.

Moreover, the coefficient of m16, a (factorized) poly-
nomial of degree 5 with respect to d, takes positive
values as soon as d > 96.

• Euler characteristic :

χ = h0 − h1 + h2 − h3 + h4

• Trivial minoration :

h0 > χ− h2 − h4

• Vanishing theorem :

h4 = 0 .

• Majoration of h2 :



Theorem. [DMR 2008] Let X be a smooth hyper-
surface of degree d in P5. Then :

h2
(
X, Γ(λ1,λ2,λ3,λ4)T ∗X

)

6
1

80
d (λ1 − λ2)(λ1 − λ3)(λ1 − λ4)(λ2 − λ3)(λ2 − λ4)(λ3 − λ4)

·
(
λ1 + λ2 + λ3 + λ4

)2[
5λ2λ1d

2 + 132λ2λ1d + 132λ1λ3d + 5λ2λ3d
2

+ 132λ2λ4d + 5λ2d
2λ4 + 132λ1λ4d + 5λ3λ4d

2 + 5λ1λ3d
2

+ 132λ3λ4d + 132λ2λ3d + 1308λ2λ1 + 648λ2
2 + 648λ2

3

+ 72λ2
3d + 648λ2

1 + 72λ2
1d + 1308λ1λ4 + 5λ1d

2λ4 + 1308λ2λ4

+ 1308λ2λ3 + 648λ2
4 + 72λ2

2d + 1308λ1λ3 + 72λ2
4d + 1308λ3λ4

]

+ O
(
|λ|9

)
.

Theorem. [DMR 2008] Let X be a smooth hyper-
surface of degree d in P5 and let A be any ample
line bundle over X. Then :

h0(X, E4,mT ∗X ⊗O(−A))

>
m16

1313317832303894333210335641600000000000000
· d

·
[
− 867659678949860838548185438614

− 93488069360760785094059379216 d

− 1369327265177339103292331439 d2

− 6170606622505955255988786 d3

+ 50048511135797034256235 d4
]

+ O
(
m15

)
.

In particular, if d > 259 then E4,mT ∗X ⊗ O(−A) ad-
mits non trivial sections for m large, and every en-
tire curve f : C→ X must satisfy the corresponding
algebraic differential equations.



IV – Algebraic Morse inequalities

• Strategy : Avoid full algebra of invariants by repa-
rametrization .

• Same objective : Construct global sections of jet
bundles that will canalize all entire curves.

• Significant obstacle :[ROUSSEAU, 2006] In dimen-
sion 3, the jet order must be> 3. More generally,
Brückmann-Rackwitz vanishing theoremyields :

Corollary. [D IVERIO, 2008]For every k 6 dim X−1
and every ample line bundle A→ X :

0 = H0(X, E GG
k,m ⊗A−1)

= H0(X, E DS
k,m ⊗ A−1) .

• So assumek = n and use Morse inequalities :

Theorem. [TRAPANI, SIU , DEMAILLY ] Let L → X

be a holomorphic line bundle on a compact Kähler
manifold of dimension n which may be written as a
certain difference between two line bundles F and
G that are numerically effective : L = F ⊗G−1. If :

Fn − nFn−1 · G > 0 ,

then for any holomorphic vector bundle E → X, the
multi-tensored bundle L⊗m ⊗ E possesses non-
zero global sections, asymptotically as m >> 1.



• Demailly tower for k = n :

n2 Xn
πn−1,n

��

OXn
(1)

n2 − n + 1 Xn−1
π•

��

Vn−1 OXn−1
(1)

• •
π•

��

• •

(ℓ + 1)n− ℓ Xℓ
π•

��

Vℓ OXℓ
(1)

• •
π•

��

• •

3n− 2 X2
π1,2

��

V2 OX2
(1)

2n− 1 X1
π0,1

��

V1 OX1
(1)

n X TX

.

• Direct image formula :

(π0,n)∗OXn
(m) = O

(
E DS

n,mT ∗X
)
.

OXn
(m) //

��

E DS
n,mT ∗X

��

Xn
πn

// X

.

• Strategy : [DEMAILLY , TRAPANI, DIVERIO] Find a
subbundle of the line bundleOXn

(m) −→ Xn which



can be decomposed as a certain difference between two
nef line bundles.

• Definition : Let πj,n : Xn → Xj be the projection
from level n to level j in Demailly’s tower. Fora =
(a1, . . . , an) ∈ Nn, consider theline bundle onXn :

OXn
(a) := π∗1,nOX1

(a1)⊗ π∗2,nOX2
(a2)⊗ · · · ⊗ OXn

(an) .

Proposition. [DEMAILLY ] Let : a = (a1, . . . , an) ∈
Nn and let m := a1 + · · ·+an. Then one has a sheaf
injection :

(π0,n)∗OXn
(a) →֒ O

(
En,m

)
.

Moreover, OXn
(a) is relatively numerically effective

on X as soon as :
a1 > 3a2, . . . , an−2 > 3an−1 and an−1 > 2an > 1 .

Corollary. [D IVERIO] Let Xn ⊂ Pn+1 be a
smooth projective algebraic hypersurface and let
a = (a1, . . . , an) ∈ Nn satisfying again :
a1 > 3a2, . . . , an−2 > 3an−1 and an−1 > 2an > 1 .

Then :
OXn

(a)⊗ π∗0,nOX(l)

is fully numerically effective as soon as :
l > 2|a|

where |a| = a1 + · · · + an.



• Proof : Based on the fact thatT ∗X⊗OX(2) is generated
by its global sections. �

• Consequently : We have to numerically effective
bundles overXn, firstly :

F := OXn
(a)⊗ π∗0,nOX(2|a|)

and secondly, trivially :

G := π∗0,nOX

(
2|a|

)
.

• Application : ExpressOXn
(a) artificially as adiffe-

rencebetween two nef line bundles :

OXn
(a) = L = F⊗G−1

=
(
OXn

(a)⊗π∗0,nOX(2|a|)
)
⊗

(
π∗0,nOX(−2|a|)

)
.

• Dimension :

dim Xn = n + n(n− 1) = n2 .

• Algebraic Morse inequalities : Existence of sections
as soon as the intersection product :

Fn2
− n2 Fn2−1 · G > 0

is positive.

• Concrete meaning :This intersection product can be
expressedin principle as a certain polynomial having



integer coefficients in terms of the degreed of the hyper-
surfaceX :

Pa1,...,an(d) = pn+1,a dn+1 +
∑

06k6n

pk,a dk > 0 .

• Estimate on the degree :If the coefficientpn+1,a of
the dominant termdn+1 is positive, then for every suffi-
ciently large degree, say for :

deg X = d > dn,

this polynomial takes only positive values, and there exist
global sections of the bundle of jets.

• Major difficulty : To really access to the integer coef-
ficients of this polynomial.

• In dimension n = 3 :

333162 d4 − 21628710 d3− 460474830 d2− 466509222 d ;

which is positive for alld = deg X > 82.

• In dimension n = 4 :

1701148891784544 d5− 399347698461413760 d4−

− 50296768150286142576 d3− 583578200119254857568 d2−

− 646476679639160501760 d ,

which is positive for alld > 329.



• In dimension n = 5 : [D IVERIO, 2008]
P54,18,6,2,1(d) = 82970555252684668951323755447424d6−

− 69092357692382960198316008279615424d5−

− 37591957313184629697218108831955927744d4−

− 2161144497516080476955607837671278699584d3−

− 20767931723173741117548555837243163806144d2−

− 23736461779038166246115958304551871056384d,

which is positive for alld > 1222.

• In dimension n = 6 : [M., 2008] Computation using
what follows, distributed on 15 computers :d > 4352.

Thesis. On the algebraic side, invariants by repa-
rametrization are intrinsically complex. Whichever
strategy is devised to skirt, to go round, or to by-
pass the complexity happens to fail somehow una-
voidably. Reaching effectivity is the very main dif-
ficulty of the subject, nowadays, after the ground-
breaking works of Siu and of Demailly.

• Question : Then how to compute — at least par-
tially — the intersection product ?



V – Intersection product

• Summary :
� Principal goal : Compute in terms ofd = deg X

the intersection product :

Fn2
− n2Fn2−1 · G > 0 .

� At first : Exhibit some of the difficulties.

• Demailly tower for k = n = 3 :

9 X3
π2,3

��

OX3
(1) u3

7 X2
π1,2

��

V2 C2
1, C2

2, C2
3

OX2
(1) u2

5 X1
π0,1

��

V1 C1
1, C1

2, C1
3

OX1
(1) u1

3 X TX c1, c2, c3 h

.

• Intersection product to be estimated fork = n = 3 :∫

X3

(
a1u1 + a2u2 + a3u3 + 2|a|h

)9
−

− 9
(
a1u1 + a2u2 + a3u3 + 2|a|h

)8(
2|a|h

)
.

• Chern classes :
u3 = ch1

(
OX3(1)

)

C2
1 = ch1(V2) C2

2 = ch2(V2) C2
3 = ch3(V2) u2 = ch1

(
OX2(1)

)

C1
1 = ch1(V1) C1

2 = ch2(V1) C1
3 = ch3(V1) u1 = ch1

(
OX2(1)

)

c1 = ch1(TX) c2 = ch2(TX) c3 = ch3(TX) h = ch1

(
OP4(1)

)
.



• Here : Cℓ
j is a(j, j)-form onXℓ anduℓ is a(1, 1)-form,

also living onXℓ.

• Convention : Suppressthe symbolsπ∗ℓ,κ.

• Example : Write shortly :

a1u1 + a2u2 + a3u3 ,

instead of the clumsier expression :

a1π
∗
1,3(u1) + a2π

∗
2,3(u2) + a3u3 .

• Write all relations between these Chern classes :


u3
3 = −C2

1 u2
3 − C2

2 u3 − C2
3

u3
2 = −C1

1 u2
2 − C1

2 u2 − C1
3

u3
1 = −c1 u2

1 − c2 u1 − c3[
C2

1 = 2u2 + C1
1 C2

2 = u2C
1
1 + C1

2 C2
3 = C1

3 − C1
1u

2
2 − 2u3

2

C1
1 = 2u2 + c1 C1

2 = u2c1 + c2 C1
3 = c3 − c1u

2
2 − 2u3

2


c1 = −h(d− 5)

c2 = h2(d2 − 5d + 10
)

c3 = −h3(d3 − 5d2 + 10d− 10
)

h3 =

∫

X
h3 = d.

• Three processes of elimination :
“replacement”

“fiber-integration”

“vanishing for degree-form reasons”



• Simplify the task to be achieved :Try at first to per-
form the elimination computations just with :

(
a1u1 + a2u2 + a3u3

)9
=

=
∑

i1+i2+i3=9

9!

i1! i2! i3!
a
i1
1 a

i2
2 a

i3
3 u

i1
1 u

i2
2 u

i3
3 .

• Decompose in parts the problem :Express the inte-
gration of every such(9, 9)-form :

∫

X3

u
i1
1 u

i2
2 u

i3
3

in terms ofd = deg X.

• Fiber-integration : All fibers of the projections in the
tower are≃ P2(C), and the Fubini theorem yields :

∫

fiber
u2

ℓ =

∫

P2
u2

ℓ = 1 ,

so we can simplify anyu2
ℓ :




for any i1 + i2 + 2 = 9, get : u
i1
1 u

i2
2 u2

3
∫ = u

i1
1 u

i2
2

for any i1 + 2 = 7, get : u
i1
1 u2

2
∫ = u

i1
1 .



• Vanishing for degree-form reasons :“ui1
1 u

i2
2 ◦

” :

� initial homogeneity :i1 + i2 + i3 = 9

� u
i1
1 u

i2
2 u

i3
3 is a(9, 9)-form on X3, of dimC = 9

� u
i1
1 u

i2
2 is a(i1 + i2, i1 + i2)-form on X2, of dim = 7

hence it vanishes whenever :i1 + i2 > 8

or equivalently whenever :i3 6 1

� u
i1
1 is a(i1, i1)-form on X1 of dim = 5

hence it vanishes whenever :i1 > 6

or equivalently whenever :i2 + i3 6 3

• Starting triangle of u-monomials to be reduced :

u9
3 u1u

8
3 u2

1u
7
3 u3

1u
6
3 u4

1u
5
3 u5

1u
4
3 u6

1◦
u3

3 u7
1◦

u2
3∫ u8

1◦
u3 u9

1◦

u2u
8
3 u1u2u

7
3 u2

1u2u
6
3 u3

1u2u
5
3 u4

1u2u
4
3 u5

1u2u
3
3 u6

1◦
u2u

2
3∫ u7

1u2◦
u3 u8

1u2◦

u2
2u

7
3 u1u

2
2u

6
3 u2

1u
2
2u

5
3 u3

1u
2
2u

4
3 u4

1u
2
2u

3
3 u5

1u
2
2∫ u2

3∫ u6
1u

2
2◦

u3 u7
1◦

u2
2∫

u3
2u

6
3 u1u

3
2u

5
3 u2

1u
3
2u

4
3 u3

1u
3
2u

3
3 u4

1u
3
2u

2
3∫ u5

1u
3
2◦

u3 u6
1u

3
2◦

u4
2u

5
3 u1u

4
2u

4
3 u2

1u
4
2u

3
3 u3

1u
4
2u

2
3∫ u4

1u
4
2◦

u3 u5
1u

4
2◦

u5
2u

4
3 u1u

5
2u

3
3 u2

1u
5
2u

2
3∫ u3

1u
5
2◦

u3 u4
1u

5
2◦

u6
2u

3
3 u1u

6
2u

2
3∫ u2

1u
6
2◦

u3 u3
1u

6
2◦

u7
2u

2
3∫ u1u

7
2◦

u3 u2
1u

7
2◦

u8
2◦

u3 u1u
8
2◦

u9
2◦

• Try at first to reduce, in terms of the Chern classes
c1, c2, c3, the nonzero lower diagonal :

u5
1u

2
2
∫ → u4

1u
3
2 → u3

1u
4
2 → u2

1u
5
2 → u1u

6
2 → u7

2.



Lemma. One has :

u5
1 = −

∣∣∣∣∣∣

c1 c2 c3
1 c1 c2
0 1 c1

∣∣∣∣∣∣
.

Proof. Indeed, multiply byu2
1 the fundamental relation :

u2
1u

3
1 = u2

1

(
− c1u

2
1 − c2u1 − c3

)

= −c1u
4
1 − c2u

3
1 − c3u

2
1
∫

= −c1u
4
1 − c2u

3
1 − c3.

Need to reducec1u
4
1, so analogously :

c1u1u
3
1 = c1u1

(
− c1u

2
1 − c2u1 − c3

)

= −c1c1u
3
1 − c1c2u

2
1
∫ − c1c3◦

u1

= −c1c1u
3
1 − c2c1.

Again, need to reducec1c1u
3
1, so analogously :

c1c1u
3
1 = c1c1

(
− c1u

2
1 − c2u1 − c3

)

= −c1c1c1u
2
1
∫ − c1c1c2◦

u2
1 − c1c1c3◦

u1

= −c1c1c1

The same reduction holds for−c2u
3
1. Then we sum

everything and we reconstitute the pleasant determi-
nant. �



Lemma. A similar argument yields :
u4

1u
3
2 = −u4

1 ·
∣∣ C1

1

∣∣

u3
1u

4
2 = u3

1 ·

∣∣∣∣
C1

1 C1
2

1 C1
1

∣∣∣∣

u2
1u

5
2 = −u2

1 ·

∣∣∣∣∣∣

C1
1 C1

2 C1
3

1 C1
1 C1

2
0 1 C1

1

∣∣∣∣∣∣

u1u
6
2 = u1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

C1
1 C1

2 C1
3 0

1 C1
1 C1

2 C1
3

0 1 C1
1 C1

2
0 0 1 C1

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u7
2 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

C1
1 C1

2 C1
3 0 0

1 C1
1 C1

2 C1
3 0

0 1 C1
1 C1

2 C1
3

0 0 1 C1
1 C1

2
0 0 0 1 C1

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

• Continuing the reduction : We must now insert the
following relations inside these determinants :

C1
1 = 2u2 + c1 C1

2 = u2c1 + c2 C1
3 = c3 − c1u

2
2 − 2u3

2 .



• First, easiest computation :

−u4
1 ·

∣∣ C1
1

∣∣ = −u4
1

(
c1 + 2u1

)

= −u4
1 · c1 − 2u5

1

= −c1

∣∣∣∣
c1 c2
1 c1

∣∣∣∣ + 2

∣∣∣∣∣∣

c1 c2 c3
1 c1 c2
0 1 c1

∣∣∣∣∣∣

• Second computation :

u3
1 ·

∣∣∣∣
C1

1 C1
2

1 C1
1

∣∣∣∣ = u3
1 ·

∣∣∣∣
c1 + 2u1 c2 + u1c1

1 c1 + 2u1

∣∣∣∣

= u3
1

∣∣∣∣
c1 c2
1 c1

∣∣∣∣ + u3
1

∣∣∣∣
c1 u1c1
1 2u1

∣∣∣∣

+ u3
1

∣∣∣∣
2u1 c2
0 c1

∣∣∣∣ + u3
1

∣∣∣∣
2u1 u1c1
0 2u1

∣∣∣∣

= −|c1|

∣∣∣∣
c1 c2
1 c1

∣∣∣∣ + u3
1

∣∣∣∣
c1 −u1c1
1 0

∣∣∣∣ + 2u4
1c1 + 4u5

1

= −c1

∣∣∣∣
c1 c2
1 c1

∣∣∣∣ + 3u4
1c1 + 4u5

1

= −c1

∣∣∣∣
c1 c2
1 c1

∣∣∣∣ + 3 c1

∣∣∣∣
c1 c2
1 c1

∣∣∣∣− 4

∣∣∣∣∣∣

c1 c2 c3
1 c1 c2
0 1 c1

∣∣∣∣∣∣

• Third computation : Skipped !All computations are
too intertwined and interdependent. Even finding the lea-
dingd4-coefficient of each monomial is very difficult.



• [D IVERIO 2008A ] : GP PARI code.Unreachn = 6.

• Idea : consider at least the central monomial :
u3

1u
3
2u

3
3

Lemma. [D IVERIO 2008B] Easily generalizable ob-
servation :

coeffd4

[
u3

1u
3
2u

3
3

]
= coeffd4

[
(−1)3 c3

1

]

= +1.

Proof.We start from the fundamental relation :

u3
3 = −C2

1u
2
3 − C2

2u3 − C2
3 .

So we may compute :
coeffd4

[
u3

1u
3
2u

3
3

]
= coeffd4

[
− C2

1u
3
1u

3
2u

2
3∫ − C2

2u
3
1u

3
2◦

u3 − C3
3u

3
1u

3
2◦

]

= −coeffd4

[
C2

1u
3
1u

3
2

]

= −coeffd4

[
c1u

3
1u

3
2 + 2u4

1u
3
2◦

+ 2u3
1u

4
2◦

]

= −coeffd4

[
c1u

3
1u

3
2

]
,

because a very easy induction yields in advance :

C2
1 = c1 + 2u1 + 2u2 ,

and because the Brückmann-Rackwitz vanishing theo-
rem entails (without specific computations) that :

0 = coeffd4

[
u

i1
1 u

i2
2

]
wheneveri1 + i2 = 7.

Continuing similar computations gives at the end :
result wanted= (−1)2coeffd4

[
c2
1u

3
1

]

= (−1)3coeffd4

[
c3
1

]

= (−1)3coeffd4

[
(−1)3d(d− 5)3

]
= +1. �



Proposition. [ IBIDEM ] In arbitrary dimension n > 2 :
coeffdn+1

[
un

1u
n
2 · · · u

n
n

]
= coeffdn+1

[
(−1)n cn

1

]

= +1.

• Interpretation : So we are sure that at least one mo-
nomial contributes to the leadingdn+1-coefficient of the
intersection product :
coeffdn+1

[
Intersection product

]
= coeffdn+1

[
(a1u1 + · · · + anun)

n2]

= polynomial in Z
[
a1, . . . , an

]
,

and this polynomial isnonzero, because it contains :
n2!

n! ···n! a
n
1 · · · a

n
n coeffdn+1

[
un

1 · · · u
n
n

]
= n2!

n! ···n! a
n
1 · · · a

n
n .

• Tricky idea [TRAPANI-DIVERIO] : Since the relative
nef cone defined by :

a1 > 3a2, . . . , an−2 > 3an−1 and an−1 > 2an > 1 .

is open, there are weights(a1, . . . , an) in this cone with :

coeffdn+1

[
Intersection product

]
6= 0.

But the considered line bundle :

OX1
(a1)⊗OX2

(a2)⊗ · · · ⊗OXn
(an) .

is known to be nef, sothis nonzero coefficient is> 0.

Theorem. [D IVERIO, MATH . ANN., MAIN RESULT]
There exist dn noneffective such that for Xn ⊂
Pn+1(C) with deg X > dn and for m≫ 1 large :

H0(X, E DS
n,mT ∗X

)
6= 0.



VI – Elimination

• Demailly tower : Fix any levelℓ satisfying1 6 ℓ 6 n.

• First notation : For ℓ = 1, 2, . . . , n, denote :

uℓ := ch1
(
OXℓ

(1)
)
.

so that
(
uℓ

)k is a(k, k)-form onXℓ.

• Second notation :Introduce the(j, j)-forms onXℓ :

Cℓ
j := chj(Vℓ).

• First family of relations :
(rel1)

Cℓ
j = Cℓ−1

j + λj,1 Cℓ−1
j−1 uℓ + λj,2 Cℓ−1

j−2(uℓ)
2 + · · · + λj,j (uℓ)

j

=

j∑

k=0

λj,j−k Cℓ−1
k (uℓ)

j−k ,

where the coefficientsλj,j−k (1 6 j 6 n, 0 6 k 6 j),
independent ofℓ, are differences of binomial numbers :

λj,j−k :=
(n−k)!

(j−k)! (n−j)!
−

(n−k)!
(j−k−1)!(n−j+1)!

.

Lemma. These integer coefficients λj,j−k ∈ Z sa-
tisfy the simple majoration :∣∣λj,j−k

∣∣ 6 2n

expressed in terms of the dimension n only.



• Expanded rewriting :
(rel1)



Cn−1
j = Cn−2

j + λj,1 Cn−2
j−1 un−1 + λj,2 Cn−2

j−2 (un−1)
2 + · · · + λj,j (un−1)

j

Cn−2
j = Cn−3

j + λj,1 Cn−3
j−1 un−2 + λj,2 Cn−3

j−2 (un−2)
2 + · · · + λj,j (un−2)

j

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

C2
j = C1

j + λj,1 C1
j−1 u2 + λj,2 C1

j−2 (u2)
2 + · · · + λj,j (u2)

j

C1
j = cj + λj,1 cj−1 u1 + λj,2 cj−2 (u1)

2 + · · · + λj,j (u1)
j,

wherej = 1, 2, . . . , n is arbitrary.

• Ground level : ℓ = 0, Chern classes (smallc) :

cj := cj
(
TX) .

• Indicial memory :
� Letterℓ : level of the tower.
� Letterj : (bi)degree of Chern classes.

• Second family of relations :
(rel2)

(uℓ)
n = −Cℓ−1

1 (uℓ)
n−1 − Cℓ−1

2 (uℓ)
n−2 − · · · − Cℓ−1

n−1 uℓ − Cℓ−1
n .

• Expanded rewriting :
(rel2)



(un)
n = −Cn−1

1 (un)
n−1 − Cn−1

2 (un)
n−2 − · · · − Cn−1

n−1 un − Cn−1
n

(un−1)
n = −Cn−2

1 (un−1)
n−1− Cn−2

2 (un−1)
n−2− · · · − Cn−2

n−1 un−1 − Cn−2
n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(u2)
n = −C1

1 (u2)
n−1 − C1

2 (u2)
n−2 − · · · − C1

n−1 u2 − C1
n

(u1)
n = −c1 (u1)

n−1 − c2 (u1)
n−2 − · · · − cn−1un − cn.



• Chern classes in terms of the degree :

h := c1
(
OPn+1(1)

)
hn =

∫

X
hn = d.

(c-d)


c1 = −h
(
d− n− 2

)

c2 = h2(d2 −
(n+2)!

(n+1)! 1!
d +

(n+2)!
n! 2!

)

c3 = −h3(d3 −
(n+2)!

(n+1)! 1!
d2 +

(n+2)!
n! 2! d−

(n+2)!
(n−1)! 3!

)

·· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

cn = (−1)n hn
(
dn −

(n+2)!
(n+1)! 1!

dn−1 + · · · + (−1)n
(n+2)!
2! n!

)
.

Thesis. (Mysterious) displacement of the difficul-
ties toward pure (uncontrollable) algebra.

• Line bundle on Xn :

OXn
(a) := π∗1,nOX1

(a1)⊗ π∗2,nOX2
(a2)⊗ · · · ⊗ OXn

(an) .

• Estimate numerically :

Fn2
− n2Fn2−1 · G

F := OXn
(a)⊗ OX

(
2|a|

)

G := OX

(
2|a|

)
.

• Weight : a = (a1, . . . , an) such that :

a1 > 3a2, . . . , an−2 > 3an−1 and an−1 > 2an > 1 .



• Expression in terms of bundles :
(
OXn

(a)⊗OX(2|a|)
)n2
−

− n2(OXn
(a)⊗ OX(2|a|)

)n2−1
·
(
OX(2|a|)

)
.

• Expression in terms of Chern classes :
(
a1u1 + · · · + anun + 2|a|h

)n2
+

+ n2(a1u1 + · · · + anun + 2|a|h
)n2−1

·
(
2|a|h

)
.

• Moreover, neglecth : Model case :
(
a1u1 + a2u2 + · · · + anun

)n2
.

• Multinomial expansion :
∑

i1+i2+···+in=n2

n2!

i1! i2! · · · in!
a
i1
1 a

i2
2 · · · a

in
n u

i1
1 u

i2
2 · · · u

in
n .

• General monomial :

u
i1
1 u

i2
2 · · · u

in
n with n2 = i1 + i2 + · · · + in .

Lemma. After eliminations, fiber-integrations, and
annihilations, (a1u1 + · · · + anun)n

2
becomes a cer-

tain polynomial :
pn+1d

n+1 + pndn + · · · + p1d

in terms of d = deg X having coefficients pk ∈
Z

[
a1, . . . , an

]
, difficult to compute explicitly.



Elimination problem

• Three processes of elimination :
“vanishing for degree-form reasons”

“fiber-integration”
“replacement”

(rel2)
(uℓ)

n = −Cℓ−1
1 (uℓ)

n−1 − Cℓ−1
2 (uℓ)

n−2 − · · · − Cℓ−1
n−1 uℓ − Cℓ−1

n

(rel1)
Cℓ

j = Cℓ−1
j + λj,1 Cℓ−1

j−1 uℓ + λj,2 Cℓ−1
j−2(uℓ)

2 + · · · + λj,j (uℓ)
j

(c-d)
cj = (−1)j hj

(
dj−

(n+2)!
1! (n+1)!

dj−1+· · ·+(−1)j
(n+2)!

j! (n+2−j)!

)

• Main goal : know something about :
(
a1u1 + · · · + anun

)n2
= pn+1,ad

n+1 +

n∑

k=1

pk,ad
k .

Five main ideas
(∼ 30 pages of proof)

� Performing terminal inequalities within algebra.
� Introducing Jacobi-Trudy determinants.
� Highlighting the central monomialun

1 · · · u
n
n.

� Minoratingeffectivelypn+1,a.
� Majoratingeffectivelythe other coefficientspk,a.



VI-1 – A minoration and n majorations

Lemma. Suppose in advance that we know one
minoration and n minorations :

pn+1 > G(n) and
∣∣pk

∣∣ 6 E(n) .

Then the intersection product takes only positive
values for all degrees :

d > 1 + Ent
[n E(n)

G(n)

]
=: dn .

• Choice ofa1, . . . , an : Explicit in terms ofn (below).

• Ordering the u-monomials : Declare that the mono-
mial ui1

1 · · · u
in
n is smaller, for thereverse lexicographic

ordering, than another monomialuj1
1 · · · u

jn
n , again of

course withj1 + · · · + jn = n2, if :



in > jn

or if in = jn but in−1 > jn−1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

or if in = jn, . . . , i3 = j3 but i2 > j2.

• Equivalent language : The multiindices themselves
are ordered in this way :

(i1, . . . , in)<revlex(j1, . . . , jn) .

• Crucial control of the dn+1-coefficients :



Proposition. The coefficient of dn+1 in any mono-
mial ui1

1 · · · u
in
n which is larger than un

1 · · · u
n
n is zero :

coeffdn+1

[
u

i1
1 · · · u

in
n

]
= 0

for any (i1, . . . , in) >revlex (n, . . . , n).

• Recall :

+1 = coeffdn+1

[
un

1 · · · u
n
n

]
.

• Expansion :

(
a1u1 + · · · + anun

)n2

=
∑

i1+···+in=n2

n2!

i1! · · · in!
a

i1
1 · · · a

in
n u

i1
1 · · · u

in
n .

• The strategy : Choose appropriately the weights
so as to confer the highest importance to the cen-
tral monomialan

1 · · · a
n
n un

1 · · · u
n
n, the other monomials

a
i1
1 · · · a

in
n u

i1
1 · · · u

in
n being very small in comparison.

∑

i1+···+in=n2

(i1,...,in) 6=(n,...,n)

coeffdn+1

[
n2!

n! ···n!
a

i1
1 · · · a

in
n u

i1
1 · · · u

in
n

]
=

=
∑

(i1,...,in)<revlex(n,...,n)

coeffdn+1

[
n2!

n! ···n! a
i1
1 · · · a

in
n u

i1
1 · · · u

in
n

]
≪

≪ coeffdn+1

[
an

1 · · · a
n
n un

1 · · · u
n
n

]
.



Proposition. For any real number µ ≫ 1 arbitrary
large, there are tower weights a1, a2, . . . , an−1, an

with an = 1 satisfying the nef-cone inequalities
such that, for all nonnegative exponents (i1, . . . , in)
with i1 + · · · + in = n2 :

a
i1
1 · · · a

in
n 6

1
µ an

1 · · · a
n
n

whenever (i1, . . . , in) <revlex (n, . . . , n).

In fact, one may choose :


a1(n) = µ(n+1)n−2

a2(n) = µ(n+1)n−2−1

a3(n) = µ(n+1)
[
(n+1)n−3−1

]

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

an−3(n) = µ(n+1)n−5
[
(n+1)3−1

]

an−2(n) = µ(n+1)n−4
[
(n+1)2−1

]

an−1(n) = µ(n+1)n−3
[
(n+1)1−1

]

an(n) = 1.

Observe that then a1(n)≫ a2(n)≫ · · · ≫ an−1(n),
where an−1(n) is already quite large.

• Majorating :

max
i1+···+in=n2

∣∣coeffdn+1

[
u

i1
1 · · · u

in
n

]∣∣ 6 Cn+1(n) .



max
i1+···+in=n2

∣∣coeffdk

[
u

i1
1 · · · u

in
n

]∣∣ 6 Dk(n) .

• Choosingµ = µ(n) effectively in terms ofn

Proposition. By choosing :
µ := µ(n) := 4 n2n−2 Cn+1(n),

one insures that :
coeffdn+1

[
(a1u1 + · · · + anun)n

2]
> 1

2 nn2−2n µ
1
2 nn

.

and that, for any exponent k with 1 6 k 6 n :
∣∣coeffdk

[
same

]∣∣ 6 6 n2n−1·(n+1)n
2
·2n2

µ(n+1)n·Dk(n).

• Estimate ofCn+1(n) and of theDk(n) :

Theorem. With n > 2, for any i1, . . . , in ∈ N with
i1 + · · · + in = n2, we have the following uniform
effective upper bound holds :

∣∣coeffdk

[
u

i1
1 · · · u

in
n

]∣∣ 6 n5n4
=: Dk(n)

∣∣coeffdn+1

[
u

i1
1 · · · u

in
n

]∣∣ 6 n5n4
=: Dn+1(n).

• Enough for the final estimates.

• Summarized ideas of proof.

• Jacobi-Trudy determinants : At any levelℓ with 0 6
ℓ 6 n − 1 and for anyJ with 0 6 J 6 n + ℓ(n −



1) = dim Xℓ, we define the correspondingJacobi-Trudy
determinant:

C ℓ
J :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Cℓ
1 Cℓ

2 Cℓ
3 · · · Cℓ

J
1 Cℓ

1 Cℓ
2 · · · Cℓ

J−1
0 1 Cℓ

1 · · · Cℓ
J−1

· · · · · · ·

0 0 0 · · · Cℓ
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Lemma. For any ℓ with1 6 ℓ 6 n, given any (K,K)-
form Ωℓ−1

K at level ℓ − 1 and any integer iℓ with iℓ >

n− 1 and iℓ + K = dim Xℓ, the reduction of Ωℓ−1
K u

iℓ
ℓ

down to level ℓ− 1 precisely reads :

Ωℓ−1
K u

iℓ
ℓ = (−1)iℓ−n+1 Ωℓ−1

K

∣∣∣∣∣∣∣∣

Cℓ−1
1 Cℓ−1

2 · · · Cℓ−1
iℓ−n+1

1 Cℓ−1
1 · · · Cℓ−1

iℓ−n

· · · · · ·
0 0 · · · Cℓ−1

1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)iℓ−n+1 Ωℓ−1

K C ℓ−1
iℓ−n+1.

Lemma. At an arbitrary level ℓ with 1 6 ℓ 6 n − 1,
consider the Jacobi-Trudy determinant C ℓ

J of an ar-
bitrary size J × J with 1 6 J 6 dim Xℓ and fur-
thermore, let Ωℓ

K be any (K,K)-form on Xℓ whose
degree K satisfies K + J = dim Xℓ = n + ℓ(n − 1).
Then the reduction of Ωℓ

KC ℓ
J down to level ℓ−1 relies

upon the following formulas :

Ωℓ
KC ℓ

J = Ωℓ
K

[
C ℓ−1

J +C ℓ
0 Aℓ

J +C ℓ
1 Aℓ

J−1+ · · ·+C ℓ
J−1A

ℓ
1

]
,



in which, for any k with 1 6 k 6 J , one has set :

Aℓ
k := Xℓ

1C
ℓ−1
k−1 − Xℓ

2C
ℓ−1
k−2 + · · · + (−1)k−1Xℓ

kC
ℓ−1
0 ,

where the X-terms here gather all the terms after
C

[ℓ−1]
j in a convenient rewriting of the fundamental

relation under the following form :

Cℓ
j = Cℓ−1

j + λj,1 Cℓ−1
j−1uℓ + λj,2 Cℓ−1

j−2u
2
ℓ + · · · + λj,j u

j
ℓ︸ ︷︷ ︸

def
= Xℓ

j

,

with the convention that Xℓ
j = 0 for any j > n + 1.

• Incompleteness :As J varies, the formulas given by
this lemma :

C ℓ
J = C ℓ−1

J + C ℓ
0 Aℓ

J + C ℓ
1 Aℓ

J−1 + · · · + C ℓ
J−1A

ℓ
1 ,

are still imperfect, for their right-hand sides still involve
Jacobi-Trudy determinants at the levelℓ. So necessarily,
we must perform further reductions.

Lemma. For any J with 0 6 J 6 dim Xℓ and any ℓ

with 1 6 ℓ 6 n, one has :

C ℓ
J =

J∑

j=0

C ℓ−1
J−j

( j∑

ν=1

∑

k1+···+kν=j
k1,...,kν>1

Aℓ
k1
· · ·Aℓ

kν

)
,

with the convention that for j = 0, the empty sum in
parentheses equals 1.



• Denote :(with of courseΣℓ
0(A) = 1)

Σℓ
j(A) :=

j∑

ν=1

∑

k1+···+kν=j
k1,...,kν>1

Aℓ
k1
· · ·Aℓ

kν
.

• Induction formulas : TheseΣℓ
j(A) satisfy useful in-

duction formulas :

Σℓ
j(A) = Aℓ

j +

j∑

ν=2

∑

k1+k2+···+kν=j
k1,k2,...,kν>1

Aℓ
k1

Aℓ
k2
· · ·Aℓ

kν

= Aℓ
j +

j∑

ν=2

(
Aℓ

1

∑

k2+···+kν=j−1
k2,...,kν>1

Aℓ
k2
· · ·Aℓ

kν
+ Aℓ

2

∑

k2,...,kν=j−2
k2,...,kν>1

Aℓ
k2
· · ·Aℓ

kν
+

+ · · · + Aℓ
j−1

∑

k2+···+kν=1
k1,...,kν>1

Aℓ
k2
· · ·Aℓ

kν

)

= Aℓ
j + Aℓ

1

j−1∑

ν=2

∑

k2+···+kν=j−1
k2,...,kν>1

Aℓ
k2
· · ·Aℓ

kν
+ Aℓ

2

j−2∑

ν=2

∑

k2+···+kν=j−2
k2,...,kν>1

Aℓ
k2
· · ·Aℓ

kν
+

+ · · · + Aℓ
j−1

2∑

ν=2

∑

k2=1
k2>1

Aℓ
k2

= Aℓ
jΣ

ℓ
0(A) + Aℓ

1 Σℓ
j−1(A) + Aℓ

2Σ
ℓ
j−2(A) + · · · + Aℓ

j−1Σ
ℓ
1(A).

• Reduction : The reduction process transforms a gene-
ral monomial of the formhlu

i1
1 · · · u

in
n with l + i1 + · · ·+

in = n2 into a polynomialR
(
hlu

i1
1 · · · u

in
n

)
of degree

6 n + 1 in d, where the symbol “R” stands for “reduc-
tion”.



• Beyond uncontrollable Algebra using Analysis :
From now on, complete explicit algebraic computations
will not be conducted anymore, and instead, to tame their
complexity,inequalitieswill be dealt with.

• Upper reduction operator : For our majoration pur-
poses, we now introduce an importantupper reduction
operatorR+ which by definition, at each computatio-
nal step of the reduction process, while going down in
the Demailly’s tower, always replaces any incoming sign
“−” by a sign “+”. Accordingly, for any two monomials

hlu
i1
1 · · · u

in
n andhl′u

i′1
1 · · · u

i′n
n , we shall say that :

R+(
hlu

i1
1 · · · u

in
n

)
6R+

(
hl′u

i′1
1 · · · u

i′n
n

)
,

and write more briefly :

hlu
i1
1 · · · u

in
n 6R+ hl′u

i′1
1 · · · u

i′n
n ,

if the corresponding two (upper) reduced polynomials∑n+1
k=0 pk ·d

k and
∑n+1

k=0 p′k ·d
k have all their coefficients

satisfying :
(
0 6

)
pk 6 p′k for every k = 0, 1, . . . , n + 1.

Then obviously the absolute values of the coefficients of
the reduction are smaller than the (nonnegative) coeffi-
cients of the upper reduction :
∣∣coeffdk

[
hlu

i1
1 · · · u

in
n

]∣∣ 6 coeffdk

[
R+(

hlu
i1
1 · · · u

in
n

)]
.



Lemma. For any λ1, λ2, . . . , λn with n = λ1 + 2λ2 +
· · · + nλn, one has :

c
λ1
1

(
C 0

2

)λ2 · · ·
(
C 0

n

)λn 6R+ C 0
n .

Lemma. For any two J1, J2 with 0 6 J1, J2 6 dim Xℓ

satisfying in addition J1 + J2 6 dim Xℓ, and for any
j1 with 0 6 j1 6 n satisfying in addition j1 + J2 6

dim Xℓ, one has the two majorations :
R+

(
Ωℓ

K · C
ℓ
J1
· C ℓ

J2

)
6 R+

(
Ωℓ

K · C
ℓ
J1+J2

)
and R+

(
Ωℓ

K · C
ℓ
j1
· C ℓ

J2

)
6 R+

(
Ωℓ

K · C
ℓ
j1+J2

)
,

where Ωℓ
K is any (K,K)-form living on Xℓ comple-

ting to dim Xℓ the degree, namely with K + J1 + J2
and with K + j1 + J2 both equal to dim Xℓ.

Lemma : The coefficients λj,j−k =
(n−k)!

(j−k)! (n−j)!
−

(n−k)!
(j−k−1)!(n−j+1)!

appearing in the relations (c-d) sa-
tisfy the uniform majoration :∣∣λj,j−k

∣∣ 6 2n =: λ

expressed in terms of the dimension n only.

• Majorating uniformly : In the subsequent majora-
tions, while applying the upper majoration operatorR+,
we also replace any incomingλj,j−k by this majorant
λ = 2n. As a result, we define a generalized upper ma-
joration operator “R+

λ
” which both replaces any minus

sign by a plus sign and anyλj,j−k by λ = 2n.



Lemma : For all k = 1, 2, . . . , n, one has the R+
λ

-
majorations :

Aℓ
k 6R+

λ
kλ

(
C ℓ−1

k−1uℓ + C ℓ−1
k−2u

2
ℓ + · · · + uk

ℓ

)
.

• Majorate conveniently the Σℓ
j(A) polynomials : In-

troduce the majorant :

Θℓ
k := C ℓ−1

k−1uℓ + C ℓ−1
k−2u

2
ℓ + · · · + C ℓ−1

1 uk−1
ℓ

+ uk
ℓ ,

and let us keep in mind that the lemma just proved pro-
vided the majorations :

Aℓ
k 6R+

λ
kλ Θℓ

k .

Lemma : For any k1, k2, . . . , kν with k1, k2, . . . , kν > 1
whose sum k1 + k2 + · · · + kν = j equals j, one has
the majoration :

Θℓ
k1

Θℓ
k2
· · ·Θℓ

kν
6R+

λ
k1k2 · · · kν Θℓ

k1+k2+···+kν
.

• At last : State the main useful majoration proposition :



Proposition. At any level ℓ with 1 6 ℓ 6 n−1, consi-
der the Jacobi-Trudy determinant C ℓ

J of an arbitrary
size J × J with 1 6 J 6 dim Xℓ and furthermore,
let Ωℓ

K be any (K,K)-form on Xℓ the degree K of
which satisfies K +J = dim Xℓ = n+ ℓ(n− 1). Then
the upper reduction R+

λ
(•) of Ωℓ

KC ℓ
J in which any in-

coming λj,j−k is replaced by λ = 2n >
∣∣λj,j−k

∣∣ en-
joys the following majoration in the right-hand side
of which, notably, all the appearing Jacobi-Trudy
determinants live at level ℓ− 1 :
Ωℓ

KC ℓ
J 6R+

λ
J · 2J · J2J · 2nJ · Ωℓ

K

[
C ℓ−1

J + C ℓ−1
J−1uℓ + · · · + C ℓ−1

1 uJ−1
ℓ + uJ

ℓ

]
.

• Final steps of the proof ofDk(n) 6 n5n4
:

• Elementary majorations :

J · 2J · J2J · 2nJ = 2(n+1)J · J2J+1

6 2n3+1 (n2 − n + 1)2n
2−2n+3

6 2n3(
n2)2n2

.

• Define :

N := 2n3
n4n2

.

• Perform a uniform upper majoration of an arbi-
trary monomial u

i1
1 · · · u

in
n with i1+ · · ·+in = n2 down



to level ℓ = 0 :
u

i1
1 · · ·u

in−1
n−1u

in
n = u

i1
1 · · ·u

in−1
n−1C

n−1
in−n+1

6R+
λ

N · ui1
1 · · ·u

in−2
n−2u

in−1
n−1

[
C n−2

in−n+1 + C n−2
in−nun−1

+ · · · + C n−2
1 uin−n

n−1 + uin−n+1
n−1

]
[Lemma]

6R+
λ

N · ui1
1 · · ·u

in−2
n−2

[
C n−2

in−n+1u
in−1
n−1 + · · ·

◦

+ C n−2
in−1+in−2n+2 un−1

n−1∫ + · · · + u
in−1+in−n+1
n−1

]

6R+
λ

N · ui1
1 · · ·u

in−2
n−2

[
C n−2

in−1+in−2n+2 + C n−2
in−1+in−2n+1 un

n−1

+ · · · + u
in−1+in−n+1
n−1

]

6R+
λ

N · ui1
1 · · ·u

in−2
n−2

[
C n−2

in−1+in−2n+2 + C n−2
in−1+in−2n+1 C n−2

1

+ · · · + C n−2
in−1+in−2n+2

]
[Lemma]

6R+
λ

N n2 · ui1
1 · · ·u

in−2
n−2 C n−2

in−1+in−2n+2 [Lemma]

6R+
λ

(
N n2

)2
· ui1

1 · · · u
in−3
n−3 C n−3

in−2+in−1+in−3n+3 [induction]

6R+
λ

(
N n2

)3
· ui1

1 · · · u
in−4
n−4 C n−4

in−3+in−2+in−1+in−4n+4 [induction].

• Clear induction down to level ℓ = 1 yields :
u

i1
1 · · · u

in−1
n−1u

in
n 6R+

λ

(
N n2

)n−2
· ui1

1 C 1
i2+···+in−(n−1)n+n−1

6R+
λ

(
N n2

)n−2
· N ·

[
C 0

2n−1−i1
+ · · ·

◦
+

+ C 0
nun−1

1 ∫ + · · · + u2n−1
1

]

6R+
λ

(
N n2

)n−1
C 0

n .

Lemma. The n × n Jacobi-Trudy determinant C n
0

enjoys the majoration :

C 0
n 6R+

d
2n2+2n n! nn

[
dn+1 + dn + · · · + d

]
.



• Application : Applying this lemma to the last obtained
inequality :

u
i1
1 · · ·u

in
n 6R+

λ
(Nn2)n−1 2n2+2n n! nn ·

[
dn+1 + dn + · · · + 1] ,

obtain the announced boundn5n4
:∣∣coeffdk

[
u

i1
1 · · ·u

in
n

]∣∣ 6
(
2n3

n4n2
n2

)n−1
2n2+2n n! nn

6 2n4−n3+n2+2n n4n3−4n2+2n−2 nn nn

6 n5n4
. �



VII – Siu’s beautiful strategy

• Universal hypersurface : Define, in a system of ho-
mogeneous coordinates :

[Z] = [Z0 : Z1 : · · · : Zn : Zn+1] ∈ Pn+1

[A] =
[
(Aα)α∈Nn+2, |α|=d

]
∈ P

(n+1+d)!
(n+1)! d!

−1
,

theuniversal hypersurfaceof degreed :

X : 0 =
∑

α∈Nn+2
|α|=d

Aα0,...,αn+1 Z
α0
0 · · ·Z

αn+1
n+1

as the zero-locus of the general homogenous polynomial

of degreed. SetNn
d :=

(n+1+d)!
(n+1)! d!

− 1.

• Double projection :

Xpr1
{{vvvvvvvvv pr2

##HH
HH

HH
HH

H

Pn+1 PNn
d .

• Inhomogeneous coordinates :In the chart{Z0 6=
0} × {A0d0···0 6= 0}, write :

X0 : 0 = zd
1 +

∑

α∈Nn+1
|α|6d, α1<d

aα zα .



• Principal hypothesis : Entire holomorphic map va-
lued in a fixed projective hypersurface :

0 ≡ f1(ζ)d +
∑

α∈Nn+1
|α|6d, α1<d

aα f (ζ)α ,

where the coefficientsaα do not depend onζ.

• Coordinates in the space ofvertical n-jets :
(
zi, aα, z′j1

, z′′j2
, . . . , z

(n)
jn

)
∈

∈ Cn+1 × CNn
d × Cn+1 × Cn+1 × · · · × Cn+1︸ ︷︷ ︸

n times

.

• Chain rule : At orderκ = 4 :

0 =
∑

α∈Nn+1
|α|6d, ad0···0=1

aα zα

0 =
∑

α

aα

(∑

j1

∂(zα)

∂zj1

z′j1

)

0 =
∑

α

aα

(∑

j1

∂(zα)

∂zj1

z′′j1 +
∑

j1, j2

∂2(zα)

∂zj1∂zj2

z′j1z
′
j2

)

0 =
∑

α

aα

( ∑

j1

∂(zα)

∂zj1

z′′′j1 +
∑

j1, j2

∂2(zα)

∂zj1∂zj2

3 z′j1z
′′
j2

+
∑

j1, j2, j3

∂3(zα)

∂zj1∂zj2∂zj3

z′j1z
′
j2
z′j3

)

0 =
∑

α

aα

(∑

j1

∂(zα)

∂zj1

z′′′′j1
+

∑

j1, j2

∂2(zα)

∂zj1∂zj2

(
4 z′j1z

′′′
j2

+ 3 z′′j1z
′′
j2

)
+

+
∑

j1, j2, j3

∂3(zα)

∂zj1∂zj2∂zj3

6 z′j1z
′
j2
z′′j3 +

∑

j1, j2, j3, j4

∂4(zα)

∂zj1∂zj2∂zj3∂zj4

z′j1z
′
j2
z′j3z

′
j4

)
.



• Total differentiation operator :

D(•) :=
∑

λ∈N

n+1∑

k=1

∂(•)

∂z
(λ)
k

· z
(λ+1)
k

,

• General rewriting :

0 =
∑

α

aαzα = D
( ∑

α

aαzα
)

= · · · = Dn
( ∑

α

aαzα
)

.

Lemma. The (n+1) defining equations of Jn
vert(X0)

write as follows :

0 =
∑

α∈Nn+1
|α|6d, ad0···0=1

aα

κ∑

e=1

∑

16λ1<···<λe6κ

∑

µ1>1,...,µe>1

∑

µ1λ1+···+µeλe=κ

κ!

(λ1!)µ1µ1! · · · (λe!)µeµe!

n+1∑

j1
1 ,...,j1

µ1
=1

· · ·
n+1∑

je
1,...,j

e
µe=1

∂µ1+···+µe
(
zα

)

∂zj1
1
· · · ∂zj1

µ1
· · · ∂zje

1
· · · ∂zje

µe

z
(λ1)

j1
1
· · · z

(λ1)

j1
µ1

· · · z
(λe)
je
1
· · · z

(λe)
je
µe

,

où κ = 0, 1, 2, 3, 4, . . . , n.

• Generation by global sections :An arbitrary vector
field defined in the ambient space :

Cn+1 × CNn
d × Cn(n+1)

writes under the general form :

T =

n+1∑

i=1

Zi

∂

∂zi

+
∑

α∈Nn+1
|α|6d, α1<d

Aα

∂

∂aα

+

n+1∑

k=1

Z′k
∂

∂z′k
+

n+1∑

k=1

Z′′k
∂

∂z′′k
+ · · · +

n+1∑

k=1

Z
(n)
k

∂

∂z
(n)
k

.



Theorem. [M., 2009] Let Σ̃ be the closure, in
Jn

vert(X ), of the closed algebraic subset of affine
vertical jets Jn

vert(X0) which is defined by the anni-
hilation of all the first order jets :

Σ̃0 :=
{(

zi, aα, z
′
j1
, . . . , z

(n)
jn

)
: z′1 = z′2 = · · · = z′n+1 = 0

}
.

Then the following two properties hold true :
• Jn

vert(X )\Σ is smooth of pure codimension equal
to n+1 at every point, namely of dimension equal
to :

jd
n := n + 1 + Nn

d + n(n + 1)− (n + 1)

=
(n+1+d)!
(n+1)! d!

+ n(n + 1).

• The twisted tangent bundle :
TJn

vert(X ) ⊗OPn+1

(
n2 + 2n

)
⊗ O

PNn
d
(1)

is generated by its global sections on Jn
vert(X )

∖
Σ̃,

that is to say : at every point p[n] ∈ Jn
vert(X )

∖
Σ̃

which does not belong to Σ̃, one may find jd
n glo-

bal sections T1, . . . , Tjd
n

on X of this twisted tan-
gent bundle such that :

CT1(p
[n])⊕ · · · ⊕ CTjd

n
(p[n]) = T

Jn
vert(X ), p[n].



VII-1 – Algebraic degeneracy

Theorem. [DMR 2009] Let X ⊂ Pn+1 be a pro-
jective hypersurface of arbitrary dimension n > 2.
Then there exists a noneffectivepositive integer :

dn≫ 1,

such that, if X is generic of degree deg X > dn,
then there exists a proper algebraic subvariety :

Y $ X,

such that every nonconstant entire holomorphic
curve f : C → X has image f (C) entirely contai-
ned in Y .

• From above : [D IVERIO, 2008]For a jet orderk = n

equal to the dimension, there existsdn≫ 1 such that the
two isomorphic spaces of sections :

H0
(
Xn, OXn(m)⊗ π∗0,nA

−1
)
≃ H0

(
X, En,mT ∗X ⊗ A−1

)
6= 0 ,

arenonvoidwhend > dn, providedm > md,n is suffi-
ciently large.

• Canonical bundle :

KX ≃ OX(d− n− 2) .

It will play the rôle of the ample line bundleA.

• Continuity argument : For δ > 0 sufficiently small :

H0
(
Xn,OXn(m)⊗ π∗0,nK

−δm
X

)
≃ H0

(
X, En,mT ∗X ⊗K−δm

X

)
6= 0 .



• Slices of the universal hypersurface :

Xs := X
∣∣
s
, s ∈ PNn

d .

• Beautiful idea of Siu (2002): Holomorphic family of
jet differentials not identically zero :

P =
{
P |s ∈ H0(Xs, En,mT ∗Xs

⊗K−δm
Xs

)}
.

• Semi-continuity of cohomology : [HARTSHORNE]
The parameterss range outside a certain (uncontrolled)
exceptional algebraic subvariety of the parameter space
PNn

d .

• Fix s0 outside this exceptional set.

• Nonconstant entire curvef : C→ Xs0.

• Define the zero-set locus :

Ys0 :=
{
x ∈ Xs0 : P |s0(x) = 0

}

of the non-identically zero sectionP |s0 of the vector
bundleEn,mT ∗Xs0

⊗K−δm
Xs0

.

Lemma. Then Ys0 is a proper algebraic subset of X

which contains all nonconstant entire holomorphic
curves :

f (C) ⊂ Ys0.

• Existence of at least one differential equation :

P |s0

(
jnf (ζ)

)
≡ 0 .



• By contradiction : There existsζ0 ∈ C such that :

f (ζ0) 6∈ Ys0 et f ′(ζ0) 6= 0 .

• In local coordinates :
P =

∑

|i1|+···+n|in|=m

qi1,...,in(s, z) (z′)i1 · · · (z(n))in

Ys0 =
{
z ∈ Xs0 : qi1,...,in(s0, z) = 0, ∀ i1, . . . , in

}
.

• Relative polynomialness :With respect to the jets.

• Differentiate by a vector field :
(•)⊗ OXs0

(n2 + 2n).

V

f(C)

f(t0)

fiber

JnVf(t0)

JnVf(t0)

X
?

Y

differential
LV P

another jet

{P =0}

{LV P =0}

constructing

jnf(t0)

jnf(t0)

jnf(t0)

• Differentiate by p vector fields :
(•)⊗OXs0

(p(n2 + 2n))

• Global section in :
H0(Xs0, En,mT ∗Xs0

⊗OXs0
(−δm(d− n− 2)+p(n2 + 2n))

)
.

• Still insure the inverse of an ample line bundle :
−δm(d− n− 2) + p(n2 + 2n) < 0. �
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I – Conjecture de Green-Griffiths

• Hypersurface projective complexe algébrique :
X =

{[
z0 : z1 : . . . : zn : zn+1

]
∈ Pn+1 :

P (z0, z1, . . . , zn, zn+1) = 0
}

.

• Fibré canonique :
KX := ΛnT ∗X .

• X de type général :Lorsquem→∞ :

h0(X, K⊗m
X

)
∼ c ·mdim X ,

pour une certaine constantec > 0.

• Caractérisation équivalente :degré optimal :

deg X > dim X + 3 .

• Conjecture de Green-Griffiths forte (1979) :Si l’hy-
persurface projective algébriqueXn ⊂ Pn+1(C) est
générique de degré> n + 3, alors il existe un sous-
ensemble algébrique propreY ⊂ X tel que toute courbe
holomorphe entière non constantef : C → X est né-
cessairement intégralement contenue dansY , à savoir :
f (C) ⊂ Y .

Y

f(C)

X
f

C



• Degré optimal : deg X > n + 3 , ce qui correspond
ainsi à demander queX soit de type général.

• Conjecture d’hyperbolicité de Kobayashi (1970) :
Une hypersurface projective lisseXn ⊂ Pn+1(C) esthy-
perbolique : « toute courbe holomorphe entièref : C→
X est nécessairementconstante», lorsque

deg X > 2n + 1 ,

pourvu queX soit générique.

• Siu 2002, 2004 :Il existedn >> 1 tel que les hypersur-
faces génériquesXn ⊂ Pn+1 de degré :

deg X > dn

sont hyperboliques.

• Demailly à Luminy en juin 2006 : grands degrés !

• Dimension 2 :X2 ⊂ P3(C) : G.-G.+ Kobayashi :

� SIU-YEUNG 1996 :d > 10
13.

� MCQUILLAN , 1999 :d > 36.

� DEMAILLY -EL GOUL, 2000 :d > 21.

� PAŬN, 2008 :d > 18.

• Dimension 3 :X3 ⊂ P4(C) :

� ROUSSEAU2007 :d > 593, Green-Griffiths.

� DIVERIO-TRAPANI 2009 :d > 593, Kobayashi.



Théorème. (DIVERIO-M.-ROUSSEAU, nov. 2008)Si
X ⊂ Pn+1 est une hypersurface projective algé-
brique générique, il existe un sous-ensemble algé-
brique propre Y $ X tel que f (C) ⊂ Y pour toute
courbe holomorphe entière non constante :
• pour dim X = 4, lorsque deg X > 3203 ;
• pour dim X = 5, lorsque deg X > 35355 ;
• pour dim X = 6, lorsque deg X > 172925.

Théorème. (DIVERIO-M.-ROUSSEAU) En dimen-
sion quelconque n > 2 avec Xn ⊂ Pn+1(C) gé-
nérique, même conclusion lorsque :

deg X > 2
n

5

.

Stratégies(à éviter !)

� Jets simples de Green-Griffiths(trop simples ?)Non !
� Jets raffinés de Demailly(incompréhensibles !)
� Inégalités de Morse-Demailly-Trapani-Siu(insuffi-
santes pour atteindre la borne optimale !)
� Fibrés de jets sur les variétés projectives(lieu-base
non contrôlé⇒ Kobayashi inacessible !)

Théorème. (Aujourd’hui) Équations différentielles
en degré optimal deg X > n + 3 (avec hypothèse).

Certitude : revenir aux jets de Green-Griffiths



Structure générale des démonstrations
Étape 1 :Les courbes holomorphes entièresf : C→ X

satisfont des équations différentielles algébriques.
Étape 2 :Une pléthore de telles équations différentielles
implique la dégénérescence algébriquef (C) ⊂ Y $ X.

Théorème. [NOMBREUX AUTEURS] Toute courbe
holomorphe entière non constante f : C → X sa-
tisfait des équations différentielles algébriques glo-
bales lorsque d = deg X est assez grand.

• Dimension 2 : [GREEN-GRIFFITHS 1980]optimal :
deg X > 5.

• Dimension 3 :
� [ROUSSEAU2006]deg X > 97.
� [D IVERIO 2008]deg X > 74.
� [M., 30 MAI 2009]deg X > 34.

• Dimension 4 :
� [D IVERIO 2008]deg X > 298.
� [D.M.R. 2009]deg X > 259.

• Dimension 5 :
� [D IVERIO 2008]deg X > 1222.

• Dimension 6 :
� [D.M.R. 2009]deg X > 4352.

Très loin de : deg X > n + 3 = 6, 7, 8, 9, . . .



II – L’« enfer algébrique » des jets invariants

• Notations :
n = dimension

d = degré

κ = ordre des jets

• Deux fibré de jets de courbes holomorphes :

� Green-Griffiths :

E GG
κ,mT ∗X .

� Demailly-Semple :

E DS
κ,mT ∗X .

• Obstacle significatif : [ROUSSEAU, 2006]En dimen-
sion3, l’ordre des jets doit être> 3.

• Plus généralement :Un théorème d’annulation dû à
Brückmann et Rackwitz donne facilement :

Corollaire. [D IVERIO, 2008] Pour tout fibré en
droites ample A→ X et tout κ 6 dim X−1, on a :

0 = H0(X, E GG
κ,m ⊗A−1)

= H0(X, E DS
κ,m ⊗ A−1) .

• Donc il faut supposer toujoursκ > dim X.



• Définition : Dans une carte locale, considérer le jet
d’ordreκ :

jκf :=
(
f ′1, . . . , f

′
n, f ′′1 , . . . , f ′′n , . . . . . . , f

(κ)
1 , . . . , f

(κ)
n

)

d’un disque holomorphe :

f = (f1, f2, . . . , fn) : D −→ Xn.

• Descriptions connues des jets de Demailly-Semple :

� n = 2, κ = 3 : DEMAILLY (non publié) ;ROUS-
SEAU : 5 invariants fondamentaux.
� n = 3, κ = 3 : ROUSSEAU: 16.
� n = 2, κ = 4 : DEMAILLY -EL GOUL (non pu-

blié) ; M. : 9.
� n = 2, κ = 5 : M. : 56.
� n = 4, κ = 4 : M. : 2835.

• Algorithme général :

Théorème. [M., 2008] Construction d’un algo-
rithme complet qui engendre tous les polynômes
invariants par reparamétrisation, en dimension ar-
bitraire n et pour des jets d’ordre quelconque κ.

• Joël M. Jets de Demailly-Semple d’ordres 4 et 5 en dimension 2,
Int. J. Contemp. Math. Sciences,3 (2008) no. 18,861–933.

• Joël M. An algorithm to generate all polynomials in thek-jet of a
holomorphic discD → Cn that are invariant under source repara-
metrization, arxiv.org/abs/0808.3547/, 103 pages.



• Syzygies :Les relations entre invariants sont engen-
drées en même temps.

• Bases de Gröbner ; Polytopes de Newton :

x10

x2

• Obtenir 16 bi-invariants mutuellement indépen-
dants :

W 10, f ′1, Λ3, Λ5, Λ7, D6, D8, N 10,

M 8, E10, L12, Q14, R15, U 17, V 19, X21

• Ordre lexicographique :
Λ3 > Λ5 > Λ7 > D6 > D8 > N 10 > M 8 > E10 > L12 >

> Q14 > R15 > U 17 > V 19 > X21.

• Expressions explicites :

Λ3 :=

∣∣∣∣
f ′1 f ′2
f ′′1 f ′′2

∣∣∣∣ =: ∆
′,′′

1,2,

Λ5 := ∆
′,′′′

1,2 f ′1 − 3 ∆
′,′′

1,2 f ′′1 ,



D6 :=

∣∣∣∣∣∣

f ′1 f ′2 f ′′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3

∣∣∣∣∣∣
=: ∆

′, ′′, ′′′ .

Λ7 :=
(
∆
′,′′′′

1,2 + 4 ∆
′′,′′′

1,2

)
f ′1f
′
1−

− 10 ∆
′,′′′

1,2 f ′1f
′′
1 + 15 ∆

′,′′

1,2 f ′′1 f ′′1 ,

D8 := f ′1

∣∣∣∣∣∣

f ′1 f ′2 f ′′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′′1 f ′′′′2 f ′′′′3

∣∣∣∣∣∣
− 6 f ′′1

∣∣∣∣∣∣

f ′1 f ′2 f ′′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3

∣∣∣∣∣∣
,

N10 := ∆
′,′′′,′′′′

1,2,3 f ′1f
′
1 − 3 ∆

′,′′,′′′′

1,2,3 f ′1f
′′
1 +

+ 4 ∆
′,′′,′′′

1,2,3 f ′1f
′′′
1 + 3 ∆

′,′′,′′′

1,2,3 f ′′1 f ′′1 ,

M 8 :=
−5 Λ5Λ5 + 3 Λ3Λ7

f ′1f
′
1

= 3 ∆
′, ′′′′

1,2 ∆
′, ′′

1,2 + 12 ∆
′′, ′′′

1,2 ∆
′, ′′

1,2 − 5 ∆
′, ′′′

1,2 ∆
′, ′′′

1,2 ,

E10 :=
−6 Λ5 D6 + 3 Λ3 D8

f ′1

= 3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 − 6 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 ,

L12 :=
−Λ7D6 + 5 Λ3N10

f ′1

= −∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1 − 4 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1 + 5 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′1 + 10 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′1−

− 15 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 + 20 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′′1 ,



Q14 :=
Λ7D8 − 10 Λ5N10

f ′1

= −10 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′
1 + ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′
1 + 4 ∆

′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′
1+

+ 20 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′′
1 + 30 ∆

′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′1f
′′
1 − 6 ∆

′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′′
1−

− 24 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′′
1 − 40 ∆

′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′′′
1 − 75 ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 f ′′1 +

+ 30 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′1 f ′′1 + 120 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 f ′′′1 ,

R15 := ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 f ′1 − 12 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 f ′1 + 24 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 f ′′1−

− 48 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 f ′′′1 ,

U 17 =
4 D8E10 + 3 Λ3R15

f ′1

= 15 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 − 36 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2−

− 24 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 + 144 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 ,

V 19 =
8 N 10E10 + Λ5R15

f ′1

= 24 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′1 − 60 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1+

+ ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1 − 75 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 +

+ 36 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 + 168 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′1−

− 144 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′′1 + 96 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′′1 −

− 240 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′′1 ,

X21 =
4 D8Q14 − 5 Λ7R15

f ′1

= −40 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′
1 − 4 ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′
1−

− 4 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′
1 + 60 ∆

′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′
1+

+ 240 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′
1 + 130 ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′′
1 +

+ 120 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′1f
′′
1 − 168 ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′′
1−



− 668 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′′
1 − 360 ∆

′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′′
1−

− 160 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′1f
′′′
1 + 240 ∆

′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′1f
′′′
1 +

+ 960 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′1f
′′′
1 − 375 ∆

′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 f ′′1 +

+ 840 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′1 f ′′1 + 180 ∆
′, ′′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 f ′′1 +

+ 144 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′′

1,2 f ′′1 f ′′1 + 144 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′′, ′′′

1,2 f ′′1 f ′′1−

− 1440 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′′

1,2 f ′′1 f ′′′1 + 480 ∆
′, ′′, ′′′′

1,2,3 ∆
′, ′′, ′′′

1,2,3 ∆
′, ′′

1,2 f ′′1 f ′′′1 .

• 41syzygies complétées entre16bi-invariants :

0
1
≡ −5 Λ5Λ5 + 3 Λ3Λ7

LT
−f ′1f

′
1M

8,

0
2
≡ −2 Λ5D6 + Λ3D8

LT
−1

3
f ′1 E10,

0
3
≡ −Λ7D6 + 5 Λ3N 10

LT
−f ′1L

12,

0
4
≡ −5 Λ5E10 + 3 Λ3L12

LT
+6 f ′1D

6M 8,

0
5
≡ 5 Λ7E10 + 3 Λ3Q14

LT
−6 f ′1D

8M 8,

0
6
≡ 4 D8E10 + 3 Λ3R15

LT
−f ′1U

17,

0
7
≡ −36 D6D6M 8 − 5 E10E10 + 3 Λ3U 17

LT
+0,

0
8
≡ −5 E10L12 − 6 D6D8M 8 + 3 Λ3V 19

LT
+0,

0
9
≡ 5 L12L12 + 3 Λ3X21

LT
+ M 8D8D8+0,

0
10
≡ −6 Λ7D6 + 5 Λ5D8

LT
−f ′1L

12,

0
11
≡ −Λ7D8 + 10 Λ5N 10

LT
+f ′1Q

14,

0
12
≡ Λ5L12

LT
− Λ7E10+f ′1D

8M 8,



0
13
≡ Λ7L12 + Λ5Q14

LT
−2 f ′1M

8N 10,

0
14
≡ 8 N 10E10 + Λ5R15

LT
−f ′1V

19,

0
15
≡ Λ5U 17

LT
− E10L12 − 6 D6D8M 8+0,

0
16
≡ Λ5V 19

LT
−M 8D8D8 − L12L12+f ′1M

8R15,

0
17
≡ Λ5X21

LT
− L12Q14 + 2 D8N 10M 8+0,

0
18
≡ 8 N 10L12 + Λ7R15

LT
+f ′1X

21,

0
19
≡ −L12L12 + Λ7U 17

LT
+f ′1,−5 M 8D8D8+0,

0
20
≡ L12Q14 + Λ7V 19

LT
− 10 D8M 8N 10+0,

0
21
≡ 20 N 10N 10M 8 + Q14Q14 + Λ7X21

LT
+0,

0
22
≡ 6 D6M 8R15

LT
+ L12U 17 − E10V 19+0,

0
23
≡ 5 D8M 8R15

LT
−Q14U 17 − L12V 19+0,

0
24
≡ 10 N 10M 8R15

LT
−Q14V 19 + L12X21+0,

0
25
≡ 5 M 8R15R15

LT
+ V 19V 19 + U 17X21+0,

0
26
≡ −D8D8 + 12 D6N 10

LT
+f ′1R

15,

0
27
≡ −5 D8E10 + 6 D6L12

LT
+f ′1U

17,

0
28
≡ 3 D6Q14

LT
+ 25 N 10E10−3 f ′1V

19,

0
29
≡ 5 E10R15 −D8U 17 + 6 D6V 19

LT
+0,

0
30
≡ −3 L12R15 + N 10U 17 + 3 D6X21

LT
+0,



0
31
≡ −10 N 10E10 + D8L12

LT
+f ′1V

19,

0
32
≡ D8Q14

LT
+ 10 N 10L12+f ′1X

21,

0
33
≡ −2 N 10U 17 + D8V 19

LT
+ L12R15+0,

0
34
≡ Q14R15 + 2 N 10V 19 + D8X21

LT
+0,

0
35
≡ −2 L12N 10U 17 + R15L12L12 + 10 V 19N 10E10

LT
−f ′1V

19V 19,

0
36
≡ 2 N 10U 17Q14 −R15L12Q14 + 10 V 19N 10L12

LT
+f ′1V

19X21,

0
37
≡ 10 N 10L12X21

LT
−R15Q14Q14 − 2 Q14N 10V 19+f ′1X

21X21,

0
38
≡ 2 N 10U 17X21

LT
−X21L12R15 + V 19Q14R15 + 2 N 10V 19V 19+0,

0
39
≡ E10Q14

LT
+ L12L12−f ′1M

8R15,

0
40
≡ Q14U 17 + 6 L12V 19 + 5 E10X21

LT
+0,

0
41
≡ −6 Q14L12V 19 −Q14Q14U 17 + 5 X21L12L12

LT
−5 f ′1M

8R15X21.

• Dimension16avec41sommets.

x10

x2

2835



THÉORÈME (M. 2008)En dimension n = 4 pour
les jets d’ordre κ = 4, l’algèbre UE4

4 de polynômes
de jets P

(
j4f1, j

4f2, j
4f3, j

4f4
)

invariants par repara-
métrisation et invariants sous l’action unipotente est
engendrée par 16 bi-invariants mutuellement indé-
pendants :

W 10, f ′1, Λ3, Λ5, Λ7, D6, D8, N 10,

M 8, E10, L12, Q14, R15, U 17, V 19, X21,

dont la restriction à {f ′1 = 0} possède un idéal de re-
lations, pour l’ordre purement lexicographique, qui
est constitué des 41 syzygies écrites ci-dessus.

De plus, tout bi-invariant de poids m s’écrit de
manière unique sous la forme polynomiale sui-
vante :
P
(
jκf

)
=

∑

o, p

(f ′1)
o
(
W 10

)p
∑

(a,...,n)∈N14\(�1∪···∪�41)
3a+···+21n=m−o−10p

coeffa,...,n,o,p ·

·
(
Λ3

)a (
Λ5

)b (
Λ7

)c (
D6

)d (
D8

)e (
N 10

)f(
M 8

)g (
E10

)h

(
L12

)i (
Q14

)j (
R15

)k (
U 17

)l (
V 19

)m (
X21

)n
,

avec des coefficients coeffa,...,n,o,p quelconques, où
�1, . . ., �41 désignent les quadrants de N14 ayant
des sommets correspondant aux puissances des
41 monômes de tête en question.

Par conséquent, en dimension n = 4 pour les
jets d’ordre κ = 4, l’algèbre E 4

4 des polynômes de



jets P
(
j4f

)
invariants par reparamétrisation est en-

gendrée par les polarisations :

W 10, f ′i , Λ3
[i,j], Λ5

[i,j]; α, Λ7
[i,j]; α,β, D6

[i,j,k],

D8
[i,j,k]; α, N 10

[i,j,k]; α,β, M 8
[i,j],[k,l], E10

[i,j,k],[p,q], L12
[i,j,k],[p,q]; α,

Q14
[i,j,k],[p,q]; α,β, R15

[i,j,k],[p,q,r]; α, U 17
[i,j,k],[p,q,r],[s,t],

V 19
[i,j,k],[p,q,r],[s,t]; α, X21

[i,j,k],[p,q,r],[s,t]; α,β,

de ces 16 bi-invariants W 10, f ′1, Λ3, Λ5, Λ7, D6, D8,
N10, M8, E10, L12, Q14, R15, U17, V 19, X21 ; ces in-
variants polarisés sont anti-symétriques par rapport
à chaque collection d’indices entre crochets [i, j, k],
[p, q, r], [s, t], et ils sont explicitement représentés en
termes de ∆-déterminants par les formules com-
plètes suivantes :

W 10
1,2,3,4,

f ′i ,

Λ3
[i,j] := ∆

′, ′′

i,j ,

Λ5
[i,j]; α := ∆

′, ′′′

i,j f ′α − 3 ∆
′, ′′

i,j f ′′α ,

Λ7
[i,j]; α,β := ∆

′, ′′′′

i,j f ′αf
′
β + 4 ∆

′′, ′′′

i,j f ′αf
′
β − 5∆

′, ′′′

i,j

(
f ′αf

′′
β + f ′′αf ′β

)
+

+ 15 ∆
′, ′′

i,j f ′′αf ′′β ,

D6
[i,j,k] := ∆

′, ′′, ′′′

i,j,k ,



D8
[i,j,k]; α := ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k f ′α − 6 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k f ′′α ,

N 10
[i,j,k]; α,β := ∆

′, ′′′, ′′′′

i,j,k f ′αf
′
β −

3

2
∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k

(
f ′αf

′′
β + f ′′αf ′β

)
+

+ 2 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k

(
f ′αf

′′′
β + f ′′′α f ′β) + 3 ∆

′, ′′, ′′′

i,j,k f ′′αf ′′β ,

M 8
[i,j],[k,l] := 3 ∆

′, ′′′′

i,j ∆
′, ′′

k,l + 12 ∆
′′, ′′′

i,j ∆
′, ′′

k,l−

− 5 ∆
′, ′′′

i,j ∆
′, ′′′

k,l ,

E10
[i,j,k],[p,q] := 3 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′

l,m − 6 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′′

l,m,

L12
[i,j,k],[l,m]; α := 5 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′′

p,q f ′α − 15 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′

p,q f ′′α − 6 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′′′

p,q f ′α−

− 24 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′′, ′′′

p,q f ′α + 30 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′′

p,q f ′α,

Q14
[i,j,k],[p,q]; α,β := −10 ∆

′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′′

p,q f ′αf
′
β + ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′′′

p,q f ′αf
′
β+

+ 4 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′′, ′′′

p,q f ′αf
′
β + +20 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′′

p,q f ′αf
′′
β+

+ 30 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′

p,q f ′αf
′′
β − 6 ∆

′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′′′

p,q f ′αf
′′
β−

− 24 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′′, ′′′

p,q f ′αf
′′
β − 40 ∆

′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′′

p,q f ′αf
′′′
β −

− 75 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′

p,q f ′′αf ′′β + 30 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′′

p,q f ′′αf ′′β+

+ 120 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′

p,q f ′′αf ′′′β ,

R15
[i,j,k],[p,q,r]; α := ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r f ′α − 12 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r f ′α+

+ 24 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r f ′′α − 48 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r f ′′′α ,

U 17
[i,j,k],[p,q,r],[s,t] := 15 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t − 36 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t−

− 24 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t + 144 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′′, ′′′

s,t ,

V 19
[i,j,k],[p,q,r],[s,t]; α := 24 ∆

′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′α − 60 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′α+

+ ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′α − 75 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′′α+

+ 36 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′′α + 168 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′′α−



− 144 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′′, ′′′

s,t f ′′α + 96 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′′′α −

− 240 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′′′α ,

X21
[i,j,k],[p,q,r],[s,t]; α,β :=

:= −40 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′αf
′
β − 4 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′′′

s,t f ′αf
′
β−

− 4 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′′, ′′′

s,t f ′αf
′
β + 60 ∆

′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′′

s,t f ′αf
′
β+

+ 240 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′′, ′′′

s,t f ′αf
′
β + 130 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′αf
′′
β +

+ 120 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′αf
′′
β − 168 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′′

s,t f ′αf
′′
β−

− 668 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′′, ′′′

s,t f ′αf
′′
β − 360 ∆

′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′αf
′′
β−

− 160 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′αf
′′′
β + 240 ∆

′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′′

s,t f ′αf
′′′
β +

+ 960 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′′, ′′′

s,t f ′αf
′′′
β − 375 ∆

′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′′αf ′′β+

+ 840 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′′αf ′′β + 180 ∆
′, ′′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′′αf ′′β+

+ 144 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′′

s,t f ′′αf ′′β + 144 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′′, ′′′

s,t f ′′αf ′′β−

− 1440 ∆
′, ′′, ′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′′

s,t f ′′αf ′′′β + 480 ∆
′, ′′, ′′′′

i,j,k ∆
′, ′′, ′′′

p,q,r ∆
′, ′′

s,t f ′′αf ′′′β ,

où les indices romains satisfont 1 6 i < j < k 6 4,
où 1 6 p < q < r 6 4, où 1 6 s < r 6 4 et
où les indices grecs α, β satisfont sans restriction
1 6 α, β 6 4, d’où en définitive, le nombre total
d’invariants qui engendrent l’algèbre de Demailly-
Semple E4

4 est égal à :
1 + 4 + 6 + 24 + 96 + 4 + 16 + 64+

+ 36 + 24 + 96 + 384 + 64 + 96 + 384 + 1536 = 2835 .



Spéculation intermédiaire

• Pour toute application effective aux courbes holo-
morphes entières, il est nécessaire de résoudre toutes
les questions suivantes, et pas seulement la première :

• Question 1 : L’algèbre des invariants de Demailly-
Semple est-elle finiment engendrée?

• Question 2 : L’idéal des relations entre les invariants
est-il engendré par un procédé régulier spécifique dont la
combinatoire est dominable?

• Question 3 : L’algèbre est-elle de Cohen-Macaulay?
Si tel est le cas, peut-on décrire de manière effective une
base d’invariants primaires?

• Question 4 : Si l’algèbre des invariants n’est pas de
Cohen-Macaulay, peut-on décrire une base de Gröbner
effective pour l’idéal des relations entre tous les inva-
riants?

• Semblerait néanmoins accessible à un algébriste en-
core plus courageux :n = 5, κ = 5.

Les jets de Green-Griffiths sont
combinatoirement très réguliers

On peut (enfin !) faire monter les jets à l’infini



III – Retour aux jets de Green-Griffiths

• Immédiatement : Différentier par rapport àζ ∈ C la
contrainte initialef : C→ X :

P
(
f1(ζ), . . . , fn(ζ), fn+1(ζ)

)
≡ 0

où — on l’aura compris — :

P
(
z1, . . . , zn, zn+1

)
= 0

désigne l’équation polynomiale deXn ⊂ Cn+1.

κ = un tel ordre arbitraire de dérivation

• Jet de Green-Griffiths : Dans une carte locale cen-
trée en un pointx ∈ X, on considère les disques holo-
morphes passant parx :

f : (D, 0)→ (X,x) ≃ (Cn, 0)

qui possèdent bien sûrn composantes :(
f1(ζ), f2(ζ), . . . , fn(ζ)

)
,

et au-dessus du pointx, on considère les polynômes dans

les variables de jetsf (λ)
i qui sont du type suivant :

∑

m=|a1|+2|a2|+···+κ|aκ|

coeff · (f ′)a1(f ′′)a2 · · · (f (κ))aκ ,

et qui sont homogènes d’un certain poids fixém par rap-
port à la dilatation de jets :

δ ·
(
f ′i1, f

′′
i2
, . . . , f

(κ)
iκ

)
:=

(
δ1 f ′i1, δ

2f ′′i2, . . . , δ
κf

(κ)
iκ

)
.



• Pour mémoire :

m = poids = nombre total (fixé) de « primes »

• Structure vectorielle/non vectorielle :Bien que le fi-
bré des jetsJκ(D, X) de courbes holomorphes ne soit
pas un fibré vectoriel dès queκ > 2, le fibré des jets de
Green-GriffithsE GG

κ,mT ∗X est un fibré vectoriel, car l’es-
pacevectorieldes polynômes de poidsm en le jetjκf

est stable par tout changement de coordonnéesjκf 7→
jκ

(
Ψ ◦ f

)
induit par un changement de carteΨ surX.

Lemme. (GREEN-GRIFFITHS 1980) Ces données
ponctuelles s’organisent en un fibré vectoriel ho-
lomorphe :

E GG
κ,mT ∗X

sur Xn ⊂ Pn+1(C). Ce fibré possède une filtration
naturelle, et le fibré gradué associé :

Gr•
(
E GG

κ,mT ∗X
)

est un fibré vectoriel holomorphe qui est isomorphe
à la somme directe :⊕

ℓ1+2ℓ2+···+κℓκ=m

Symℓ1T ∗X ⊗ Symℓ2T ∗X ⊗ · · · ⊗ SymℓκT ∗X

• Inégalités cohomologiques :Pour touti = 1, 2, . . . , n,
on a :

hi
(
X, E GG

κ,mT ∗X
)
6 hi

(
X, Gr•E GG

κ,mT ∗X
)
.



Théorème. [BLOCH, AHLFORS, GREEN-GRIFFITHS,
DEMAILLY , SIU ] Soit X une hypersurface projec-
tive algébrique complexe, soit A un fibré en droites
ample sur X — prendre e.g. A = OX(1) — et soit :

P ∈ H0(X,E GG ou 6D 6S
κ,m ⊗A−1)

une section globale. Alors toute courbe holo-
morphe entière f : C → X non constante satisfait
l’équation différentielle correspondante :

P
(
f ′, . . . , f (κ)) ≡ 0.

• But : Construire des sections de E GG
κ,mT ∗X ⊗ A−1

• Caractéristique d’Euler-Poincaré du fibré des jets
de Green-Griffiths :

χ
(
X, E GG

κ,mT ∗X
)

=
m(κ+1)n−1

(κ!)n
(
(κ + 1)n− 1

)
! n!
 [facteur innocent]

{
(−c1)

n (log κ)n + O
(
(log κ)n−1

)}
+ O

(
m(κ+1)n−2

)
,

où c1 = c1(TX) est la première classe de Chern deTX.

• Ré-expression en fonction du degré :
χκ,m = Constanten,κ,m (−c1)

n + reste négligeable
= Constanten,κ,m d (d− n− 2)n + · · ·

• Type général :Ainsi, pourvu seulement queX soit de
type général :d > n + 3, on aχκ,m→∞ avecκ etm.



• Stratégie naturelle mais difficile :On veut construire
des sections globales deE GG

κ,mT ∗X, à savoir on veut que :

h0(X, E GG
κ,mT ∗X

)
= dim H0(X, E GG

κ,mT ∗X
)

> 0
.

• Définition de la caractéristique :

χ = h0 − h1 + h2 − h3 + h4 − · · · + (−1)nhn.

• Minoration triviale :
h0 = χ + h1 − h2 + h3 − h4 + · · · − (−1)n hn

> χ − h2 − h4 − · · ·
.

• Il suffirait de majorer les cohomologies paires :Si
Xn ⊂ Pn+1(C) est de type général,i.e. de degréd >
n + 3, alors les quantités :

h2i
κ,m := dim H2i(X, E GG

κ,mT ∗X
)

croîtraient moins rapidement que la caractéristique :

χκ,m≫ h2i
κ,m pour κ et m grands.

• Dimension 2 :BOGOMOLOV : annulation duh2.

Théorème. [GREEN-GRIFFITHS 1980]Sur une sur-
face X2 ⊂ P3(C), toutes les courbes holomorphes
entières f : C → X satisfont des équations diffé-
rentielles en degré optimal :

deg X > 5 .



• Dimension 3 : [ROUSSEAU 2006] Le h2 ne s’annule
en général pas.

• Fait général (voir ci-dessous) :Les fibrés de jets de
Green-Griffiths et de Demailly-Semple peuvent être dé-
composés comme certaines sommes de fibrés de Schur.

Théorème. [ROUSSEAU 2006] Sur une hypersur-
face projective algébrique X3 ⊂ P4(C), pour les jets
de Demailly-Semple d’ordre κ = 3 :

Gr•E DS
3,mT ∗X =

⊕

a+3b+5c+6d=m

S (a+b+2c+d, b+c+d, d) T ∗X.

on peut majorer :

h2
(
X, S (ℓ1,ℓ2,ℓ3)T ∗X

)
6 d(d + 13)

3(ℓ1 + ℓ2 + ℓ3)
3

2
(ℓ1 − ℓ2)(ℓ1 − ℓ3)(ℓ2 − ℓ3)

+ O
(
|ℓ|5

)
,

de telle sorte qu’il existe des différentielles de jets
dans E DS

3,mT ∗X pour m grand lorsque deg X > 97.

Théorème. [M. avril 2008 / D.M.R. novembre
2008]Analogue complet avec les jets de Demailly-
Semple pour n = 4 et κ = 4 lorsque :

deg X > 259 .

Théorème. [M. 10 Juin 2009]Dimension 3 avec les
jets de Green-Griffiths d’ordre κ ∼ ∞ lorsque :

deg X > 34 .



IV – Décomposition en fibrés de Schur

• Fibrés de Schur :Soit Xn ⊂ Pn+1(C) une hypersur-
face projective algébrique lisse. Classiquement, on a les
fibrés vectoriels holomorphes suivants surX :

� T ∗X ;

� ΛkT ∗X (théorie de Hodge) ;

� KX := ΛnT ∗X le fibré canonique ;

� K⊗m
X ses puissances tensorielles (plurigenres) ;

� Symk T ∗X (k-genre cotangentiel) ;

Ce sont tous des cas particuliers desfibrés de Schur:

S (ℓ1,ℓ2,...,ℓn)T ∗X ,

qui sont paramétrés parn entiers décroissants :

ℓ1 > ℓ2 > · · · > ℓn > 0,

et l’on retrouve notamment :
ΛkT ∗X = S (1,...,1,0,...,0)T ∗X avec k fois 1;

SymkT ∗X = S (k,0,...,0)T ∗X .

• Brève définition : En fait, les fibrés de Schur appa-
raissent quand on décompose en représentations irréduc-
tibles deGLn(C) les puissances tensorielles :

T ∗X ⊗ · · · ⊗ T ∗X︸ ︷︷ ︸
r fois

=
⊕

(ℓ)

[
S (ℓ1,...,ℓn)T ∗X

]⊕N(ℓ)
,

avecℓ1 > · · · > ℓn oùN (ℓ) est une certaine multiplicité.



• Théorie des représentations :Toute représentation
(action) deGLn(C) peut s’écrire comme une certaine
somme directe de représentations de Schur, lesquelles
constituent la liste detoutesles représentationsirréduc-
tibles possibles deGLn(C).

• Fait général offert à la géométrie complexe :Tout
fibré vectoriel holomorphe E surX, sur les fibres du-
quel on peut faire agirGLn(C), doit en principe sedé-
composer comme une certaine somme directe de fi-
brés de Schur, qui s’avèrent ainsi être les briques élé-
mentaires avec lesquelles on peut reconstituer tout fibré
dans l’anneau de Grothendieck, notamment :GrE GG

κ,mT ∗X.

Théorème. [M., 10 JUIN 2009] Supposons que
pour tout i = 1, 2, . . . , n, on peut majorer les dimen-
sions cohomologiques :

hi = dim Hi
(
X, S (ℓ1,ℓ2,...,ℓn−1,ℓn)T ∗X

)

par une formule du type général :
hi
6 constn ·

[
1 + d + d2 + · · · + dn+1

]
·

·
∑

α1+···+αn−1+αn=
n(n+1)

2
αn6n−1

(ℓ1 − ℓ2)
α1 · · · (ℓn−1 − ℓn)

αn−1(ℓn)
αn.

Alors toutes les courbes holomorphes entières non
constantes f : C → X satisfont des équations dif-
férentielles algébriques globales en degré optimal :

deg X > n + 3 .



Résumé / Interlude explicatif

� But principal : Constuire des équations différen-
tielles sur les hypersurfaces projectivesX de type géné-
ral en degré optimaldeg X > n + 3.
� Décomposerle fibré des jets de Green-Griffiths

comme une certaine somme directe defibrés de Schur,
au moins de manière asymptotique en un sens à préciser
ultérieurement :

E GG
κ,mT ∗X =

⊕

certains

S (ℓ1,...,ℓn)T ∗X .

� Admettre temporairement l’hypothèse qui s’avé-
rera naturelle —Conjecture ou problème ouvert —
que pouri = 1, 2, . . . , n, on a :
(∗)


hi
(
X, S (ℓ1,...,ℓn)T ∗X

)
6 const.

[
1 + d + d2 + · · · + dn+1

]
·

·
∑

α1+···+αn−1+αn=
n(n+1)

2
αn6n−1

(ℓ1 − ℓ2)
α1 · · · (ℓn−1 − ℓn)

αn−1(ℓn)
αn.

� Déduire par sommation de ces inégalités des ma-
jorants pour lesh2i

(
X, E GG

κ,mT ∗X

)
.

� Gagnerpar les asymptotiques la positivité :

h0(X, E GG
κ,mT ∗X ⊗ A−1) > 0 ,

pour des ordre de jetsκ très grands, pourvu quem≫ 1.



Suite sur la décomposition en fibrés de Schur

• Gradué du fibré de Green-Griffiths :
Gr•EGG

κ,mT ∗X =
⊕

ℓ1+2ℓ2+···+κℓκ=m

Symℓ1T ∗X ⊗ Symℓ2T ∗X ⊗ · · · ⊗ SymℓκT ∗X .

• Question : Comment, donc, obtenir la décomposition
de ce fibré vectoriel en somme directe de fibrés de Schur,
pourκ→∞?

• Rappel :

SymℓT ∗X = S (ℓ,0,...,0)T ∗X .

• Deux moyens d’obtenir une telle décomposition :
� formule de Pieri ;
� vecteurs de plus haut poids.

• Itérer une infinité de fois la formule :

S (t1,...,tn)T ∗X ⊗S (ℓ,0,...,0)T ∗X =

=
∑

s1+···+sn=ℓ+t1+···+tn
s1>t1>s2>t2>···>sn>tn>0

S (s1,...,sn)T ∗X .

• Fait connu en combinatoire : Nombres de Kostka ;
formules non closes ; aspects asymptotiques connus?

• Approche théorie des invariants :accessiblesur le
plan asymptotique.



• Matrice unipotente générale :

u :=




1 0 0 · · · 0
u21 1 0 · · · 0
u31 u32 1 · · · 0
·· ·· ·· · · · ··

un1 un2 un3 · · · 1




.

• Action sur les variables de jets :Pour tout niveau de
jetsλ avec1 6 λ 6 κ, définir :

g(λ) := u · f (λ) ,

c’est-à-dire avec tous les indices :

g
(λ)
1 := f

(λ)
1

g
(λ)
2 := f

(λ)
2 + u21 f

(λ)
1

g
(λ)
3 := f

(λ)
3 + u32 f

(λ)
2 + u31 f

(λ)
1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

g
(λ)
n = f

(λ)
n + un,n−1 f

(λ)
n−1 + · · · + un1 f

(λ)
1 .

• Fait général de la théorie des représentations de
GLn(C) : Les ‘Vecteurs’ de ‘plus haut poids’ sont ceux
qui sont invariants par cette action unipotente, c’est-à-
dire, ce sont les polynômes de jetsP

(
jκf

)
qui satisfont :

P
(
jκg

)
= P

(
u · jκf

)
≡ P

(
jκf

)
,

pour toute matrice unipotenteu ∈ Un(C).



Théorème. [19ÈME SIÈCLE] L’algèbre des poly-
nômes de jets invariants par cette action unipo-
tente est engendrée par la collection de tous les in-
variants fondamentaux que sont les déterminants :

∣∣∣f (λ1)
1

∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
f

(λ1)
1 f

(λ1)
2

f
(λ2)
1 f

(λ2)
2

∣∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣∣∣∣

f
(λ1)
1 f

(λ1)
2 f

(λ1)
3

f
(λ2)
1 f

(λ2)
2 f

(λ2)
3

f
(λ3)
1 f

(λ3)
2 f

(λ3)
3

∣∣∣∣∣∣∣
,

· · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f
(λ1)
1 f

(λ1)
2 · · · f

(λ1)
n

f
(λ2)
1 f

(λ2)
2 · · · f

(λ2)
n

· · · · · · · · · · · ·

f
(λn)
1 f

(λn)
2 · · · f

(λn)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=: ∆λ1,λ2,...,λn

1,2,...,n .

où 1 6 λ1 < λ2 < · · · < λn 6 κ sont arbitraires.

• Lien avec fibrés de Schur :(voir ci-dessous)

Unique ∆−monôme⇐⇒ Unique fibré de Schur.

• Syzygies (ou relations) :Toutefois, il y a des relations
quadratiquesplückériennesentre tous ces déterminants,
par exemple les suivantes, connues au 16èmesiècle :

0 ≡ ∆λ1
1 ·∆

λ2,λ3
1,2 + ∆λ3

1 ·∆
λ1,λ2
1,2 + ∆λ2

1 ·∆
λ3,λ1
1,2

0 ≡ ∆λ1,λ2
1,2 ∆λ3,λ4

1,2 + ∆λ1,λ4
1,2 ∆λ2,λ3

1,2 + ∆λ1,λ3
1,2 ∆λ4,λ2

1,2

• Syzygies générales :Connues, on peut les écrires, et
elles forment d’emblée une base de Gröbner.

• Rappel : Avec les invariants de Demailly-Semple, on
ne voit rien et on ne comprend rien à la combinatoire.



Théorème. [19ÈME SIÈCLE] Pour tous déterminants
∆

λ1,...,λi
1,...,i et ∆

µ1,...,µj

1,...,j avec i > j satisfaisant :
• lorsque i > j, il existe un indice t ∈ {1, . . . , j} tel

que :
λ1 6 µ1, . . . . . . , λt−1 6 µt−1, mais : λt > µt;

• lorsque i = j, il existe deux indices s ∈ {1, . . . , j}
et t ∈ {1, . . . , j} avec t > s + 1 tels que :
λ1 = µ1, . . . , λs−1 = µs−1, λs < µs,

λs+1 6 µs+1, . . . , λt−1 6 µt−1, mais : λt > µt;

la relation quadratique générale est satis-
faite identiquement dans l’anneau de base
C

[
f ′i1

, f ′′i2
, . . . , f

(κ)
iκ

]
:

0 ≡
∑

π∈Si+1

∑

π(λt)<···<π(λi)
π(µ1)<···<π(µt)

sgn(π) ·∆
λ1,...,λt−1,π(λt),π(λt+1),...,π(λj−1),π(λj),...,π(λi)

1,...,t−1,t,t+1,...,j−1,j,...,i ·

·∆
π(µ1),π(µ2),...,π(µt),µt+1,µt+2,...,µj

1,2,...,t,t+1,t+2,...,j

.

Théorème. [19ÈME SIÈCLE] L’idéal des relations
Id-rel(∆) entre tous les ∆-déterminants est en-
gendré par ces relations Plückériennes. De plus,
elles constituent une base de Gröbner pour un
ordre monomial naturel. Enfin, l’idéal monomial
des termes de tête est constitué des paires incom-
parables dans un diagramme de Hasse.



• Exemple :n = 2, κ = 5 :

∆1
1 , ∆2

1 , ∆3
1 , ∆4

1 , ∆5
1 ,

∆
1,2
1,2 , ∆

1,3
1,2 , ∆

1,4
1,2 , ∆

1,5
1,2 ,

∆
2,3
1,2 , ∆

2,4
1,2 , ∆

2,5
1,2 ,

∆
3,4
1,2 , ∆

3,5
1,2 ,

∆
4,5
1,2 .

Paires incomparables

2

3

4

5

1

12

45

35

15 24

23

13

14

25 34



Théorème. [19ÈME SIÈCLE] L’espace vectoriel quo-
tient :

tous les ∆-polynômes
/

modulo leurs relations
possède une base sur C qui est constituée de tous
les ∆-monômes :

∏

16j6ℓd1

∆
λ

j
1,...,λ

j
d1

1,...,d1

∏

ℓd1
+16j6ℓd1−1

∆
λ

j
1,...,λ

j
d1−1

1,...,d1−1 · · ·
∏

ℓ2+16j6ℓ1

∆
λ

j
1

1

tels que la collection des indices supérieurs (λ
j
i )

forme un tableau de Young semi-standard :
croissance faible

croissance
stricte

λ1
2

λ1
i

λ2
1λ1

1 λ
j
1

λ
j
i

λℓ1
1

λℓ2
2

λ
j
dj

λℓi

i

λ1
d1 λ

ℓd1

d1

dℓ1ℓ2

ℓ1

ℓi

d1

ℓd1

ℓd1−1

dj

• Décomposition exacte deGr•E GG
κ,mT ∗X en fibrés de

Schur. Afin d’appliquer cette information combinatoire
à notre problème, nous pouvons aussi représenter un∆-
monôme général sous la forme plus concise :

∏

d1>i>1

∏

1+ℓi+16j6ℓi

∆
λ

j
1,...,λ

j
i

1,...,i .



• Vecteur propre pour l’action diagonale : Pour toute
matricee = diag

(
e1, . . . , en

)
, on a :

e ·∆
λ

j
1,λ

j
2,...,λ

j
i

1,2,...,i = e1 e2 · · · ei ∆
λ

j
1,λ

j
2,...,λ

j
i

1,2,...,i ,

• En effet : Multiplication uniforme des colonnes :

e ·∆
λ

j
1,λ

j
2,...,λ

j
i

1,2,...,i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1f
λ

j
1

1 e2f
λ

j
1

2 · · · eif
λ

j
1

i

e1f
λ

j
2

1 e2f
λ

j
2

2 · · · eif
λ

j
2

i
·· ·· · · · ··

e1f
λ

j
i

1 e2f
λ

j
i

2 · · · eif
λ

j
i

i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

• Action sur un ∆-monôme général :

e ·

( ∏

d1>i>1

∏

1+ℓi+16j6ℓi

∆
λ

j
1,...,λ

j
i

1,...,i

)
= e ·

(
∆-monôme général

)

=
∏

d1>i>1

∏

1+ℓi+16j6ℓi

e1 · · · ei ·
(
mêm∆-monôme

)

=
∏

d1>i>1

(
e1 · · · ei

)ℓi−ℓi+1 ·
(
même∆-monôme

)

= (e1)
ℓ1(e2)

ℓ2 · · · (en)
ℓn ·

(
même∆-monôme

)
.

• Conséquence intéressante :

Unique ∆-monôme semi-standard ←→ Unique fibré de Schur .



Théorème. (M.) Le fibré gradué Gr•E GG
κ,mT ∗X as-

socié au fibré E GG
κ,mT ∗X des κ-jets de poids m de

Green-Griffiths s’identifie à la somme directe sui-
vante de fibrés de Schur :

Gr•E GG
κ,mT ∗X =

⊕

ℓ1>ℓ2>···>ℓn>0

(
S (ℓ1,ℓ2,...,ℓn)T ∗X

)M
κ,m
ℓ1,ℓ2,...,ℓn

,

avec des multiplicités M
κ,m
ℓ1,ℓ2,...,ℓn

∈ N égales
au nombre de fois qu’un diagramme de Young
YD(ℓ1,...,ℓn) dont les lignes ont les longueurs ℓ1 >

ℓ2 > · · · > ℓn > 0 peut être rempli par des entiers
strictement positifs λ

j
i 6 κ placés à la i-ème ligne

et à la j-ème colonne de manière à constituer un
tableau semi-standard, avec la contrainte supplé-
mentaire que la somme de tous ces entiers :

m = λ1
1 + · · · + λ

ℓn
1 + · · · + λ

ℓ2
1 + · · · + λ

ℓ1
1

+ λ1
2 + · · · + λ

ℓn
2 + · · · + λ

ℓ2
2

+ · · · · · · · · · · · · · · · ·+

+ λ1
n + · · · + λℓn

n

soit égale au degré d’homogénéité prescrit m.

Inaccessibleavec les jets de Demailly-Semple :
Le plus haut niveau de jetsplafonneà : n = κ = 4



V – Caractéristique d’Euler-Poincaré

χ
(
X, E GG

κ,mT ∗X
)

=
∑

ℓ1>···>ℓn>0

M
κ,m
ℓ1,...,ℓn

· χ
(
X, S (ℓ1,...,ℓn)T ∗X

)

• Classes de Chern :ck := ck(TX) = (−1)kck.

• X2 ⊂ P3(C) de dimension 2 :

χ
(
X, S (ℓ1,ℓ2)T ∗X

)
=

c2
1 − c2

0! 3!

∣∣∣∣
ℓ3
1 ℓ3

2

1 1

∣∣∣∣ +
c2

1! 2!

∣∣∣∣
ℓ2
1 ℓ2

2

ℓ1 ℓ2

∣∣∣∣ +

+O
(
|ℓ|2

)
;

• Partitions de 2 :
2 = 2 + 0

= 1 + 1.

• X3 ⊂ P4(C) de dimension 3 :
χ
(
X, S (ℓ1,ℓ2,ℓ3) T ∗X

)
=

=
c3
1 − 2 c1c2 + c3

0! 1! 5!

∣∣∣∣∣∣

ℓ5
1 ℓ5

2 ℓ5
3

ℓ1 ℓ2 ℓ3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
+

c1c2 − c3

0! 2! 4!

∣∣∣∣∣∣

ℓ4
1 ℓ4

2 ℓ4
3

ℓ2
1 ℓ2

2 ℓ2
3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
+

+
c3

1! 2! 3!

∣∣∣∣∣∣

ℓ3
1 ℓ3

2 ℓ3
3

ℓ2
1 ℓ2

2 ℓ2
3

ℓ1 ℓ2 ℓ3

∣∣∣∣∣∣
+O

(
|ℓ|5

)
.

• Partitions de 3 :
3 = 3 + 0 + 0

= 2 + 1 + 0

= 1 + 1 + 1.



• X4 ⊂ P5(C) de dimension 4 :

χ
(
X, S (ℓ1,ℓ2,ℓ3,ℓ4) T ∗X

)
=

=
c4
1 − 3 c2

1c2 + c2
2 + 2 c1c3 − c4

0! 1! 2! 7!

∣∣∣∣∣∣∣∣

ℓ7
1 ℓ7

2 ℓ7
3 ℓ7

4

ℓ2
1 ℓ2

2 ℓ2
3 ℓ2

4

ℓ1
1 ℓ1

2 ℓ1
3 ℓ1

4

1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+
c2
1c2 − c2

2 − c1c3 + c4

0! 1! 3! 6!

∣∣∣∣∣∣∣∣

ℓ6
1 ℓ6

2 ℓ6
3 ℓ6

4

ℓ3
1 ℓ3

2 ℓ3
3 ℓ3

4

ℓ1 ℓ2 ℓ3 ℓ4

1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
+
−c1c3 + c2

2

0! 1! 4! 5!

∣∣∣∣∣∣∣∣

ℓ5
1 ℓ5

2 ℓ5
3 ℓ5

4

ℓ4
1 ℓ4

2 ℓ4
3 ℓ4

4

ℓ1 ℓ2 ℓ3 ℓ4

1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+
c1c3 − c4

0! 2! 3! 5!

∣∣∣∣∣∣∣∣

ℓ5
1 ℓ5

2 ℓ5
3 ℓ5

4

ℓ3
1 ℓ3

2 ℓ3
3 ℓ3

4

ℓ2
1 ℓ2

2 ℓ2
3 ℓ2

4

1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

c4

1! 2! 3! 4!

∣∣∣∣∣∣∣∣

ℓ4
1 ℓ4

2 ℓ4
3 ℓ4

4

ℓ3
1 ℓ3

2 ℓ3
3 ℓ3

4

ℓ2
1 ℓ2

2 ℓ2
3 ℓ2

4

ℓ1 ℓ2 ℓ3 ℓ4

∣∣∣∣∣∣∣∣
+O

(
|ℓ|9

)
.

• Partitions de 4 :

4 = 4 + 0 + 0 + 0

= 3 + 1 + 0 + 0

= 2 + 2 + 0 + 0

= 2 + 1 + 1 + 0

= 1 + 1 + 1 + 1.



Théorème. Les termes de plus haut degré par
rapport à |ℓ| = max16i6n ℓi dans la caractéristique
d’Euler-Poincaré du fibré de Schur S (ℓ1,ℓ2,...,ℓn) T ∗X

sont homogènes d’ordre O
(
|ℓ|

n(n+1)
2

)
et ils sont don-

nés par une somme de déterminants indexée par
toutes les partitions (ν1, . . . , νn) de n :

(−1)n χ
(
X, S (ℓ1,ℓ2,...,ℓn) T ∗X

)
=

=
∑

ν partition den

Cνc

(ν1 + n− 1)! · · · νn!

∣∣∣∣∣∣∣∣

ℓ′1
ν1+n−1

ℓ′2
ν1+n−1 · · · ℓ′n

ν1+n−1

ℓ′1
ν2+n−2

ℓ′2
ν2+n−2 · · · ℓ′n

ν2+n−2

... ... . .. ...
ℓ′1

νn ℓ′2
νn · · · ℓ′n

νn

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+O
(
|ℓ|

n(n+1)
2 −1

)
,

où ℓ′i := ℓi + n − i, avec des coefficients Cνc qui
sont exprimés en termes des classes de Chern
ck = ck

(
TX

)
de TX au moyen des expressions

déterminantales de Giambelli, qui dépendent de la
partition conjuguée νc :

Cνc = C(νc
1,...,ν

c
n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

cνc
1

cνc
1+1 cνc

1+2 · · · cνc
1+n−1

cνc
2−1 cνc

2
cνc

2+1 · · · cνc
2+n−2

... ... ... ... ...
cνc

n−n+1 cνc
n−n+2 cνc

n−n+3 · · · cνc
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

avec la convention que ck := 0 pour k < 0 ou k > n,
et que c0 := 1.

• Remplacer lesℓ′i par les ℓi : Ne change rien, la diffé-

rences est enO
(
|ℓ|

n(n+1)
2 −1).



VI – Comportements asymptotiques

• Objectif : Étudier la cohomologie de :

Gr•E GG
κ,mT ∗X =

⊕

ℓ1>···>ℓn>0

(
S (ℓ1,...,ℓn)T ∗X

)M
κ,m
ℓ1,...,ℓn,

au moins asymptotiquement lorsquem→∞ etκ→∞.

• Rappel : on en déduit immédiatement :
χ
(
X, E GG

κ,mT ∗X
)

=
∑

ℓ1>···>ℓn>0

M
κ,m
ℓ1,...,ℓn

· χ
(
X, S (ℓ1,...,ℓn)T ∗X

)
.

• Cohérence des formules :Retrouver d’abord la for-
mule de caractéristique :

χ
(
X, E GG

κ,mT ∗X
)

=
m(κ+1)n−1

(κ!)n
(
(κ + 1)n− 1

)
! n!
·

·
{

(−c1)
n (log κ)n + O

(
(log κ)n−1

)}
+ O

(
m(κ+1)n−2

)
,

qui avait été calculée en 1979 par Green-Griffiths,sans
décomposerGr•E GG

κ,mT ∗X en fibrés de Schur.

• Se débarasser tout d’abord des restes :

Théorème.∑

ℓ1>···>ℓn>0

M
κ,m
ℓ1,...,ℓn

· O
(
|ℓ|

n(n+1)
2 −1) = O

(
m(κ+1)n−2).

• Commentaire : La démonstration de cet énoncé auxi-
liaire est non triviale, car les multiplicitésMκ,m

ℓ1,...,ℓn
ne

sont pas réellement calculables explicitement.



• Convention :Ne plus écrire les restes enO
(
|ℓ|

n(n+1)
2 −1).

• Développement des déterminants de Giambelli :
χ
(
X, S ℓ1,...,ℓnT ∗X

)
≡

≡
∑

PolyQ

(
c1, . . . , cn

)
·

·
∑

β1+β2+···+βn−1+βn=
n(n+1)

2

ℓ
β1
1 ℓ

β2
2 · · · ℓ

βn−1
n−1 ℓβn

n .

• Réécrire artificiellement
ℓ
β1
1 ℓ

β2
2 · · · ℓ

βn−1
n−1 ℓβn

n =
(
ℓ1−ℓ2 + ℓ2 − ℓ3 + · · · + ℓn−1 − ℓn + ℓn

)β1·

·
(
ℓ2−ℓ3 + · · · + ℓn−1 − ℓn + ℓn

)β2·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

·
(
ℓn−1−ℓn + ℓn

)βn−1·

·
(
ℓn

)βn
.

• Ré-exprimer :
χ
(
X, S (ℓ1,...,ℓn−1,ℓn)T ∗X

)
≡

∑
P̃olyQ

(
c1, . . . , cn

)
·

·
∑

α1+···+αn−1+αn=
n(n+1)

2
αn6n

(
ℓ1 − ℓ2

)α1 · · · · · ·
(
ℓn−1 − ℓn

)αn−1
(
ℓn

)αn
.

• Traiter séparément chaqueℓ-monôme :Calculer :
∑

ℓ1>···>ℓn>0

M
κ,m
ℓ1,...,ℓn

·
(
ℓ1 − ℓ2

)α1 · · · · · ·
(
ℓn−1 − ℓn

)αn−1
(
ℓn

)αn
.

• Observation : Toutes ces sommes sont maintenant pu-
rement numériques !



Théorème. Supposons que l’ordre des jets κ >

n est au moins égal à la dimension, et soient
α1, . . . , αn−1, αn des entiers positifs ou nuls satis-
faisant :
α1 + · · · + αn−1 + αn =

n(n+1)
2 et : αn 6 n−1.

Alors on a l’estimation logarithmique :
∑

YT semi−standard
poids(YT)=m

(
ℓ1(YT)− ℓ2(YT)

)α1 · · ·
(
ℓn−1(YT)− ℓn(YT)

)αn−1
(
ℓn(YT)

)αn =

=
∑

ℓ1>···>ℓn>0

M
κ,m
ℓ1,...,ℓn

·
(
ℓ1 − ℓ2

)α1 · · ·
(
ℓn−1 − ℓn

)αn−1
(
ℓn

)αn

6
m(κ+1)n−1

(κ!)n ((κ + 1)n− 1)!

{
constn

(
log κ

)αn + On

(
log κ

)αn−1}
+ On,κ

(
m(κ+1)n−2

)
.

• Difficulté principale : Les multiplicitésMκ,m
ℓ1,...,ℓn

!

(∗)

∑

YT semi−standard

poids(YT)=m

(
ℓ1(YT)− ℓ2(YT)

)α1 · · ·
(
ℓn−1(YT)− ℓn(YT)

)αn−1
(
ℓn(YT)

)αn

= On,κ

(
m(κ+1)n−2

)
+

+
m(κ+1)n−1

(
(κ + 1)n− 1

)
!

∑

µi
l∈∇n,κ

Nκ
µ1

1

κ · · ·µ1
1

N
µ1

1,κ

µ2
1,µ

2
2

(κ + µ1
1) · · · (µ

2
2 + µ2

1)
· · ·

· · ·
N

µn−1
1 ,...,µn−1

n−1,κ

µn
1 ,...,µn

n−1,µ
n
n

(κ + µn−1
n−1 + · · ·+ µn−1

1 ) · · · (µn
n + µn

n−1 + · · ·+ µn
1)
·

α1! · · · αn! ·
∑

q1
0+···+q1

τ1=α1

· · ·
∑

qn
0 +···+qn

τn=αn

( ∏

06s16τ1

1
(
s1 + µ1

1

)q1
s1

· · ·
∏

06sn6τn

1
(
sn + µn

1 + · · ·+ µn
n

)qn
sn

)

.

• Sous-multiplicités :N
µi−1

1 ,...,µi−1
i−1,κ

µi
1,...,µ

i−1
i ,µi

i

.



• Visionnement des blocs de Young décroissants :

i+1

i

i− 1

• Colonnes-extrémités d’un bloc semi-standard :

λ
1+ℓi+1
1

λ
1+ℓi+1
2

··

λ
1+ℓi+1
i

· · ·
· · ·
··
· · ·

λ
ℓi
1

λ
ℓi
2

··

λ
ℓi
i

=




µ
j
1

µ
j
2

··

µ
j
i




a
µ
j
1,µ

j
2,...,µ

j
i

· · ·




λ
j
1

λ
j
2

··

λ
j
i




a
λ
j
1,λ

j
2,...,λ

j
i

· · ·




ν
j
1

ν
j
2

··

ν
j
i




a
ν
j
1 ,ν

j
2 ,...,ν

j
i

.

• Colonnes distinctes :


µ
j
1

µ
j
2
··

µ
j
i


 < · · · <




λ
j
1

λ
j
2
··

λ
j
i


 < · · · <




ν
j
1

ν
j
2
··

ν
j
i


 ,

• Synthèse diagrammatique :



µd1

1

µd1

2

µd1

3

·
·

µd1

d1−1

µd1

d1




∗

· · ·




νd1

1

νd1

2

νd1

3

·
·

νd1

d1−1

νd1

d1




∗ 


µd1−1
1

µd1−1
2

µd1−1
3

·
·

µd1−1
d1−1




∗

· · ·




νd1−1
1

νd1−1
2

νd1−1
3

·
·

νd1−1
d1−1




∗

· · ·



µ3

1

µ3
2

µ3
3



∗

· · ·



ν3

1

ν3
2

ν3
3



∗ [

µ2
1

µ2
2

]∗
· · ·

[
ν2

1

ν2
2

]∗ [
µ1

1

]∗
· · ·

[
ν1

1

]∗

.



• Visionner le voisinage entre blocs généraux :

· · ·




µi+1
1

µi+1
2

·
·

µi+1
i

µi+1
i+1




∗

· · ·




νi+1
1

νi+1
2

·
·

νi+1
i

νi+1
i+1




∗


µi
1

µi
2

·
·
µi

i




∗

· · ·




νi
1

νi
2

·
·
νi

i




∗

· · · ,

• Chemins de longueur maximale :



1
2
3
·
·

n− 1
n




∗

· · ·




1
2
3
·
·

n− 1
κ




∗

︸ ︷︷ ︸
κ−n+1




1
2
3
·
·

n− 1




∗

· · ·




1
2
3
·
·
κ




∗

︸ ︷︷ ︸
κ−n+2

· · ·



1
2
3



∗

· · ·



1
2
κ



∗

︸ ︷︷ ︸
κ−2

[
1
2

]∗
· · ·

[
1
κ

]∗

︸ ︷︷ ︸
κ−1

[
1
]∗
· · ·

[
κ
]∗

︸ ︷︷ ︸
κ

.

• Wronskien n-dimensionnel :

∆1,2,3,...,n−1,n
1,2,3,...,n−1,n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′1 f ′2 f ′3 · · · f ′n−1 f ′n
f ′′1 f ′′2 f ′′3 · · · f ′′n−1 f ′′n
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3 · · · f ′′′n−1 f ′′′n

· · · · · · · ·

f
(n−1)
1 f

(n−1)
2 f

(n−1)
3 · · · f

(n−1)
n−1 f

(n−1)
n

f
(n)
1 f

(n)
2 f

(n)
3 · · · f

(n)
n−1 f

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• Multiplicités et longueurs :







ℓn = a1,2,3,...,n−1,n + · · · + a1,2,3,...,n−1,κ

ℓn−1 − ℓn = a1,2,3,...,n−1 + · · · + a1,2,3,...,κ

·· ·· = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ℓ3 − ℓ4 = a1,2,3 + · · · + a1,2,κ

ℓ2 − ℓ3 = a1,2 + · · · + a1,κ

ℓ1 − ℓ2 = a1 + · · · + aκ.

• Contrainte de poids :
m =

[
1 + 2 + 3 + · · ·+ n− 1 + n

]
a1,2,3,...,n−1,n + · · ·+

[
1 + 2 + 3 + · · ·+ n− 1 + κ

]
a1,2,3,...,n−1,κ+

+
[
1 + 2 + 3 + · · ·+ n− 1

]
a1,2,3,...,n−1 + · · ·+

[
1 + 2 + 3 + · · ·+ κ

]
a1,2,3,...,κ+

+ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·+

+
[
1 + 2 + 3

]
a1,2,3 + · · ·+

[
1 + 2 + κ

]
a1,2,κ+

+
[
1 + 2

]
a1,2 + · · ·+

[
1 + κ

]
a1,κ+

+
[
1
]
a1 + · · ·+

[
κ
]
aκ;

• Nombre maximal de colonnes distinctes :

(∗)




µd1

1

µd1

2

µd1

3

·
·

µd1

d1−1

µd1

d1




∗

· · ·




νd1

1

νd1

2

νd1

3

·
·

νd1

d1−1

νd1

d1




∗

︸ ︷︷ ︸
# 6 Dd1




µd1−1
1

µd1−1
2

µd1−1
3

·
·

µd1−1
d1−1




∗

· · ·




νd1−1
1

νd1−1
2

νd1−1
3

·
·

νd1−1
d1−1




∗

︸ ︷︷ ︸
# 6 Dd1−1

· · ·



µ3

1

µ3
2

µ3
3



∗

· · ·



ν3
1

ν3
2

ν3
3



∗

︸ ︷︷ ︸
# 6 D3

[
µ2

1

µ2
2

]
∗

· · ·

[
ν2
1

ν2
2

]
∗

︸ ︷︷ ︸
# 6 D2

[
µ1

1

]
∗

· · ·
[
ν1
1

]
∗

︸ ︷︷ ︸
# 6 D1

.

Lemme. Le nombre total de colonnes distinctes
deux à deux dans un tableau semi-standard de
profondeur 6 n rempli par des entiers λ

j
i 6 κ est

toujours 6 nκ−
n(n+1)

2 .



• Chemins entre colonnes :

γi :
{
0, 1, 2, . . . , τ i

}
−→ colonnes décroissantes ∈ {1, . . . , κ}i

• Inégalités strictes :


µi
1 = γi

1(0)
µi

2 = γi
2(0)
··

µi
i = γi

i(0)




∗

<




γi
1(1)

γi
2(1)
·

γi
i(1)




∗

< · · · <




γi
1(s

i)
γi

2(s
i)
·

γi
i(s

i)




∗

< · · · <




γi
1(τ

i) = νi
1

γi
2(τ

i) = νi
2

··
γi

i(τ
i) = νi

i




∗

.

• Bloc associé :

blocki
(
γi

)
:=




γi
1(0)

γi
2(0)
·

γi
i(0)




∗


γi
1(1)

γi
2(1)
·

γi
i(1)




∗

· · ·




γi
1(s

i)
γi

2(s
i)
·

γi
i(s

i)




∗

· · ·




γi
1(τ

i)
γi

2(τ
i)
·

γi
i(τ

i)




∗

• Familles asymptotiquement négligeables de∆-
monômes :

Proposition. Pour tous entiers α1, . . . , αn−1, αn

dont la somme est égale à n(n+1)
2 , la contribution

de :∑

YT∈N Gκ,m

(
ℓ1(YT)− ℓ2(YT)

)α1 · · ·
(
ℓn−1(YT)− ℓn(YT)

)αn−1
(
ℓn(YT)

)αn
6

6 Constantn,κ ·m
(κ+1)n−2

est asymptotiquement négligeable en comparaison
à m(κ+1)n−1.

• Familles significatives de∆-monômes.Ainsi, il reste
à étudier la collection de toutes les familles de tableaux



semi-standard :

YT max
κ,m :=

⋃

µi
l
,νi

l
,τ i,γi(si)

∑n
i=1(1+τi) = nκ−

n(n−1)
2

YTκ,m
(
µi

l, ν
i
l , τ

i, γi(si)
)

dont le nombre de colonnes distinctes deux à deux est
maximal, égal ànκ−

n(n−1)
2 . En voici une description :

Proposition. Le nombreD de colonnes deux à deux dis-
tinctes dans un tableau semi-standard tel que représenté
dans la « synthèse diagrammatique » ci-dessus est tou-

jours6 nκ−
n(n−1)

2 . De plus, un tableau semi-standard
donné atteint le nombre maximal :

D = nκ−
n(n−1)

2

de colonnes distinctes deux à deux si et seulement si les
conditions suivantes sont toutes satisfaites :
• la profondeur du tableau est maximale :d1 = n ;
• des blocks non vides de toute profondeuri =

1, 2, 3, . . . , n − 1, n existent, de telle sorte que le
nombre de ces block est maximal, égal àn ;
• la ∗-colonne extrême-gauche du tableau corres-

pond au Wronskien∆1,2,3,...,n−1,n
1,2,3,...,n−1,n reproduit un cer-

tain nombre∗ > 1 de fois ;
• la composante inférieure droite de chaque block est

maximale :

ν1
1 = ν2

2 = ν3
3 = · · · = νn−1

n−1 = νn
n = κ;






1
2
3
·
·

n− 1
n




∗

· · ·




µn−1
1

µn−1
2

µn−1
3

·
·

µn−1
n−1

κ




∗

︸ ︷︷ ︸
1+τn




µn−1
1

µn−1
2

µn−1
3

·
·

µn−1
n−1




∗

· · ·




µn−2
1

µn−2
2

µn−2
3

·
·
κ




∗

︸ ︷︷ ︸
1+τn−1

· · ·



µ3

1

µ3
2

µ3
3



∗

· · ·



µ2

1

µ2
2

κ



∗

︸ ︷︷ ︸
1+τ3

[
µ2

1

µ2
2

]
∗

· · ·

[
µ1

1

κ

]
∗

︸ ︷︷ ︸
1+τ2

[
µ1

1

]
∗

· · ·
[
κ
]
∗

︸ ︷︷ ︸
1+τ1

.

• les entrées de toute paire de colonnes bordantes
(sauf la dernière de la plus longue des deux co-
lonnes, égale àκ) sont égales :

· · ·




µi+1
1

µi+1
2

·
·

µi+1
i−1

µi+1
i

µi+1
i+1




∗

· · ·




νi+1
1 = µi

1

νi+1
2 = µi

2

·
·

νi+1
i−1 = µi

i−1

νi+1
i = µi

i

κ




∗ 


µi
1

µi
2

·
·

µi
i−1

µi
i




∗

· · ·




νi
1 = µi−1

1

νi
2 = µi−1

2

·
·

νi
i−1 = µi−1

i−1

κ




∗ 


µi−1
1

µi−1
2

·
·

µi−1
i−1




∗

· · ·




νi−1
1 = µi−2

1

νi−1
2 = µi−2

2

·
·
κ




∗

· · · ,

• le nombre de colonnes distinctes dans chaque bloc
de profondeuri, pour i = 1, 2, 3, . . . , n − 1, n, est
maximale, égal à :

1 + τ i := 1 + (µi−1
1 − µi

1) + (µi−1
2 − µi

2) + · · · + (µi−1
i−1 − µi

i−1) + (κ− µi
i)

= 1 + κ +
i−1∑

l=1

µi−1
l −

i∑

l=1

µi
l,

de telle sorte que le nombre total de colonne dis-
tinctes deux à deux est donc effectivement égal à :

(1 + τ 1) + (1 + τ 2) + (1 + τ 3) + · · · + (1 + τn−1) + (1 + τn) = n + nκ−

n∑

l=1

µn
l

= nκ− n(n−1)
2 .

Grande endurance requise dans les démonstrations



VII – Spéculations prospectives

• Apparition de poly-logarithmes et de constantes
d’Euler généralisées.

«Mer intérieur » de calculs fins possibles.

• Décider d’une «charnière critique » entre l’Algèbre
et l’Analyse : En quel endroit remplacer les calculs al-
gébriques explicites complets par des majorations d’ana-
lyste ?

• Grande liberté de choixpour l’« effort en calcul» !

• Décroissance conjecturale des dimensions cohomo-
logiques :En fait, puisque la dualité de Serre et un théo-
rème d’annulation connu assurent que la contribution à la
caractéristique de la dernière dimension cohomologique :

hn
(
X, E GG

κ,mT ∗X
)

= dim Hn
(
X, E GG

κ,mT ∗X
)

s’annule, on pourrait même s’attendre à ce que leshi sa-
tisfassent demeilleures inégalités, lorsquei augmente
de1 àn, que celles qui sont conjecturées.

Fin des méditations métaphysiques pour aujourd’hui


