
Avertissement :L’objectif principal de ce travail, achevé en juin 2004, était de dé-
velopper explicitement certains calculs qu’Élie Cartan sedispense par expérience
de conduire à leur terme. Le texte sera remanié, condensé et enrichi de considéra-
tions physiques pour paraître comme fascicule indépendanten 2006.
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RÉSUMÉ. Sur un espace-temps local à quatre dimensions, équipé de coor-
donnéesxi, i = 1, 2, 3, 4, et muni d’une métrique pseudo-riemannienneP4

i, j=1 gij(x) dxidxj de signature(3, 1), un tenseur à deux indicesC0
ij est

dit covariants’il se transforme comme le tenseur métriquegij à travers un chan-
gement de coordonnéesx 7→ x̄ = x̄(x). En 1922, Élie Cartan démontrait que
tout tenseur covariant

C
0
ij = C0

ij

„
gαβ(x),

∂gαβ

∂xγ
(x),

∂2gαβ

∂xγ∂xδ
(x)

«

qui dépend du jet d’ordre2 des coefficients métriques via une fonctionC0
ij in-

dépendante du système de coordonnées et linéaire par rapport aux dérivées par-

tielles
∂2gαβ

∂xγ∂xδ , est nécessairement de la forme :

C
0
ij = ν Aij + µ Agij + λ δ

j
i ;

ici, λ, µ etν sont des constantes,Aij désigne le tenseur de Ricci deux fois cova-
riant associé à la connexion de Levi-Civita etA désigne la courbure scalaire de la
métrique pseudo-riemannienne. Il en découlait aisément que le tenseur une fois
covariant et une fois contravariant défini par :

Ei
j := µ

„
Ai

j − 1

2
δ

j
i A

«
+ λ δ

j
i

est le plus général qui satisfait la loi de conservation
Pn

j=1 ∇j Ei
j = 0, ex-

primant l’annulation de sa divergence absolue. Ici, le quotient Λ := λ
µ

coïncide
avec la constante cosmologique. Ainsi, le tenseur deux foiscovariant qu’Einstein
avait introduit en 1916 pour écrire les équations de la gravitationEij = −Tij en
relativité générale était-il essentiellement unique.

À partir d’une lecture directe du mémoire de 1922, nous reconstituons les
raisonnements originaux d’Élie Cartan sous une forme complète et accessible.

Date: 2010-1-3.
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[Avec 3 figures]

§1. INTRODUCTION HISTORIQUE, RÉSUMÉ DE GÉOMÉTRIE RIEMANNIENNE ET

ÉQUATIONS DE LA GRAVITATION

En 1922, dans un mémoire souvent cité mais resté difficile d’accès1, Élie Cartan
démontrait que le tenseurEij, construit par Einstein en 1916 et apparaissant dans
le membregéométriquedes équationsEij = −Tij de la gravitation2, était essen-
tiellementunique(voir le Théorème 1.85 ci-dessous ou le RÉSUMÉ ci-dessus). Ce
résultat fondamental d’Élie Cartan s’effectuait par la synthèse entre trois théories :

(1) sa propre «méthode d’équivalence», qu’il appliquait aux variétés pseudo-
riemanniennes ;

(2) le calcul tensoriel, développé par Gregorio Ricci, Tullio Levi-Civita, Enrico
Bompani et autres représentants de l’école italienne ;

(3) la géométrie projective complexe, considérablement approfondie à la fin du
dix-neuvième siècle par l’école allemande.

La première, la «méthode d’équivalence», fut inventée et appliquée par Élie Car-
tan dans les années 1902–1910, peu après qu’il eut édifié la théorie des formes
différentielles, au cours de ses recherches sur les groupesde Lie de dimension infi-
nie. Grâce au langage des formes différentielles, Élie Cartan fut à même de résoudre
un problème de classification laissé en chantier par son maître Sophus Lie, à savoir
la classification de tous les groupes de Lie de dimension infinie qui agissent locale-
ment sur un espace complexe de dimension deux3. C’était là la première application
imposante d’une méthode que le jeune Élie Cartan, alors Maître de Conférences à
la Faculté des Sciences de Lyon, ébauchait dès 1902 dans une Note aux Comptes
Rendus de l’Académie des Sciences ([Ca1902]).

1Sur les équations de la gravitation d’Einstein, J. Math. pures et appl.1 (1922), 141–203.
2Die Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie, Annalen der Physik49 (1916), 769–822.
3Avec cette méthode, il retrouvait aussi les résultats de classification pour les groupes continus

de dimension finie, publiés par Lie dans un mémoire de synthèse unanimement considéré comme
fondateur historique de la théorie des «groupes de Lie» : S. LIE, Theorie der transformationsgruppen,
Math. Ann.16 (1880), 441–528.
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Malheureusement, à cause de leur ampleur et de leur réelle complexité, les dé-
tails exacts de ces résultats de classification complète sont restés méconnus. Dans
de nombreux autres mémoires, Élie Cartan applique la méthode d’équivalence à des
problèmes géométriques variés : groupes infinis simples, déformation projective des
surfaces, systèmes de Pfaff à cinq variables, transformations de contact, transforma-
tions de Bäcklund,etc.Malgré cette richesse, à l’époque moderne, seule une partie
de ces travaux a été lue, comprise et assimilée en profondeur. À partir de la seconde
moitié du vingtième siècle, le mouvement (post)bourbachique ayant orienté l’intérêt
des jeunes générations de mathématiciens vers des thématiques émergentes, telles
que la géométrie algébrique, l’étude globale des variétés,les systèmes dynamiques,
etc., la connaissance de l’héritage mathématique d’Élie Cartan– et notamment de
la méthode d’équivalence – souffre de certaines lacunes en France.

Cette situation est regrettable, car l’approche d’Élie Cartan achève et parfait une
profonde synthèse, illustration de l’unité indissoluble des mathématiques, entre
deux points de vue : la théorie des objets géométrico-différentiels et la théorie
desgroupes continus de tranformation, appelés aujourd’huigroupes de Lie. Toute
l’œuvre d’Élie Cartan s’enracine dans la théorie des groupes continus de transfor-
mation4, qui fut fondée par Sophus Lie dans les années 1873–1880.

Au début des années 1920, Élie Cartan transférait la méthoded’équivalence à
la théorie des espaces de Riemann, et ce faisant, il en tiraitune application spec-
taculaire à la relativité générale : l’unicité du tenseur d’Einstein, ainsi que la dé-
composition du tenseur de courbure de Riemann-Christoffelen trois composantes
irréductibles. À nouveau, dans le mémoire [Ca1922] ainsi que dans d’autres mé-
moires rédigés à la même période, les détails techniques étaient complexes et diffi-
ciles d’accès. Hermann Weyl lui-même reconnaissait n’avoir pas saisi la totalité des
raisonnements qui conduisaient Élie Cartan à établir l’unicité du tenseur d’Einstein.

En nous aidant de présentations modernisées de la méthode d’équivalence
([Ko1972], [St1983], [Ga1989], [OL1995]), nous nous proposons de reprendre et
de développer les raisonnements elliptiques d’Élie Cartan, à partir d’une lecture
directe du mémoire de 1922. Pour ce faire, nous devrons fairepreuve d’un effort
de formulation conceptuelle et d’un effort de présentationpour rendre accessibles
les démonstrations techniques. Ce faisant, nous serons conduits à réexprimer des
résultats connus.

Avant de formuler précisément le théorème d’unicité du tenseur d’Einstein, pré-
sentons un bref aperçu historique du concept de courbure en géométrie rieman-
nienne.

1.1. Courbure de Gauss et variétés riemanniennes.Dans une variété rieman-
nienne locale de dimensionn, identifiée àRn grâce à un système de coordonnées
(x1, . . . , xn), les rapports de distances infinitésimales sont fournis parun produit
scalaire euclidien dont les coefficients dépendent du pointoù l’on se place. Plus

4«La plupart de mes travaux mathématiques gravitent autour de la théorie des groupes», [Ca1931],
p. 1, première phrase du texte de synthèse écrit par Élie Cartan à l’occasion de sa réception à l’Aca-
démie des Sciences.
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précisément, soit( ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xn ) la base de champs de vecteurs naturellement as-

sociée à ce système de coordonnées et soit

(1.2) dx := dx1 · ∂

∂x1
+ · · · + dxn · ∂

∂xn
,

un vecteur infinitésimal placé au pointx de composantes(dx1, dx2, . . . , dxn) re-
lativement à la base( ∂

∂x1 , . . . ,
∂
∂xn ). Le carréds2 de la norme de ce vecteur in-

finitésimal dx placé au pointx est représenté par une forme quadratique définie
positive en ses composantes infinitésimales :

(1.3) ds2 =
n∑

i, j=1

gij(x) dx
idxj ,

dont les coefficients variablesgij(x) satisfont la symétriegij(x) = gji(x). Ces coef-
ficients fondamentaux seront toujours supposésanalytiques réelsdans ce mémoire,
c’est-à-dire localement développables en série entière. Cette hypothèse de régula-
rité n’est ni optimale ni nécessaire pour la plupart de nos considérations, mais nous
l’adopterons par souci de simplicité et parce qu’elle étaitimplicitement admise dans
les travaux d’Élie Cartan.

Comme le lecteur l’aura remarqué, nous n’avons pas adopté laconvention d’Einstein
dans l’écriture de (1.3) (lire aussi le §3.1 ci-dessous). Dans la suite, nous maintiendrons
toujours les signes de sommation dans l’écriture de nos formules. La raison principale est
la suivante : à partir de la Section 2, un paramètreεi = ±1, indexé pari = 1, . . . , n,
entrera dans l’écriture de nos formes différentielles, lesquelles incorporeront aussi l’indice
i, ainsi que d’autres indicesj, k, . . . répétés, mais il n’y aura pas (la plupart du temps) de
sommation sur cet indicei. Il deviendrait inélégant et pesant d’avoir à préciser au cas par
cas si l’on doit sommer sur l’indicei répété. Par exemple, dans la formule (2.5) ci-dessous,
où l’indice i deεi est répété, on doit sommer suri, tandis que dans la formule (3.15) ci-
dessous, où l’indicei deεi est aussi répété, on ne doitpas sommer suri.

Ce n’est que dans cette Section 1 que nous pourrions adopter la convention d’Einstein.
En effet, nous présentons des concepts classiques de calcultensoriel pour lesquels cette
convention a amplement fait ses preuves. Cependant, pour des raisons de cohérence globale,
nous maintiendrons partout les signes de sommation. Ainsi,le lecteur qui a adopté ladite
convention reconnaîtra simplement les formules habituelles de géométrie riemannienne, s’il
fait l’élision des signesΣ. Du reste, ces signes ne tiennent pas une place considérabledans
l’écriture des formules et ils ont la vertu de signaler directement à la lecture quels sont les
indices sur lesquels on doit sommer, sans avoir à repérer préalablement la répétition de ces
indices. Il est vrai que sur des formules relativement simples comme (1.3) ci-dessus ou en-
core (1.25) ci-dessous, le repérage des indices répétés se fait rapidement. Par contre, dans
des formules comme (7.) incorporant huit répétitions d’indices qui n’ont pas de dénomi-
nation homogène simple (par exemplej1, j2, j3, j4, j5, j6, j7, j8), le repérage des indices
répétés demande un long travail de lecture. Dans un tel cas defigure, sur le plan pratique,
le maintien des signes de sommation présente des avantages indéniables.

La méthode du repère mobile, introduite par Ribaucour, Frenet, Serret puis systé-
matisée par Darboux à la fin du dix-neuvième siècle, consisteà attacher un système
d’axes variables ou de vecteurs «mobiles» à tout objet géométrico-différentiel, afin
d’en étudier les propriétés qui sontinvariantes par rapport à ungroupede transfor-
mations, par exemple le groupe des déplacements euclidiens. Dans son œuvre, Élie
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Cartan l’a poussée si loin qu’aujourd’hui encore, seule unepartie de ses travaux a
été relue, comprise et assimilée. Cette «méthode» en quelque sorte implicite dans
les calculs de Gauss, permet d’étudier très progressivement (et sans éprouver l’im-
pression de s’égarer dans des calculs interminables) la géométrie intrinsèque d’une
surface «gaussienne», équipée d’une métrique de la forme :

(1.4) ds2 = E du2 + 2F dudv +Gdv2,

[en coordonnées(u, v) au lieu de(x1, x2)], et notamment, de retrouver la célèbre
expression de la courbureκ = κ(u, v) en un point de coordonnées(u, v), en fonc-
tion des dérivées partielles des coefficientsE, F etG, i.e. :
(1.5)



κ =
1

4 (EG − F 2)2

{
E

[
∂E

∂v
· ∂G
∂v

− 2
∂F

∂u
· ∂G
∂v

+

(
∂G

∂u

)2
]

+

+ F

[
∂E

∂u
· ∂G
∂v

− ∂E

∂v
· ∂G
∂u

− 2
∂E

∂v
· ∂F
∂v

+ 4
∂F

∂u
· ∂F
∂v

− 2
∂F

∂u
· ∂G
∂u

]

+ G

[
∂E

∂u
· ∂G
∂u

− 2
∂E

∂u
· ∂F
∂v

+

(
∂E

∂v

)2
]
−

− 2
(
EG− F 2

) [∂2E

∂v2
− 2

∂2F

∂u∂v
+
∂2G

∂u2

]}
.

Cette expression relativement complexe aura coûté tant d’années de recherches à
Carl Friedrich Gauss qu’il baptisera5 «Theorema Egregium» (théorème «remar-
quable», «extraordinaire») la conséquence qui en découle directement et qu’il avait
en vue, à savoir que la courbure est préservée par toute application isométrique
d’une surface sur une autre, et ce, grâce à un argument purement intrinsèque, qui se
dispense de tout plongement de la surface dans l’espace6. En effet, grâce à cette for-
mule qui affirme que la courbure est une expression algébrique explicite universelle
en fonction des dérivées partielles (d’ordre au plus égal à deux) des coefficients
de la métrique infinitésimale (1.4) dans les coordonnées internes(u, v), il devient
évident que si l’on a une transformation(u, v) 7→ (ū, v̄) isométrique qui trans-
forme leds2 (1.4) en unds̄2 = E dū2 + 2F dūdv̄ + Gdv̄2 similaire, autrement
dit, si l’on aE = E, F = F etG = G [après remplacement de l’expression de
(ū, v̄) en fonction de(u, v)], alors on a aussi pour les dérivées partielles∂E

∂ū
= ∂E

∂u
,

∂F
∂ū

= ∂F
∂u

, ∂G
∂ū

= ∂G
∂u

, ∂E
∂v̄

= ∂E
∂v

, etc., d’où il découle immédiatement quēκ = κ : la
courbureκ̄ au point de coordonnées(ū(u, v), v̄(u, v)) coïncide avec la courbure
au point repéré par les coordonnées(u, v).

1.6. Coefficients de courbure riemannienne.En 1854, Bernhard Riemann pro-
pose trois sujets possibles à l’université de Göttingen pour passer sa thèse d’habili-
tation. C.F. Gauss, président du jury, âgé de 77 ans et riche de plusieurs décennies

5Dans [Me2004], nous proposons d’appeler «formula egregia» la formule (1.5).
6C.F. Gauss,Disquisitiones generales circa superficies curvas, Comment. soc. Gött.6 (1828),

99–146.
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de méditations solitaires sur les géométries non-euclidiennes, choisit de mettre Rie-
mann à l’épreuve sur l’une des trois propositions, intitulée Sur les hypothèses qui
servent de fondement à la géométrie[Über die Hypothesen, welche der Geome-
trie zu Grunde liegen]. Or, c’était le moins mûr et le moins préparé des trois sujets
que Riemann avait proposés. Après six semaines de réflexion et de rédaction, Rie-
mann présente oralement sonhabilitationsvortragdevant un public d’universitaires
non mathématiciens, en évitant soigneusement de présenterdes calculs et de rentrer
dans des considérations techniques.

Dans ce texte court publié à titre posthume en 1868 et qui révolutionna la géomé-
trie, Riemann poseab initio le problème de la nature des notions topologiques, des
notions géométriques et des notions métriques de base grâceauxquelles on peut
concevoir mathématiquement l’espace, sans entacher cette «Idée problématique»
d’hypothèses implicites. En particulier, il propose de généraliser aux espaces àn
dimension la notion de produit scalaire infinitésimal via ladéfinition (1.3), qui géné-
ralise la définition (1.4) que Gauss avait prise pour fondement de l’étude intrinsèque
des surfaces plongées dans l’espace tridimensionnel. Se posait alors la question de
généraliser la notion de courbure en dimensionn > 3 et d’obtenir un analogue
de laformula egregia(1.5). Pour cela, une stratégie d’économie aurait alors étéla
bienvenue, puisque les calculs de Gauss étaient déjà considérables en dimension
n = 2.

Or Riemann savait que la courbure de Gauss s’exprime de manière particuliè-
rement simple dans un système de coordonnées dites «géodésiques». Dans un tel
système, leds2 se réduit à la forme normaliséeds2 = du2 + G(u, v) dv2. Ici, u
représente le rayon géodésique issu de l’origine etv représente l’angle que fait ce
rayon à l’origine avec une géodésique fixe. Ainsi, on aG(u, 0) = G(u, 2π), et
il faut considérer qu’une telle métrique est une déformation de la métrique eucli-
diennedr2 + r2 dθ2, écrite en coordonnées polaires. Avant d’obtenir laformula
egregia(1.5), Gauss avait démontré en 1822 l’existence de systèmesde coordon-
nées géodésiques pour toute surface plongée dans l’espace et il en déduisit la même
année une expression intrinsèque pour la courbure. Évidemment, nous pouvons re-
trouver cette expression en appliquant la formule (1.5), que Gauss n’obtint que cinq
années plus tard, en 1827, ce qui donne :

(1.7) κ =
1

4G2

{(
∂G

∂u

)2

− 2G
∂2G

∂u2

}
= − 1√

G

∂2
√
G

∂u2
.

De plus, Riemann savait que dans un système de coordonnées géodésiques, la cour-
bure des surfaces apparaît dans le développement limité du coefficientG(u, v)
du ds2 au voisinage de l’origine. En effet, après une normalisation élémentaire
de la métrique à l’origine qui assure que

√
G(0, v) = 0 et que ∂

√
G

∂u
(0, v) =

limu→0
∂
√
G

∂u
(u, v) = 1, on démontre ([Sp1970], Chapter 3B, Addendum) que

(1.8)
√
G(u, v) = u− 1

6
κ(0)u3 + o(u3),

oùκ(0) est la courbure de la surface à l’origine.
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Dans des travaux manuscrits non publiés – difficiles à dater –, en partant de (1.7),
Riemann généralise donc la notion de courbure aux variétés de dimensionn > 2
munies d’unds2 général de la forme (1.3). Il se place dans un système de coordon-
nées appelé depuis «coordonnées normales de Riemann», qui généralise le système
de coordonnées géodésiques à la dimension quelconquen ≥ 2. Dans un tel système
de coordonnées, on agij(0) = δij et ∂gij

∂xk (0) = 0, pour tousi, j, k = 1, . . . , n
(voir [Sp1970], Chapter 4B). En effectuant un développement limité des coeffi-
cientsgij(x) à l’origine, on peut écrire :

(1.9)





ds2(x) =
n∑

i, j=1

gij(x) dx
idxj

=

n∑

i=1

(dxi)2 +
1

2

n∑

i, j, k, l=1

∂2gij
∂xk∂xl

(0)xkxl dxidxj + o(|x|2).

Ensuite, grâce à un calcul algébrique – passé sous silence –,Riemann affirme qu’il
existe des nombresAijkl tels que l’on peut réécrire le précédent développement
limité sous la forme :
(1.10)

ds2(x) =

n∑

i=1

(dxi)2−1

6

n∑

i, j, k, l=1

Aijkl

(
xk dxi − xi dxk

)(
xl dxj − xj dxl

)
+o(|x|2).

Dans ce mémoire de 1854, on ne trouve pas de formule mathématique explicite,
mais on remarque une phrase qui décrit «en langue naturelle»le contenu de la
formule (1.10), et ce de manière très précise.

Sept années plus tard, en 1861, Riemann soumet à l’Académie des Sciences de
Paris un mémoire intituléCommentatio mathematica qua respondere tentatur quæs-
tioni ab illustrissima Academia Parisiensi propositæ7. Dans ce mémoire qui traite
de l’équation de la chaleur, Riemann démontre rigoureusement que l’annulation
des coefficientsAijkl est la condition nécessaire et suffisante pour que la variété
riemannienne(M, ds2) soit localement isométrique à l’espaceR

n, muni de la mé-
trique euclidienne standard. Ce résultat généralisait le théorème de Gauss sur les
surfaces de courbures nulles. Cet extrait du mémoire de 1861est traduit en anglais
et commenté par M. Spivak dans le Chapitre 4B de [Sp1970].

En 1869, peu de temps après la publication posthume de l’habilitationsvortrag
de 1854, le disciple de Riemann Erwin Bruno Christoffel entreprend le premier
travail de classification des variétés riemanniennes à isométrie près (cf. [Bo1993]).
Supposons donnée une isométriex 7→ x̄ = x̄(x) entre deux variétés riemanniennes
(M, ds2) et (M,ds̄2), c’est-à-dire une application qui transforme une métrique
ds2 =

∑n
i, j=1 gij(x) dx

idxj en une autre métriqueds̄2 =
∑n

i, j=1 ḡij(x̄) dx̄
idx̄j .

Pour isoler les dérivées secondes des composantes d’une telle isométrie, pour ex-
primer les composantes de courbure riemannienne et pour calculer ce qu’on appelle

7Ce travail, publié à titre posthume, fait partie de la liste des mémoires qui n’ont pas été traduits
en français dans [Ri1898].
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(depuis l’article [LR1901] de Ricci et Levi-Civita) lesdérivées covariantesdu ten-
seur de Riemann, Christoffel choisit d’introduire la notation :

(1.11)

{
k
i j

}
:=

1

2

n∑

p=1

gpk
(
∂

∂xi
gpj +

∂

∂xj
gpi −

∂

∂xp
gij

)
,

où (gij) désigne la matrice inverse de la matrice(gij). On appelle maintenant ces
expressionscoefficients de Christoffelde laconnexion de Levi-Civitade la variété
riemannienne(M, ds2). Cette notation permit à Christoffel de contracter substan-
tiellement l’expression du tenseur de courbure de Riemann.En effet, il obtint l’ex-
pression compacte suivante pour lesAijkl que Riemann avait introduits dans (1.10) :

(1.12) Aijkl =

n∑

p=1

gplAijk
p,

où
(1.13)

Aijk
l :=

∂

{
l
i k

}

∂xj
−
∂

{
l
j k

}

∂xi
+

n∑

p=1

({
p
i k

}{
l
j p

}
−
{

p
j k

}{
l
i p

})
.

En vérité, si l’on insérait les coefficients de Christoffel (1.11) dans ces for-
mules (1.13), on obtiendrait une expression nettement pluscomplexe qui généra-
liserait pleinement laformula egregia(1.5) au cas den > 2 variables (voir (1.28)
ci-dessous).

Grâce à une telle expression des composantes de la courbure,Christoffel établit
alors qu’une isométriex 7→ x̄(x) induit la loi de transformation

(1.14)
n∑

l=1

Alijk
∂x̄δ

∂xl
=

n∑

α, β, γ=1

∂x̄α

∂xi
∂x̄β

∂xj
∂x̄γ

∂xk
A
δ
α, β, γ

entre les composantes de la courbure. Plus encore, en introduisant certainesdérivées
modifiéesdes composantes de la courbure, Christoffel exprima une famille infinie
de conditions nécessaires pour l’existence d’une isométrie entre deux variétés rie-
manniennes locales. Il démontra aussi que ces conditions sont suffisantes, avec des
raisonnements incomplets qui ne s’appliquent en vérité quelorsque le groupe de
Lie local des isométries de(M, ds2) est de dimension zéro. Pour des groupes de
dimension qelconque, ce problème fut définitivement résolupar Élie Cartan dans les
années 1920, grâce à une stratégie qui fait la synthèse entredeux notions : formes
différentielles, et groupes de Lie.

Ce rappel historique achevé, afin d’être en mesure d’exprimer rigoureusement le
théorème d’unicité du tenseur d’Einstein dû à Élie Cartan, effectuons maintenant
une brève présentation des concepts de géométrie différentielle riemannienne qui
sont à la base des équations de la gravitation d’Einstein, tels qu’ils sont exposés
dans la plupart des manuels contemporains.
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1.15. Connexion de Levi-Civita. Nous renvoyons le lecteur à [DC1992],
[We1972] ainsi qu’à d’autres références pour une présentation plus complète du
formalisme.

Classiquement, une variété riemannienneM est canoniquement équipée d’une
connexion∇, ditede Levi-Civita. C’est l’unique connexion de torsion nulle surM
qui soit compatible avec la métrique. Rappelons pour commencer les définitions de
ces termes.

Tout d’abord, uneconnexion affine(au sens de Koszul) est un opérateur intrin-
sèque de dérivation d’un champ de vecteur le long d’un autre champ de vecteur.
Pour être plus précis, désignons parX (M) l’ensemble des champs de vecteurs sur
M : c’est un module sur l’algèbreCω(M) des fonctions analytiques réelles sur
M , i.e. on peut additionner les champs de vecteurs et les multiplierpar des fonc-
tions f ∈ Cω(M), avec des règles d’associativité et de distributivité évidentes.
Uneconnexion affine∇ est une application qui à un couple de champs de vecteurs
(X, Y ) ∈ X (M) × X (M) associe un champ de vecteurs∇X(Y ) ∈ X (M), le
«dérivé deY le long deX». Cette opération satisfait les propriétés suivantes :

(c1) linéarité par rapport à chacun des deux champs :∇X1+X2(Y ) = ∇X1(Y )+
∇X2(Y ) et∇X(Y1 + Y2) = ∇X(Y1) + ∇X(Y2) ;

(c2) linéarité pour la multiplication (par une fonctionf ∈ Cω(M)) du chample
long duquelon dérive :∇fX(Y ) = f∇X(Y ) ;

(c3) règle de Leibnizpour la multiplication (par une fonctionf ∈ Cω(M)) du
champque l’on dérive :∇X(fY ) = f∇X(Y ) +X(f) · Y ; ici, X(f) est la
fonction obtenue en appliquant le champX – vu comme dérivation – àf .

La connexion est ditede torsion nullesi pour tout couple de champs de vecteurs
(X, Y ) ∈ X (M) ×X (M), on a

(1.16) ∇X(Y ) −∇Y (X) = [X, Y ] ,

où [X, Y ] désigne lecrochet de LiedeX avecY . Cette terminologie «torsion»
s’explique dans la théorie des connexions affines développées par Élie Cartan à
partir du concept de repère mobile, mais nous n’entrerons pas dans les détails.

Appliquons maintenant le principe d’après lequel tous les objets de la géomé-
trie différentielle qui possèdent une définition indépendante du choix de coordon-
nées locales doivent aussi être saisis en coordonnées locales, sous une forme ex-
plicite et concrète. Soient donc(x1, x2, . . . , xn) des coordonnées locales, soient
X1 := ∂

∂x1 , X2 := ∂
∂x2 , . . .Xn := ∂

∂xn lesn champs de vecteurs «naturels» asso-
ciés, qui forment un repère mobile. Grâce aux règles(c1), (c2) et (c3) ci-dessus,
en décomposant les champsX et Y sous la formeX =

∑n
i=1 a

i(x) · ∂
∂xi et

Y =
∑n

i=1 b
i(x) · ∂

∂xi , on vérifie aisément que la connaissance de l’expression
∇X(Y ) se ramène à la connaissance desn2 champs de vecteurs∇Xi

(Xj), que l’on
peut décomposer le long de la base desXk sous la forme

(1.17) ∇Xi
(Xj) =:

n∑

k=1

Γkij(x) ·
∂

∂xk
,
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en introduisant des fonctionsΓkij(x) qui sont appeléescoefficients de Christoffel
de la connexion. Jusqu’au milieu du vingtième siècle, une connexion était habituel-
lement définie dans les ouvrages classiques par la donnée d’une collection den3

fonctionsΓkij(x) qui se transforment de la manière suivante à travers un change-
ment de coordonnéesx 7→ x̄ = x̄(x) :

(1.18) Γ
k
ij =

n∑

i1=1

n∑

j1=1

n∑

k1=1

∂x̄k

∂xk1
∂xi1

∂xi
∂xj1

∂xj
Γk1i1j1 +

n∑

l=1

∂x̄k

∂xl
∂2xl

∂x̄i ∂x̄j
.

C’est encore cette «ancienne» définition qui est choisie dans certains ouvrages de
physique mathématique, comme par exemple dans [HT1990], p.53. Bien entendu,
on peut déduire cette formule de transformation de la définition «abstraite» (i.e.pré-
sentéesansen référer à un système de coordonnées locales) de connexiondonnée
ci-dessus, en utilisant le fait que les champs∂

∂xi se transforment en
∑n

j=1
∂x̄j

∂xi
∂
∂x̄j ,

et en utilisant la règle de Leibniz(c3).
La règle de transformation (1.18) n’est pas de caractère tensoriel, puisque les

dérivées secondes du changement de coordonnées interviennent dans le deuxième
terme du membre de droite. Néanmoins, cette règle possède uncaractère précis et
une structure bien définie qui leur confèrent un statut indépendant du système de
coordonnées.

Toute connexion affine définit de manière unique untransport parallèlele long
des courbes tracées dansM , et ce transport parallèle permet de «connecter» les
espaces tangents entre eux d’une manière intrinsèque, indépendante du choix de
coordonnées locales. Mais il faut insister sur le fait que celien entre les espaces
tangents dépend non seulement de la connexion choisie mais aussi de la courbe
le long de laquelle on déplace parallèlement un vecteur tangent. Plus précisément,
pour toute courbe analytique réelleγ : [0, 1] → M et tout vecteurY0 tangent à
M au pointγ(0), il existe une unique famille à un paramètret ∈ [0, 1] de vecteurs
Y (t) tangents àM au pointγ(t) tels queY (0) = Y0 et tels que la dérivée deY (t)

le long du vecteur tangentdγ(t)
dt

s’annule identiquement,i.e.

(1.19) ∇ dγ(t)
dt

(Y (t)) ≡ 0.

En explicitant ces équations différentielles dans des coordonnées(x1, . . . , xn) avec
le repère mobile( ∂

∂x1 , . . . ,
∂
∂xn ), on obtient un système den équations différen-

tielles ordinaires du premier ordre :

(1.20) 0 =
∂bk

∂t
+

n∑

i=1

n∑

j=1

Γkij b
j ∂b

i

∂t
, k = 1, . . . , n.

Ce système porte sur les coefficientsbi(t) des vecteursY (t) =
∑n

i=1 b
i(t) ∂

∂xi

pour t ∈ [0, 1], avec la condition initialebi(0) = bi0, si l’on a écrit le champ
Y0 =

∑n
i=1 b

i
0

∂
∂xi

∣∣
γ(0)

au pointγ(0). Grâce aux propriétés connues des solu-
tions de tels systèmes d’équations différentielles, on déduit que l’application qui à
Y0 = Y (0) associe le vecteur tangent finalY (1) est unisomorphisme linéaireentre
Tγ(0)M etTγ(1)M : c’est l’application que l’on appelletransport parallèleassocié
à la connexion le long de laγ.
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Soit maintenant (M, ds2) une variété riemannienne qui est aussi
équipée d’une connexion∇. Plus généralement, si le produit scalaire
〈Y1, Y2〉 =

∑n
i, j=1 gij(p) a

i
1 a

j
2 entre vecteurs tangentsY1 =

∑n
i=1 a

i
1Xi

etY =
∑n

i=1 a
i
2Xi en un pointp ∈ M est seulement non-dégénéré, mais pas for-

cément défini positif, on dira que(M, ds2) est une variétépseudo-riemannienne.
Tel est le cas, par exemple, dans l’espace de Minkowski équipé de la métrique
−(dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 + (dx4)2.

La connexion∇ est ditecompatible avec la métriquesi, pour tout pointp ∈ M ,
pour toute courbe analytique réelleγ := [0, 1] → M telle queγ(0) = p et pour
tout couple de vecteursY 1

0 etY 2
0 tangents àM enp, le produit scalaire entreY 1

0 et
Y 2

0 au pointγ(0) possède la même valeur numérique que le produit scalaire entre
les deux vecteursY 1

1 et Y 2
1 transportés parallèlement le long deγ jusqu’au point

γ(1). Autrement dit, le produit scalaire est invariant par transport parallèle.
En 1917, Levi-Civita a démontré qu’étant donné une variété riemannienne, il

existe une unique connexion de torsion nulle qui est compatible avec la métrique.
L’énoncé s’étend sans modification aux variétés pseudo-riemanniennes. En ana-
lysant ces deux conditions, on vérifie que les coefficients fondamentaux de cette
unique connexion possèdent une expression explicite en fonction des dérivées par-
tielles d’ordre1 de la métrique :

(1.21) Γkij =
1

2

n∑

p=1

gpk
(
∂

∂xi
gpj +

∂

∂xj
gpi −

∂

∂xp
gij

)
.

Ici, (gij) désigne la matrice inverse de la matrice(gij). La nullité de la torsion
équivaut alors à la propriété de symétrie indicielleΓkij = Γkji. Ces coefficientsΓkij

coïncident avec les coefficients que Christoffel notait
{

k
i j

}
. Historiquement, le

point de vue de Levi-Civita eut une importance cruciale, puisqu’il apportait (en-
fin) une mise en forme géométrique des calculs de courbure dusà Riemann et à
Christoffel.

Montrons maintenant comment les coefficients de Christoffel d’une connexion
linéaire peuvent servir à différentier des objets géométriques plus généraux que les
champs de vecteurs : les tenseurs.

1.22. Tenseurs, calcul tensoriel, dérivées covariantes des tenseurs.Résumons
d’abord quelques éléments de calcul tensoriel classique. Un tenseurp fois contrava-
riant etq fois contravariantconsiste en la donnée denp nq fonctionsΛ

i1···ip
j1···jq qui dé-

pendent analytiquement dex, dans le système initial de coordonnées(x1, . . . , xn),
et qui se transforment comme suit. Pour tout changement de coordonnéesx 7→
x̄ = x̄(x), ces quantités se transforment en des quantitésΛ

i1···ip
j1···jq qui sont reliées

auxΛ
i1···ip
j1···jq d’une manière linéaire, avec des coefficients qui ne dépendent que de la

matrice jacobienne( ∂x̄
i

∂xj ) :

(1.23) Λ
i1···ip
j1···jq =

n∑

i′1, ..., i
′
p=1

n∑

j′1, ..., j
′
q=1

∂x̄i1

∂xi
′
1
· · · · · ∂x̄

ip

∂xi
′
p
· ∂x

j′1

∂x̄j1
· · · · · ∂x

j′q

∂x̄jq
Λ
i′1···i′p
j′1···j′q

.
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Dans cette transformation jacobienne généralisée, notonsque les indices supé-
rieurs se comportent comme dans la formuledx̄i =

∑n
i′=1

∂̄xi

∂xi′
· dxi′ pour les

différentielles, et que les indices inférieurs se comportent comme dans la formule
∂
∂x̄i =

∑n
i′=1

∂xi′

∂x̄i
∂
∂xi pour les champs de vecteurs.

La première opération, appeléecontraction des indices, consiste à sommer sur
des indices sélectionnés à l’avance. Par exemple, voici deux contractions pos-
sibles d’un tenseurΛi1i2i3j1j2

: on sélectionnei1 en haut etj2 en bas et on définit

Ψi2i3
j1

:=
∑n

p=1 Λpi2i3j1p
; autre possibilité, on sélectionne(i1, i3) en haut et(j1, j2)

en bas et on définitΦi2 :=
∑n

p, q=1 Λpi2qpq . En général, soitΛi1···ipj1···jq un tenseur quel-
conque et soitr un entier positif tel quer 6 et r 6 q. Dans les indices inférieurs et
dans les indices supérieurs du tenseurΛ

i1···ip
j1···jq , choisissonsr indices et sommons sur

ces indices. Le résultat fournit une quantité à(p− r) indices supérieurs et à(q− r)
indices inférieurs. En effectuant les mêmes choix d’indices dans (1.23) et en obser-
vant que

∑n
p=1

∂x̄i

∂xp
∂xp

∂x̄j = δij , on vérifie que le résultat obtenu est effectivement un
tenseur.

La seconde opération est une différentiation «absolue»,i.e. indépendante du sys-
tème de coordonnée. En utilisant les coefficients de Christoffel d’une connexion
linéaire quelconque∇, il est possible de définir des dérivées directionnelles d’un
tenseur, qu’on appelleradérivées covariantes. Ces dérivées doivent fournir un ré-
sultat indépendant du système de coordonnées pour qu’il puisse être question d’un
«calcul différentiel absolu», au sens de Ricci et de Levi-Civita. Par exemple, siΛi

est un tenseur une fois contravariant, sak-ième dérivée covariante sera définie par :

(1.24) ∇k

(
Λi
)

:=
∂

∂xk
Λi +

n∑

l=1

Γikl Λ
l.

Par un calcul qui utilise la loi de transformation (1.18) descoefficients de Christof-
fel de la connexion∇, on peut vérifier que∇k

(
Λi
)

est effectivement un tenseur
qui comporte un indice inférieur supplémentaire et qui jouit de la loi de tansforma-
tion (1.23), avecp = q = 1. Second exemple : lak-ième dérivé covariante d’un
tenseurΛij une fois contravariant et une fois covariant sera définie par

(1.25) ∇k

(
Λij
)

:=
∂

∂xk
Λij −

n∑

l=1

Γlkj Λil +
n∑

l=1

Γikl Λ
l
j .

Notons l’apparence du signe «−». À nouveau, on peut vérifier en utilisant la loi

de transformation (1.18) que la dérivée covariante∇k

(
Λij

)
ainsi définie constitue

un tenseur à trois indices, une fois contravariant et deux fois covariant. D’une ma-
nière générale, définissons enfin lak-ième dérivée covariante d’un tenseurp fois
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contravariant etq fois covariant de la manière suivante :
(1.26)



∇k

(
Λ
i1···ip
j1···jq

)
:=

∂

∂xk
Λ
i1···ip
j1···jq −

n∑

l=1

(
Γlkj1 Λ

i1···ip
l···jq − · · · − Γlkjq Λ

i1···ip
j1···l

)
+

+

n∑

l=1

(
Γi1kl Λ

l···ip
j1···jq + · · · + Γ

ip
kl Λ

i1···l
j1···jq

)
.

Par un calcul qui utilise la loi de transformation (1.18) descoefficients de Christoffel

de la connexion∇, on peut vérifier que∇k

(
Λ
i1···ip
j1···jq

)
est effectivement un tenseur

qui comporte un indice inférieur supplémentaire.

1.27. Théorème de Ricci.En particulier, sur une variété pseudo-riemannienne,
nous affirmons que les coefficientsgij de la métrique infinitésimale constituent un
tenseur (symétrique) deux fois contravariant. En effet, par un calcul élémentaire
(dont nous donnons les détails au début de la Section 5), on vérifie qu’à travers
toute changement de coordonnéesx 7→ x̄ = x̄(x), le ds2 =

∑n
i, j=1 gij(x) dx

idxj

initial se transforme en unds̄2 =
∑n

i, j=1 ḡij(x̄) dx̄
idx̄j dont les coefficients̄gij(x̄)

sont donnés par :

(1.28) ḡij :=

n∑

i1, j1=1

∂xi1

∂x̄i
∂xj1

∂x̄j
gi1j1 .

Cette loi correspond bien à la loi de transformation (1.23) pour les composantes
d’un tenseur deux fois covariant (avecp = 0 et q = 2).

Appliquons la formule (1.26) pour lak-ième dérivée covariante degij , ce qui
donne :

(1.29) ∇k (gij) =
∂

∂xk
gij −

n∑

l=1

(
Γlki glj + Γlkj gli

)
.

En remplaçant les expressions (1.21) desΓkij, on vérifie que∇k (gij) = 0. En vérité,
cette propriété est équivalente à l’hypothèse de compatibilité de la connexion avec
la métrique : le tenseur métriquegij est «constant» sur la variété riemannienne, par
rapport aux dérivées covariantes, ce qui revient intuitivement à dire que le produit
scalaire est infinitésimalement conservé par transport parallèle. En résumé, nous
avons établi le lemme suivant, appeléthéorème de Ricci.

Lemme 1.30.Les dérivées covariantes du tenseur métrique et de son inverse s’an-
nulent:

(1.31) ∇k (gij) = ∇k

(
gij
)

= 0.

Démonstration.Admettons∇k (gij) = 0 et appliquons∇k à la relation fondamen-
taleδij =

∑n
p=1 g

ip gpj entre les deux matrices inverses(gij) et (gij), que l’on peut
réécrire matriciellement nous obtenons∇k

(
gij
)

= −∑n
p, q=1 g

qi∇k (gqp) g
pj .
�
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Le tenseur métrique deux fois covariantgij et son inversegij qui est deux fois
contravariant peuvent servir à élever et à baisser les indices d’un tenseur donné
Λ
i1···ip
j1···jq . Prenons par exemple un tenseurΛj une fois covariant. On vérifie aisément

que le tenseurΛi :=
∑

p g
pi Λp est une fois contravariant, et l’on a les formules

inversesΛj =
∑

p gpj Λp. Prenons maintenant un tenseur une fois covariant et une
fois contravariantΛij . On vérifie que

∑
p gpi Λ

p
j définit un tenseur deux fois cova-

riants en termes des indicesi et j. Mais comment écrire ce tenseur :Λij ou Λji ?
Faut-il mettrei ou j à la première place ? Par construction, c’est l’indice supérieur
i que nous avons abaissé dansΛij. Convenons provisoirement d’écrireΛij . Pour
retrouver le tenseur initialΛij par une formule inverse, il faut écrire

∑
p g

pi Λpj et
non pas

∑
p g

pj Λpi, parce que c’était le premier indice deΛij qui avait été abaissé
et non pas le second. En définitive, puisque la notationΛij devient ambiguë lorsque
l’on élève et abaisse les indices,il est nécessaire de préciser l’ordre d’apparition
des indices colonne par colonne. Ainsi, nous écrironsΛij (ou bienΛj

i : il faut
faire un choix définitif au départ, mais tous les choix sont équivalents) en affectant
chaque indice à une colonne, afin de conserver le numéro de colonne des indices
que l’on élève ou que l’on abaisse. Dans la notationΛij, deux colonnes étant déjà
clairement délimitées, on pourra déduire queΛij =

∑
p gpi Λ

p
j s’obtient à par-

tir de Λij par abaissement du premier indicei. Par la même occasion, le tenseur
Λj

i :=
∑

p g
pi Λjp, obtenu par élévation du second indice deΛji sera clairement

distingué deΛij =
∑

p g
pi Λpj. Cette distinction, invisible dans la notationΛji , est

absolument nécessaire, puisque les deux tenseursΛj
i etΛij (évidememment égaux

dans le cas spécial où le tenseurΛjp = Λpj est symétrique) peuvent être réellement
différents, comme on s’en convaincrait sur un exemple.

Pour terminer, mentionnons que la version mixte du tenseur de courburegij :=∑
p gpj g

pi = δij coïncide avec le symbole de Kronecker et que dans ce cas, il est
inutile de préciser les colonnes dans la notation des indices.

1.32. Composantes du tenseur de courbure et ses symétries.Grâce à la notion
de connexion présentée ci-dessus, on peut introduire maintenant le tenseur de cour-
bure de Riemann-Christoffel. Lacourbured’une variété riemannienneM est une
correspondance qui associe à toute paire de champs de vecteurs (X, Y ) surM une
applicationA(X, Y ) définie sur l’ensemble des champs de vecteurs et à valeurs
dans l’ensemble des champs de vecteurs. Elle est définie par

(1.33) A(X, Y )Z := ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z + ∇[X,Y ]Z,

oùZ est un champ de vecteurs surM et où∇ est la connexion de Levi-Civita surM .
Grâce aux propriétés(c1), (c2) et (c3) caractéristiques d’une connexion et grâce à
la nullité de la torsion (1.16), on vérifie que l’application(X, Y, Z) 7→ A(X, Y )Z
est trilinéaire. De plus, la trilinéarité est aussi satisfaite en multipliant les champs
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de vecteurs par des fonctions analytiques arbitrairesf1, f2 ∈ Cω(M) :

(1.34)





A (f1X1 + f2X2, Y )Z = f1A (X1, Y )Z + f2A (X2, Y )Z,

A (X, f1Y1 + f2Y2)Z = f1A (X, Y1)Z + f2A (X, Y2)Z,

A(X, Y ) [f1Z1 + f2Z2] = f1A(X, Y )Z1 + f2A(X, Y2)Z2.

Grâce à ces propriétés de linéarité, la courbure est uniquement déterminée par la
collection de champs de vecteursA(Xi, Xj)Xk, oùXi := ∂

∂xi . En décomposant
A(Xi, Xj)Xk selon la base desXi, on introduit des coefficientsAijk

l tels que

(1.35) A(Xi, Xj)Xk =:
n∑

l=1

Aijk
lXl.

Comme nous l’avons argumenté après le Lemme 1.30, il est nécessair d’affecter
une fois pour toutes une colonne à chacun des quatre indices(i, j, k, l). Tous les
choix sont équivalents, pourvu que l’on respecte rigoureusement le choix effectué
au départ. Ici, nous choisissons d’écrireAijk

l, car les trois champs de vecteursXi,
Xj etXk apparaissent à la suite dans la définition (1.35). Dans [Ch1963], l’auteur
utilise la notationAk

l
ij .

En utilisant l’expression (1.17) de la dérivée covariante en l’insérant dans la dé-
finition (1.33) (bien entendu, le terme∇[Xi,Xj ]Xk s’annule, puisque l’on a trivia-

lement :[ ∂
∂xi ,

∂
∂xj ] = 0), on obtient :

(1.36) Aijk
l =

∂

∂xj
Γlik −

∂

∂xi
Γljk +

n∑

p=1

(
Γpik Γljp − Γpjk Γlip

)
.

C’est l’expression desn4 composantes du tenseur de courbure. On dit en effet que
la collection de ces composantesAijkl est untenseurparce qu’elle se transforme de
la manière suivante à travers un changement de coordonnéesx 7→ x̄ = x̄(x) :

(1.37) Aijk
l
=

n∑

i1=1

n∑

j1=1

n∑

k1=1

n∑

l1=1

∂x̄l

∂xl1
∂xi1

∂x̄i
∂xj1

∂x̄j
∂xk1

∂x̄k
Ai1j1k1

l1 .

Seul le comportement infinitésimal tangentiel d’ordre1 d’un changement de coor-
données influe sur les composantes d’un tenseur.
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Après un calcul dont nous ne reproduisons pas les étapes intermédiaires ici, nous
obtenons une expression massive qu’il faut prendre comme telle, puisque nous ana-
lysons ses caractères immédiatement après :
(1.38)



Aijk
l =

1

2

n∑

m,p, q=1

gqm gpl
(
∂gqp
∂xj

[
∂gkm
∂xi

+
∂gim
∂xk

− ∂gik
∂xm

])
−

− 1

2

n∑

m,p, q=1

gqm gpl
(
∂gqp
∂xi

[
∂gkm
∂xj

+
∂gjm
∂xk

− ∂gjk
∂xm

])
+

+
1

2

n∑

m=1

gml
(
∂2gim
∂xj∂xk

− ∂2gik
∂xj∂xm

− ∂2gjm
∂xi∂xk

+
∂2gjk
∂xi∂xm

)
+

+
1

4

n∑

m, p, q=1

gpm gql
([

∂gpk
∂xi

+
∂gpi
∂xk

− ∂gik
∂xp

][
∂gqm
∂xj

+
∂gqj
∂xm

− ∂gjm
∂xq

]
−

−
[
∂gpk
∂xj

+
∂gpj
∂xk

− ∂gjk
∂xp

][
∂gqm
∂xi

+
∂gqi
∂xm

− ∂gjm
∂xq

])
.

Voici l’analyse de cette formule.

� Formula egregia :A121
2 ouA1212 ?

� Formule plus courte pourAijkl ?

(1) Dans le casn = 2, il n’y a essentiellement qu’une seule composante de cour-
bureA121

2, car lesAijk
l possèdent de fortes propriétés de symétrie (cf. (1. ? ?)

ci-dessous), et alors la formule (1.38) pourA121
1 coïncide avec laformula

egregia(1.5) de Gauss. [Check ].

(2) LesAijk
l sont donnés par uneexpression explicite universelle, fonction al-

gébrique des dérivées partielles d’ordre2, 1 et 0 des coefficients métriques
gij(x) par rapport aux variablesxk. En effet, grâce aux formules de Cramer,
les éléments de la matrice inverse(gij) s’expriment en fonction desgkl. Cette
expression est universelle en ce sens qu’elle ne dépend ni dela métrique, ni du
système de coordonnées : pour une autre métrique riemannienne quelconque

ds̄2 =
∑n

i, j=1 ḡij(x̄) dx̄idx̄j , les coefficients de courbureAijk
l

s’expriment
par la même formule rationnelle, en fonction des dérivées partielles d’ordre2,
1 et0 desḡij(x̄) par rapport aux̄xk. Nous pouvons donc abréger l’écriture de
cette formule sous la forme :

(1.39)




Aijk

l(x) = Aijk
l

(
gαβ(x),

∂gαβ
∂xγ

(x),
∂2gαβ
∂xγ∂xδ

(x)

)

= Aijk
l
(
J2
x gαβ(x)

)
,

en désignant parJ2
x gαβ le jet d’ordre2 degαβ , c’est-à-dire la collection de ses

dérivées partielles d’ordre2, 1 et 0. Dans cette écriture, nous sous-entendons
que les indicesα, β, γ et δ varient entre1 et n. La fonction en question sera

notéeAl
ijk. Ainsi,Aijk

l
(x̄) = Aijk

l
(
J2
x̄ ḡαβ(x̄)

)
.
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(3) Les coefficients de courbureAijk
l s’expriment linéairement en fonction des

dérivées partielles d’ordre deux desgαβ . Autrement dit, la fonctionAijk
l

de (1.39) est linéaire par rapport à ses derniers arguments.Cette propriété est
évidente dans (1.38).

Les composantesAijkl satisfont les relations de symétrie suivantes :

(1.40)

{
0 = Aijk

l +Akij
l +Ajki

l,

0 = Aijk
l +Ajik

l.

Introduisons maintenant les composantes «totalement covariantes» du tenseur de
courbure, qui sont définies par :

(1.41) Aijkl :=
∑

p

gplAijk
p.

On dit que ces composantes sonttotalement covariantesparce qu’elles se trans-
forment de la manière suivante à travers un changement de coordonnéesx 7→ x̄ =
x̄(x) :

(1.42) Aijkl =
∑

i1=1

∑

j1=1

∑

k1=1

∑

l1=1

∂xi1

∂xi
∂xj1

∂xj
∂xk1

∂xk
∂xl1

∂xl
Ai1j1k1l1 .

On démontre ([DC1992], Chapter 4) que ces nouveaux coefficientsAijkl satisfont
les quatre relations de symétrie indicielle suivantes :

(1.43)





0 = Aijkl +Ajkil +Akijl,

0 = Aijkl +Ajikl,

0 = Aijkl +Aijlk,

0 = Aijkl −Aklij,

la quatrième étant conséquence subtile des trois premières. À cause de ces relations

de symétries, il n’existe en réalité quen
2(n2−1)

12 composantesAijkl linéairement
indépendantes (voir le §3. ? ? ci-dessous pour une démonstration complète). Enfin,
lesAijkl initiaux qui satisfont les deux relations de symétrie (1.40) ne satisfont pas
de relations de symétrie qui seraient analogues aux deux dernières de la liste(1.43).

1.44. Identités de Bianchi.Rappelons queXm = ∂
∂xm et notons∇m := ∇Xm

l’opérateur de dérivée covariante le long du champ de vecteurs Xm. D’après le
calcul différentiel absolu de Ricci et Levi-Civita (§1.22 ci-dessus), cet opérateur se
prolonge comme unopérateur de différentation covarianteagissant sur le tenseur
de courbureAijk

l de la manière suivante :
(1.45)

∇mAijk
l :=

∂Aijk
l

∂xm
+

n∑

p=1

(
ΓlpmAijk

p − ΓpimApjk
l − ΓpjmAipk

l − ΓpkmAijp
l
)

Classiquement, au moyen d’un calcul algébrique qui est parfois présenté de ma-
nière «aveugle», on démontre que ce tenseur satisfait les identités suivantes, dites
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«de Bianchi» :

(1.46) 0 = ∇mAijk
l + ∇j Amik

l + ∇iAjmk
l.

Observons la permutation circulaire sur les trois indices(m, i, j).
Grâce à la méthode du repère mobile d’Élie Cartan, il est possible de com-

prendre pourquoi une telle permutation circulaire apparaît et d’interpréter cette
identité de manière géométrique (voir [Ca1951] et le § ? ?). Afin d’offrir au passage
une idée intuitive de cette raison, mentionnons que l’identité de Bianchi provient
d’une application particulière du Lemme de Poincaré d’après lequelddω = 0 pour
toute forme différentielle. En effet, considérons une2-forme différentielle exacte
dω :=

∑
i<j Λij · dxi ∧ dxj , différentielle d’une1-forme ω, et prolongeons la

définition de ses coefficients en posantΛij = −Λji pour i > j. Après une réor-
ganisation qui fait apparaître la base de3-formes(dxi ∧ dxj ∧ dxk)16i<j<k6n, la
différentielle extérieure de cette2-formedω s’écrit sous la forme suivante :

(1.47) 0 = ddω =
∑

i<j<k

dxi ∧ dxj ∧ dxk ·
(
∂Λij
∂xk

+
∂Λki
∂xj

+
∂Λjk
∂xi

)
.

Ainsi, l’annulation de cette3-forme conduit aux identités

(1.48) 0 =
∂Λij
∂xk

+
∂Λki
∂xj

+
∂Λjk
∂xi

,

pour 1 6 i < j < k 6 n. On vérifie alors qu’elles sont satisfaites pour tous
i, j, k = 1, . . . , n. Formellement, elles sont très similaires aux identités deBian-
chi (1.46).

1.49. Tenseur de Ricci et sa divergence covariante.Les relations de symétrie (1.)
impliquent que toutes les contractions que l’on peut effectuer sur les indices de
Aijk

l se ramènent ou bien au tenseur nul (inintéressant) ou bien autenseur de Ricci,
ou à son opposé. Ce tenseur à deux indices est défini par :

(1.50) Aij :=

n∑

k=1

Aikj
k =

n∑

k=1

n∑

l=1

gklAikjl.

En partant de la deuxième représentation deAij, issue de (1.41) et en appliquant
la quatrième relation de symétrie (1.43), on vérifie que ce tenseur contracté est
symétrique :Aij = Aji. De plus, en contractant la transformation (1.42), on vérifie
que l’on a :

(1.51) Aij =

n∑

i1=1

n∑

j1=1

∂xi1

∂x̄i
∂xj1

∂x̄j
Ai1j1 .

Autrement dit, le tenseur de Ricci est complètement covariant.
En appliquant le principe d’élévation des indices que nous avons déjà utilisé

en (1.41), définissons maintenant letenseur de Ricci mixte, qui est une fois cova-
riant et une fois contravariant :

(1.52) Ai
j :=

n∑

p=1

gpj Aip.
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Définissons aussi lacourbure scalairepar :

(1.53) A :=
n∑

i, j=1

gij Aij .

Observons que la courbure scalaire possède une expression équivalente, utile dans
la suite :

(1.54)





A =

n∑

i, j=1

gij Aij =

n∑

i, j=1

n∑

p=1

gij Aipj
p =

n∑

i, p=1

Aip
ip

=
n∑

i, j=1

Aij
ij .

Le lemme suivant constituera le point de départ fondamentalpour l’écriture des
équations de la gravitation d’Einstein.

Lemme 1.55. La divergence covariantedu tenseur de Ricci s’exprime en fonction
de la dérivée covariante de la courbure scalaire de la manière suivante:

(1.56)
n∑

j=1

∇j(Ai
j) =

1

2
∇i(A).

Autrement dit, letenseur mixte d’Einsteindéfini par

(1.57) Ei
j := Ai

j − 1

2
δji A

a une «divergence absolue» nulle.

Démonstration.Définissons les composantes deux fois covariantes et deux fois
contravariantes du tenseur de courbure :

(1.58)





Aij
kl :=

n∑

p=1

gpk Aijp
l

=

n∑

p, q=1

gpk gql Aijpq

En insérant les deux relations d’antisymétrieAijkl = −Ajikl = −Aijlk dans cette
définition, on vérifie immédiatement que l’on a aussi les deuxrelations d’antisymé-
trie suivantes :

(1.59) Aij
kl = −Ajikl = −Aij lk.

Pour établir (1.), partons de l’identité de Bianchi (1.) dans laquelle on remplace
k parp, multiplions pargpk et sommons sur l’indicep, ce qui donne :

(1.60) 0 =

n∑

p=1

(
gpk · ∇m

(
Aijp

l
)

+ gpk · ∇j

(
Amip

l
)

+ gpk · ∇i

(
Ajmp

l
))

.
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Grâce au théorème de Ricci d’après lequel∇k(gij) = ∇k(g
ij) = 0, nous pouvons

insérer lesgpk à l’intérieur des dérivées covariantes, ce qui donne, en tenant compte
de la définition desAijkl :

(1.61) 0 = ∇m

(
Aij

kl
)

+ ∇j

(
Ami

kl
)

+ ∇i

(
Ajm

kl
)
.

Maintenant, contractons cette identité : posonsk := i, l := j et sommons suri et
surj :
(1.62)

0 = ∇m




n∑

i, j=1

Aij
ij


+

n∑

j=1

∇j

(
n∑

i=1

Ami
ij

)
+

n∑

i=1

∇i




n∑

j=1

Ajm
ij


 .

D’après (1.), dans la première parenthèse, nous reconnaissons la courbure scalaire.
En permutant les indicesi et j dans la seconde parenthèse, nous reconnaissons le
tenseur de Ricci mixte−Amj défini en (1.). Enfin, en permutant les indicesj et
m dans la seconde parenthèse, nous reconnaissons−Ami. Au total, nous pouvons
réécrire cette identité sous la forme :

(1.63) 0 = ∇m(A) −
∑

j

∇j

(
Am

j
)
−
∑

i

∇i

(
Am

i
)
.

Cette identité est clairement eéquivalente à (1.56), ce quicomplète la démonstra-
tion. �

1.64. Covariance de la forme quadratique de Ricci.Nous affirmons que la forme
différentielle quadratique

(1.65)
n∑

i, j=1

Aij dx
idxj =

n∑

i, j=1

Aij dx̄
idx̄j

est conservée par tout changement de coordonnéesx 7→ x̄ = x̄(x). En effet, grâce
à la tensorialité deAij exprimée par la loi de transformation (1.52), nous pouvons
calculer :

(1.66)





n∑

k, l=1

Akl dx̄
kdx̄l =

n∑

k, l, p, q, i, j=1

∂xp

∂x̄k
∂xq

∂x̄l
Apq

∂x̄k

∂xi
∂x̄l

∂xj
dxi dxj

=
n∑

i, j=1

Aij dx
idxj .

1.67. Analyse fine de la covariance du tenseur de Ricci.Par ailleurs, en contrac-
tant l’expression (1.39), nous observons que les composantesAij du tenseur de
Ricci s’expriment comme des fonctionsAij du jet d’ordre2 des coefficients mé-
triquesgαβ et que ces fonctionsAij dépendent linéairement des dérivées partielles
d’ordre2 desgαβ . D’après les remarques qui suivent l’expression (1.38), ilse trouve
que lesAij s’expriment parles mêmes fonctionsAij du jet d’ordre deuxJ2

x̄ ḡαβ des
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coefficients métriques transformés. Ainsi, la loi de transformation tensorielle (1. 51)
doit-elle précisément s’écrire :

(1.68) Aij

(
J2
x̄ ḡαβ

)
=

n∑

i1=1

n∑

j1=1

∂xi1

∂x̄i
∂xj1

∂x̄j
Ai1j1

(
J2
xgα1β1

)
,

avec les mêmes fonctionsAij de part et d’autre de l’égalité. Dans cette relation,
nous sous-entendons que le jetJ2

x̄ ḡαβ s’exprime en fonction du jetJ2
xgα1β1. En

effet, grâce à (1.28), nous savons déjà commentḡαβ s’exprime en fonction degα1β1

à travers le changement de coordonnéesx 7→ x̄ = x̄(x). En appliquant la dérivation
∂
∂x̄γ =

∑n
γ1=1

∂xγ1

∂x̄γ
∂

∂xγ1 à ces relations̄gαβ =
∑n

α1, β1=1
∂xα1

∂x̄α
∂xβ1

∂x̄β gα1β1, nous
obtenons la loi de transformation pour les dérivées premières :

(1.69)





∂ḡαβ
∂x̄γ

=

n∑

α1, β1=1

(
∂2xα1

∂x̄α∂x̄γ
∂xβ1

∂x̄β
gα1β1 +

∂xα1

∂x̄α
∂2xβ1

∂x̄β∂x̄γ
gα1β1

)
+

+

n∑

α1, β1, γ1=1

∂xα1

∂x̄α
∂xβ1

∂x̄β
∂xγ1

∂x̄γ
∂gα1β1

∂xγ1
.

En appliquant à nouveau la dérivation∂
∂x̄δ , on obtiendrait une formule de transfor-

mation pour les dérivées secondes∂
2ḡαβ

∂x̄γ∂x̄δ . SoitG = (gij) la matrice (symétrique)
des coefficients métriques, oùi désigne l’indice des lignes etj celui des colonnes.
De même, soitG la matrice des̄gij . Nous résumons les relations obtenues entre le
jet d’ordre2 deG et le jet d’ordre2 deG sous la forme suivante :

(1.70) J2
x̄G = Π

(
J3
x̄x, J

2
xG
)
.

Par construction,Π est un polynôme universel (dont on pourrait aisément écrire
l’expression explicite) à valeurs vectorielles qui dépenddu jet d’ordre trois du chan-
gement de coordonnées (noter l’apparition des dérivées d’ordre2 dex par rapport à
x̄ dans (1.69)). C’est avec ces formules que l’on doit remplacer J2

x̄ ḡαβ en fonction
deJ2

xgα1β1 dans les relations (1.68) pour leur donner sens.

1.71. Formes différentielles quadratiques covariantes.En suivant Élie Cartan,
nous dirons qu’une forme quadratique différentielle

(1.72)
n∑

i, j=1

C0
ij dx

idxj =
n∑

i, j=1

C0
ij

(
gαβ(x),

∂gαβ
∂xγ

(x),
∂2gαβ
∂xγ∂xδ

(x)

)
dxidxj

dont les coefficients sont des fonctionsC0
ij du jet d’ordre2 des coefficients mé-

triques estcovariante de la forme quadratique fondamentale
∑n

i, j=1 gij dx
idxj si

l’on a :

(1.73)





n∑

i, j=1

C0
ij

(
ḡαβ(x),

∂ḡαβ
∂x̄γ

(x̄),
∂2ḡαβ
∂x̄γ∂x̄δ

(x̄)

)
dx̄idx̄j =

=

n∑

i, j=1

C0
ij

(
gαβ(x),

∂gαβ
∂xγ

(x),
∂2gαβ
∂xγ∂xδ

(x)

)
dxidxj ,



22 JOËL MERKER

avec les mêmes fonctionsC0
ij de part et d’autre de l’égalité, pour tout changement

de coordonnéesx 7→ x̄ = x̄(x). De manière équivalente, lesC0
ij se comportent

comme le tenseur de RicciAij et jouissent d’une loi de transformation précise,
exactement analogue à (1.68) :

(1.74) C0
ij

(
J2
x̄ ḡαβ

)
=

n∑

i1=1

n∑

j1=1

∂xi1

∂x̄i
∂xj1

∂x̄j
C0
i1j1

(
J2
xgα1β1

)
.

Pour être encore plus précis, en tenant compte de (1.70), lesfonctions universelles
C0
ij satisfont :

(1.75) C0
ij

(
Π
(
J3
x̄x, J

2
xG
))

=

n∑

i1=1

n∑

j1=1

∂xi1

∂x̄i
∂xj1

∂x̄j
C0
i1j1

(
J2
xG
)
,

après remplacement dēx en fonction dex pour donner sens à cette égalité.
Avant de formuler le théorème d’unicité d’Élie Cartan, évoquons rapidement les

origines physiques des équations d’Einstein.

1.76. Géométrie et physique.En opposition à une physique des phénomènes dis-
crets, la relativité générale se fonde sur un certain nombrede postulats qui sont ca-
ractéristiques d’une «physique du continu» : les objets célestes et terrestres peuvent
être décrits au moyen de concepts géométriques ; continuitéet différentiablité sont
acceptées comme hypothèses fondamentales ; mesure de l’espace et mesure du
temps peuvent s’effectuer avec des moyens expérimentaux ; enfin, les appareils de
mesure confèrent un sens tangible à l’idée desystème de coordonnées mathéma-
tiques sur l’espace-temps. Se pose alors une question cruciale :

Quels objets géométriques doit-on placer au fondement d’une physique du
continu ? Existe-t-il des objets géométriques qui s’imposent a priori pour penser
l’univers physique continu ?

Sans approfondir le problème métaphysique des rapports entre la pensée mathé-
matique pure et la pensée physique, contentons-nous d’évoquer la contribution de
Riemann à cette question qui agite encore la science contemporaine.

Dans sonhabilitationsvortrag, Riemann s’interrogeaita priori sur la notion
d’espace. Il s’agissait là d’un bouleversement philosophique majeur dans l’histoire
des mathématiques. L’espace cessait d’être une notion transmise par l’expérience,
intuitive et caractérisée de manière unique. En effet, l’espace changeait radicale-
ment de statut pour devenir questiona priori sur l’espace : en tant que donnée intui-
tive, l’espace disparaissait ; il réapparaissait en tant que question pour la science. Et
les conceptions qui pouvaient naître de cette questiona priori se démultipliaienta
priori . En effet, le destin négatif de l’axiome des parallèles d’Euclide, l’émergence
des géométries non-euclidiennes, à travers les travaux de Bolyai et de Lobatchevsky
(anticipés par Gauss), la constitution de la géométrie projective dans l’école fran-
çaise et l’émergence des travaux de Gauss sur les transformations conformes appli-
quées à la cartographie, toutes ces innovations géométriques poussèrent Riemann
à s’interroger totalementa priori sur les hypothèses qui peuvent servir de fonde-
ment à la conceptualisation de la notion d’espace, dans les mathématiques et dans la
physique. Il s’agissait en particulier de s’interroger surles données primitives de la
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géométrie, sur leur degré de généralité, sur leur progressivité, sur leur dépendance
relative, sur leur nécessité relative8, etc.

Les rapports mutuels des données primitives [de la Géométrie] res-
tent enveloppés de mystère ; on n’aperçoit pas bien si elles sont
nécessairement liées entre elles, ni jusqu’à quel point elles le sont,
ni même a priori si elles peuvent l’être ([Ri1854], p. 280).

Ainsi Riemann anticipait-il l’explosion et la ramification nécessaires des hypo-
thèses géométriques possibles. Effectivement, la seconde moitié du dix-neuvième
siècle et le début du vingtième devaient voir naître la géométrie projective, la géo-
métrie conforme, la géométrie lorentzienne, les espaces non holonomes, les espaces
généralisés au sens d’Élie Cartan,etc.

Conséquence inévitable de cette diversité : la théorie physique se voyait obligée
a priori d’effectuer un choixa posteriori parmi toutes les géométries possibles.
Les mathématiques, avec leurhubris hypothético-déductive, et leur profusion in-
contrôlée de résultats abstraits, encombraient, embarrassaient, déconcertaient déjà
la physique, qui se voyait contrainte de reconnaître sous cet afflux quelle géométrie
correspondait à la réalité, dans un faisceau de théories géométriques architecturées.

[. . . ] les propriétés, par lesquelles l’espace [physique] se distingue
de toute autre grandeur imaginable de trois dimensions, ne peuvent
être empruntés qu’à l’expérience. De là surgit le problème de recher-
cher les faits les plus simples au moyen desquels puissent s’éta-
blir les rapports métriques de l’espace, problème qui, par la nature
même de l’objet n’est pas complètement déterminé ; car on peut in-
diquer plusieurs systèmes de faits simples, suffisants pour la déter-
mination des rapports métriques de l’espace. [. . . ] Ces faits, comme
tous les faits possibles, ne sont pas nécessaires ; ils n’ont qu’une
certitude empirique, ce sont des hypothèses ([Ri1854], p. 281). [. . . ]
Il faut donc, ou que la réalité sur laquelle est fondé l’espace forme
une variété discrète, ou que le fondement des rapports métriques
soit cherché en dehors de lui, dans les forces de liaison qui agissent
en lui ([Ri1854], p. 2 ? ?).

Ces prédictions allaient être confirmées par Einstein.

1.77. Équations de la gravitation d’Einstein. La relativité restreinte est fondée
sur une classe restreinte de transformations de coordonnées, celles qui stabilisent
la forme de Minkowski−(dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 + (dx4)4 sur l’espace-temps

8Nous pourrions soutenir la thèse suivante : la méthode axiomatique et hypothético-déductive, en
mathématiques s’enracine profondément dans la pensée riemannienne. En effet, Riemann est l’un des
rares mathématiciens de l’histoire qui ait accepté les interrogations mathématiques dans leur pureté
intrinsèque, quelle que soit leur difficulté invisible, et plus encore, qui les aitformulées explicitement
dans ses travaux, quelle que soit leur ouverture. La méthode axiomatique construit un cadre arbores-
cent pour insérer ces interrogations mathématiques absolues dans une architecture qui les prolonge,
qui les réalise et qui les démultiplie. Sur la question de l’espace, Riemann aura anticipé les architec-
tures modernes et stratifiées de la topologie et de la géométrie différentielle, et c’est pourquoi nous
disons qu’il y a quelque chose de la pensée riemannienne qui se réalise dans la méthode axiomatique.
Il est vrai que cette méthode, qui fut largement promue par Hilbert, aime à cacher son questionne-
ment intrinsèque. Mais elle n’est qu’un cadre d’expressionrigoureusement élaboré pour faire face à
la complexité du réel spéculatif : elle ne contrôle que partiellement les tensions «riemanniennes» qui
la déploient.
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(après normalisation à1 de la vitessec de la lumière). Précisément, ce sont les
transformations linéaires̄xi =

∑4
j=1 u

i
j x

j dites «de Lorentz» qui satisfont :
(1.78)
−(dx̄1)2 − (dx̄2)2 − (dx̄3)2 + (dx̄4)4 = −(dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 + (dx4)4.

Il n’y a aucune raison de se restreindre à une telle classe de transformations. Mais à
travers un changement de coordonnéesx 7→ x̄ = x̄(x) quelconque, cette géométrie
lorentzienne ne subit qu’une déformation apparente : les trajectoires des particules
ne sont certes plus rectilignes, mais elles sont curvilignes, et pour être plus exact, ce
ne sont que des «images» curvilignes de droite, vues à travers le prisme déformant
de la transformationx 7→ x̄ = x̄(x). Notamment, la courbure de l’espace-temps
reste constante, puisque celle de l’espace-temps de Minkowski l’était. Au total, la
déformationx 7→ x̄ = x̄(x) fournit une image différente du même objet.

En relativité restreinte, Einstein postulait que les lois physiques sontinvariantes
par rapport à toute transformation de Lorentz : leur forme est exactement la même
dans tout référentiel lorentzien. Motivé par les expériences négatives de Michelson
et Morley sur la détection du vent d’éther, Einstein postulait aussi la constance de
la vitesse de la lumière dans tout référentiel. Pour insister sur le caractèrea priori
et «métaphysique» des raisonnements d’Einstein, on pourrait aussi considérer que
la vitesse de la lumière est une loi physique, dont la forme est indépendante du
référentiel lorentzien, et par conséquent, la vitesse de lalumière est constante : le
second postulat serait une conséquence du premier.

En recherchant une généralisation de la relativité restreinte aux systèmes de co-
ordonnées non lorentziens, Einstein fut conduit àabandonner le principe d’inva-
riance, trop restrictif, et à le remplacer par unprincipe de covariance. Ce principe,
qu’Einstein emprunta aux travaux mathématiques de Ricci etde Levi-Civita, ex-
prime toujours une exigence purementa priori, sans origine physique :

Principe de covariance 1.79.Les lois d’une physique géométrisée doivent pou-
voir se transformer selon des règles précises lorsque l’on passe d’un système de
coordonnées sur l’espace-temps à un autre.

Seconde exigencea priori, qui doit évidemment être satisfaite :

Principe d’équivalence 1.80.Deux systèmes physiques qui se déduisent l’un de
l’autre par un changement de coordonnées sur l’espace-temps doivent être consi-
dérés comme rigoureusement équivalents.

Comme ses contemporains Nordström, ? ?, Einstein recherchait une expression
relativiste des lois de la gravitation newtonienne, gouvernée par l’équation de Pois-
son :

(1.81) ∆Φ = 4π Gρ,

où Φ est le potentiel scalaire du champ de gravité,G = 6, 67 S.I. est la constante
de gravitation universelle etρ es la densité de matière. Après plusieurs tentatives
infructueuses, on a suggéré de remplacer le scalaire densité de matièreρ par un
tenseur énergie-impulsionTij. Cependant, cette voie a été abandonnée car il sem-
blait impossible de satisfaire la loi de conservation. Einstein montra que cela est
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possible, à condition de travailler dans des coordonnées curvilignes quelconques,
en présence de courbure.

1.82. Conditions auxquelles doit satisfaire le tenseur d’Einstein. Dans le mé-
moire où il expose sa synthèse finale ([Ei1916]), Einstein postule que toutes les ca-
ractéristiques géométriques de l’espace-temps peuvent être décrites au moyen d’un
tenseur différentielEij deux fois covariant qui satisfait quatre conditions.

1. Ce tenseur est exprimé dans un espace pseudo-riemannien quadridimension-
nel.

2. Il doit dépendre des dérivées partielles des coefficients métriques d’ordre au
plus égal à2.

3. Il doit être linéaire par rapport aux dérivées partielles des coefficients mé-
triques d’ordre exactement égal à2.

4. Sa version mixteEij :=
∑n

p=1 g
pj Eip doit être de divergence absolue nulle :

(1.83) 0 =
n∑

j=1

∇j Ei
j .

Voici comment Einstein présentait le choix de ce tenseur :

[. . . ] pour le champ de gravitation en l’absence de matière, il est
naturel de chercher à annuler le tenseur symétrique Bµν , déduit du
tenseur Bρ

µστ . [. . . ] avec le choix du système de coordonnées que
nous avons fait, ces équations s’écrivent dans le cas du champ libre
de matière :

(47)






∂Γα
µν

∂xα

+ Γα
µβ Γβ

να = 0

√
−g = 1.

Il faut remarquer que le choix de ces équations comporte un mini-
mum d’arbitraire. Car, en dehors de Bµν , il n’existe pas de tenseur
de rang 2 formé des gµν et de leurs dérivées qui ne comporte au-
cune dérivée d’ordre supérieur à deux et qui soit linéaire en fonction
de ces dernières ([Ei1916], p. 209 de la traduction française).

Notons que les considérations sont légèrement différentes: la normalisation√−g = 1 du déterminant de la métrique introduit une simplification des équations
de la gravitation dans le vide qui élimine la moitié des termes du tenseur de Ricci
Aij classique. En vérité, Einstein n’introduira le tenseurAj

i − 1
2 δ

i
j A que dans un

mémoire ultérieur. En tout état de cause, sa dernière affirmation revient à dire que
le tenseur de RicciAij est essentiellement le seul tenseur deux fois covariant qui
dépend linéairement des dérivées partielles d’ordre deux des coefficients métriques.
Cette affirmation signifie sans doute que le seul tenseur que l’on peut obtenir par
contraction des indices à partir du tenseur de courbureAijk

l est le tenseur de Ricci,
ce qui était bien connu.

Élie Cartan poussa plus loin la question d’unicité et démontra un théorème beau-
coup plus fort que cette observation élémentaire.
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1.84. Théorème d’unicité d’Élie Cartan. Supposons doncn = 4 et soit∑4
i, j=1 gij dx

idxj une pseudo-métrique non-dégénérée, possédant trois valeurs
propres négatives et une valeur propre positive en tout point. Soit Aij le ten-
seur de Ricci. Nous avons déjà observé que la forme quadratique différen-
tielle

∑4
i, j=1 Aij dx

idxj est covariante de la forme quadratique fondamentale∑4
i, j=1 gij dx

idxj (cf. (1.65)). On vérifierait qu’il en est de même pour la forme∑4
i, j=1 Agij dx

idxj, obtenue en multipliant la forme fondamentale par la courbure
scalaireA. Enfin, la forme quadratique fondamentale est évidemment covariante
d’elle-même.

Théorème 1.85.(Élie CARTAN 1922)Toute forme quadratique différentielle

(1.86)
4∑

i, j=1

C0
ij dx

idxj =

4∑

i, j=1

C0
ij

(
gαβ(x),

∂gαβ
∂xγ

(x),
∂2gαβ
∂xγ∂xδ

(x)

)
dxidxj ,

linéaire par rapport aux dérivées partielles d’ordre2 des coefficientsgαβ et cova-
riante de la forme quadratique fondamentaleest nécessairement une combinaison
linéaire des trois formes précédentes:

(1.87)
4∑

i, j=1

C0
ij dx

idxj =

4∑

i, j=1

[ν Aij + µAgij + λ gij ] dx
idxj,

avec des constantesλ, µ et ν arbitraires.

Grâce au calcul effectué dans le Lemme 1.55, il en découle la conséquence sui-
vante.

Corollaire 1.88. Le tenseur une fois covariant et une fois contravariant défini par :

(1.89) Ei
j := µ

(
Ai

j − 1

2
δji A

)
+ λ δji ,

oùλ etµ sont des constantes, est le plus général qui satisfait la loide conservation∑4
j=1 ∇j Ei

j = 0.

1.90. Groupes de Lie, formes différentielles et méthode du repère mobile
d’après Élie Cartan. Résumons maintenant les grandes lignes de la démonstra-
tion du Théorème 1.85.

***

1. Avertissement. Quatre préoccupations sous-tendent la rédaction de ce mé-
moire :

(i) un souci de mentionner régulièrement des pensées intuitives, conceptuelles,
dialectiques, heuristiques et spéculatives propres à la géométrie, de les déve-
lopper et de leur conférer le statut qu’elles méritent ; en effet, telles les âmes
d’une Atlantide disparue, ces pensées virtuelles sont tropsouvent englouties
dans le langage formel ; elles sont quasi fossilisées dans les strates innom-
brables de la tour de Babel des langages mathématico-physiques formalisés ;

(ii) un souci de concrétude absolue dans la présentation des concepts géomé-
triques, cachés derrière les définitions «formalistes» ;
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(iii) un respect absolu des calculs intermédiaires, jamais envisagés comme des
étapes obscures indignes d’apparaître dans le texte écrit,mais toujours consi-
dérés comme des briques essentielles pour ériger les raisonnements géomé-
triques ;

(iv) une volonté d’approfondir et de méditer le contenu spéculatif immanent aux
mémoires originauxde Gauss, de Riemann, de Christoffel, de Lie, d’Einstein
et d’Élie Cartan.

De ces quatre préoccupations découlent trois principes majeurs qui imposeront
un style particulier à la rédaction de ce mémoire :

(a) accepter la longueur du texte : il est paradoxalement beaucoup plus facile de
lire un texte long et complet qui s’interdit les ellipses qu’un texte court qui fait
l’impasse sur le suivi dialectique et rhétorique des raisonnements ;

(b) renforcer la présence d’une langue «littéraire» ou tout du moins «littérale» :
les explications reformulées en langue naturelle offrent toujours des éclaircis-
sements qui sont indispensables à la compréhension adéquate d’un sujet ;

(c) préciser chaque geste de calcul qui entre dans la dérivationd’une identité
formelle et privilégier systématiquement la concrétude des calculs : ce n’est
qu’à cette condition que le lecteur pourra pénéter dans les royaumes oubliés
de la géométrie classique, ceux que la vague de formalisation au milieu du
vingtième siècle n’a pas eu l’énergie d’absorber et de réécrire en totalité.

Ces orientations s’expliquent par notre projet initial : rendre accessibles les idées
d’Élie Cartan, les retraduire, les reconstruire, en s’aidant de sources modernes (par
exemple [Ga1989], [OL1995]), mais en dépassant le niveau dela théorie générale.
Quatre mois nous auront été nécessaires pour déchiffrer lessoixante-trois pages du
mémoire original [Ca1922] d’Élie Cartan. Parfois sans indiquer ses sources, Élie
Cartan applique des théorèmes profonds qui requièrent une culture préalable. Cer-
tains passages laissent réellement perplexe quant aux arguments qu’il utilise. Le
lecteur opiniâtre et curieux finit par admettre que la seule stratégie qui se présente
à lui est de reconstituerab initio tous les raisonnements suggérés de manière ellip-
tique, et de compléter tous les calculs passés sous silence par Élie Cartan.

1. Remerciement.Nous remercions Françoise Panigeon pour des relectures minu-
tieuses sur écran.

§2. DIAGONALISATION DE LA MÉTRIQUE PSEUDO-RIEMANNIENNE

Tous nos raisonnements seront locaux et effectués dans des systèmes de coor-
données précisx = (x1, . . . , xn), ou x̄, ¯̄x, . . . , surRn, au voisinage d’un point que
nous supposerons être l’origine, sans perte de généralité.

2.1. Diagonalisation de la pseudo-métrique.Pour les applications à la relati-
vité générale, nous supposerons que la «métrique» riemannienne locale est non-
dégénérée,i.e.que la matrice symétrique(gij(x))

16i6n
16j6n est inversible en tout point

x, sans être forcément définie positive. Puisque leds2 peut alors s’annuler dans cer-
taines directions dites «isotropes» et posséder des valeurs alternativement positives
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et négatives, et puisque le terme «métrique» doit être réservé aux distances toujours
positives, nous parlerons dans ce cas de «pseudo-métrique»riemannienne.

Il est bien connu qu’après un changement de base orthogonal,toute matrice sy-
métrique non-dégénérée peut être réduite à une matrice diagonale. De plus, après
une dilatation appropriée le long des axes de coordonnées etaprès une permuta-
tion des coordonnées, on peut supposer que lesp premiers éléments de la diagonale
sont des−1 et que les(n − p) derniers éléments des1. On appellera «cas rieman-
nien», le casp = 0 et «cas pseudo-riemanniens» les autres cas0 < p 6 n. En
relativité restreinte (et générale), on a bien évidemmentn = 4, p = 3 et leds2 est
minkowskien :

(2.2) ds2 = −(dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 + (dx4)2.

Afin de préparer à l’avance les harmonies formelles, définissons des constantes
qui s’introduiront dans toutes nos équations :

(2.3) εi := −1, pour i = 1, . . . , p et εi := 1, pour i = p + 1, . . . , n.

D’après la loi d’inertie de Sylvester, toute forme quadratique non-dégénérée en
les variables(x1, . . . , xn) est de la forme

∑n
i=1 εi [λi(x)]

2, où les λi(x) =∑n
j=1 λj x

j sont des formes linéaires linéairement indépendantes. Autrement dit,
une telle forme quadratique se «redresse» en

∑n
i=1 εi (x̄

i)2, grâce au changement
de coordonnées linéaires surR

n défini par x̄i :=
∑n

j=1 λj x
j . Ce résultat reste

vrai, plus généralement, pour unds2 pseudo-riemannien quelconque, à condition
de remplacer lesλi(x) par des formes différentielles,i.e. des formes linéaires à
coefficients variables.

Lemme 2.4. Il existen formes différentiellesθi = θi(x, dx) =
∑n

j=1 h
i
j(x) dx

j

de degré1 à coefficients analytiques réelshij(x) qui diagonalisent leds2 en tout
point, c’est-à-dire telles que l’on a

(2.5) ds2 =

n∑

i=1

εi (θ
i)2.

Avant de rédiger la démonstration de ce lemme, formulons un certain nombre
d’observations préliminaires. Tout d’abord, il importe defaire remarquer qu’en gé-
néral, de telles formes différentielles non seulement ne sont pas uniques mais sur-
tout ne sont pas exactes. En vérité, ce n’est que dans le cas exceptionnel où le ten-
seur de courbure est constant qu’il existe des fonctionsyi(x) telles que l’on puisse
prendreθi = dyi pouri = 1, . . . , n (voir Théorème 2.).

La non-unicité du système de formesθ1, . . . , θn est causée par une ambiguïté
essentielle qui sera exploitée à fond par la «méthode d’équivalence» d’Élie Car-
tan. Par exemple, dans le cas riemannien, pour toute matriceU(x) = (uij(x)) qui
dépend analytiquement du pointx et qui est orthogonale, c’est-à-dire qui vérifie
δij =

∑n
k=1 u

k
i (x)u

k
j (x), nous affirmons que leds2 sera tout aussi bien représenté

comme

(2.6) ds2 =

n∑

i=1

(ωi)2,



SUR LES ÉQUATIONS DE LA GRAVITATION D’EINSTEIN (D’APRÉS ÉLIE CARTAN) 29

oùωi :=
∑n

j=1 u
i
j θ

j : autrement dit, lesωi proviennent d’une rotation desθi. En
effet, nous vérifions immédiatement par le calcul que :

(2.7)





n∑

i=1

(ωi)2 =

n∑

i=1




n∑

j1=1

uij1 θ
j1






n∑

j2=1

uij2 θ
j2




=
n∑

i, j1, j2=1

uij1 u
i
j2
θj1 θj2

=

n∑

j1, j2=1

δj2j1 θ
j1 θj2

=

n∑

i=1

(θi)2.

Pour le passage de la troisième à la quatrième ligne, on utilise la relation préci-
tée δj2j1 =

∑n
k=1 u

i
j1
uij2 . Ici, nous explicitons à dessein chaque ligne de calcul,

fût-elle élémentaire, afin d’assurer la lisibilité et la reproductibilité des calculs ex-
plicites que nous effectuerons par la suite. Ces calculs quipréciseront ceux d’Élie
Cartan sont nettement plus délicats, et c’est pourquoi nousdevons faire preuve de
clarté et de discipline formelle dès maintenant. Ainsi, tout système de formes dif-
férentiellesωi qui se déduit d’un système de formes différentiellesθi diagonalisant
le ds2 (2.5) par une rotation vectorielleωi =

∑n
j=1 u

i
j θ

j constitue encore un sys-
tème de formes différentielles qui diagonalise leds2. Poursuivons les commentaires
avant d’entamer la démonstration du Lemme 2.4.

2.8. Équations matricielles fondamentales.Admettons ce lemme et fixons une
fois pour toutes le système de formes différentiellesθi. SoitG = G(x) la matrice
(gij(x)), oùi représente l’indice des lignes etj celui des colonnes. SoitH = H(x)
la matrice(hij(x)), où, de même,i représente l’indice des lignes etj celui des
colonnes. SoitE la matrice diagonale avecεi sur lei-ième élément de la diagonale,
i.e. en notation tabulaire :

(2.9) E :=




−1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 −1 · · · 0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · −1 0 · · · 0
0 0 · · · 0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 0 · · · 1




.
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En développant la représentation (2.5) et en réordonnant, nous obtenons :

(2.10)





n∑

i,j=1

gij(x) dx
idxj =

n∑

k=1

εk

(
n∑

i=1

hki (x) dx
i

)


n∑

j=1

hkj (x) dx
j




=

n∑

i,j=1

dxidxj

(
n∑

k=1

hki (x) · εk · hkj (x)
)
,

d’où

(2.11) gij(x) =
n∑

k=1

hki (x) · εk · hkj (x).

De manière équivalente, la matriceH vérifie l’équation matricielle

(2.12) G = TH ·E ·H,

qui se réduit àG = TH ·H dans le cas riemannien.
Soit H̃ la matrice inverse8 deH. Par définition, on a les deux identités matri-

ciellesIn×n = H · H̃ = H̃ ·H, oùIn×n désigne la matrice identité de taillen×n.
Écrivons ces identités qui seront fort utiles par la suite, avec des indices :

(2.13) δij =

n∑

k=1

hik · h̃kj =

n∑

k=1

h̃ik · hkj .

Bien qu’il existe des formules rationnelles explicites, dites «de Cramer», pour les
éléments de la matrice inverse deH en fonction des éléments deH, nous adopte-
rons la notationH̃ = (h̃ji ) pour désigner la matrice inverse deH. Dans ce qui va
suivre, souvenons-nous que cette notation n’introduit pasles éléments d’une nou-
velle matrice. Souvenons-nous aussi que la dépendance entre les éléments dẽH
et les éléments deH est entièrement exprimée par les relations algébriques (2.13).
Ainsi, lorsque nous aurons besoin de simplifier certaines expressions algébrico-
différentielles complexes où apparaissent les éléments deH et deH̃, il nous suffira
de tenir compte de ces relations.

2.14. Base orthonormale mobile.Toujours en admettant le Lemme 2.4, introdui-
sons le système de champs de vecteurs définis par

(2.15) ei = ei(x) :=
n∑

j=1

h̃ji (x)
∂

∂xj
.

Ces champs de vecteurs sontduauxdu système de formes différentiellesθj, au sens
de la dualité canonique entre champs de vecteurs et formes différentielles définie

8D’une manière générale, nous noterons avec un signe «tilde»l’inverse de toute matrice inversible,
sauf dans le cas évidenteE = E.
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pardxi
(
∂
∂xj

)
= δij . En effet, on vérifie par le calcul que :

(2.16)





θi(ej(x)) =
n∑

k=1

hik(x) · h̃kj (x)

= δij .

De plus, nous affirmons que le produit scalaire entre les deuxvecteursei(x) et
ej(x) défini au moyen duds2 pseudo-riemannien satisfait la relation de pseudo-
orthogonalité :

(2.17) 〈ei(x), ej(x)〉ds2 = εi δ
j
i .

En effet, on vérifie par le calcul que

(2.18)





〈ei, ej〉ds2 =

n∑

k,l=1

gkl dx
k(ei) dx

l(ej)

=

n∑

k,l=1

gkl h̃
k
i h̃

k
j

= εi δ
j
i ,

grâce à la relation matricielle (2.12), écrite sous la formeéquivalenteE = T H̃ ·
G · H̃. Dans le cas riemannien, on aεi = 1 pour touti = 1, . . . , n et les relations
précédentes expriment qu’en tout pointx, lesn vecteurse1(x), . . . , en(x) forment
unn-èdre orthonormé,i.e.un repère orthogonal dont tous les vecteurs sont de norme
1. Puisque ces vecteurs varient analytiquement en fonction du pointx, nous avons
effectivement construit une base orthonormée «mobile» quiprovient des relations
pseudo-métriques infinitésimales fournies par leds2. Réciproquement, les formes
θi duales de ce repère orthonormé mobile représentent leds2 via la formule (2.5).

Voici une représentation mentale illustrative. Dans l’espace euclidien tridimen-
sionnel physique standard, tout corps solide rigide se déplaçant tel un ballon de
rugby emporte avec lui un système d’axes fixes déterminés à l’avance que l’on peut
s’imaginer «imprimés» en tout point de l’espace que ce corpsvisite dans son mou-
vement continu : c’est la notion de repère mobile le long d’une courbe de l’espace.

FIGURE 1 : REPÈRE ORTHONORMÉ MOBILE
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Démonstration du Lemme 2.4. Établissons enfin ce lemme. Pour cela, nous allons
appliquer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, bien connu dans le
cas des espaces vectoriels équipés d’un produit scalaire euclidien et vérifions qu’il
se généralise au cas des formes différentielles, pour unds2 pseudo-riemannien.

Cherchons tout d’abord une transformation linéaire à l’origine de la formex 7→
K · x =: x̄, où K est une matrice, qui redresse leds2 à l’origine, c’est-à-dire
qui transforme la forme quadratique (non différentielle)

∑n
i, j=1 gij(0)x

ixj en la

forme quadratique
∑n

k=1 εk (x̄k)2. En remplaçant̄xk par
∑n

i=1 K
k
i x

i on obtient
l’équation :

(2.19)





n∑

i, j=1

gij(0)x
ixj =

∑

k

εk (x̄k)2

=

n∑

k=1

εk

(
n∑

i=1

Kk
i x

i

)


n∑

j=1

Kk
j x

j




=
n∑

i, j=1

xixj

(
n∑

k=1

Kk
i · εk ·Kk

j

)
,

d’où

(2.20) gij(0) =

n∑

k=1

Kk
i · εk ·Kk

j .

De manière équivalente, la matriceK vérifie l’équation matricielle :

(2.21) G(0) = TK ·E ·K,
oùE est la matrice diagonale (2.9). Rappelons que toute matricesymétrique non-
dégénérée telle queG(0) est diagonalisable dans une base qui est orthonormale pour
le produit scalaire euclidien (voir [Ga1966]). Autrement dit, il existe une matrice
orthogonaleO, i.e.satisfaisantO·TO = In×n, telle queG(0) = TO·D·O, oùD est
une matrice diagonale qui possède des valeurs propres strictement positives sur les
p premiers éléments de sa diagonale etn− p valeurs propres strictement négatives
sur les derniers éléments. Il en découle que la matrice diagonaleE · D a tous ses
éléments diagonaux strictement positifs. Il existe donc une matrice diagonaleF
ayant tous ses éléments diagonaux strictement positifs quiest racine carrée deE ·D,
i.e. telle queF 2 = E · D. Puisque les matrices diagonales commutent et puisque
E2 = In×n, on a, de manière équivalente :

(2.22) D = TF · E · F.
En remplaçant cette expression deD dansG(0) = TO ·D · O, nous avons immé-
diatement :

(2.23) G(0) = TO · TF ·E · F ·O,
et il est maintenant évident qu’il suffit de prendreK := F · O pour satisfaire
l’équation (2.21).
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Notons dorénavantx (au lieu dex̄) un tel système de coordonnées qui redresse
le ds2 =

∑n
i, j=1 gij(x) dx

idxj à l’origine, i.e.dans lesquelles on agij(0) = εi δ
j
i .

Pour démontrer l’existence des formes différentiellesθi, raisonnons de manière
duale. Il suffit en effet d’établir qu’il existe des champs devecteursei, duaux des
formes différentiellesθi, de la formeei(x) :=

∑n
j=1 h̃

j
i (x)

∂
∂xj tels que :

(2.24) 〈ei(x), ej(x)〉ds2 = εi δ
j
i .

L’inconnue est la matricẽH(x) = (h̃ij(x)), et l’on doit vérifier qu’il existe une telle
matrice qui est solution de (2.24) et qui est analytique par rapport à la variablex.

Puisqueg11(0) = ε1, la racine carrée
√
ε1 g11(x) est analytique dans un voisi-

nage de l’origine et si l’on pose

(2.25) e1 :=
1√
ε1 g11

∂

∂x1
,

il est évident que〈e1, e1〉ds2 = ε1. Observons quee1(0) est un multiple positif de
∂
∂x1

∣∣
0
.

Supposons par récurrence que nous ayons déjà construitk champs de vecteurs
à coefficients analytiquese1(x), . . . , ek(x) définis dans un voisinage de l’origine,
tels queei(0) est un multiple positif de ∂

∂xi

∣∣
0

pouri = 1, . . . , k et tels que

(2.26) 〈ei(x), ej(x)〉ds2 = εi δ
j
i ,

pour tousi, j = 1, . . . , k, avec un certain entierk satisfaisant1 6 k 6 n − 1.
Cherchons unk + 1-ième champ de vecteurs de la forme

(2.27) e′k+1(x) :=
∂

∂xk+1
+

k∑

j=1

aj(x)
∂

∂xj
,

qui est orthogonal àe1, . . . , ek, c’est-à-dire satisfaisant :

(2.28) 0 =
〈
e′k+1, ei

〉
ds2

= 〈∂xk+1 , ei〉ds2 +
k∑

j=1

aj 〈∂xj , ei〉ds2 ,

pour i = 1, . . . , k. Grâce à l’hypothèse queei(0) est un multiple positif de ∂
∂xi

∣∣
0
,

grâce à l’hypothèse de récurrence (2.26) et grâce au fait queles formules de résolu-
tion dites «de Cramer» sont algébriques, nous déduisons quece système linéaire de
k équations linéaires àk inconnues admet une unique solutiona1(x), . . . , ak(x),
qui est analytique dans un voisinage (peut-être restreint)de l’origine. Il ne reste
plus qu’à dilatere′k+1 de manière à normaliser sa norme au carré : pour assurer que
〈ek+1, ek+1〉ds2 = εk+1, il suffit évidemment de prendre

(2.29) ek+1 :=

√
εk+1〈

e′k+1, e
′
k+1

〉
ds2

· e′k+1,

ce qui achève la démonstration du Lemme 2.4. �
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§3. ÉQUATIONS DE STRUCTURE ET COURBURE PSEUDO-RIEMANNIENNE

3.1. Convention sur la notation des sommes.Nous n’adopteronspas la conven-
tion dite «d’Einstein»9, qui consiste à sous-entendre tout signe «somme» dès que
deux indices sont répétés : une somme est une somme et mérite de figurer pleine-
ment aussi bien dans l’écriture des formules intermédiaireque dans les expressions
finales. De plus, à cause de la présence du facteur non sommantεi, si nous adoptions
cette convention, nous devrions fréquemment notifier qu’elle ne s’applique pas, ce
qui reviendrait à lui ôter tout intérêt simplificatoire. En revanche, nous admettrons
l’allègement notationnel qui consiste à sous-entendre le domaine de variation des
indices de sommation. Puisque toutes les sommes qui apparaîtront dans ce mémoire
portent sur des indices compris entre1 et n, nous écrirons

∑
i,
∑

i, j ,
∑

i1, i2, i3
et∑

i<j à la place de
∑n

i=1,
∑n

i=1

∑n
j=1,

∑n
i1=1,

∑n
i2=1,

∑n
i3=1 et

∑
16i<j≤n, res-

pectivement.

3.2. Différentiation extérieure des formesθi. Rappelons l’expression des formes
θi en fonction des formesdxi ainsi que les expressions inverses :

(3.3) θi =
∑

j

hij · dxj et dxi =
∑

j

h̃ij · θj.

Autrement dit, aussi bien la collection(dx1, . . . , dxn) que la collection
(θ1, . . . , θn) constituent une base de formes différentielles de degré1 sur R

n.
Appliquons l’opérateur de différentiation extérieure auxformesθi, utilisons les ex-
pressions inverses (3.3), réorganisons le résultat et utilisons la relation élémentaire∑

j

∑
k Ajk · θj ∧ θk ≡

∑
j<k (Ajk −Akj) · θj ∧ θk, ce qui donne :

(3.4)





dθi =
∑

l2

dhil2 ∧ dx
l2

=
∑

l1

∑

l2

∂hil2
∂xl1

· dxl1 ∧ dxl2

=
∑

l1

∑

l2

∑

j

∑

k

∂hil2
∂xl1

h̃l1j h̃
l2
k · θj ∧ θk

=
∑

j

∑

k

θj ∧ θk ·



∑

l1

∑

l2

∂hil2
∂xl1

h̃l1j h̃
l2
k




=
∑

j<k

θj ∧ θk ·



∑

l1

∑

l2

h̃l1j h̃
l2
k

[
∂hil2
∂xl1

−
∂hil1
∂xl2

]
 .

9Einstein est censé avoir dit à l’un de ses amis : «J’ai fait unegrande découverte en mathéma-
tiques ; j’ai supprimé le signe de sommation chaque fois que la somme porte sur un indice qui figure
deux fois» (cité page 189 de la traduction française [Ei1916]).
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En posant pour toutj < k

(3.5) Ki
jk :=

∑

l1

∑

l2

h̃l1j h̃
l2
k

[
∂hil2
∂xl1

−
∂hil1
∂xl2

]

et en prolongeant cette définition pourj > k de telle sorte queKi
jk := −Ki

kj, nous
obtenons le lemme suivant.

Lemme 3.6. Il existe des fonctionsKi
jk = Ki

jk(x) satisfaisant les relations d’anti-
symétrie indicielleKi

jk = −Ki
kj telles que:

(3.7) dθi =
∑

j<k

Ki
jk · θj ∧ θk.

Observons au passage que les mêmes fonctionsKi
jk apparaissent dans les cro-

chets de Lie des champs de vecteurs duauxei des formesθi, à un signe «−» global
près (une telle observation ne sera pas utilisée par la suite).

Lemme 3.8. Avec ces mêmes fonctionsKi
jk(x), on a:

(3.9) [ej, ek] = −
∑

i

Ki
jk · ei.

Démonstration.Bien qu’il existe une démonstration directe à partir des relations
de dualitéθi(ej) = δij , nous préférons développer la démonstration qui passe
par les calculs explicites, afin de «muscler» progressivement notre capacité au
calcul formel. Rappelons queei =

∑
j h̃

j
i

∂
∂xj . Pour développer[ej , ek] =[∑

l1
h̃l1j

∂
∂xl1

,
∑

l2
h̃l2k

∂
∂xl2

]
, effectuons alors le calcul suivant : pour passer à la

troisième ligne, intervertissonsl1 et l2 dans la seconde double somme ; pour passer
à la quatrième ligne, réexprimons les champs de vecteurs∂

∂xl2
au moyen desei via

les formules ∂
∂xl2

=
∑

i h
i
l2
ei ; pour passer à la cinquième ligne, réorganisons les



36 JOËL MERKER

signes de sommation, ce qui donne :
(3.10)



[ej , ek] =



∑

l1

h̃l1j
∂

∂xl1
,
∑

l2

h̃l2k
∂

∂xl2




=
∑

l1

h̃l1j
∑

l2

∂h̃l2k
∂xl1

∂

∂xl2
−
∑

l2

h̃l2k

∑

l1

∂h̃l1j
∂xl2

∂

∂xl1

=
∑

l2

∂

∂xl2
·



∑

l1

(
h̃l1j

∂h̃l2k
∂xl1

− h̃l1k
∂h̃l2j
∂xl1

)


=
∑

i

∑

l1

∑

l2

ei ·
[
h̃l1j h

i
l2

∂h̃l2k
∂xl1

− h̃l1k h
i
l2

∂h̃l2j
∂xl1

]

=
∑

i

ei ·



∑

l1

h̃l1j



∑

l2

hil2
∂h̃l2k
∂xl1


−

∑

l1

h̃l1k



∑

l2

hil2
∂h̃l2j
∂xl1




 .

Maintenant, nous devons éliminer des dérivées partielles (intempestives)
∂ehl2

k

∂xl1
et

∂ehl2
j

∂xl1
des composantes de la matrice inverseH̃, puisqu’elles n’apparaissent pas

dans l’expression(3.5)deKi
jk. Pour cela, différentions par rapport àxl1 la première

famille d’identités (2.13), écrites avec les indicesi, k et l2 à la place des indicesi,
j etk, ce qui donne :

(3.11) 0 =
∑

l2

∂hil2
∂xl1

h̃l2k +
∑

l2

hil2
∂h̃l2k
∂xl1

.

Grâce à cette relation, nous pouvons remplacer directementle terme
∑

l2
hil2

∂ehl2
k

∂xl1

qui apparaît avant le signe «−» dans les premières parenthèses de la dernière ligne

de (3.10) par−∑l2

∂hi
l2

∂xl1
h̃l2k ; procédons de même pour la seconde parenthèse de

la dernière ligne de (3.10) ; après réorganisation des sommes et reconnaissance des
fonctionsKi

jk, nous obtenons :
(3.12)



[ej , ek] =
∑

i

ei ·



∑

l1

h̃l1j


−

∑

l2

∂hil2
∂xl1

h̃l2k


+

∑

l1

h̃l1k



∑

l2

∂hil2
∂xl1

h̃l2j






=
∑

i

ei ·



∑

l1

∑

l2

h̃l1j h̃
l2
k

[
−
∂hil2
∂xl1

+
∂hil1
∂xl2

]


= −
∑

i

ei ·Ki
jk,

ce qui complète la démonstration. �
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3.13. Introduction des composantes de rotation (connexionassociée).Mainte-
nant, nous allons transformer les équations de structure (3.7) de manière à faire
apparaître les composantes de la connexion de Levi-Civita canoniquement associée
à la métrique riemannienne originale, et ce relativement auco-repère mobile desθi

qui diagonalise la métrique.

Lemme 3.14. Il existe une unique famille de formes différentiellesθij de degré1

satisfaisant les relations d’antisymétrie indicielleθij = −θji , telles que les équations
de structure(3.7)peuvent se réécrire sous la forme:

(3.15) dθi = εi
∑

j

θj ∧ θij.

Démonstration.Décomposons les formesθij recherchées selon la base desθk de la
manière suivante :

(3.16) θij =
∑

k

Γijk · θk,

avec des fonctions inconnuesΓijk = Γijk(x) qui satisfont les relations d’antisy-

métrieΓijk = −Γjik, pour s’assurer queθij = −θji . En remplaçant cette expression
dans (3.15) en prenant (3.7) pour point de départ, nous pouvons identifier le système
d’équations linéaires que doivent satisfaire les inconnues Γijk :

(3.17)





∑

j<k

Ki
jk · θj ∧ θk = dθi

= εi
∑

j

θj ∧ θij

=
∑

j, k

εi Γ
i
jk · θj ∧ θk

=
∑

j<k

(
εi Γ

i
jk − εi Γ

i
kj

)
· θj ∧ θk,

ce qui nous donne, après identification des coefficients de labase de2-formes(θj ∧
θk)16j<k6n et après multiplication par la constanteεi (qui satisfait bien sûrε2i =
1) :

(3.18) εiK
i
jk = Γijk − Γikj.

Écrivons cette égalité trois fois : la première fois, telle quelle ; la seconde fois en
remplaçant le triplet(i, j, k) par(k, j, i) dans (3.18) ; et la troisième fois en rem-
plaçant le triplet(i, j, k) par(j, k, i) dans (3.18), ce qui donne :

(3.19)





εiK
i
jk = Γijk − Γikj,

εkK
k
ji = Γkji − Γkij,

εj K
j
ki = Γjki − Γjik.
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Additionnons ces trois identités terme à terme en tenant compte des relations d’anti-
symétrie satisfaites par les coefficientsΓijk, qui entraînent notamment que les quatre

termes−Γikj + Γkji − Γkij + Γjki s’annulent par paire, ce qui donne la solution :

(3.20) Γijk :=
1

2

(
εiK

i
jk + εkK

k
ji + εj K

j
ki

)
.

On vérifie que cette solution, unique par construction, satisfait effectivementΓijk =

−Γjik, ce qui achève la démonstration du lemme. �

Les coefficientsΓijk sont les coefficients de Christoffel de la connexion de Levi-
Civita dans le co-repère diagonalisant.
� Interprétation géométrique à compléter ! ! !

3.21. Calcul des coefficients de courbure.Ce calcul sera d’abord effectué de ma-
nière non explicite, grâce à un raisonnement d’algèbre linéaire utilisé fréquemment
par Élie Cartan dans ses travaux. Appliquons l’opérateur dedifférentiation exté-
rieure à l’équationdθi = εi

∑
j θ

j ∧ θij, remplaçons l’expression dedθj qui appa-
raît dans le membre de droite de la première ligne et factorisons le résultat :

(3.22)





0 = ddθj = εi
∑

j

(
dθj ∧ θij − θj ∧ dθij

)

= εi
∑

j

∑

k

εj · θk ∧ θjk ∧ θij − εi
∑

j

θj ∧ dθij

= εi
∑

j

θj ∧
(
∑

k

εk · θkj ∧ θik − dθij

)
.

Afin d’introduire les coefficients de courbureRijkl (sans obtenir encore leur expres-
sion explicite), nous pouvons maintenant appliquer à ces équations un argument in-
direct, appelé traditionnellementLemme de Cartan, qui s’énonce pour les2-formes
comme suit.

Lemme 3.23.Une collection de2-formesΘ1, . . . , Θn, que l’on peut toujours dé-
composer selon la base des2-formes(θk ∧ θl)16k<l6n, de la manière suivante:

(3.24) Θj =
∑

k<l

Ajkl · θk ∧ θl,

pour j = 1 . . . , n, avec certains coefficientsAjkl, satisfait l’identité

(3.25) 0 =
∑

j

θj ∧ Θj

si et seulement siles coefficientsAjkl, dont on prolonge la définition parAjkl :=

−Ajlk pourk > l, satisfont la relation de symétrie indicielle:

(3.26) 0 = Ajkl +Aljk +Aklj

(permutation circulaire dans le sens trigonométrique), pour tous indicesi, j, k =
1, . . . , n.
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Avant de démontrer ce lemme, appliquons-le, pour tout indice i fixé, aux 2-
formes différentielles définies parΘi

j := dθij−
∑

k εk ·θkj ∧θik. Elles satisfont effec-

tivement l’identité :0 =
∑

j θ
j ∧ Θi

j , d’après (3.22) et elles satisfontΘi
j = −Θj

i .

Décomposons donc lesΘi
j selon la base des2-formes(θk ∧ θl)1≤k<l6n, en intro-

duisant des coefficientsRijkl :

(3.27) Θi
j =:

∑

k<l

Rijkl · θk ∧ θl.

Nous avons les relations d’antisymétrieRijkl = −Rjikl, provenant deΘi
j = −Θj

i .
Bien entendu, nous prolongeons la définition desRijkl en posantRijkl := −Rijlk
pour k > l. Le Lemme 3.23 affirme alors que les coefficientsRijkl satisfont les
relations de symétrie indicielle suivantes :

(3.28)





0 = Rijkl +Riljk +Riklj,

0 = Rijkl +Rijlk,

0 = Rijkl +Rjilk

(permutation circulaire de la gauche vers la droite sur la ligne des indices infé-
rieurs), les deux dernières étant réécrites pour mémoire.Ce sont les seules relations
de symétrie indicielle que satisfont les coefficientsRijkl. De plus, par construction,
ces coefficientsRijkl sont déterminés de manière unique. On les appellecoefficients
de courbureet ils sont d’une importance fondamentale. En résumé, nous avons éta-
bli l’identité suivante :

(3.29) dθij =
∑

k

εk · θkj ∧ θik +
∑

k<l

Rijkl · θk ∧ θl.

Pour l’instant, leur expression explicite ne nous est pas encore connue. Appliquer
le Lemme (3.23) de Cartan présente donc l’inconvénient de nepas donner accès
directement à l’expression des coefficients de courbure. Néanmoins, appliquer ce
lemme d’emblée présente trois avantages majeurs : premièrement, cela nous permet
d’obtenir facilement toutes les relations de symétrie indicielles sur les coefficients
de courbure10 ; deuxièmement, cela nous permet depréparer le terrain pour les cal-
culs explicites; troisièmement, sans connaître explicitement les coefficientsRijkl, il
est possible de voir par un raisonnement élémentaire (voir Lemme ? ? ci-dessous)
qu’ils sont invariants par changement de coordonnées, tandis que la vérification de
cette propriété d’invariance en travaillant directement àpartir des expressions com-
plètes (2. ? ?) serait une tâche de calcul formel substantielle11.

10Au contraire, nous pourrions éprouver certaines difficultés à deviner ces relations en examinant
l’expression explicite desRi

jkl donnée par (2. ? ?) ci-dessous.
11C’est peut-être pour ces raisons qu’Élie Cartan, au fur et à mesure que sa théorie des systèmes

différentiels extérieurs mûrissait, et parce qu’il avait une fréquentation journalière de la complexité
des calculs explicites, en est venu à mettre au point une manière de les «court-circuiter», de les «évi-
ter», tout en élaborant des raisonnements indirects astucieux qui permettent quand même de conserver
toutes les informations importantes.
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Preuve du Lemme 3.23. Remplaçons les expressions (3.24) deΘj dans l’équa-
tion (3.25), et réorganisons la somme, ce qui donne :

(3.30)





0 =
∑

j

∑

k<l

Ajkl · θj ∧ θk ∧ θl

=
∑

j<k<l

[
Ajkl +Aljk +Aklj

]
· θj ∧ θk ∧ θl,

d’où les relations désirées (2.), puisque la famille(θj∧θk∧θl)16j<k<l6n, constitue
une base de3-formes. �

3.31. Invariance des composantes de courbure par application isométrique.
Une telle invariance, qui généralise leTheorema Egregiumde Gauss, est particuliè-
rement significative et mérite d’être citée à cet endroit.

Supposons donnée une applicationx 7→ x̄ = x̄(x) entre deux variétés pseudo-
riemanniennes localesM et M équipées chacune d’une pseudo-métrique diago-
naliséeds2 =

∑
i εi(θ

i)2 et ds̄2 =
∑

i εi(θ̄
i)2, qui transforme la collection des

formes(θ̄i)16i6n en la collection des formes(θi)16i6n, c’est-à-dire telle que l’on a
θ̄i = θi, i = 1, . . . , n, lorsque l’on remplacēx en fonction dex dans l’expression
de θ̄i. Dans la Section 5 ci-dessous, nous démontrerons que toute isométrie entre
variétés riemanniennes se ramène, après un changement éventuel du co-repère des
formesθi qui diagonalisent leds2, à une telle transformation satisfaisantθ̄i = θi.
De manière équivalente, une telle isométrie envoie exactement le repère orthonormé
desei sur le repère orthonormé desēi.

Assertion 3.32. Sous ces hypothèses, les composantes de la courbure se corres-
pondent terme à terme, i.e. on a:

(3.33) R
i
jkl = Rijkl,

pour tousi, j, k, l = 1, . . . , n, après remplacement dēx en fonction dex dans
l’expression deR

i
jkl.

Démonstration.En effet, différentions extérieurement les identitésθ̄i = θi et ap-
pliquons deux fois le Lemme 3.14, ce qui donne les identités :

(3.34) dθ̄i = εi
∑

j

θ̄j ∧ θ̄ij = εi
∑

j

θj ∧ θij = dθi,

pour i = 1, . . . , n. Grâce aux relations̄θj = θj et grâce à l’unicité des formes̄θij ,
nous en déduisons quēθij = θij, toujours après remplacement dex̄ en fonction de

x. À nouveau, grâce aux identités suivantes :

(3.35)





∑

k<l

Rijkl · θk ∧ θl = dθij −
∑

k

εk · θkj ∧ θik

= dθ̄ij −
∑

k

εk · θ̄kj ∧ θ̄ik

=
∑

k<l

R
i
jkl · θ̄k ∧ θ̄l,
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et grâce à l’unicité des coefficients de courbure, nous déduisons les identités (3.33),
comme annoncé. �

En particulier, dans le cas des surfaces2-dimensionnelles, en tenant compte des
relations de symétrie indicielle (3.28), on vérifie12 qu’il n’existe qu’une seule com-
posante de courbure, laquelle s’identifie à la courbure de Gauss de la surface. L’As-
sertion 3.32 établit alors que la courbure de Gauss d’une surface est invariante
par toute application isométrique : c’est le fameuxTheorema egregiumde Gauss
([Ga1828], §12).

3.36. Dérivées covariantes.Pour préparer le calcul explicite des coefficients de
courbure, réexprimons d’abord la différentielle

(3.37) dF =
∑

i

∂F

∂xi
· dxi

d’une fonctionF = F (x) quelconque dans le système de bases duales(θi) et (ei),
grâce aux formules de changement de base inverses de (3.3), ce qui donne :

(3.38)





dF =
∑

i

∂F

∂xi
· dxi

=
∑

i

∑

j

∂F

∂xi
h̃ij · θj

=
∑

i



∑

j

h̃ji
∂F

∂xj


 · θi.

Nous reconnaissons la dérivationei(F ) dans les parentèses, ce qui montre que
la différentielle dF s’exprime par une formule aussi simple que la formule ori-
ginale (3.37) dans le système de bases duales(θi) et (ei) :

(3.39) dF =
∑

i

ei(F ) · θi.

Cette formule est à retenir pour la suite. Afin d’insister encore plus sur l’analo-
gie avec la formule (3.37), nous noterons plutôt∂F

∂θi les dérivéesei(F ) et nous les
appelleronsdérivées covariantes deF . En définitive, la différentielle deF s’écrit :

(3.40) dF =
∑

i

∂F

∂θi
· θi.

3.41. Calcul explicite des composantes de courbure.Venons-en enfin à ce calcul.
L’application précédente du Lemme de Cartan tient lieu de guide pour la conduite
du calcul complet. Ainsi, d’après (3.28), nous savons que les coefficientsRijkl
doivent apparaître dans le membre de droite de l’expressiondθij −

∑
k εk θ

k
j ∧ θik,

lorsqu’on remplace ces formesθij , θ
k
j et θik, par leurs expressions explicites (3.16).

12Voir le Lemme 3. ci-dessous qui compte le nombre de composantes decourbure linéairement
indépendantes dans le casn > 2 général.
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Tout d’abord, appliquons l’opérateur de différentiation extérieure à cette représen-
tation (3.16), ce qui donne, grâce à la sous-section précédente et en remplaçantdθk,
puis en remplaçantθkl et en réorganisant les sommes :

(3.42)





dθij =
∑

k

dΓijk · θk +
∑

k

Γijk · dθk

=
∑

k, l

∂Γijk
∂θl

· θl ∧ θk +
∑

k, l

εk Γijk · θl ∧ θkl

=
∑

k<l

(
∂Γijl
∂θk

−
∂Γijk
∂θl

)
· θk ∧ θl+

+
∑

k<l

(
∑

m

εm
[
Γijm Γmkl − Γijm Γmlk

]
)

· θk ∧ θl.

Remplaçons par ailleurs les expressions deθkj ∧ θik dans la somme :

(3.43)





∑

k

εk · θkj ∧ θik =
∑

k, l,m

εk Γkjl Γ
i
km · θl ∧ θm

=
∑

k<l

(
∑

m

εm
[
Γmjk Γiml − Γmjl Γ

i
mk

]
)

· θk ∧ θl.

En soustrayant (3.43) de (3.42), nous obtenons l’expression explicite, en fonction
des coefficients de ChristoffelΓijk, des composantes de la courbure :
(3.44)

Rijkl =
∂Γijl
∂θk

−
∂Γijk
∂θl

+
∑

m

εm
[
Γijm Γmkl − Γijm Γmlk − Γmjk Γiml + Γmjl Γ

i
mk

]
.

3.45. Commentaires et spéculations sur l’expression explicite du tenseur de
courbure. Il est important de faire remarquer que cette expression descompo-
santes de la courbure n’est pas encore l’analogue (àn > 2 dimension) de laformula
egregia(1.) découverte par Gauss. Pour obtenir l’analogue complet, il faudrait rem-
placer dans (3.44) l’expression complète des coefficientsΓijk donnée par (3.20),
sans oublier l’expression complète desKi

jk donnée par (3.5). Après un calcul dont
nous ne reproduisons pas les étapes intermédiaires ici, nous obtenons l’expression
complète suivante desRijkl en fonction des éléments deH et deH̃ : d’après (3.44),
il faut additionner deux et quatre expressions de la forme suivante, à permutation
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d’indices près :
(3.46)



−
∂Γijk
∂θl

= −1

2

∑

l1, l2, p

h̃pl

(
εi h̃

l1
j h̃

l2
k

[
∂2hil2
∂xl1∂xp

−
∂2hil1
∂xl2∂xp

]
+

+εk h̃
l1
j h̃

l2
i

[
∂2hkl2
∂xl1∂xp

−
∂2hkl1
∂xl2∂xp

]
+ εj h̃

l1
k h̃

l2
i

[
∂2hjl2
∂xl1∂xp

−
∂2hjl1
∂xl2∂xp

])
+

+
1

2

∑

l1, l2, p, q1, q2

h̃pl
∂hq2q1
∂xp

(
εi

(
h̃l1q2 h̃

q1
j h̃l2k + h̃l1j h̃

q1
k h̃

l2
q2

)[∂hil2
∂xl1

−
∂hil1
∂xl2

]

+εk

(
h̃l1q2 h̃

q1
j h̃l2i + h̃l1j h̃

q1
i h̃

l2
q2

)[∂hkl2
∂xl1

−
∂hkl1
∂xl2

]

+εj

(
h̃l1q2 h̃

q1
k h̃l2i + h̃l1k h̃

q1
i h̃

l2
q2

)[∂hjl2
∂xl1

−
∂hjl1
∂xl2

])
,

∑

m

εm Γijm Γmkl =
1

4

∑

m, l1, l2, q1, q2

(
εi h̃

l1
j h̃

l2
m

[
∂hil2
∂xl1

−
∂hil1
∂xl2

]
+

+εm h̃
l1
j h̃

l2
i

[
∂hml2
∂xl1

−
∂hml1
∂xl2

]
+ εj h̃

l1
m h̃

l2
i

[
∂hjl2
∂xl1

−
∂hjl1
∂xl2

])
×

×
(
εm h̃

q1
k h̃q2l

[
∂hmq2
∂xq1

−
∂hmq1
∂xq2

]
+ εl h̃

q1
k h̃q2m

[
∂hlq2
∂xq1

−
∂hlq1
∂xq2

]
+

+εk h̃
q1
l h̃q2m

[
∂hkq2
∂xq1

−
∂hkq1
∂xq2

])
.

Aucune simplification notoire n’apparaît lorsque l’on additionne ces six termes.
Notons la présence des dérivées partielles des coefficientshij(x) duds2 diagonalisé

sous la formeds2 =
∑

i εi

(∑
j h

i
j(x) dx

j
)2

, et non pas des coefficientsgij(x) du

ds2 original, comme c’était le cas dans laformula egregia(1.). En toute rigueur, on
devrait transformer encore l’expression (3.46) pour revenir aux coefficientsgij(x),
grâce à la relation (2.12) qui relie la matriceG à la matriceH. Néanmoins, deux
difficultés se présentent. Premièrement, cette relation nedéfinit pasH de manière
unique, à cause de l’observation effectuée après l’énoncé du Lemme 2.4. Ainsi, pour
assurer queH s’exprime explicitement en fonction deG, il est nécessaire d’opérer
une normalisation préalable. Par exemple, si l’on choisitH symétrique ou triangu-
laire (supérieure ou inférieure), il existera une seule matriceH solution de (2.12).
Deuxièmement, la résolution explicite de cette équation (2.12) d’inconnueH n’est
pas aisée, et nous ignorons l’existence de formules explicites valable pourn ≥ 3.
Dans le casn = 2, de telles formules existent et nous résumerons le calcul deR121

2

en fonction deg11, deg12 et deg22. dans le §3. ? ? ci-dessous.
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En définitive, nous pensons qu’il est préférable de considérer que dans l’applica-
tion de la méthode de Cartan, la donnée fondamentale de base n’est pas la matriceG
des coefficientsgij , mais la matriceH des coefficientshij du repère diagonalisant.

De toute façon, l’analogue exact de laformula egregia(1.) démontrée par Gauss
s’obtient plus aisément à partir du calcul classique des coefficients de courbureRijkl
dans le repère – en général non diagonalisant – constitué desvecteurs ∂

∂xi naturelle-
ment associés au système de coordonnées(xi), calcul que nous avons résumé dans
la Section 1. En effet, en remplaçant les expressions des coefficients de Christof-
fel Γijk dans (1.), nous avons obtenu l’expression (1.28). Dans le casn = 2 et à un
changement de notation près, c’est effectivement laformula egregia(1.) que l’on re-
trouve pour le seul coefficient de courbureR1

212 existant. Dans la quasi-totalité des
manuels de géométrie différentielle, on s’en tient à l’expression (1.) du tenseur de
courbure en fonction des coefficients de Christoffel de la connexion de Levi-Civita.

Pour terminer ce commentaire, étudions les différences entre (1.26) et (3.44).
Les dérivées parallèles aux lignes de coordonnées qui apparaissent dans les deux
premiers termes de (1.26) sont remplacées dans les deux premiers termes de (3.44)
par des dérivées covariantes. En général, ces dérivées covariantes ne commutent pas
entre elles, à cause de la relation (3.9). C’est aussi parce que les dérivées covariantes
ne commutent pas entre elles qu’il y a quatre sommes de termesquadratiques en
les Γijk dans (3.44), au lieu de deux seulement dans (1.26). En effet,la propriété
d’être de torsion nulle que possède la connexion de Levi-Civita s’exprime par la
relation de symétrie indicielleΓijk = Γikj dans le repère des champs de vecteurs∂

∂xi

parallèles aux axes de coordonnées. Il en découle clairement que les deux premières

sommes quadratiques
∑

m εm

[
Γijm Γmkl − Γijm Γmlk

]
s’annihilent.

3.47. Dénombrement des composantes de courbure indépendants. En suivant
É. Cartan, nous appelleronsquantités normalesles composantes du tenseur de cour-
bureRijkl pour lesquelles on a

(3.48)

{
j > i, k > l,

j > k, i > l.

Lemme 3.49. Les coefficients de courbureRijkl satisfont la relation de symétrie
suivante, conséquence de(3.28) :

(3.50) Rijkl = Rklij.

De plus, toute composante du tenseur de courbure s’exprime comme combinaison
linéaire des composantes normales, qui sont linéairement indépendantes. Enfin, il
y a exactement

(3.51)
n2(n2 − 1)

12

quantités normales.

Démonstration.Adoptons la notation

(3.52) (i|jkl) := Rjikl +Rlijk +Rkilj.
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On a(i|jkl) = 0, grâce aux relations (3.28). En développant la relation

(3.53) 0 = (i|jkl) − (j|ikl) − (k|ijl) + (l|ijk),

en tenant compte des relations d’antisymétrie pour simplifier, on obtient :

(3.54) Rjikl = Rlkij.

Cette relation, ajoutée à l’antisymétrie par rapport aux indicesi et j d’une part, et
k et l d’autre part, permet d’exprimer toute quantitéRjikl comme égale ou opposée
d’une quantitéRjikl vérifiant

(3.55) i > j, k > l, i > k.

Mais pour exprimer tous les coefficients de courbure, en fonction de certains d’entre
eux seulement, on peut encore restreindre le nombre de ces derniers, en imposant
que j > l. En effet, supposons quei > j, k > l, i > k et j < l, c’est-à-dire
i > k > l > j. Alors la relation(i|jkl) = 0 permet d’exprimerRjikl en fonction de
quantités normales :

(3.56) Rjikl = Rlikj −Rkilj.

Pour terminer la démonstration, il suffit d’effectuer un dénombrement élémentaire.
Premièrment, les quantités normales à deux indices distincts ne peuvent être que de
la formeAijij aveci > j : elles sont au nombre deC2

n ; deuxièmement, les quantités
normales à trois indices distincts sont des trois formes suivantes :Ajik,Aijjk etAikjk
aveci > j > k ; troisièmement, les quantités normales à quatre indices distincts
sont des deux formes suivantes :Aijkl etAikjl. Au total, il y a :

(3.57) C2
n + 3C3

n + 2C4
n =

n2(n2 − 1)

12

quantités normales. La démonstration est achevée. �

3.58. Caractérisation de la courbure nulle.Pour terminer cette section, citons
sans démonstration le résultat suivant. Une dizaine de démonstrations distinctes
sont rédigées dans [Sp1970].

Théorème 3.59.Les trois conditions suivantes sont équivalentes:
(1) il existe un changement de coordonnées analytiques localesx 7→ x̄ =

(x̄1, . . . , x̄n) dans lesquellesds̄2 =
∑

i εi (dx̄
i)2 ;

(2) il existe un changement de coordonnées analytiques localesx 7→ x̄ =
(x̄1, . . . , x̄n) telles que les1-formesθi = dx̄i, i = 1, . . . , n, sont exactes ;

(3) les coefficients de courbureRijkl sont nuls.

Il existe une dizaine de démonstrations essentiellement équivalentes de ce théo-
rème. La démonstration est
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§4. MÉTHODE D’ ÉQUIVALENCE POUR LES SURFACES GAUSSIENNES

Dans cette section, nous étudions le problème d’équivalence pour les variétés
riemanniennes2-dimensionnelles, intrinsèques, non plongées dansR

3, que nous
appeleronssurfaces gaussiennes.

Problème d’équivalence 4.1.Étant donné deux surfaces gaussiennesS etS mu-
nies de métriques prédéfinies:

(4.2) ds2 = E du2+2F dudv+Gdv2 et ds̄2 = E du2+2F dūdv̄+Gdv̄2,

trouver un algorithme universel pour déterminer si elles sont localement isomé-
triques.

L’exposition de ce cas spécial du problème d’équivalence servira de préliminaire
à la Section 5 ci-dessous, consacrée aux variétés pseudo-riemanniennes de dimen-
sion quelconque.

4.3. Étude du plan euclidien. Soit (ū, v̄) = (ū(u, v), v̄(u, v)) une application
analytique réelle qui conserve la métrique pythagoricienne :

(4.4) (dū)2 + (dv̄)2 = du2 + dv2.

Nous pouvons supposer que cette application conserve aussil’orientation, quitte à
la composer avec l’application(u, v) 7→ (v, u). Introduisons le co-repère ayant
pour base :θ1 := du etθ2 := dv. La condition (4.4) est équivalente à : en tout point
(u, v), il existet tel que

(4.5)

(
θ̄1

θ̄2

)
=

(
cos t − sin t
sin t cos t

)(
θ1

θ2

)
.

La structure de groupe des matrices2 × 2 ci-dessus est le groupe des rotations
SO(2, R). Ici, la variablet dépend en principe des variables(u, v), mais il est
intéressant de l’envisager comme une nouvelle variable indépendante. Introduisons
alors leco-repère relevé, constitué des deux1-formes suivantes :

(4.6)

{
ω1 := (cos t) · θ1 − (sin t) · θ2,

ω2 := (sin t) · θ1 + (cos t) · θ2,

qui sont définies sur l’espace à trois dimension équipée des coordonnées(u, v, t).
Les équations de structure associées sont :

(4.7) dω1 = −α ∧ ω2, dω2 = α ∧ ω1,

oùα := dt est la forme de Maurer-Cartan sur le groupeSO(2, R). D’après le Théo-
rème 5.24 ci-dessous, l’application(u, v) 7→ (ū, v̄) induit une unique application
t̄ = t̄(u, v, t) qui laisseinvariant le co-repère relevé, au sens où l’on a :ω̄i = ωi,
pouri = 1, 2.

Formellement, les équations de structure écrites avec les nouvelles variables
(ū, v̄, t̄) dans le nouveau système de coordonnées sont exactement les mêmes
que (4.7), à un changement de notation près. En comparant ceséquations à (4.7)
et en tenant compte des deux équationsω̄1 = ω1, ω̄2 = ω2, nous déduisons que
ᾱ = α.
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Aussi, nous pouvons prolonger le problème en adjoignant une1-forme addition-
nelleα au co-repère relevé. Les équations de structure prolongéessont de la forme :

(4.8) dω1 = −α ∧ ω2, dω2 = α ∧ ω1, dα = 0,

puisqueα = dt est exacte. On reconnaît alors les équations de structure pour les
trois formes de Maurer-Cartandθ1, dθ2, dα du groupe des déplacements euclidiens
SE(2, R), constitué du produit semi-direct du groupe des rotations avec le groupe
des translations du plan pythagoricien.

4.9. Équations de structure dans le cas général.SoitS une surface, c’est-à-dire
une variété2-dimensionnelle, que nous supposerons équipée d’une métrique gaus-
sienne

(4.10) ds2 = E(u, v) du2 + 2F (u, v) dudv +G(u, v) dv2,

à coefficients analytiques réels dans un système de coordonnées locales(u, v). Re-
cherchons deux combinaisons linéaires des1-formesdu etdv :

(4.11)

{
θ1 = A(u, v) du +B(u, v) dv,

θ2 = C(u, v) du+D(u, v) dv,

où A, B, C etD sont des inconnues, qui diagonalise leds2 sous la forme cano-
nique :

(4.12) ds2 = (θ1)2 + (θ2)2.

La solution n’est pas unique, puisque toute rotation d’angle arbitraitre d’une ma-
trice2×2 solution de (4.12) est encore une solution de cette équation. Pour garantir
l’unicité, choisissons la matrice inconnue triangulaire supérieure, c’est-à-dire sup-
posonsC = 0 (nous pourrions aussi choisir la matrice symétrique). Alors il existe
une unique solution telle queA est positif :

(4.13) A =
√
E, B =

F√
E
, D =

√
EG− F 2

E
=

√
∆

E
,

où∆ := EG−F 2 = (AD−BC)2 > 0 est le discriminant (positif) duds2. Avec ce
choix de co-repère, le problème d’équivalence se formule dela même manière que
dans le cas pythagoricien. Calculons les équations de structure en appliquant l’opé-
rateur de différentiation extérieured à (4.11) et en réexprimant le résultat obtenu
dans la base de1-formes(θi)16i62. Nous obtenons :

(4.14)

{
dω1 = −α ∧ ω2 + P · ω1 ∧ ω2,

dω2 = α ∧ ω1 +Q · ω1 ∧ ω2,

où à nouveauα := dt. Ici, les coefficientsP et Q s’expriment en fonction des
coefficientsA, B, C etD sous la forme suivante :

(4.15) P = J cos t−K sin t, Q = J sin t+K cos t,

oùP etQ sont des «coefficients de torsion» donnés par :

(4.16) J =
∂B
∂u

− ∂A
∂v√

∆
, K =

∂D
∂u√
∆
.
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Nous pouvons contracter les équations de structure (4.14) en introduisant la forme
π définie par :

(4.17) π := α− P · ω1 −Q · ω2 = α− J · ω1 −K · ω2,

ce qui donne :

(4.18) dω1 = −π ∧ ω2, dω2 = π ∧ ω1.

Dans la théorie d’Élie Cartan, on appelle ce procédé «absorption de la torsion».
Comme dans le cas euclidien, nous pouvons prolonger le problème en introdui-
sant la variable supplémentairet. Néanmoins, il y aura une différence importante :
l’apparition d’un invariant bien connu, lacourbure de Gauss.

En effet, appliquons l’opérateur de différentiation extérieure aux équa-
tions (4.18) :

(4.19)

{
0 = ddω1 = −dπ ∧ ω1 + π ∧ dω2 = −dπ ∧ ω1,

0 = ddω2 = dπ ∧ ω2.

Toute2-forme telle quedπ se décompose sur la base des trois2-formesω1 ∧ ω2,
ω1 ∧ α, ω2 ∧ α. Les deux équations précédentes impliquent que dans une telle
décomposition pourdπ, les deux coefficients devantω1∧α et devantω2∧α doivent
s’annuler. Il existe donc une fonctionκ des trois variables(t, u, v) telle que

(4.20) dπ = κ · ω1 ∧ ω2 = κ · θ1 ∧ θ2.

Évidemment, ce raisonnement est un cas particulier du Lemmedit «de Cartan»
(Lemme 3.23 ci-dessus et Lemme 6.34 ci-dessous). En apppliquant l’opérateur de
différentiation extérieure à cette équation, nous obtenons la relation suivante :

(4.21) 0 = ddπ =
∂κ

∂t
· dt ∧ ω1 ∧ ω2,

qui montre que le coefficientκ = κ(u, v) estindépendant det.
Par le même raisonnement qui nous a permis de démontrer l’Assertion 3.32, on

vérifie queκ̄ = κ à travers toute isométrie(u, v) 7→ (ū, v̄) telle queθ̄1 = θ1 et
θ̄2 = θ2. Après (5.17) ci-dessous, nous justifierons le fait que pourtoute isométrie,
on peut supposer satisfaites les correspondancesθ̄1 = θ1 et θ̄2 = θ2, par un choix
approprié de co-repères.

4.22. Calcul de la courbure de Gaussκ. Calculons maintenant l’expression ex-
plicite deκ et vérifions qu’elle coïncide avec laformula egregia(1.5). En utili-
sant (4.17) et le fait queω1 ∧ ω2 = θ1 ∧ θ2, nous trouvons :

(4.23)





dπ = −dJ ∧ ω1 − dK ∧ ω2 − J · dω1

=

{
∂J

∂ω2
− ∂K

∂ω1
− J2 −K2

}
· ω1 ∧ ω2.

Nous en déduisons la formule suivante :

(4.24)





κ =
∂J

∂ω2
− ∂K

∂ω1
− J2 −K2

=
A ∂J

∂v
−B ∂J

∂u
−D ∂K

∂u

AD −BC
− J2 −K2.
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En insérant les valeurs (4.13) deA, deB et deD, nous obtenons :
(4.25)



∆κ =
1

4E

(
∂E

∂v

)2

+
1

4E

F 2
(
∂E
∂u

)2

EG− F 2
− 1

2

∂2E

∂v2
− 1

2E3

F 4
(
∂E
∂u

)2

EG− F 2
−

− F 2
(
∂E
∂u

)2

2E3
+

1

2E2

F 2
(
∂E
∂u

)2

EG− F 2
− 1

2

F ∂E
∂v

∂F
∂v

EG− F 2
−

∂E
∂u

∂F
∂v

2E
−

− F 2

2E

∂E
∂u

∂F
∂v

EG− F 2
+
F ∂E

∂u
∂F
∂v

E2
+

F 3 ∂E
∂u

∂F
∂u

E2(EG− F 2)
− FG ∂E

∂u
∂F
∂u

E(EG − F 2)
+

+
F ∂F

∂u
∂F
∂v

EG− F 2
+

∂2F

∂u∂v
+

1

4

∂E
∂v

∂G
∂v

EG − F 2
+

F ∂E
∂u

∂G
∂v

4(EG − F 2)
−

− E ∂F
∂u

∂G
∂v

2(EG − F 2)
− F ∂E

∂v
∂G
∂u

4(EG − F 2)
−

∂E
∂u

∂G
∂u

4E
− F 2 ∂E

∂u
∂G
∂u

4E(EG − F 2)
+

+
G ∂E

∂u
∂G
∂u

2(EG − F 2)
− F ∂F

∂u
∂G
∂u

2(EG − F 2)
+

E
(
∂G
∂u

)2

4(EG − F 2)
+

1

2

∂2G

∂u2
.

Après simplification, nous obtenons :
(4.26)



κ =
1

4 (EG − F 2)2

{
E

[
∂E

∂v
· ∂G
∂v

− 2
∂F

∂u
· ∂G
∂v

+

(
∂G

∂u

)2
]

+

+ F

[
∂E

∂u
· ∂G
∂v

− ∂E

∂v
· ∂G
∂u

− 2
∂E

∂v
· ∂F
∂v

+ 4
∂F

∂u
· ∂F
∂v

− 2
∂F

∂u
· ∂G
∂u

]

+ G

[
∂E

∂u
· ∂G
∂u

− 2
∂E

∂u
· ∂F
∂v

+

(
∂E

∂v

)2
]
−

− 2
(
EG− F 2

) [∂2E

∂v2
− 2

∂2F

∂u∂v
+
∂2G

∂u2

]}
.

et nous reconnaissons laformula egregia(1.5), due à Gauss, qui exprime la courbure
d’une surface de manière purement intrinsèque.

Théorème 4.27.SoitS une surface gaussienne munie d’une métriqueds2 et soit
κ sa courbure de Gauss. Alors le groupe des isométries deS est un groupe de Lie
local de dimension au plus3. La dimension maximale3 est atteinte si et seulement
si la surface possède une courbure de Gauss constante. Dans ce cas, la composante
connexe du groupe des isométries a la structure deSL(2, R) si κ < 0 (géométrie
hyperbolique), deSE(2, R) si κ = 0 (géométrie euclidienne) ou deSO(3, R) si
κ > 0 (géométrie sphérique).

§5. MÉTHODE D’ ÉQUIVALENCE POUR LES VARIÉTÉS

PSEUDO-RIEMANNIENNES

5.1. Problèmes d’équivalence.Rappelons qu’uneisométrie d’une variété
(pseudo)riemannienneM dans une autre variété (pseudo)riemannienneM est
un difféomorphisme qui conserve les (pseudo)distances infinitésimales ; c’est
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une notion locale. Autrement dit, siM , localement identifiée àRn avec des
coordonnées(x1, . . . , xn), est munie d’unds2 =

∑
i, j gij(x) dx

i dxj et si de

même,M , localement identifiée àRn avec des coordonnées(x̄1, . . . , x̄n), est
munie d’un autreds̄2 =

∑
i, j ḡij(x̄) dx̄i dx̄j , on demande que la transformation

qui à un pointx associe un point̄x satisfasseds̄2 = ds2 dans l’infiniment petit,
condition qu’il nous faut encore analyser. Pour cela, rappelons que nous notons un
tel difféomorphisme,x 7→ x̄ = x̄(x) sans introduire de symbole de fonction pour
marquer la dépendance entrex et x̄, et que nous utilisons la notation réciproque
aussi simplēx 7→ x = x(x̄), pour désigner la transformation inverse. Une telle
transformation inverse induit la transformation

(5.2) dxi =
∑

j

∂xi

∂x̄j
dx̄j

entre les différentielles («dans l’infiniment petit»). Remplaçons ces formules li-
néaires dansds2, réorganisons et égalons àds̄2 :

(5.3)





ds2 =
∑

k, l

gkl(x) dx
k dxl

=
∑

i, j

∑

k, l

∂xk

∂x̄i
∂xl

∂x̄j
gkl(x(x̄)) dx̄i dx̄j

= ds̄2

=
∑

i, j

ḡij(x̄) dx̄
i dx̄j .

En identifiant les coefficients des deux formes différentielles quadratiques qui appa-
raissent à la deuxième et à la quatrième ligne, nous déduisons quela transformation
x 7→ x̄ = x̄(x) est une isométrie si et seulement si on a:

(5.4) ḡij(x̄) ≡
∑

k, l

∂xk

∂x̄i
(x(x̄))

∂xl

∂x̄j
(x(x̄)) gkl(x(x̄)),

ou, de manière équivalente, en inversant les rôles dex et dex̄ :

(5.5) gij(x) ≡
∑

k, l

∂x̄k

∂xi
(x̄(x))

∂x̄l

∂xj
(x̄(x)) ḡkl(x̄(x)).

On peut aussi établir l’équivalence entre ces deux systèmesde relations grâce aux
identités

(5.6) δij =
∑

k

∂xi

∂x̄k
∂x̄k

∂xj
=
∑

k

∂x̄i

∂xk
∂xk

∂x̄j
,

obtenues en dérivant les relationsxi ≡ xi(x̄(x)) par rapport àxj et x̄i ≡ x̄i(x(x̄))
par rapport à̄xj.
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Ces relations entre les coefficientsgij et ḡij possèdent une autre signification
géométrique. Supposons la variétéM , localement identifiée àRn avec des coor-
données(x1, . . . , xn), munie d’unds2 =

∑
i, j gij(x) dx

i dxj prédéfini et consi-
dérons un changement de coordonnées arbitrairex̄ = x̄(x), sans suppposer que
l’espace des̄x est muni d’unds̄2 prédéfini. Les formules (5.4) permettent alors de
définir unds̄2 sur l’espace des̄x par ses coefficients̄gij , et alors, avec ce nouveau
ds̄2, la transformation̄x = x̄(x) est une isométrie.

Sur le plan du pur calcul formel (c’est-à-dire eu égard aux transformations in-
duites (5.4) et (5.5)), on a identité entre les deux points devue suivants :

(i) isométriex̄ = x̄(x) entre deux variétés riemanniennes prédéfinies ;
(ii) secondds̄2 induit par un premierds2 prédéfini, via une transformationx 7→
x̄ = x̄(x).

Néanmoins, ces deux points de vue s’affirment dans une différence majeure
quant aux questions soulevées naturellement par l’étude locale des variétés rieman-
niennes. D’après leTheorema Egregiumde Gauss, la courbure d’une surface est
conservée par toute application isométrique : c’est bien à cause de cet invariant que
toutes les surfaces ne sont pas représentables «sans déchirure ni duplicature» les
unes sur les autres. C’est pourquoi la question «doit se poser» de déterminer quand
deux surfaces (ou plus généralement, deux variétés riemanniennes) sont localement
isométriques.

Problème d’équivalence 5.7.Trouver un algorithme universel pour déterminer si
deux variétés riemanniennes(M, ds2) et (M, ds̄2) sont localement isométriques.

C’est l’une des premières questions que l’on est en devoir derésoudre. Mais en
général, deux variétés riemanniennes prises au hasard ne sont jamais localement
isométriques, si bien que le problème précédent a quelque chose d’artificiel. Le
problème de classification des variétés riemanniennes est plus profond et plus im-
portant.

Problème de classification 5.8.Classifier les variétés riemanniennes à isométrie
locale près. Trouver un algorithme universel qui produit une forme normale pour
le ds2 d’un représentant distingué de chaque classe d’équivalence.

Ces deux problèmes, qui ne se limitent pas aux variétés riemanniennes, sont en
vérité intimement liés. En théorie, on peut déduire de la réponse complète au se-
cond problème la réponse au premier : étant donné deux variétés riemanniennes
(M, ds2) et (M, ds̄2), il suffit de déterminer leurs classes d’équivalences respec-
tives, et de vérifier si elles coïncident ou si elle diffèrent. En pratique, une telle
stratégie nécessite de possèder un algorithme pour trouverla classe d’équivalence
d’une sous-variété quelconque.

Les travaux de Sophus Lie ont mis en lumière l’existence dugroupe continu de
transformationsde tout objet géométrico-différentiel, et en particulier du groupe
des isométries locales d’une variété riemannienne. Nous allons voir que les deux
problèmes : équivalence et classification, recèlent l’objet «groupe des isométries
locales de(M, ds2)» et qu’il est impossible de les résoudre sans «voir» cet objet.
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5.9. Diagonalisation de la métrique pseudo-riemannienne et variables de rota-
tion. Ainsi, c’est le problème de classification des variétés pseudo-riemanniennes
que nous allons étudier. Comme dans la Section 2, diagonalisons leds2 deM sous
la forme :

(5.10) ds2 =
∑

i

εi (θ
i)2.

Ici, les formes différentiellesθi ne sont pas exactes en général, à moins que la
courbure ne soit nulle (cf. le Théorème 3.59 ci-dessus). De même, diagonalisons le
ds̄2 deM sous une forme analogue :

(5.11) ds̄2 =
∑

i

εi (θ̄
i)2.

Supposons queM et M sont dans une même classe d’équivalence, c’est-à-dire
qu’il existe une isométriex 7→ x̄ = x̄(x) entre(M, ds2) et (M, ds̄2). Soientei les
champs de vecteurs duaux des formesθi et de même, soient̄ei les champs duaux des
formesθ̄i. Sur la figure suivante, nous représentons le repère orthonormé des(ei)
enx et le repère orthonormé des(ēi) en l’imagex̄ du pointx par la transformation
isométrique.

FIGURE 2 : ÉQUIVALENCE DE DEUX SYSTÈMES DE REPÈRES

x̄
e1

e3

e2

e1

e3

x

e2
isométrie

f3

f2

f1

(M, ds̄2)(M, ds2)

ds2 =
P

i εi (θi)2 ds̄2 =
P

i εi (θ̄i)2

Il n’y a aucune raison que les images̄fi des vecteursei par l’isométriex 7→
x̄ = x̄(x) coïncident avec les vecteurs̄ei. Nous pouvons cependant décomposer
les vecteursf̄i selon la base des̄ej : il existe une matriceU = U(x̄) = (ūij(x̄))

de fonctions dēx, telle quef̄i(x̄) =
∑

j ū
j
i (x̄) ēj(x̄) pour toutx̄ dansM , ou, en

abrégé :

(5.12) f̄i =
∑

j

ūji · ēj .

Mais cette matrice n’est pas quelconque. En effet, puisque la transformationx 7→
x̄ = x̄(x) est isométrique, l’image(f̄1, . . . , f̄n) du repère(e1, . . . , en) est encore
orthonormée, c’est-à-dire que l’on a :

(5.13)
〈
f̄i, f̄j

〉
ds̄2

= 〈ei, ej〉ds2 = δji εi.
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Rappelons que par construction les vecteursēi satisfont les mêmes relations d’or-
thonormalité :

(5.14) 〈ēi, ēj〉ds̄2 = δji εi.

En remplaçant̄fi et f̄j dans (5.13) et en tenant compte de leurs expressions données
par (5.12), nous obtenons des identités indicielles sur lescoefficientsūij(x̄), dont
l’interprétation matricielle est l’identité :

(5.15) E = TU · E · U.

Rappelons la définitionE := (δij εi). Dans le cas riemannien, tous lesεi sont égaux

à1 et la relation (5.15) se réduit àIn×n = TU ·U , i.e.U est une matrice orthogonale.
Ainsi, le repère(f̄1, . . . , f̄n), transformé du repère(e1, . . . , en) par l’isomé-

trie, se déduit du repère prédéfini(ē1, . . . , ēn) par une transformation pseudo-
orthogonale qui dépend du pointx̄.

De manière duale (ou par un raisonnement analogue), on vérifie qu’il existe une
matriceU = U(x) = (uij(x)) dépendant analytiquement du pointx et satisfaisant
l’identité

(5.16) E = TU · E · U,

telle que

(5.17) θ̄i =
∑

j

uij · θj.

Pour que cette égalité ait un sens, on doit remplacerx̄ par son expression en fonction
dex dans le membre de gaucheθ̄i = θ̄i(x̄, dx̄).

Supposons connue une isométriex 7→ x̄ = x̄(x) entre variétés pseudo-
riemanniennesM etM . Si l’on change le corepère orthonormé surM en prenant les
formesθ′i :=

∑
j u

i
j · θj au lieu des formesθi, la dernière relation s’écrit̄θi = θ′i.

Étant donné une isométriex 7→ x̄ = x̄(x) entre variétés pseudo-riemanniennesM
etM chacune équipées d’une pseudo-métrique diagonaliséds2 =

∑
i εi(θ

i)2 et
ds̄2 =

∑
i εi(θ̄

i)2, on peut supposer, après un changement éventuel de co-repère
surM , que l’on aθ̄i = θi. Dans ces conditions, l’hypothèse de l’Assertion (3.32)
est justifiée, d’où l’énoncé suivant :les composantes de courbure se correspondent

à travers toute isométrie qui préserve les co-repères :R
i
jkl = Rijkl.

Reprenons maintenant l’analyse à partir de zéro. Supposonsdonnées deux varié-
tés pseudo-riemanniennes(M, ds2) et (M, ds̄2), dont on ignore si elles sont iso-
métriques ou non. Supposons leurs deux pseudo-métriques diagonalisées comme
en (5.10) et (5.11). Cette diagonalisation apporte une simplification formelle, mais
lorsque l’on s’interroge sur l’existence d’une isométrie pour résoudre le problème
d’équivalence, la diagonalisation simultanée introduit de nouvelles inconnues : les
fonctionsuij(x), qui forment une matrice pseudo-orthogonale. Néanmoins, l’appa-
rition de ces inconnues est nécessaire, parce qu’il n’existe pas de choix canonique
pour les deux co-repères orthonormés mobiles(θi) et (θ̄i). En effet, pour toute ma-
trice U(x) satisfaisant (5.16) et pour toute matriceU(x̄) satisfaisant (5.15), il est
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facile de voir que les repèresθi′ :=
∑

j u
i
j · θj et θ̄i

′
:=
∑

j ū
i
j · θ̄j sont encore

orthonormés.
Par conséquent [explication heuristique à améliorer] , il est

suggéré d’introduire les composantes de la matriceuij(x) comme de nouvelles
variablestotalement indépendantes des variablesx ; on réserve ainsi la détermina-
tion exacte des fonctionsuij(x) à une analyse ultérieure. C’est la première étape
décisive de l’algorithme d’équivalence.

Introduisons alors le groupeOp, n−p des matricesU = (uij) qui satisfont la
relation de pseudorthogonalité

(5.18) E = TU · E · U.
C’est le groupe qui témoigne, en tout pointx, de l’ambiguïté, de l’indétermination
et de la non-unicité du repère orthonormé. On démontre que cegroupe est de dimen-
sion n(n−1)

2 , qu’il possède quatre composantes connexes sip 6= 0, n et sinon deux.
En admettant une légère inexactitude, qui n’aura aucune incidence sur la rigueur de
nos raisonnements, nous considèrerons qu’un système coordonnées surOp, n−p est

constitué de toutes les variablesuij, bien qu’il y aitn2 − n(n−1)
2 = n(n+1)

2 relations

indépendantes entre elles, extraites de (5.18). Écrivons les relations que doivent sa-
tisfaire ces variables. Elle seront fréquemment utiliséesdans la suite pour simplifier
certaines expressions algébriques. En développant l’identité E = TU · E · U avec
des indices, on obtient :

(5.19) δij εi =
∑

k

uik εk u
k
j .

Si on écrit cette identité sous la forme équivalenteE · U = T Ũ · E, et si on la
développe aussi avec des indices, on obtient les relations :

(5.20) εi u
i
j = ũji εj .

5.21. Relèvement des isométries.La deuxième étape décisive de l’algorithme
d’équivalence consiste à introduire l’espace fibréM × Op, n−p, ainsi que les nou-
velles formes différentielles

(5.22) ωi :=
∑

j

uij · θj,

obtenues par «rotation» des formesθi. De même, on introduit les formes différen-
tielles

(5.23) ωi :=
∑

j

ūij · θ̄j,

surM ×Op, n−p. On noteraπ la projection canonique(xi, uij) 7→ (xi) surM et de

même pourπ : M ×Op, n−p →M .

Théorème 5.24.Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) il existe une isométriēx = x̄(x) deM surM ;
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(ii) il existe une application deM × Op, n−p dansM × Op, n−p de la forme
spécifique:

(5.25)

{
x̄i = x̄i (xm)

ūkl = ūkl
(
xm, upq

)
,

où lesx̄i ne dépendent pas desupq , telle que l’on a:

(5.26) ωi = ωi,

pour i = 1 . . . , n, après remplacement dēx et de ū dans les membres de
gaucheωi = ωi

(
x̄j , ūlk, dx̄

m
)
.

Dans ce cas, le diagramme suivant est commutatif:

M ×Op, n−p
//

π

��

M ×Op, n−p

π̄

��

M // M

,

Autrement dit, grâce à l’introduction de variables auxiliaires, on a réussi à cor-
riger l’imperfection d’après laquelle les formes̄θi n’étaient pas égales aux formes
θi, mais se déduisaient desθi par une rotation telle que (5.17) ; on a maintenant
ω̄i = ωi, sans rotation, mais avec des variables supplémentairesuij .

Démonstration.La démonstration consiste à analyser la relation désiréeωi = ωi et
à observer que les̄uij sont déterminés de manière unique en fonction de(xm, upq).
Pour cela, développons cette relation :

(5.27) ω̄i =
∑

j

ūij · θ̄j =
∑

j

uij · θj = ωi.

Remplaçons les formes̄θj etθj par leurs expressions en fonction des formesdx̄k et
dxk :

(5.28)
∑

j, k

ūij h̄
j
k · dx̄k =

∑

j, k

uij h
j
k · dxk.

Remplaçonsdx̄k par son expressiondx̄k =
∑

l
∂x̄k

∂xl dx
l inverse de (5.2), permutons

certains indices et réorganisons les sommes :

(5.29)
∑

j, k, l

ūij h̄
j
k

∂x̄k

∂xl
· dxl =

∑

j, l

uij h
j
l · dxl.

Identifions les coefficients dedxl, ce qui nous donne les identités :

(5.30)
∑

j, k

ūij h̄
j
k

∂x̄k

∂xl
=
∑

j

uij h
j
l ,

pour toutl = 1, . . . , n. NotonsJac ( x̄
x
) := ( ∂x̄

i

∂xj ) la matrice jacobienne du change-
ment de coordonnées et interprétons matriciellement l’identité précédente :

(5.31) U ·H · Jac
( x̄
x

)
= U ·H.
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Rappelons que d’après (5.6), la matrice inverse deJac ( x̄
x
) est tout simplement la

matrice jacobienne de la transformation inverse,i.e.Jac (x
x̄
) := ( ∂x

i

∂x̄j ). Grâce à cette
observation, nous pouvons réécrire l’identité matricielle précédente sous la forme :

(5.32) U = U ·H · Jac
(x
x̄

)
· H̃,

où l’on rappelle que la notation(̃·) est utilisée pour désigner une matrice inverse. En
développant cette relation, nous voyons que lesūij sont effectivement déterminés de
manière unique en fonction de(xm, upq) par les formules :

(5.33) ūij := ūij(x, u) :=
∑

l1, l2, l3, l4

uil1(x)h
l1
l2

(x)
∂xl2

∂x̄l3
(x̄(x)) ˜̄h

l3

j (x̄(x)).

Grâce à ces relations, la vérification de l’équivalence entre (i) et (ii) n’est plus
qu’une affaire de logique élémentaire, laissée au lecteur.

Observons enfin que l’hypothèse d’après laquellex̄ ne dépend pas deu
dans (5.25) est en fait une conséquence des identitésωi = ωi : en effet, puisque dans
lesωi, n’apparaissent que des différentiellesdxk (et aucune différentielleduml ), et
puisqu’il en est de même pour lesωi, lorsque l’on remplace les différentiellesdx̄k

présentes dansωi par leur expression en fonction desdxk et desduml , il ne doit ap-
paraître aucune différentielleduml : ceci démontre quēx ne dépend pas deuml . �

Ainsi, le problème d’équivalence d’origineM → M se relève-t-il en un pro-
blème d’équivalenceM × Op, n−p −→ M × Op, n−p entre variétés de dimension
supérieure.

Dans la suite immédiate de ce mémoire, nous travaillerons avec une seule variété
produitM × Op, n−p, en réservant à des analyses ultérieures les conséquences qui
découlent de l’existence d’une équivalence relevée. Nous allons calculer explicite-
ment les équations de structure pour les formesωi en tenant compte des variables
de rotation. Dans son mémoire original de 1922, Élie Cartan n’accomplit pas ces
calculs explicites.

§6. ÉQUATIONS DE STRUCTURE

On appeleraco-repère relevéla famille desn formes différentiellesωi sur
M ×Op, n−p. Puisque la dimension deM ×Op, n−p est égale àn(n+1)

2 , les formes

ωi ne formentpas un co-repère ; il manquen(n−1)
2 indépendantesωij que nous in-

troduirons ultérieurement.

6.1. Différentiation extérieure des formesωi. Rappelons quẽU = (ũij) désigne
la matrice inverse deU . Ses éléments satisfont les relations

(6.2) δij =
∑

k

uik · ũkj =
∑

k

ũik · ukj .

Les formes différentiellesθi se déduisent des formesωi par les formules inverses
de (5.22) :

(6.3) θi =
∑

j

ũij · ωj.
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Appliquons l’opérateur de différentiation extérieure àωi =
∑

j u
i
j · θj, réexpri-

mons les formesθj en fonction des formesωk grâce aux formules inverses (6.3)
ci-dessus, utilisons les formules (3.7) pourdθj, réécrivons à la troisième ligne le
premier membre de la deuxième ligne sous une forme équivalente, utilisons l’an-
tisymétrieKj

kl = −Kj
lk et réexprimons enfinθk et θl en fonction desωm, ce qui

donne :
(6.4)



dωi =
∑

j

duij ∧ θj +
∑

j

uij · dθj

=
∑

j

∑

k

duij ũ
j
k ∧ ωk +

∑

j

∑

k<l

uijK
j
kl · θk ∧ θl

= εi
∑

j

(
ωj ∧

(
−
∑

k

εi du
i
k ũ

k
j

))
+

∑

j, k, l, k1, l1

uij ũ
k
k1
ũll1

Kj
kl

2
· ωk1 ∧ ωl1 .

Donnons un nom au membre contenu dans la double parenthèse,i.e. posons :

(6.5) ρij :=
∑

k

εi du
i
k ũ

k
j .

Réécrivons le deuxième terme de la troisième ligne en effectuant le changement
d’indices

(6.6) (j, k, l, k1, l1) 7−→ (i1, j1, k1, j, k),

après y avoir remplacé la variableuij par εi εj ũ
j
i , grâce à (5.20), et réorganisons

l’ordre d’apparition des facteurs, ce qui donne, en poursuivant (6.4) :
(6.7)



dωi = εi
∑

j

ωj ∧ (−ρij) +
∑

j<k

ωj ∧ ωk ·


εi

∑

i1, j1, k1

ũi1i ũ
j1
j ũ

k1
k

[
εi1 K

i1
j1k1

]



=: εi
∑

j

ωj ∧ (−ρij) +
∑

j<k

T ijk · ωj ∧ ωk,

où nous avons posé :

(6.8) T ijk := εi
∑

i1, j1, k1

ũi1i ũ
j1
j ũ

k1
k

[
εi1 K

i1
j1k1

]
.

Grâce à la relationεi εi1 ũ
i1
i = uii1, on peut même réexprimerT ijk sous la forme

plus homogène

(6.9) T ijk :=
∑

i1, j1, k1

uii1 ũ
j1
j ũ

k1
k

[
Kj1
k1l1

]
,

qui met en évidence le fait queces coefficientsT ijk se déduisent des coefficientsKi
jk

par des formules de triple rotation tensorielle.
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6.10. Introduction des composantes de rotationωij (connexion associée).Véri-
fions maintenant que lesρij satisfont la relation d’antisymétrie :

(6.11) ρij = −ρji .
En effet, notonsR la matrice des(ρij). D’après sa définition (6.5), elle s’identifie à
un produit de matrices introduites auparavant :

(6.12) R := E · dU · Ũ .
En différentiant l’identitéE = TU · E · U , nous obtenons l’identité0 = d(TU) ·
E · U + TU ·E · dU , identité que nous réécrivons sous la forme équivalente :

(6.13)

{
0 = T Ũ · d(TU) · E + E · dU · Ũ

= TR+R,

ce qu’il fallait démontrer.

Voici l’analogue de la relationdθi = εi
∑

j θ
j ∧ θij établie au Lemme 2.32.

Lemme 6.14. Il existe une unique famille de formes différentiellesωij, i, j, =

1, . . . , n, de degré1 et satisfaisant les relations d’antisymétrieωij = −ωji telles
que les équations de structure(6.7)peuvent se réécrire sous la forme :

(6.15) dωi = εi
∑

j

ωj ∧ ωij .

Démonstration.Décomposons les formesωij recherchées selon la base desωk

(6.16) ωij = −ρij +
∑

k

Λijk · ωk,

avec des fonctions inconnuesΛijk = Λijk(x
l, upm) qui satisfont les relations d’anti-

symétrieΛijk = −Λjik, pour s’assurer queωij = −ωji . Prenons (6.7) pour point de
départ, remplaçonsdωi par la valeur désiréeεi

∑
j ω

j∧ωij et remplaçons(ωij+ρ
i
j)

grâce à (6.16) :

(6.17)





∑

j<k

T ijk · ωj ∧ ωk = dωi − εi
∑

j

ωj ∧ (−ρij)

= εi
∑

j

ωj ∧
(
ωij + ρij

)

=
∑

j, k

εi Λ
i
jk · ωj ∧ ωk

=
∑

j<k

(
εi Λ

i
jk − εi Λ

i
kj

)
· ωj ∧ ωk,

Par identification des coefficients de la famille de2-formes indépendantes(θj ∧
θk)16j<k6n, nous extrayons le système linéaire que doivent satisfaireles inconnues
Λijk (après multiplication par la constanteεi qui satisfaitε2i = 1) :

(6.18) εi T
i
jk = Λijk − Λikj.
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Nous obtenons exactement les mêmes équations que(3.18), à un changement de
notations près. Par conséquent, il est inutile de répéter le raisonnement qui nous a
conduit à la solution (3.20), et il nous suffit de la transposer ici :

(6.19) Λijk :=
1

2

(
εi T

i
jk + εk T

k
ji + εj T

j
ki

)
.

On vérifie que cette solution, unique par construction, satisfait la relation d’antisy-
métrie indicielleΛijk = −Λjik, ce qui achève la démonstration du lemme. �

Plus encore, développons chacune des trois expressionsεi T
i
jk, εk T

k
ji et εj T

j
ki

qui apparaissent ci-dessus en utilisant les formules (6.9), effectuons des permu-
tations sur les indices de sommation et reconnaissons le coefficient de Christof-
fel (3.20) :

(6.20)





Λijk =
1

2

∑

i1, j1, k1

(
ũi1i ũ

j1
j ũ

k1
k

[
εi1 K

i1
j1k1

]
+ ũi1k ũ

j1
j ũ

k1
i

[
εi1 K

i1
j1k1

]
+

+ũi1j ũ
j1
k ũ

k1
i

[
εi1 K

i1
j1k1

])

=
∑

i1, j1, k1

ũi1i ũ
j1
j ũ

k1
k

(
εi1 K

i1
j1k1

+ εk1 K
k1
j1i1

+ εj1 K
j1
k1i1

2

)

ce qui nous donne une formule très importante pour la suite, que nous écrivons sous
deux formes équivalentes, en appliquant la relation (5.20):

(6.21)





Λijk =
∑

i1, j1, k1

ũi1i ũ
j1
j ũ

k1
k Γi1j1k1

=
∑

i1, j1, k1

εi εi1 u
i
i1
ũj1j ũ

k1
k Γi1j1k1

Ces deux formules équivalentes mettent en évidence le fait que les coefficientsΛijk
se déduisent des coefficientsΓijk par des formules de rotation tensorielle.

Pour terminer ce paragraphe, mentionnons une observation évidente qui sera
utile par la suite.

Lemme 6.22.Les quatre collections suivantes de1-formes différentielles, toutes de
cardinal n(n+1)

2 , forment une base surM×Op, n−p dans un voisinage de(0, In×n) :
(a) (dxi)16i6n et (duij)16i<j6n ;
(b) (ωi)16i6n et (duij)16i<j6n ;
(c) (ωi)16i6n et (ρij)16i<j6n ;
(d) (ωi)16i6n et (ωij)16i<j6n.

6.23 Formule explicite pour les dérivées covariantes.Pour préparer le calcul
explicite des coefficients de courbure dans le corepère relevé, réexprimons la diffé-
rentielle

(6.24) dF =
∑

i

∂F

∂xi
· dxi +

∑

i, j

∂F

∂uij
· duij
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d’une fonctionF = F (x,U) = F (xi, uij) quelconque surRn × R
n2

dans la base
de1-formes différentielles constitué desθi et desθij, en appliquant directement la
formule (3.40), et la formuleduij = εi

∑
k u

k
j · ρik tirée de (6.5), ce qui donne :

(6.25) dF =
∑

i

∂F

∂θi
· θi +

∑

i, j, k

εi
∂F

∂uij
ukj · ρik.

Dans cette formule, réexprimonsθi =
∑

j ũ
i
j ·ωj , remplaçonsρik = −ωik+

∑
l Λikl ·

ωl grâce à (6.16) et réorganisons l’expression obtenue, ce quidonne :

(6.26)





dF =
∑

i, j

ũij
∂F

∂θi
· ωj −

∑

i, j, k

εi
∂F

∂uij
ukj · ωik+

+
∑

i, j, k, l

εi
∂F

∂uij
ukj Λikl · ωl

=
∑

i

ωi ·



∑

j

ũji
∂F

∂θj
+
∑

j, k, l

εl
∂F

∂ulj
ukj Λlki


+

+
∑

i<j

ωij ·
(
−εi

∑

k

∂F

∂uik
ujk + εj

∑

k

∂F

∂ujk
uik

)
.

Grâce à ce dernier calcul, nous déduisons l’énoncé suivant.

Lemme 6.27. La différentielle d’une fonctionF = F (xi, uij) s’exprime sous la
forme

(6.28) dF =
∑

i

∂F

∂ωi
· ωi +

∑

i<j

∂F

∂ωij
· ωij,

avec l’expression explicite suivante pour les dérivées covariantes:

(6.29)





∂F

∂ωi
=
∑

j

ũji
∂F

∂θj
+
∑

j, k, l

εl
∂F

∂ulj
ukj Λlki,

∂F

∂ωij
= −εi

∑

k

∂F

∂uik
ujk + εj

∑

k

∂F

∂ujk
uik.

6.30. Introduction des coefficients de courbureSijkl. Appliquons l’opérateur de
différentiation extérieure à l’équationdωi = εi

∑
j ω

j ∧ ωij, remplaçonsdωj =

εj
∑

k ω
k ∧ ωkj , changeons les indices et factorisons :

(6.31)





0 = ddωj = εj
∑

j

(
dωj ∧ ωij − ωj ∧ dωij

)

= εi
∑

j

∑

k

εi · ωk ∧ ωjk ∧ ωij − εi
∑

j

ωj ∧ dωij

= εi
∑

j

ωj ∧
(
∑

k

εk · ωkj ∧ ωik − dωij

)
.
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Après division parεi, nous obtenons une équation sur des formes différentiellesqui
est analogue à (3.22), à un changement de notations près.

Lemme 6.32. Il existe des coefficientsSijkl (dont l’expression explicite est encore
inconnue), tels que

(6.33) dωij −
∑

k

εk · ωkj ∧ ωik =
∑

k<l

Sijkl · ωk ∧ ωl.

� Correspondance notationnelle :Si
jkl ≡ Akl

ji de [Ca1922].

Démonstration.Pour établir ce lemme à partir de l’identité (6.31), il faut générali-
ser le Lemme 3.23 à une collection de2-formes dont le nombre est moindre que la
dimension de l’espace ambient, qui est ici égale àn(n+1)

2 . Formulons donc l’énoncé
suivant.

Lemme 6.34.Soitn ∈ N avecn > 1, soitν ∈ N, soientξ1, . . . , ξn des1-formes
différentielles à coefficients analytiques localement définies au voisinage de l’ori-
gine surRn+ν qui sont linéairement indépendantes à l’origine et soientΞ1, . . . , Ξn

des2-formes différentielles à coefficients analytiques localement définies au voisi-
nage de l’origine. Soientζ1, . . . , ζν des1-formes différentielles qui complètent
la collectionξ1, . . . , ξn en une base surRn+ν au voisinage de l’origine, de telle
sorte que l’on peut toujours décomposer chacune des2-formesΞj de la manière
suivante:
(6.35)

Ξj =
∑

16k1<k26n

Ajk1k2 ·ξ
k1∧ξk2 +

n∑

k=1

ν∑

l=1

Bj
kl ·ξk∧ζ l+

∑

16l1<l26ν

Cjl1l2 ·ζ
l1∧ζ l2,

où l’on prolonge bien sûr la définition desAjk1k2 pourk1 > k2 en posantAjk1k2 :=

−Ajk2k1 et de même pourCjl1l2 lorsque l1 > l2. Alors les2-formesΞ1, . . . , Ξn

satisfont l’équation

(6.36) 0 =
∑

j

ξj ∧ Ξj,

si et seulement sitous les coefficientsBj
kl etCjl1l2 s’annulent et si les coefficients

Ajk1, k2 satisfont la relation de symétrie indicielle:

(6.37) 0 = Ajkl +Aljk +Aklj.

Démonstration.Il suffit de remplacer l’expression (6.) dans l’équation (6.), de ré-
organiser le tout en faisant apparaître une base de3-formes surRn+ν . �

Pour touti = 1, . . . , n, si nous appliquons ce lemme à l’équation (6.31),i.e.

(6.38) 0 =
∑

j

ωj ∧
(
∑

k

εk · ωkj ∧ ωik − dωij

)
,

nous déduisons directement l’existence des coefficientsSijkl. �
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Résumons les relations de symétrie indicielle que satisfont lesSijkl : par construc-

tion ωij +ωji = 0, d’oùSijkl+Sjikl = 0. De plus, l’application du Lemme 6.34 nous
donne deux nouvelles relations. En appliquant le Lemme 3.49(à un changement de
notation près), nous déduisons la quatrième relationSijkl = Sklij. En conclusion, les
Sijkl satisfont les quatre relations de symétrie indicielle suivantes :

(6.39)





0 = Sijkl + Sjikl,

0 = Sijkl + Sijlk,

0 = Sijkl − Sklij,

0 = Sijkl + Siljk + Siklj.

Comme pour les coefficientsRijkl, nous appelleronsquantités normalesles compo-
santes du tenseur de courbureSijkl surM × Op, n−p dont les indices satisfont les
inégalités :

(6.40)

{
j > i, k > l,

j > k, i > l.

D’après le Lemme 3.49 (à un changement de notation près), toute composante du
tenseur de courbure s’exprime comme combinaison linéaire des composantes nor-
males. De plus, les composantes normales sont linéairementindépendantes. Enfin,

il y a exactementn
2(n2−1)

12 quantités normales.

6.41. Première expression explicite (insuffisante) des coefficients de courbure
Sijkl. L’existence des coefficients de courbureSijkl dans la formule (6.33) tiendra
lieu de guide pour calculer leur expression complète, en fonction desΛqmp, par
une formule qui sera analogue à l’expression (3.44) desRijkl en fonction desΓqmp
(voir (6. ? ?) ci-dessous).

Les coefficientsSijkl doivent apparaître dans le membre de droite de l’expres-

sion dωij −
∑

k εk · ωkj ∧ ωik, lorsque l’on remplace les formesωij, etc., par leurs
expressions explicites. Développons ce calcul. Tout d’abord, appliquons l’opéra-
teur de différentiation extérieure à l’identitéωij = −ρij +

∑
k Λijk · ωk en utilisant

la formule de différentiation covariante (6.28), remplaçons dωk, puis remplaçons
ωlm =

∑
p Λlmp ·ωp−ρlm etωkl =

∑
m Λklm ·ωm−ρkl , et réorganisons les sommes
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en reportant à la fin les termes de typeρij ∧ ωk ainsi que le terme−dρij , tous envi-
sagés comme des restes «inintéressants», ce qui nous donne :
(6.42)




dωi
j = −dρi

j +
∑

k

dΛi
jk · ωk +

∑

k

Λi
jk · dωk

=
∑

k

∑

l

∂Λi
jk

∂ωl
· ωl ∧ ωk +

∑

k

∑

l<m

∂Λi
jk

∂ωl
m

· ωl
m ∧ ωk+

+
∑

k, l

εk Λi
jk · ωl ∧ ωk

l − dρi
j

=
∑

k<l

(
∂Λi

jl

∂ωk
−
∂Λi

jk

∂ωl

)
· ωk ∧ ωl +

∑

k

∑

l<m

∑

p

Λl
mp

∂Λi
jk

∂ωl
m

· ωp ∧ ωk−

−
∑

k

∑

l<m

∂Λi
jk

∂ωl
m

· ρl
m ∧ ωk +

∑

k, l, m

εk Λi
jk Λk

lm · ωl ∧ ωm−

−
∑

k, l

εk Λi
jk · ωl ∧ ρk

l − dρi
j

=
∑

k<l

ωk ∧ ωl ·
(
∂Λi

jl

∂ωk
−
∂Λi

jk

∂ωl
+
∑

m<p

Λp
mk

∂Λi
jl

∂ωp
m

−
∑

m<p

Λp
ml

∂Λi
jk

∂ωp
m

)
+

+
∑

k<l

ωk ∧ ωl ·
(
∑

m

εm

[
Λi

jm Λm
kl − Λi

jm Λm
lk

]
)
−

−
∑

k

∑

l<m

∂Λi
jk

∂ωl
m

· ρl
m ∧ ωk −

∑

k, l

εk Λi
jk · ωl ∧ ρk

l − dρi
j .

Ainsi, dans ce premier résultat, nous considérons que la dernière ligne constituée
de trois expressions est un «reste», ce que nous allons expliquer dans un instant.

Remplaçons par ailleursωkj := −ρkj +
∑

l Λkjl ·ωl etωik := −ρik+
∑

m Λikm ·ωm
dans la somme

∑
k εk·ωkj∧ωik et réorganisons seulement la première somme (triple)

sans modifier les trois autres termes :
(6.43)




∑

k

εk · ωkj ∧ ωik =
∑

k, l,m

εk Λkjl Λ
i
km · ωl ∧ ωm +

∑

k

εk · ρkj ∧ ρik−

−
∑

k, l

εk Λkjl · ωl ∧ ρik −
∑

k,m

εk Λikm · ρkj ∧ ωm

=
∑

k<l

(
∑

m

εm
[
Λmjk Λiml − Λmjl Λ

i
mk

]
)

· ωk ∧ ωl−

−
∑

k, l

εk Λkjl · ωl ∧ ρik −
∑

k,m

εk Λikm · ρkj ∧ ωm+

+
∑

k

εk · ρkj ∧ ρik.
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Pour trouver l’expression desSijkl, il faut maintenant soustraire (6.43) de (6.42).
Nous affirmons que la soustraction du tout dernier terme de (6.43) au tout dernier
terme de (6.42) donne zéro comme résultat,i.e.nous avons le lemme suivant (noter
l’interversion des facteursρkj ∧ ρik = −ρik ∧ ρkj ).

Lemme 6.44.La matriceR = (ρij) = E · dU · Ũ satisfait l’équation

(6.45) 0 = dR −R ∧ (E · R),

dans laquelle l’opérateur de multiplication extérieure agit en même temps que la
multiplication matricielle. Cettte équation s’écrit explicitement avec les indices:

(6.46) 0 = dρij −
∑

k

ρik ∧ (εk · ρkj ).

Démonstration.En appliquant l’opérateur de différentiation extérieure àla défini-
tionR = E · dU · Ũ , nous obtenons

(6.47) dR = −E · dU ∧ dŨ .
Par ailleurs, en différentiant l’identitéIn×n = U · Ũ , nous obtenons0 = dU · Ũ +

U ·dŨ , ce qui nous permet de remplacerdU · Ũ par−U ·dŨ dans le calcul suivant :

(6.48)





R ∧ (E ·R) = E · dU · Ũ ∧E ·E · dU · Ũ
= E · dU · Ũ ∧ dU · Ũ
= −E · dU · Ũ ∧ U · dŨ
= −E · dU ∧ dŨ
= dR,

en tenant compte de (6.47) pour la dernière égalité, ce qui achève la vérification
de (6.45). �

Ainsi, dans la soustraction de (6.43) à (6.42), le terme−dρij +
∑

k εk · ρik ∧ ρkj
disparaît. Il ne reste donc plus que des combinaisons linéaires des2-formesωk∧ωl,
aveck < l, etωk ∧ ρij , avec la condition supplémentairei < j [après une légère

réorganisation qui utiliserait l’antisymétrieρij = −ρji , mais que nous n’avons pas
effectuée]. Or ces2-formes différentielles(ωk ∧ ωl)k<l et (ωk ∧ ρij)i<j sont indé-
pendantes, grâce au Lemme 6.22(c). Nous en déduisons que dans la soustraction
de (6.43) à (6.42), les termes que nous avons appelés «restes» et qui sont les co-
efficients de(ωk ∧ ρij)i<j , doivent s’annihiler. Très précisément, la soustraction de
l’avant-dernière ligne de (6.) à la dernière ligne de (6.) (excepté le terme−dρij)
donne zéro :

(6.49)





0 = −
∑

k

∑

l<m

∂Λijk
∂ωlm

· ρlm ∧ ωk −
∑

k

∑

l

εk Λijk · ωl ∧ ρkl −

+
∑

k

∑

l

εk Λkjl · ωl ∧ ρik −
∑

k

∑

m

εk Λikm · ρkj ∧ ωm.
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Ici, il est remarquable que nous ayons pu déduire cette propriété d’annulationsans
avoir à pousser plus loin le calcul explicite de ces restes qui voudrait qu’on y insère
les expressions(6.) des termesΛijk.

Ensuite – et c’est ce qui nous intéresse – nous pouvons déduire que dans la sous-
traction de (6.43) à (6.42), les coefficients des2-formesωk ∧ ωl s’identifie aux
composantesSijkl. Ainsi, en limitant le développement des calculs à l’essentiel,
nous avons obtenu l’énoncé suivant.

Lemme 6.50. L’expression explicite des coefficients de courbureSijkl dans le co-

repère relevé(avec les variables de rotation) en fonction des coefficientsΛkij est la
suivante:

(6.51)





Sijkl =
∂Λijl
∂ωk

−
∂Λijk
∂ωl

+
∑

m<p

(
Λpmk

∂Λijl
∂ωpm

− Λpml
∂Λijk
∂ωpm

)
+

+
∑

m

εm
(
ΛijmΛmkl − ΛijmΛmlk − Λmjk Λiml + Λmjl Λ

i
mk

)
.

Cette formule est analogue à la formule (3. 44) pour les composantes de courbure
Rijkl. On notera la présence des dérivées covariantes∂

∂ω
p
m

Λijl dans la formule (6.) ci-

dessus, absentes dans (3.44). Rappelons que les coefficientsΛijl se déduisent des co-

efficientsΓi1j1l1 par les formules de rotation tensorielle (6.21). Aussi la formule (6.)
est-elle insuffisante. Pour la conduire à son aboutissement, il faudrait remplacer
dans (6.) tous les coefficientsΛijl par leur expression, tenir compte des expressions
explicites (6.29) des dérivées covariantes, réorganiser le tout et le simplifier afin de
faire apparaître une formule finale synthétique et harmonieuse. Cette voie est viable,
mais elle exigerait un calcul considérable et elle requèrerait une certaine expertise
dans l’art de reconnaître les harmonies formelles invisibles. Nous allons procéder
différemment, en court-circuitant ce long calcul.

6.52. Expression desSijkl en fonction des Rijkl. Ainsi, l’expression précé-
dente (6.51) n’est-elle pas encore satisfaisante. L’expression désirée (6.54) ci-
dessous montre que lesSijkl s’obtiennent par des formules de rotation tensorielles à
partir desRijkl. Sans produire les détails de la démonstration, Peter J. Olver cite ces
formules (dans le cas riemannien) page 3 ? ? de [OL1995].

Lemme 6.53. LesSijkl se déduisent desRijkl par des formules de degré quatre

par rapport aux éléments de la matrice de rotationU = (uij) et de son inverse

Ũ = (ũij) :

(6.54)





Sijkl =
∑

i1, j1, k1, l1

εi εi1 u
i
i1
ũj1j ũ

k1
k ũl1l R

i1
j1k1l1

=
∑

i1, j1, k1, l1

ũi1i ũ
j1
j ũ

k1
k ũl1l R

i1
j1k1l1

.

Évidemment, ces deux formules sont équivalentes, en vertu des relationsεi uii1 =

εi1 ũ
i1
i , établies en (5.20). La première présente l’avantage de respecter les étages
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indiciels : i reste en haut,j, k et l restent en bas. La seconde présente l’avantage
d’être homogène : elle n’incorpore que les éléments de la matrice inverseŨ et les
quatre indicesi, j, k et l sont placés en bas.

Démonstration.La stratégie la plus économique pour établir ce lemme consiste
à comparer le calcul desSijkl à celui desRijkl, en négligeant toutes les formes
différentiellesdupq , afin de ne pas avoir à développer certains termes trop complexes
qui disparaissent de toute façon à la fin du calcul.

Pour expliquer cette stratégie, considérons la base de formes différentielles sur
M × Op, n−p constituée des1-formes différentielles(ωi)16i≤n et (duij)16i, j6n

(cf. Lemme 6.22(b)). Introduisons le signe de congruence «≡» pour signifier
«modulo les1-formesdupq». Supposons qu’après un calcul intermédiaire (relati-
vement économique)effectué modulo les1-formesdupq , nous obtenions la relation
de congruence :

(6.55) dωij ≡
∑

k

εk · ωkj ∧ ωik +
∑

k<l

Sijkl · ωk ∧ ωl,

avec desSijkl connus explicitement en fonction desRijkl. Alors, grâce au
Lemme 6.32, nous savons que le signe de congruence «≡» est en vérité un signe
d’égalité «=». Ainsi est-il justifié (et avantageux) de conduire les calculs modulo
lesdupq .

Pour commencer, obervons queρij ≡ 0, d’après la définition (6.5), d’où la ré-
écriture suivante de la relation (6.16) :

(6.56) ωij ≡
∑

k

Λijk · ωk.

Dans cette congruence, remplaçons la valeur deΛijk en fonction desΓl1l2l3 trouvée

en (6.21), remplaçonsωk =
∑

l4
ukl4 · θl4, simplifions le tout grâce à la relation∑

k ũ
l3
k u

k
l4

= δl3l4 et reconnaissons l’apparition deθl1l2 :

(6.57)





ωij ≡
∑

k

∑

l1, l2, l3

∑

l4

ũl1i ũ
l2
j ũ

l3
k u

k
l4

Γl1l2l3 · θ
l4

≡
∑

l1, l2

ũl1i ũ
l2
j



∑

l3

Γl1l2l3 · θ
l3




≡
∑

l1, l2

ũl1i ũ
l2
j · θl1l2 .

Inversons aussi ces formules :

(6.58) θij ≡
∑

l1, l2

ul1i u
l2
j · ωl1l2 .

Écrivons maintenant la différentielle extérieuredωij modulo les formes différen-

tielles duij . Pour cela, observons qu’en vertu de la relationdŨ = −Ũ · dU · Ũ ,

les différentiellesdũl1i et dũl2j sont congrues à zéro. Par conséquent, nous pouvons
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écrire, en utilisant les équations de structure (3.29) pourdθl1l2 qui définissent les

Rl1l2kl et en remplaçant
∑

k<l R
l1
l2kl

· θk ∧ θl par
∑

k, l

R
l1
l2kl

2 · θk ∧ θl :

(6.59)





dωij ≡
∑

l1, l2

ũl1i ũ
l2
j · dθl1l2

≡
∑

l1, l2

∑

k

εk ũ
l1
i ũ

l2
j · θkl2 ∧ θ

l1
k +

∑

l1, l2

∑

k, l

ũl1i ũ
l2
j

Rl1l2kl
2

· θk ∧ θl.

Remplaçonsθkl2 =
∑

l3, l4
ul3k u

l4
l2
· ωl3l4 , remplaçonsθl1k =

∑
l5, l6

ul5l1 u
l6
k · ωl5l6 , puis

remplaçonsθk =
∑

l3
ũkl3 · ω

l3 et remplaçonsθl =
∑

l4
ũll4 · ω

l4, ce qui donne :

(6.60)





dωij ≡
∑

l1, l2

∑

k

∑

l3, l4

∑

l5, l6

εk ũ
l1
i ũ

l2
j u

l3
k u

l4
l2
ul5l1 u

l6
k · ωl3l4 ∧ ωl5l6+

+
∑

l1, l2

∑

k, l

∑

l3, l4

ũl1i ũ
l2
j ũ

k
l3
ũll4

Rl1l2kl
2

· ωl3 ∧ ωl4.

Simplifions la première ligne en trois temps : premièrement,
∑

l1
ũl1i u

l5
l1

= δl5i ,
donc les deux sommes

∑
l1

,
∑

l5
disparaissent etl5 est remplacé pari ; deuxiè-

mement,
∑

l2
ũl2j u

l4
l2

= δl4j , donc les deux sommes
∑

l2
,
∑

l4
disparaissent etl4

est remplacé parj ; troisièmement, pour simplifier
∑

k εk u
l3
k u

l6
k , utilisons la re-

lation (5.20) pour y remplacerεk u
l6
k = εl6 ũ

k
l6

, ce qui transforme cette somme en∑
k εl6 u

l3
k ũ

k
l6

= εl6 δ
l3
l6

, donc les deux sommes
∑

k,
∑

l6
disparaissent etl6 est

remplacé parl3. Enfin, réorganisons la deuxième ligne en permutant la dénomina-
tion des indices :(l1, l2, k, l, l3, l4) 7−→ (l1, l2, l3, l4, k, l) et en faisant réappa-
raître

∑
k<l au lieu de

∑
k, l. Au total, nous obtenons :

(6.61) dωij ≡
∑

l3

εl3 ·ωl3j ∧ωil3 +
∑

k<l

ωk∧ωl ·




∑

l1, l2, l3, l4

ũl1i ũ
l2
j ũ

l3
k ũ

l4
l R

l1
l2l3l4


 ,

ce qui donne l’expression désirée (6.54) desSijkl. �

§7. IDENTITÉS DEBIANCHI ET DÉRIVÉES COVARIANTES D’ ORDRE

QUELCONQUE

7.1. Différentiation des équations de structure sans les variables de rotation.
Calculons explicitement les dérivées covariantes du tenseur de courbureRijkl. Tout

d’abord, réécrivons (3.29) en remplaçant
∑

k<l par 1
2

∑
k, l, grâce à l’antisymétrie

Rijkl = −Rijlk :

(7.2) dθij =
∑

k

εk · θkj ∧ θik +
∑

k, l

Rijkl
2

· θk ∧ θl.

Appliquons l’opérateur de différentiation extérieure à ces identités, en tenant
compte de la relation de Poincaréddα = 0 et en tenant compte du changement
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de signe pour la différentiation du produit extérieur de deux 1-formesd (α ∧ β) =
dα ∧ β − α ∧ dβ, ce qui donne :
(7.3)



0 = ddθij =
∑

k

εk · dθkj ∧ θik −
∑

k

εk · θkj ∧ dθik +
∑

k, l,m

1

2

∂Rijkl
∂θm

· θm ∧ θk ∧ θl+

+
∑

k, l

1

2
Rijkl · dθk ∧ θl −

∑

k, l

1

2
Rijkl · θk ∧ dθl.

Grâce aux relations (3.) et (3.), nous pouvons remplacer lesvaleurs dedθkj , dedθik,
dedθk et dedθl, ce qui donne :

(7.4)





0 =
∑

k, l

εk εl · θlj ∧ θkl ∧ θik
1

+
∑

k

∑

l,m

εk
1

2
Rkjlm · θl ∧ θm ∧ θik−

−
∑

k, l

εk εl · θkj ∧ θlk ∧ θil
1

−
∑

k

∑

l,m

εk
1

2
Riklm · θkj ∧ θl ∧ θm+

+
∑

k, l,m

1

2

∂Rijkl
∂θm

· θk ∧ θl ∧ θm +
∑

k, l,m

εk
1

2
Rijkl · θm ∧ θkm ∧ θl−

−
∑

k, l,m

1

2
Rijkl εl · θk ∧ θm ∧ θlm.

Dans cette identité, nous avons souligné et numéroté deux termes qui s’annihilent.
Avant de poursuivre, énonçons sans le vérifier un lemme élémentaire.

Lemme 7.5. Si des quantités indiciéesAklm satisfont la relation d’antisymétrie
Aklm = −Alkm, on a l’identité suivante:
(7.6)



∑

k, l

∑

m

1

2
Aklm · θk ∧ θl ∧ θm =

∑

k<l

∑

m

Aklm · θk ∧ θl ∧ θm

=
∑

k<l<m

(Aklm +Amkl +Almk) · θk ∧ θl ∧ θm.

Maintenant, plaçons à la première place le troisième des cinq termes qui restent
dans (7.4) et appliquons le Lemme 7.5 ci-dessus ; dans les quatre termes restants,
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remplaçonsθik, θ
k
j , θkm et θlm par leurs valeurs et réorganisons les indices sans re-

produire les calculs intermédiaires ; nous obtenons :
(7.7)



0 =
∑

k<l<m

(
∂Rijkl
∂θm

+
∂Rijmk
∂θl

+
∂Rijlm
∂θk

)
· θk ∧ θl ∧ θm+

+
∑

p

εp

(
ΓipmR

p
jkl − ΓpjmR

i
pkl − ΓpkmR

i
jpl − ΓplmR

i
jkp

)
· θk ∧ θl ∧ θm+

+
∑

p

εp

(
ΓiplR

p
jmk − ΓpjlR

i
pmk − Γpml R

i
jpk − ΓpklR

i
jmp

)
· θk ∧ θl ∧ θm+

+
∑

p

εp

(
ΓipkR

p
jlm − ΓpjkR

i
plm − Γplk R

i
jpm − Γpmk R

i
jlp

)
· θk ∧ θl ∧ θm.

Définissons alors lam-ième dérivée covariante(Rijkl)m de la composante de cour-
bureRijkl comme suit :
(7.8)

(Rijkl)m :=
∂Rijkl
∂θm

+
∑

p

εp

(
ΓipmR

p
jkl − ΓpjmR

i
pkl − ΓpkmR

i
jpl − ΓplmR

i
jkp

)
.

Égalons à zéro les coefficients de la base de3-formes(θk∧θl∧θm)16k≤l6m6n qui
apparaissent dans la dernière relation (7.7) : nous obtenons lesidentités de Bianchi:

(7.9) 0 = (Rijkl)m + (Rijlm)k + (Rijmk)l.

De plus, en appliquant l’opérateur de différentiation covariante(·)m aux relations de
symétrie indicielle (3.28) et (3.), nous obtenons aussi d’autres relations de symétrie
qui sont satisfaites par ce tenseur à cinq indices :

(7.10)





0 = (Rijkl)m + (Riljk)m + (Riklj)m,

0 = (Rijkl)m + (Rijlk)m,

0 = (Rijkl)m + (Rjikl)m,

0 = (Rijkl)m − (Rklij)m.

Lemme 7.11.Les dérivés covariantes(Rijkl)m ont un comportement tensoriel, i.e.

pour tout changement de coordonnéex 7→ x̄ = x̄(x) tel queθ̄i = θi, on a:

(7.12) (R
i
jkl)m = (Rijkl)m.

Démonstration.Premièrement, d’après l’Assertion (3.32), nous avons une corres-
pondance exacte entre les composantes de la courbure :R

i
jkl = Rijkl. Deuxième-

ment, la relation̄θi = θi donne ∂
∂θ̄i = ∂

∂θi par dualité. Troisièmement, la relation

(7.13)
∑

k

Γ
i
jk · θ̄k = θ̄ij = θij =

∑

k

Γijk · θk

donneΓ
i
jk = Γijk. En insérant ces trois égalités dans la définition (7.8) de ladérivée

covariante, nous obtenons immédiatement(R
i
jkl)m = (Rijkl)m. �
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7.14. Dérivées covariantes d’ordre supérieur.Définissons maintenant les déri-
vées covariantes d’ordre deux des composantes de la courbure comme suit :
(7.15)



((
Rijkl

)
m1

)

m2

:=
∂

∂ωm2

(
Rijkl

)
m1

+
∑

p

εp

(
Γipm2

(
Rpjkl

)

m1

− Γpjm2

(
Ripkl

)
m1

−

−Γpkm2

(
Rijpl

)
m1

− Γplm2

(
Rijkp

)
m1

− Γpm1m2

(
Rijkl

)
p

)
.

Cette définition purement formelle est exactement analogueà la définition (1.26)
de la dérivée covariante d’un tenseur une fois contravariant et deux fois cova-
riant, due à Ricci et à Levi-Civita. Les dérivées covariantes d’ordre supérieur(((

Rijkl

)
m1

)

m2

)

m3

, etc., sont définies en imitant (1.26), comme si tous les in-

dicesm1, m2, m3, . . . étaient des indices covariants du calcul tensoriel classique.

Lemme 7.16. Les dérivées covariantes des composantes de courbureRijkl com-
mutent:

(7.17)
((
Rijkl

)
m1

)

m2

=
((
Rijkl

)
m2

)

m1

,

pour tous entiersm1, m2 = 1, . . . , n.

Il existe une preuve directe de cette relation à partir des définitions formelles
de la dérivée covariante, mais cette preuve est d’une complexité importante, car il
est nécessaire de développer toutes les expressions en fonction des coefficients de
Christoffel Γijk. De plus, cette relation de commutation pour deux dérivées cova-
riantes ne peut pas être utilisée pour raisonner par récurrence afin d’établir que les
dérivées covariantes d’un ordreκ > 2 quelconque commutent : il faudrait dévelop-
per tous les termes de la définition formelle de laκ-ième dérivée covariante, ce qui
représenterait une tâche calculatoire considérable. Ultérieurement, nous fournirons
une preuve indirecte et économique de ce lemme, à partir d’une relation de com-
mutation analogue qui sera satisfaite par les dérivées covariantes des coefficients de
courbureSijkl, qui incorporent les variables de rotation.

7.18. Différentiation des équations de structure avec les variables de rotation.
Pour obtenir des identités de Bianchi satisfaites par lesSijkl, analogues à celles qui
sont satisfaites par lesRijkl, appliquons l’opérateur de différentiation extérieure aux
identités (6.). Cependant, le calcul va présenter des différences importantes, à cause
de la présence des formesωij, i < j, qui sont indépendantes des formesωi, alors
que les formesθij étaient linéairement dépendantes des formesθi, dans le calcul
précédent. Par conséquent, nous allons indiquer soigneusement toutes les étapes
intermédiaires de ce nouveau calcul.

Tout d’abord, réécrivons (6.33) en remplaçant
∑

k<l par 1
2

∑
k, l, grâce à l’anti-

symétrieSijkl = −Sijlk :

(7.19) ωij =
∑

k

εk · ωkj ∧ ωik +
∑

k, l

Sijkl
2

· ωk ∧ ωl.
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Appliquons l’opérateur de différentiation extérieure, entenant compte de l’identité
de Poincaré :
(7.20)



0 = ddωij =
∑

k

εk · dωkj ∧ ωik −
∑

k

εk · ωkj ∧ dωik +
∑

k, l,m

1

2
dSijkl · ωk ∧ ωl+

+
∑

k, l

Sijkl
2

· dωk ∧ ωl −
∑

k, l

Sijkl
2

· ωk ∧ dωl.

Remplaçons les valeurs dedωkj , dedωik, appliquons la formule (7.) pour développer
la différentielle deSijkl, remplaçons les valeurs dedωk et dedωl et réorganisons les
indices, ce qui donne :
(7.21)



0 =
∑

k, l

εkεl · ωlj ∧ ωkl ∧ ωik
1

+
∑

k, l,m

εk
Skjlm

2
· ωl ∧ ωm ∧ ωik−

−
∑

k, l

εkεl · ωkj ∧ ωlk ∧ ωil
1

−
∑

k, l,m

εk
Siklm

2
· ωkj ∧ ωl ∧ ωm+

+
1

2

∑

k, l,m

∂Sijkl
∂ωm

· ωk ∧ ωl ∧ ωm +
1

2

∑

k, l

∑

p<q

∂Sijkl
∂ωpq

· ωk ∧ ωl ∧ ωpq+

+
∑

k, l,m

εk
Sijkl
2

· ωm ∧ ωkm ∧ ωl −
∑

k, l,m

εl
Sijkl
2

· ωk ∧ ωm ∧ ωlm.

Dans cette identité, nous avons souligné et numéroté deux termes qui s’annihilent,
comme dans (7.4). Ramenons en première posisition les dérivées covariantes par
rapport àωm qui apparaissent à la troisième ligne et réorganisons-les en appli-
quant le Lemme 7.5 ; dans la somme qui incorpore les dérivées covariantes par
rapport àωpq , utilisons l’antisymétrie deS·

·kl par rapport aux indicesk et l pour
remplacer la somme

∑
k, l par

∑
k<l et utilisons de même l’antisymétrie par rap-

port aux indicesp et q pour remplacer
∑

p<q par
∑

p, q, ce qui laisse le facteur12
inchangé ; réorganisons les deux premiers termes restants,situés respectivement à
la première et à la deuxième ligne, en substituant les indices de manière à faire
apparaître

∑
k<l

∑
p, q (· · · ) · ωk ∧ ωl ∧ ωpq et en utilisant le symbole de Krone-

cker ; enfin, pour réorganiser les deux tous derniers termes situés à la quatrième
ligne, substituons les indices de manière à faire apparaître (attention à la différence)
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∑
k, l

∑
p, q (· · · ) · ωk ∧ ωl ∧ ωpq ; au total, nous obtenons :

(7.22)





0 =
∑

k<l<m

(
∂Sijkl
∂ωm

+
∂Sijmk
∂ωl

+
∂Sijlm
∂ωk

)
· ωk ∧ ωl ∧ ωm+

+
∑

k<l

∑

p, q

ωk ∧ ωl ∧ ωpq ·
(

1

2

∂Sijkl
∂ωpq

+ εq δ
i
p S

q
jkl − εp δ

q
j S

i
pkl

)
+

+
∑

k, l

∑

p, q

ωk ∧ ωl ∧ ωpq ·
(
−εp δqk

Sijpl
2

− εp δ
q
l

Sijkp
2

)
.

Afin de transformer encore la deuxième ligne, utilisons l’antisymétrieωpq = −ωqp,
ce qui permet de remplacer

∑
p, q A

q
p · ωpq par

∑
p<q (Aqp −Apq) · ωpq ; afin de

transformer la troisième ligne, utilisons les antisymétries de la3-forme diffé-
rentielle ωk ∧ ωl ∧ ωpq pour remplacer

∑
k, l

∑
p, q A

q
klp · ωk ∧ ωl ∧ ωpq par

∑
k<l

∑
p<q

(
Aqklp −Aqlkp −Apklq +Aplkq

)
· ωk ∧ ωl ∧ ωpq ; nous obtenons :

(7.23)



0 =
∑

k<l<m

(
∂Sijkl
∂ωm

+
∂Sijmk
∂ωl

+
∂Sijlm
∂ωk

)
· ωk ∧ ωl ∧ ωm+

+
∑

k<l

∑

p<q

ωk ∧ ωl ∧ ωpq ·

·
(
∂Sijkl
∂ωpq

+ εq δ
i
p S

q
jkl − εp δ

i
q S

p
jkl − εp δ

q
j S

i
pkl + εq δ

p
j S

i
qkl

)
+

+
∑

k<l

∑

p<q

ωk ∧ ωl ∧ ωpq ·

·
(
−εp δqk

Sijpl
2 1

− εp δ
q
l

Sijkp
2 3

+ εp δ
q
l

Sijpk
2 3

+ εp δ
q
k

Sijlp
2 1

+

+εq δ
p
k

Sijql
2 2

+ εq δ
p
l

Sijkq
2 4

− εq δ
p
l

Sijqk
2 4

− εq δ
p
k

Sijlq
2 2

)
.

Enfin, pour terminer, utilisons les propriétés d’antisymétrie desSijkl pour collecter
par paires les huit termes qui apparaissent dans la dernièresomme et rassemblons
le tout avec la deuxième somme, qui porte sur les mêmes3-formes différentielles
ωk ∧ ωl ∧ ωpq . Nous obtenons l’expression finale suivante, que nous interprétons
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ci-après :

(7.24)





0 =
∑

k<l<m

(
∂Sijkl
∂ωm

+
∂Sijmk
∂ωl

+
∂Sijlm
∂ωk

)
· ωk ∧ ωl ∧ ωm+

+
∑

k<l

∑

p<q

ωk ∧ ωl ∧ ωpq ·

·
(
∂Sijkl
∂ωpq

+ εq δ
i
p S

q
jkl − εp δ

i
q S

p
jkl − εp δ

q
j S

i
pkl + εq δ

p
j S

i
qkl−

−εp δqk Sijpl + εq δ
p
k S

i
jql − εp δ

q
l S

i
jkp + εq δ

p
l S

i
jkq

)
.

Puisque toutes les3-formes différentielles qui apparaissent dans ces dernières ex-
pressions sont linéairement indépendantes, leurs coefficients doivent tous s’annuler.
En particulier, nous obtenons lesidentités de Bianchi, satisfaites par les coefficients
de courbureSijkl :

(7.25) 0 =
∂Sijkl
∂ωm

+
∂Sijmk
∂ωl

+
∂Sijlm
∂ωk

.

De plus, nous de l’annulation des coefficients des3-formesωk∧ωl∧ωpq , k < l, p <
q, dans (7.) que les dérivées covariantes desSijkl par rapport auxωpq s’expriment en

fonction desSi1j1k1l1 :

(7.26)





∂Sijkl
∂ωpq

= −εq δip Sqjkl + εp δ
i
q S

p
jkl + εp δ

q
j S

i
pkl − εq δ

p
j S

i
qkl+

+ εp δ
q
k S

i
jpl − εq δ

p
k S

i
jql + εp δ

q
l S

i
jkp − εq δ

p
l S

i
jkq.

Nous allons déduire de ces identités une infinté de nouvellesidentités qui sont sa-
tisfaites par les dérivées covariantes d’ordre supérieur desSijkl.

Lemme 7.27. Pour tousi1, i2, p1, q1, p2, q2 = 1, . . . , n et pour toute fonction
F = F (xi uij) surM ×Op, n−p, on a les trois relations de commutation suivantes :

(7.28)





∂

∂ωi1
∂

∂ωi2
F =

∂

∂ωi2
∂

∂ωi1
F,

∂

∂ωi1
∂

∂ωp1q1
F =

∂

∂ωp1q1

∂

∂ωi1
F,

∂

∂ωp1q1

∂

∂ωp2q2
F =

∂

∂ωp2q2

∂

∂ωp1q1
F.

Démonstration.Appliquons l’opérateur de différentiation extérieure à l’identité du
Lemme 6., écrite sous la forme :

(7.29) dF =
n∑

i1=1

∂F

∂ωi1
· ωi1 +

∑

p1<q1

∂F

∂ωp1q1
· ωp1q1 ,
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ce qui donne, après une réorganisation élémentaire :
(7.30)



0 =
∑

i1<i2

(
∂2F

∂ωi1∂ωi2
− ∂2F

∂ωi2∂ωi1

)
· ωi1 ∧ ωi2+

+
∑

i1

∑

p1<q1

(
∂2F

∂ωi1∂ωp1q1
− ∂2F

∂ωp1q1 ∂ω
i1

)
· ωi1 ∧ ωp1q1 +

+
∑

p1<q1, p2<q2, (p1, q1)<(p2, q2)

(
∂2F

∂ωp1q1 ∂ω
p2
q2

− ∂2F

∂ωp2q2 ∂ω
p1
q1

)
· ωp1q1 ∧ ωp2q2 .

Ici, la notation d’ordre(p1, q1) < (p2, q2) s’interprète par :p1 < p2 ou bien
p1 = p2 et q1 < q2. Le lemme est démontré.

�

Lemme 7.31. La dérivées covariantes desSijkl par rapport aux formes différen-
tielles ωm s’expriment en fonction des dérivées covariantes des composantes de

courbure
(
Ri

′

j′k′l′

)
m′

par des formules de quintuple rotation indicielle :

(7.32)
∂Sijkl
∂ωm

=
∑

i′, j′, k′, l′,m′

εi εi′ u
i
i′ ũ

j′

j ũ
k′

k ũ
l′

l ũ
m′

m

(
Ri

′

j′k′l′

)
m′
.

Plus généralement, pour tout entierκ > 1 et pour tousm1, m2, . . . , mκ =
1, . . . , n :

(7.33)





∂κSijkl
∂ωm1∂ωm2 · · · ∂ωmκ

=
∑

i′, j′, k′, l′,m′
1, m

′
2, ··· ,m′

κ

εi εi′ u
i
i′ ũ

j′

j ũ
k′

k ũ
l′

l ũ
m′

1
m1 ũ

m′
2

m2 · · · ũm
′
κ

mκ

(
· · ·
((

Ri
′

j′k′l′

)

m′
1

)

m′
2

· · ·
)

m′
κ

.

Grâce à ce lemme, nous pouvons fournir une preuve indirecte et économique
de la relation de commutation (7.) pour les dérivées covariantes deRijkl. En effet,
supposonsκ = 2 dans les relations (7.) et restreignons-les en l’identité du groupe
U := In×n, i.e. posonsuij := δij = ũij , tout en appliquant la première relation
de commutation (7.) avecF := Sijkl, i1 := m1 et i2 := m2. Nous obtenons
immédiatement la relation de commutation désirée :
(7.34){((

Rijkl
)
m1

)

m2

=
∂2Sijkl

∂ωm1∂ωm2

∣∣∣∣∣
U=In×n

=
∂2Sijkl

∂ωm2∂ωm1

∣∣∣∣∣
U=In×n

=
((
Rijkl

)
m2

)

m1

Plus généralement, soitκ > 2. Pour toute permutation

(7.35) σ : (1, 2, . . . , κ) 7−→ (σ(1), σ(2), . . . , σ(κ)) ,
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la restriction en l’identité de la relation de commutation

(7.36)
∂κSijkl

∂ωm1∂ωm2 · · · ∂ωmκ

∣∣∣∣∣
U=In×n

=
∂κSijkl

∂ωmσ(1)∂ωmσ(2) · · · ∂ωmσ(κ)

∣∣∣∣∣
U=In×n

donne imédiatement en passant par (7.) la relation de commutation désirée :

(7.37)

(
· · ·
((
Rijkl

)
m1

)
m2

· · ·
)

mκ

=

(
· · ·
((
Rijkl

)
mσ(1)

)

mσ(2)

· · ·
)

mσ(κ)

Nous pouvons donc noter ces dérivées covariantes simplement par :

(7.38)
(
Rijkl

)
m1m2···mκ

.

Démonstration du Lemme 7.Commençons par développer la dérivée covariante de
Ri

′

j′k′l′ qui apparaît dans le second membre :
(7.39)



∂Sijkl
∂ωm

=
∑

i′, j′, k′, l′m′

εi εi′ u
i
i′ ũ

j′

j ũ
k′

k ũ
l′

l ũ
m′

m

(
∂Ri

′

j′k′l′

∂ωm′ +

+
∑

p

εp

(
Γi

′

pm′ R
p
j′k′l′ − Γpj′m′ R

i′

pk′l′ − Γpk′m′ R
i′

j′pl′ − Γpl′m′ R
i′

j′k′p

))
.

Pour atteindre cet objectif, partons de l’expression deΛrqm, tirée de (6.) en tenant

compte de la relationεi uij = εj ũ
j
i :

(7.40) Λrqm =
∑

r1, q1, m1

εr εr1 u
r
r1
ũq1q ũm1

m Γr1q1m1
,

remplaçons-là dans l’expression de la dérivée covariante∂
∂ωm et simplifions l’ex-

pression obtenue en remarquant que
∑

q u
q
p ũ

q1
q = δq1p , ce qui fait disparaître

∑
q,∑

p et permet de remplacerp parq1 :

(7.41)





∂

∂ωm
=
∑

m′

ũm
′

m

∂

∂θm′ +
∑

p, q, r

εr u
q
p Λrqm

∂

∂urp

=
∑

m′

ũm
′

m

∂

∂θm′ +
∑

p, q, r

∑

r1, q1, m1

εr1 u
q
p u

r
r1
ũq1q ũ

m1
m Γr1q1m1

∂

∂urp

=
∑

m′

ũm
′

m

∂

∂θm′ +
∑

r

∑

r1, q1,m1

εr1 u
r
r1
ũm1
m Γr1q1m1

∂

∂urq1
.

Développons l’expression deSijkl sous la forme :

(7.42) Sijkl =
∑

i′, j′, k′, l′

εi εi′ u
i
i′ ũ

j′

j ũ
k′

k ũ
l′

l R
i′

j′, k′, l′ .

En appliquant à cette expression l’opérateur de dérivation∂
∂ur

q1

situé à la fin du

développement de ∂
∂ωm , il est nécessaire de savoir calculer∂

∂ur
q1

ũj
′

j . Établissons
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donc les relations générales :

(7.43)
∂ũij

∂ukl
= −ũik ũlj ,

pour tousi, j, k, l = 1, . . . , n. En effet, la différentiation par rapport àulk de
l’identité matricielleIn×n = U · Ũ donne

(7.44)
∂Ũ

∂ukl
= −Ũ · ∂U

∂ukl
· Ũ .

Avec des indices, ces identités se développent et fournissent les relations désirées :

(7.45)
∂ũij

∂ukl
= −

∑

p, q

ũiq
∂uqp

∂ukl
ũpj = −

∑

p, q

ũiq δ
q
k δ

l
p ũ

p
j = −ũik ũlj .

Ainsi, appliquons la dérivation ∂
∂ωm à Sijkl. L’opérateur de dérivation ∂

∂θm′ , qui

ne dépend que des variablesxi, n’agit que surRi
′

i′j′k′l′ . De même, l’opérateur de

dérivation ∂
∂ur

q1

n’agit que sur les variablesuij et sur les variables̃uij. Au total, nous

obtenons :
(7.46)



∂Sijkl
∂ωm

=
∑

i′, j′, k′, l′,m′

εi εi′ u
i
i′ ũ

j′

j ũ
k′

k ũ
l′

l ũ
m′

m

∂Ri
′

j′k′l′

∂θm′ +

+
∑

i′, j′, k′, l′

∑

r

∑

r1, q1, m1

εr1 u
r
r1
ũm1
m Γr1q1m1

εi εi′ δ
i
r δ

q1
i′ ũ

j′

j ũ
k′

k ũ
l′

l R
i′

j′k′l′−

−
∑

i′, j′, k′, l′

∑

r

∑

r1, q1, m1

εr1 u
r
r1
ũm1
m Γr1q1m1

εi εi′ u
i
i′ ũ

j′

r ũ
q1
j ũk

′

k ũ
l′

l R
i′

j′k′l′−

−
∑

i′, j′, k′, l′

∑

r

∑

r1, q1, m1

εr1 u
r
r1
ũm1
m Γr1q1m1

εi εi′ u
i
i′ ũ

j′

j ũ
k′

r ũ
q1
k ũl

′

l R
i′

j′k′l′−

−
∑

i′, j′, k′, l′

∑

r

∑

r1, q1, m1

εr1 u
r
r1
ũm1
m Γr1q1m1

εi εi′ u
i
i′ ũ

j′

j ũ
k′

k ũ
l′

r ũ
q1
l R

i′

j′k′l′ .

Observons que le terme de la première ligne correspond exactement au premier
terme de l’identité désirée (7.). Commençons par simplifierla seconde ligne, que
nous désignerons parL2. Grâce aux symboles de Kronecker, les sommes par rapport
à r et par rapport àq1 disparaissent et l’on doit remplacerr := i ainsi queq1 := i′.
Ensuite, plaçons la somme

∑
i′ à la fin et réorganisons l’ordre d’apparition des

facteurs :

(7.47) L2 = −
∑

j′, k′, l′, r1,m1

εi εr1 u
i
r1
ũj

′

j ũ
k′

k ũ
l′

l ũ
m1
m

(
∑

i′

εi′ Γ
r1
i′m1

Ri
′

j′k′l′

)
.

En renommant les indices de la manière suivante :

(7.48) (i′, j′, k′, l′, r1, m1) 7−→ (p, j′, k′, l′, i′, m′),
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nous obtenons :

(7.49) L2 = −
∑

i′, j′, k′, l′,m′

εi εi′ u
i
i′ ũ

j′

j ũ
k′

k ũ
l′

l ũ
m′

m

(
∑

p

εp Γi
′

pm′ R
p
j′k′l′

)
.

C’est exactement le deuxième terme du membre de droite de l’identité désirée (7.).
Simplifions maintenant la troisième ligne, que nous désignerons parL3. Obser-

vons l’apparition de
∑

r u
r
r1
ũj

′

r = δj
′

r1 . Ainsi,
∑

r et
∑

r1
disparaissent et l’on doit

remplacerr1 parj′. Plaçons la somme
∑

j′ à la fin et réorganisons l’ordre d’appa-
rition des facteurs :

(7.50) L3 = −
∑

i′, k′, l′, q1, m1

εi εi′ u
i
i′ ũ

q1
j ũ

k′

k ũ
l′

l ũ
m1
m



∑

j′

εj′ Γ
j′

q1m1
Ri

′

j′k′l′


 .

En renommant les indices de la manière suivante :

(7.51) (i′, j′, k′, l′, q1, m1) 7−→ (i′, p, k′, l′, j′, m′),

nous obtenons :

(7.52) L3 =
∑

i′, j′, k′, l′,m′

εi εi′ u
i
i′ ũ

j′

j ũ
k′

k ũ
l′

l ũ
m′

m

(
∑

p

εp Γpj′m′ R
i′

pk′l′

)
.

C’est exactement le troisième terme du membre de droite de l’identité désirée (7.).
On procède de même pour les quatrième et cinquième lignes. Autotal, nous
avons établi par le calcul la véracité des formules de rotation tensorielles (7.),

qui expriment les dérivées covariantes
∂Si

jkl

∂ωm en fonction des dérivées covariantes(
Ri

′

j′k′l′

)
m′

. Le principe de la vérification des formules générales (7.) étant main-

tenant évident, il est inutile d’en écrire la démonstrationcomplète. �

Pour la dérivée covariante
∂Si

jkl

∂ωm , nous utiliserons dorénavant la notation contrac-

tée
(
Sijkl

)
m

, analogue à celle que nous avons introduite pour les dérivées cova-

riantes des composantesRijkl. Appliquons l’opérateur de différentation covariante
∂

∂ωm aux quatre lignes de (6.), et recopions l’identité de Bianchi (7.) :

(7.53)





0 =
(
Sijkl

)
m

+
(
Sjikl

)
m
,

0 =
(
Sijkl

)
m

+
(
Sijlk

)
m
,

0 =
(
Sijkl

)
m
−
(
Sklij

)
m
,

0 =
(
Sijkl

)
m

+
(
Siljk

)
m

+
(
Siklj

)
m
,

0 =
(
Sijkl

)
m

+
(
Sijmk

)
l
+
(
Sijlm

)
k
.
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7.54. Dénombrement des coefficients de courbure indépendants. Appelons
composantes de courbure dérivée à l’ordre1 les dérivées covariantes(Rijkl)m. Ap-
pelonsnormalescelles dont les indices satisfont les inégalités :

(7.55)

{
j > i, k > l,

j > k, i > l, k > m.

Lemme 7.56.Toute composante de courbure dérivée à l’ordre1 s’exprime comme
combinaison linéaire de composantes normales. Les composantes normales sont
linéairement indépendantes et leur nombre est égal à:

(7.57) 2C2
n + 9C3

n + 12C4
n + 5C5

n =
n2(n2 − 1)(n + 2)

24

Démonstration.Voir [Ca1922]. �

§8. INVARIANTS RELATIFS ET INVARIANTS ABSOLUS

8.1. Composantes de Ricci et courbure scalaire.Relativement au co-repère re-
levé, définissons lescomposantes de Ricci de la courbureSij et vérifions, en appli-
quant la formule fondamentale (6.54), et en simplifiant

∑
k u

k
i1
ũk1k = δk1i1 , qu’elles

se déduise des composantes de RicciRij par des formules de rotation tensorielle :

(8.2)





Sij :=
∑

k

εk S
k
ikj

=
∑

k

∑

i1, j1, k1, l1

εi1 u
k
i1
ũj1i ũ

k1
k ũl1j R

i1
j1k1l1

=
∑

j1, k1, l1

εk1 ũ
j1
i ũ

l1
j R

k1
j1k1l1

=
∑

i1, j1

ũi1i ũ
j1
j

(
∑

k

εk R
k
i1kj1

)

=
∑

i1, j1

ũi1i ũ
j1
j Ri1j1 ,

avec

(8.3) Rij :=
∑

k

εk R
k
ikj.

De même, définissons lacourbure scalaireS du co-repère relevé et vérifions qu’elle
est indépendante des variables de rotation, grâce aux relations (5.20) et grâce aux
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simplifications
∑

i u
i
i1
ũk1i = δk1i1 et

∑
j u

j
j1
ũl1j = δl1j1 à la troisième ligne :

(8.4)



S :=
∑

i<j

εi εj S
i
jij =

∑

i,j

εi εj
∑

i1, j1, k1, l1

ũi1i ũ
j1
j ũ

k1
i ũl1j

Ri1j1k1l1
2

=
∑

i, j

∑

i1, j1, k1, l1

εi1 εj1 u
i
i1
ujj1 ũ

k1
i ũl1j

Ri1j1k1l1
2

=
∑

i1, j1

εi1 εj1
Ri1j1i1j1

2

=
∑

i1<j1

εi1 εj1 R
i1
j1i1j1

= R,

avec

(8.5) R :=
∑

i<j

εi εj R
i
jij.

Enfin, rappelons que la forme quadratique différentielle qui définit les rapports mé-
triques infinitésimaux

(8.6)
∑

i

εi (ω
i)2 =

∑

i

εi (θ
i)2

ne dépend pas des variables de rotationupq , puisque par définition la matriceU sta-
bilise la forme quadratique

∑
i εi (X

i)2. Ces observations préliminaires motivent
les définitions qui suivent.

8.7. Invariants différentiels. Considérons d’abord le cas des surfaces. Laformula
egregia(1.5) montre que la courbureκ = κ(u, v) d’une surface :

(8.8) κ = K
(
J2
u, vE, J

2
u, vF, J

2
u, vG

)
,

s’exprime par une fonction rationnelle universelleK, qui dépend des dérivées par-
tielles d’ordre deux des coefficients métriquesE, F et G. Nous dirons que cette
fonction est uninvariant différentiel d’ordre2. La notion d’invariant différentiel
recouvre deux propriétés bien distinctes :

1. l’universalité : un invariant différentielI est une expression qui dépend fonc-
tionnellement des données initiales (pour le problème d’équivalence consi-
déré), ainsi que des dérivées partielles jusqu’à un certainordreα de ces don-
nées initiales ; on appelleordrede l’invariant différentiel cet entierα ; la fonc-
tion I de ces dérivées partielles doit être universelle, indépendante du système
de coordonnées; ainsi, si on noteH = (h1, . . . , hλ) ces données initiales, où
leshi sont des fonctions de variablesx = (x1, . . . , xν), un invariant différen-
tiel est une fonction du jet d’ordreα deH :

(8.9) I = I (Jα
x

H) ,

de telle sorte que dans tout autre système de coordonnéesx̄, cet invariant dif-
férentiel est donné par lamême fonctionI, ce que nous écrirons :

(8.10) I = I
(
Jα

x̄
H
)
,

oùH se déduit deH par la relationH(x̄) = H(x).
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2. l’invariance : pour toute équivalencex 7→ x̄ = x̄(x) entre deux structures géo-
métriques (par exemple, une isométrie entre variétés pseudo-riemanniennes),
les valeurs des deux invariants différentiels doivent coïncider :

(8.11) I(x̄(x)) = I(x),

pour toutx. De manière équivalente, on doit avoir :

(8.12) I
(
Jα

x̄
H(x̄(x))

)
= I (Jα

x
H(x)) ,

pour toutx. Ces équations n’ont de sens que lorsque la même variablex (ou x̄)
apparaît dans le membre de droite et dans le membre de gauche.

Dans la plupart des applications, les invariants différentiels sont des fonctions
rationnelles d’une taille assez massive. Laformula egregia(1.5), déjà relativement
complexe, est l’un des invariants différentiels dont l’expression est la plus concise.

Évidemment, la courbure de Gauss (1.5) d’une surface satisfait les deux pro-
priétés ci-dessus. Plus généralement, la courbure scalaire de la variété pseudo-
riemannienneM définie par (8.5) est un invariant différentiel d’ordre2. Dans ce
cas, les données initiales sont les composantes de la matrice H = (hij(x)) des
coefficients des formesθi =

∑
j h

i
j(x) · dxj par lesquelles on diagonalise le

ds2 =
∑

i εi (θ
i)2. Nous noterons donc la courbure scalaire sous la forme :

(8.13) R = R
(
J2
xH
)
,

où la fonctionR est indépendante du système de coordonnées. Ici, les transforma-
tions sont des isométriesx 7→ x̄ = x̄(x) et les coordonnées(x1, . . . , xν) ne sont
autres que les coordonnées(x1, . . . , xn).

8.14. Invariants différentiels absolus et relatifs.D’après le Théorème 5.24, le
problème d’équivalence isométrique entre variétés pseudo-riemanniennes se ra-
mène à l’étude des transformations de la forme :

(8.15)

{
x̄m = x̄m (xm1)

ūpq = ūpq
(
xm1 , up1q1

)
,

qui satisfontωi = ωi. Ici, les coordonnées(x1, . . . , xν) ne sont autres que les co-
ordonnées(xm, upq), et la dimensionν = n(n+1)

2 de la variété de base a augmenté.
Nous appelleronsinvariant différentiel relatiftoute fonction invariante des variables
xm etupq qui est conservée par tout changement de coordonnées (8.15)satisfaisant
ωi = ωi.

Lemme 8.16. Les composantes de courbureSijkl sont des invariants différentiels
relatifs.

Démonstration.Premièrement, observons que les expressions (6.54) deSijkl, en

tenant compte des expression (3.44) desRi1j1k1l1, sont universelles, indépendantes
du système de coordonnées. Deuxièmement, établissons que ces coefficients sont
invariants. Pour cela, raisonnons comme dans la preuve de l’Assertion (3.32). Ap-
pliquons l’opérateur de différentiation extérieure aux identitésωi = ωi, valables
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après remplacement des variablesx̄m en fonction desxm1 et des variables̄upq en
fonction des variables̄upq(xm1 , up1q1 ), ce qui donne :

(8.17) dωi = εi
∑

j

ωj ∧ ωij = εi
∑

j

ωj ∧ ωij = dωi,

pour i = 1, . . . , n. Grâce aux relationsωj = ωj et grâce à l’unicité des formes
ωij , nous en déduisons queωij = ωij, toujours après remplacement des variablesx̄m

en fonction desxm1 et des variables̄upq en fonction des variables̄upq(xm1 , up1q1 ). À
nouveau, grâce aux identités suivantes :

(8.18)





∑

k<l

Sijkl · ωk ∧ ωl = dωij −
∑

k

εk · ωkj ∧ ωik

= dω̄ij −
∑

k

εk · ωkj ∧ ωik

=
∑

k<l

S
i
jkl · ωk ∧ ωl,

et grâce à l’unicité des coefficients de courbure, nous déduisons les relations :

(8.19) S
i
jkl = Sijkl,

comme annoncé. �

Nous appelleronsinvariant différentiel absolutout invariant différentiel relatif
qui est indépendant des variables de rotationupq. Par exemple, le calcul effectué
en (8.) ci-dessus montre que la courbure scalaireS :=

∑
i<j εi εj S

i
jij est un inva-

riant différentiel absolu.

8.20. Différentiation covariante des invariants différentiels relatifs. Soit I =
I (JαxH, U) un invariant différentiel relatif. En appliquant l’opérateur de différen-
tiation extérieure, on obtient :

(8.21) dI =
∑

i

∂I

∂ωi
· ωi +

∑

i<j

∂I

∂ωij
· ωij.

Rappelons que les changement de coordonnées (8.15) satisfont non seulementωi =
ωi mais encoreωij = ωij. Par conséquent, la relationdI = dI fournit une collection

de n(n+1)
2 invariants différentiels relatifs supplémentaires :

(8.22)
∂I

∂ωi
=

∂I

∂ωi
,

∂I

∂ωij
=

∂I

∂ωij
.

Par différentiation covariante (jusqu’à un ordre arbitraire) des invariants différen-
tiels relatifsSijkl, nous obtenons alorsune infinité d’invariants différentiels relatifs:

(8.23)
∂κ+τSijkl

∂ωm1 · · · ∂ωmκ∂ωp1q1 · · · ∂ωpτ
qτ

.

En particulier, on retrouve les dérivées covariantes du premier ordre
∂Si

jkl

∂ωm et
∂Si

jkl

∂ω
p
q

,

que nous avons déjà étudiées dans la Section 7. Rappelons lesrelations (7.26),
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d’après lesquelles les dérivées covariantes desSijkl par rapport aux1-formesωpq
s’expriment en fonction desSi1j1k1l1 :

(8.24)





∂Sijkl
∂ωpq

= −εq δip Sqjkl + εp δ
i
q S

p
jkl + εp δ

q
j S

i
pkl − εq δ

p
j S

i
qkl+

+ εp δ
q
k S

i
jpl − εq δ

p
k S

i
jql + εp δ

q
l S

i
jkp − εq δ

p
l S

i
jkq

= Λi qjkl p

(
Si

′

j′k′l′

)
,

avec une fonctionΛi qjkl p

(
Si

′

j′k′l′

)
qui est linéaire par rapport auxSi

′

j′k′l′ . Autre-

ment dit, les différentiations covariantes par rapport aux1-formesωpq n’apportent
aucun invariant différentiel relatif qui soit nouveau par rapport auxSi1j1k1l1 . Ces re-
lations (8.) peuvent être différentiées un nombre arbitraire de fois afin d’établir un
énoncé important, d’après lequel les différentiations covariantes par rapport aux va-
riablesωpq n’apportent essentiellement aucun invariant différentiel relatif qui ne soit
déjà connu en différentiant seulement par rapport aux variablesωm. Rappelons la
notation contractée :

(8.25)
(
Sijkl

)
m1m2···mκ

:=
∂κSijkl

∂ωm1∂ωm2 · · · ∂ωmκ
.

Lemme 8.26. Pour toutκ ∈ N, pour tous entiersm1, . . . , mκ compris entre1 et
n, pour toutτ ∈ N, pour tous entiersp1, . . . , pτ , q1, . . . , qτ compris entre1 etn,
il existe une fonction linéaire universelleΛi q1···qτjklm1···mκp1···pτ

telle que:

(8.27)





∂κ+τSijkl
∂ωm1 · · · ∂ωmκ∂ωp1q1 · · · ∂ωpτ

qτ

=

= Λi q1···qτjklm1···mκp1···pτ

(
Si

′

j′k′l′ ,
(
Si

′

j′k′l′

)
m′

1

, · · · ,
(
Si

′

j′k′l′

)
m′

1···m′
κ

)
.

Démonstration.Nous affirmons qu’il suffit de démontrer cette propriété pourκ = 0
et τ quelconque. En effet, si nous appliquons les dérivations∂

∂ωm1 , . . . , ∂
∂ωmκ aux

relations

(8.28)
∂τSijkl

∂ωp1q1 · · · ∂ωpτ
qτ

= Λi q1···qτjkl p1···pτ

(
Si

′

j′k′l′

)
,

nous obtenons les relations désirées (8.27) ; notons que le membre de droite dé-

pend de toutes les dérivées covariantes
(
Si

′

j′k′l′

)
m′

1···m′
ρ

, ρ ≤ κ, jusqu’à l’ordreκ

exactement.
Démontrons donc ces relations (8.28) par récurrence sur l’entier τ , en les déve-

loppant – pour plus de clarté – sous la forme de combinaisons linéaires :

(8.29)
∂τSijkl

∂ωp1q1 · · · ∂ωpτ
qτ

=
∑

i′, j′, k′, l′

λi q1···qτ j
′k′l′

jkl p1···pτ i′
· Si′j′k′l′ ,

avec des constantesλi q1···qτ j
′k′l′

jkl p1···pτ i′
. Pourτ = 1, cette relation s’identifie à la rela-

tion (8.24), déjà démontrée. Soientpτ+1 et qτ+1 deux nouveaux entiers, compris
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entre1 etn. Appliquons l’opérateur ∂

∂ω
pτ+1
qτ+1

et utilisons la relation (8.24) :

(8.30)





∂τ+1Sijkl

∂ωp1q1 · · · ∂ωpτ
qτ ∂ω

pτ+1
qτ+1

=
∑

i′, j′, k′, l′

λi q1···qτ j
′k′l′

jkl p1···pτ i′
·
∂Si

′

j′k′l′

∂ω
pτ+1
qτ+1

=
∑

i′, j′, k′, l′

∑

i′′, j′′, k′′, l′′

λi q1···qτ j
′k′l′

jkl p1···pτ i′
λ
i′ qτ+1 j

′′k′′l′′

j′k′l′ pτ+1 i′′
· Si′′j′′k′′l′′

=
∑

i′, j′, k′, l′

λ
i q1···qτqτ+1 j

′k′l′

jkl p1···pτpτ+1 i′
· Si′j′k′l′ ,

ce qui donne une relation du type désiré, si l’on pose :

(8.31) λ
i q1···qτ qτ+1 j

′k′l′

jkl p1···pτpτ+1 i′
:=

∑

i′′, j′′, k′′, l′′

λi q1···qτ j
′′k′′l′′

jkl p1···pτ i′′
λ
i′′ qτ+1 j

′k′l′

j′′k′′l′′ pτ+1 i′
.

La linéarité est préservée. Ceci complète la démonstration. �

8.32. Isométries de variétés pseudo-riemanniennes.Nous pouvons maintenant
énoncer le théorème capital de la théorie d’Élie Cartan, quidonne une solution au
problème d’équivalence.

D’après le Théorème 5., toute isométriex 7→ x̄ = x̄(x) d’une variété pseudo-
riemannienne(M, ds2) sur une autre variété pseudo-riemannienne(M, ds̄2) se
relève en une application(xm, upq) 7→ (x̄m, ūpq) satisfaisantωi = ωi. Grâce au
Lemme 8., les invariants fondamentauxSijkl, qui dépendent des variablesxm etupq ,

coïncident avec les invariants fondamentauxS
i
jkl. En calculant les différentielles

dSijkl et dS
i
jkl par la formule (6.28), on déduit que

(
Sijkl

)
m

=
(
S
i
jkl

)
m

et plus

généralement

(8.33)
(
Sijkl

)
m1m2···mκ

=
(
S
i
jkl

)
m1m2···mκ

,

pour tous entiersi, j, k, l et m1, m2, . . . , mκ compris entre1 et n. En résumé,
si (M, ds2) et (M, ds̄2) sont isométriques, toutes les dérivées covariantes de leurs
coefficients de courbure doivent coïncider. De manière équivalente, si on définit
le graphe de toutes les dérivées covariantes desSijkl par rapport aux formesωm

jusqu’à l’ordreκ par
(8.34)

V(M) :=

{(
Sijkl

(
xα, uβγ

))
m1···mκ

: i, j, k, l, m1, . . . , mκ = 1, . . . , n

}
,

l’équivalence de(M, ds2) et de(M, ds̄2) entraîne que

(8.35) Vκ(M) = Vκ
(
M
)
.

Le théorème d’Élie Cartan établit la réciproque de cette observation, modulo des
hypothèses de rang constant qui sont nécessaire pour des raisons techniques. Soit
(M, ds2) une variété pseudoriemannienne quelconque. Notonsr0 le maximum du
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rang l’application analytique

(8.36)
(
xα, uβγ

)
7−→

(
Sijkl

(
xα, uβγ

))

16i, j, k, l6n
,

à valeurs dansCn4
. Si l’on ne retenait que les composantes de courbure qui sont

normales, cette application serait à valeurs dansC
n2(n2−1)

2 . Déplaçons le point cen-
tral (0, I) ∈ M × Op, n−p en un point(x0, U0) où le rang de cette application est
égal àr0 et localisonsM ×Op, n−p dans un petit voisinage de ce point. Puisque le
rang ne peut qu’augmenter localement, le rang de l’application (8.36) est constant
au voisinage de(x0, U0).

Définissons ensuiter1 le maximum du rang de l’application analytique

(8.37)
(
xα, uβγ

)
7−→

(
Sijkl

(
xα, uβγ

)
,
(
Sijkl

(
xα, uβγ

)
m

)

16i, j, k, l,m6n

)
,

à valeurs dansCn4+n5
et déplaçons encore le point central(x0, U0) en un point

(x1, U1) où le rang de cette application est égal àr1. Définissons de même
r2, r3, rκ et des nouveaux points centraux(x2, U2), (x3, U3), . . . , (xκ, uκ). On
a évidemment

(8.38) r0 6 r1 6 r2 6 r3 6 · · · 6 rκ ≤ n(n+ 1)

2
.

Si κ est le premier entier tel querκ+1 = rκ, on démontre querκ = rκ+1 = rκ+2 =
rκ+3 = · · · .
Théorème 8.39.Soit (M, ds2) une variété pseudo-riemannienne localisée en un
point (xκ, Uκ) où les rangsr0, r1, . . . , rκ, rκ+1 = rκ sont maximaux et locale-
ment constant. Alors une autre variété pseudo-riemannienne (M, ds̄2) est isomé-
trique à (M, ds2) si et seulement sīκ = κ, r̄0 = r0, r̄1 = r1, . . .r̄κ = rκ et les

rangs des dérivées covariantes des composantes de courbure
(
S
i
jkl

)
m1···mλ

sont

localement constants égaux àrλ pourλ = 1, . . . , κ.

8.40. Relativisation d’une forme différentielle covariante absolue. Comme dans
l’hypothèse du Théorème (1.85), partons d’une forme différentielle quadratique
telle que (1.86) qui est covariante de la métrique infinitésimale et rééxprimons-la
d’abord en fonction des1-formesθi1 :

(8.41)





∑

i, j

C0
ij · dxidxj =

∑

i, j

C0
ij

(
J2
xG
)
· dxidxj

=
∑

i, j

∑

i1, j1

C0
ij

(
J2
xG
)
h̃ii1 h̃

j
j1
· θi1θj1

=:
∑

i, j

Cij
(
J2
xH
)
· θiθj,

où nous avons introduit

(8.42)





Cij :=
∑

i1, j1

C0
i1j1

(
J2
xG
)
h̃i1i h̃

j1
j

= Cij
(
J2
xH
)
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pour désigner les nouveaux coefficients de cette forme quadratique différentielle
covariante. Puisque la matriceG = TH · E · H s’exprime en fonction deH
(d’après (2.12)) et puisquẽH s’exprime aussi en fonction deH (via les formules
de Cramer que nous n’avons pas explicitées), il est légitimede considérer queCij
est une fonction universelle du jet d’odre2 deH. Grâce à deux différentiations de
la relationG = TH · E · H, on vérifie alors que cette fonctionCij est linéaire par
rapport aux dérivées partielles d’ordre2 des éléments de la matriceH.

Réexprimons maintenant cette forme quadratique différentielle covariante en
fonction des1-formesωi :

(8.43)





∑

i, j

Cij · θiθj =
∑

i, j

Cij
(
J2
xH
)
· θiθj

=
∑

i, j

∑

i1, j1

Cij
(
J2
xH
)
ũii1 ũ

j
j1
· ωi1ωj1

=
∑

i, j

Dij

(
J2
xH, U

)
· ωiωj

=
∑

i, j

Dij · ωiωj ,

où nous avons introduit les coefficients :

(8.44) Dij = Dij

(
J2
xH, U

)
:=
∑

i1, j1

ũi1i ũ
j1
j Ci1j1

(
J2
xH
)

=
∑

i1, j1

ũi1i ũ
j1
j Ci1j1 ,

qui se déduisent desCij par les mêmes formules de rotation tensorielle que celles
qui relient lesSij auxRij , i.e. Sij =

∑
i1, j1

ũi1i ũ
j1
j Ri1j1. Par construction, les

fonctionsDij sont indépendantes du système de coordonnées.
Rappelons que les composantes de courbureSijkl sont des invariants différentiels

relatifs. Il en découle que les composantes «de Ricci»Sij :=
∑

k S
k
ikj sont des

invariants différentiels relatifs. Au même titre :

Lemme 8.45.LesDij = Dij

(
J2
xH, U

)
sont des invariants différentiels relatifs.

Démonstration.En effet, s’il existe une transformation isométrique relevée (8.)
telle queωi = ωi, on a par hypothèse

∑
i, j C

0
ij dx̄

idx̄j =
∑

i, j C
0
ij dx

idxj puis∑
i, j Cij θ̄

iθ̄j =
∑

i, j Cij θ
iθj et enfin :

(8.46)
∑

i, j

Dij · ωiωj =
∑

i, j

Dij · ωiωj,

ce qui donneDij = Dij . �

8.47. Théorème d’unicité. Entamons maintenant la démonstration du Théo-
rème 1.85. Posonsn = 4 et p = 3. Nous venons d’établir que la forme qua-
dratique covariante

∑4
i, j=1 C

0
ij · dxidxj donnait naissance à une forme quadra-

tique
∑4

i, j=1 Dij · ωiωj dont les coefficientsDij sont des invariants relatifs.
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D’après le Théorème 8.39, les composantes de courbureSijkl et leurs dérivées co-
variantes forment un système complet d’invariants différentiels relatifs, qui per-
met de résoudre le problème d’équivalence. Il en découle queles Dij sont né-

cessairement des fonctions de ces dérivées covariantes
(
Sijkl

)
m1m2···mκ

. On peut

démontrer que toute combinaisons linéaire non triviale desdérivées covariantes(
Sijkl

)
m1m2···mκ

fait intervenir des dérivées de la matrice fondamentaleH d’ordre

strictement supérieur à2. Pour cela, il faut considérer les dérivées covariantesnor-

males
(
Sijkl

)
m1m2···mκ

, c’est-à-dire dont les indices satisfont les inégalités :

(7.55)

{
j > i, k > l,

j > k, i > l, k > m1 > m2 > · · · > mκ.

En généralisant le Lemme 7.56, on établirait que toute dérivée covariante s’ex-
prime en fonction des dérivées covariante normale et que lesdérivées covariantes
normales sont linéairement indépendantes. Il suffit alors d’observer que les dérivées
covariantes normales incorporent des dérivées de la matriceH jusqu’à l’ordreκ+2.

Par un raisonnement que nous ne sommes pas encore parvenus à déchiffrer et qui
fait appel à sa théorie des systèmes de Pfaff en involution, Élie Cartan semble éta-
blir un énoncé plus général :toute fonction(linéaire ou non-linéaire)des dérivées

covariantes
(
Sijkl

)
m1m2···mκ

qui ne fait intervenir que des dérivées de la matrice

H est nécessairement une fonction des seuls invariants relatifs fondamentauxSijkl.
Puisque lesDij doivent être linéaires par rapport aux dérivées partiellesd’ordre
exactement égal à2 des coefficients métriquesgij, il en découle alors immédiate-
ment que lesDij sont des combinaisons linéaires à coefficients constants desSijkl.

Nous admettrons cet énoncé sans démonstration. De manière équivalente, nous
ajouterons au Théorème 1.85 l’hypothèse «simplificatrice»d’après laquelle lesC0

ij

sont des fonctions des seuls composantes de courbureAijk
l.

En résumé, supposons dorénavant que chaque invariant relatif Dij est une com-
binaisons linéaire à coefficients constants des composantes de courbureSmpqr. La
suite de la démonstration nécessite d’analyser plus finement la géométrie des trans-
formations qui stabilisent leds2 diagonalisé.

§9. FORME QUADRATIQUE DERIEMANN -CHRISTOFFEL

Considérons maintenant la forme quadratique

(9.1) Φ :=
∑

i<j

∑

k<l

Sijkl · ωi ∧ ωj · ωk ∧ ωl,

définie sur l’espace desn(n−1)
2 deux formes(ωi ∧ ωj)16i<j6n.

Lemme 9.2.La forme quadratique de Riemann-Christoffel est un invariant absolu:
elle s’exprime en fonction des2-formes(θi ∧ θj)16i<j6n et des composantes de
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courbureRijkl comme suit:

(9.3) Φ =
∑

i<j

∑

k<l

Rijkl · θi ∧ θj · θk ∧ θl.

Démonstration.Utilisons tout d’abord l’antisymétrie deSijkl par rapport aux deux

couples(i, j) et (k, l) pour écrireΦ = 1
4

∑
i, j, k, l S

i
jkl ·ωi∧ωj ·ωk ∧ωl. Insérons

les cinq formules de rotationSijkl =
∑

i1, j1, k1, l1
ũi1i ũ

j1
j ũ

k1
k ũl1l · Ri1j1k1l1 , ωi =

∑
i2
uii2 · θi2, ωj =

∑
i2
ujj2 · θj2, ωk =

∑
i2
ukk2 · θk2 et ωl =

∑
i2
ull2 · θl2 et

simplifions, ce qui donne :
(9.4)



Φ =
1

4

∑

i, j, k, l

Sijkl · ωi ∧ ωj · ωk ∧ ωl

=
1

4

∑

i, j, k, l

∑

i1, j1, k1, l1

∑

i2, j2, k2, l2

ũi1i ũ
j1
j ũ

k1
k ũk1l uii2 u

j
j2
ukk2 u

l
l2
Ri1j1k1l1 ·

· θi2 ∧ θj2 · θk2 ∧ θl2

=
1

4

∑

i1, j1, k1, l1

Ri1j1k1l1 · θ
i1 ∧ θj1 · θk1 ∧ θl1.

�

Cette forme quadratique possède une signification géométrique importante. Soit
P un 2-plan contenu dans l’espace tangentTpM à un pointp de la variété pseudo-
riemannienneM . Supposons ce planP engendré par deux vecteursv, w ∈ TpM
linéairement indépendants. Alors lacourbure sectionnelledeM dans la direction
deP est définie par

(9.5) Courbure(P ) :=
Φ(v ∧ w)

(aire v ∧ w)2
.

On vérifie que cette quantité est indépendante de la base(v, w) choisie pour engen-
drer le2-planP .

9.6. Représentations du groupe pseudo-orthogonal.En suivant Élie Cartan, nous
allons étudier les invariants de la forme quadratique de Riemann-Christoffel lorsque
l’on effectue des transformations qui conservent la forme quadratique de Min-
kowski sur l’espace tangent. Cette étude est naturelle, puisqu’on démontre sans
difficulté que la donnée des composantes de courbureSijkl est équivalente à la don-
née des courbures sectionnelles dans toutes les directions, c’est-à-dire à la donnée
de la forme quadratique de Riemann-Christoffel.

§10. PARAMÉTRISATION DES2-PLANS DANSC
4

Afin d’analyser plus profondément la signification géométrique de la forme qua-
dratique de Riemann-Christoffel et de la courbure sectionnelle, il est nécessaire
d’étudier la structure géométrique de l’ensemble des2-plans contenus dans l’es-
pace tangent à une variété pseudo-riemannienne de dimension quatre. En travaillant
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dansC
4 (et dans l’espace projectifP3(C)) au lieu deR

4, la complexification fait
apparaître deux familles de droites complexes à un paramètre qui remplissent la
quadrique de Minkowski.

10.1. Vecteurs et bivecteurs dansC4. Tout point deC
4 sera représenté par un

quadruplet(z1, z2, z3, z4) de nombres complexes. DansC
4 vu comme espace

vectoriel, introduisons la base canonique constituée des quatre vecteurse1 :=
(1, 0, 0, 0), e2 := (0, 1, 0, 0), e3 := (0, 0, 1, 0) et e4 := (0, 0, 0, 1). Tout
vecteurv ∈ C

4 s’écrit alors de manière unique sous la forme d’une combinaison
linéaire :

(10.2) v = v1 · e1 + v2 · e2 + v3 · e3 + v4 · e4,

où les nombres complexesv1, v2, v3 et v4 sont appeléscoordonnéesde v. Nous
pouvons identifier abstraitement les quantitészi, i = 1, 2, 3, 4, avec desformes
linéairessurC4 en définissant :

(10.3) z1(v) := v1, z2(v) := v2, z3(v) := v3, z4(v) := v4.

Géométriquement, un vecteur
−→
0P dansC4 est unsegment orienté, ayant l’origine0

à sa base et un pointP ∈ C
4 quelconque à son extrémité. C’est une quantité unidi-

mensionnelle. Lesbivecteursfournissent l’analogue bidimensionnel des vecteurs ;
ils sont définis comme suit. Soientv etw deux vecteurs deC4. Considérons que le
parallélogramme délimité par les deux vecteursv etw dans le2-planP (v, w) qu’ils
engendrent est une quantité nouvelle, appeléebivecteuret notév∧w, étant entendu
que le vecteurw glisse dans le sens dev pour déployer l’aire du parallélogramme
contenu dans le2-plan P (v, w). Il est nécessaire d’envisager le bivecteurv ∧ v
engendré par un même vecteur comme dégénéré (le parallélogramme se réduit à un
segment) et d’orienter tout bivecteur en tenant compte de l’ordre d’apparition des
termes dansv∧w. Autrement dit, on demande quev∧v = 0 et quev∧w = −w∧v
(ces deux conditions sont équivalentes entre elles). On appelle l’opération∧ produit
extérieur. Pour respecter les règles d’addition des aires orientées,il est nécessaire
de demander que le produit extérieur soit linéaire par rapport à ses deux facteurs.
Ainsi, en développant le produit extérieur de deux vecteursquelconques :
(10.4)




v ∧ w =
(
v1 · e1 + v2 · e2 + v3 · e3 + v4 · e4

)
∧
(
w1 · e1 + w2 · e2 + w3 · e3 + w4 · e4

)

=
[
v2w3 − w2v3

]
· e2 ∧ e3 +

[
v3w1 − w3v1

]
· e3 ∧ e1 +

[
v1w2 − w1v2

]
· e1 ∧ e2+

+
[
v1w4 − w1v4

]
· e1 ∧ e4 +

[
v2w4 − w2v4

]
· e2 ∧ e4 +

[
v3w4 − w3v4

]
· e3 ∧ e4,

on observe que tout bivecteur est combinaison linéaire des six bivecteurs de base

(10.5) e2 ∧ e3, e3 ∧ e1, e1 ∧ e2, e1 ∧ e4, e2 ∧ e4, e3 ∧ e4.

Mémorisons l’ordre exact dans lequel nous avons fait apparaître les indices de ces
bivecteurs :

(10.6) 23 31 12 14 24 34.
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Observons aussi que les six déterminants2 × 2
(10.7)∣∣∣∣
v2 v3

w2 w3

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
v3 v1

w3 w1

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
v1 v2

w1 w2

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
v1 v4

w1 w4

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
v2 v4

w2 w4

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
v3 v4

w3 w4

∣∣∣∣ ,

qui apparaissent dans la formule (10.4) se calculent grâce au produit extérieur des
formes linéaireszi. En effet, par définition du produit extérieur de formes linéaires
agissant sur un bivecteur, nous avons :

(10.8) zi ∧ zj(v ∧ w) := zi(v) zj(w) − zi(w) zj(v) = viwj − wivj ,

pour1 6 i < j 6 4. Notons enfin que grâce à l’antisymétrie du produit extérieur,
nous avons

[
v3w1 − w3v1

]
· e3 ∧ e1 =

[
v1w3 − w1v3

]
· e1 ∧ e3, et par conséquent

nous pouvons réécrire (10.4) sous la forme compacte :

(10.9) v ∧ w =
∑

16i<j64

[
viwj − wivj

]
· ei ∧ ej .

Mais nous utiliserons le plus souvent l’écriture complète du type (10.4), en respec-
tant soigneusement la numérologie (10.6).

Formellement, nous venons de redéfinir l’algèbre extérieure Λ2(C4), sans em-
ployer le langage de l’algèbre abstraite.

10.10. Bivecteurs généraux versus bivecteurs décomposables. Notons

(10.11) e23, e31, e12, e14, e24, e34,

les six bivecteurs canoniques (10.5). Unbivecteur généralsera défini comme une
combinaison linéaire arbitraire de ces bivecteurs de base :

(10.12) z23 · e23 + z31 · e31 + z12 · e12 + z14 · e14 + z24 · e24 + z34 · e34.

Ici, les six quantitészij ∈ C sont appeléescoordonnéesdu bivecteur. On peut sup-
poser qu’elles sont définies pour tous indicesi etj, à condition qu’elles satisfassent
la relation d’antisymétriezij = −zji.

Les bivecteurs généraux ainsi définis ne proviennent pas forcément d’un produit
extérieurv ∧ w de deux vecteursv etw. Pour bien les différencier, on appelledé-
composablesles bivecteurs de la formev∧w, tels que nous les avons introduits ini-
tialement. Par exemple, on peut vérifier ([Hi2003]) que le bivecteure1∧e2+e3∧e4
n’est pas décomposable. Afin de paramétriser l’espace des2-plans complexes dans
C

4, il est nécessaire de caractériser d’abord les bivecteurs qui sont décomposables.
C’est Julius Plücker qui formula la réponse suivante.

Théorème 10.13.Un bivecteur général est décomposablesi et seulement sises six
coordonnées satisfont l’équation ditede Plücker:

(10.14) 0 = z23z14 + z31z24 + z12z34.

Pour la démonstration (élémentaire), nous renvoyons à [Hi2003].
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10.15. Espace des2-plans dansC
4 et quadrique de Plücker. Un 2-planP dans

C
4 qui passe par l’origine peut être engendré par une infinité decouples de vec-

teurs linéairement indépendants. Pour paramétriser l’ensemble des2-plans, il est
nécessaire d’éliminer une telle surdétermination. Procédons comme suit.

Soient v, w deux vecteurs deC4 qui engendrent un2-plan P fixé et soient
(v′, w′) deux autres générateurs. Il existe donc une matrice2 × 2 inversible de
déterminantad − bc non nul telle quev′ = av + bw etw′ = cv + dw. Grâce à la
linéarité et à l’antisymétrie du produit extérieur, on calcule :

(10.16) v′ ∧ w′ = (av + bw) ∧ (cv + dw) = [ad− bc] · v ∧ w.
Autrement dit, tous les bivecteurs décomposables qui engendrent le2-planP sont
multiples (dilatés non nuls) l’un de l’autre. De manière équivalente :

Lemme 10.17.L’ensemble des bivecteurs décomposables deC
4 modulo dilatation

est en correspondance biunivoque avec l’ensemble des2-plans complexes deC4

passant par l’origine.

Soit ν ∈ N, ν > 2 et considérons l’espaceCν , équipé des coordonnées
(z1, z2, . . . , zν). On appelleespace projectif de dimension(ν − 1) et on note
Pν−1(C) l’espace vectoriel épointéCν\{0} modulo la relation d’équivalence

(10.18) (z1, z2, . . . , zν) ∼ (λz1, λz2, . . . , λzν),

pourλ ∈ C\{0}. Géométriquement,Pν−1(C) s’identifie à l’ensemble des droites
passant par l’origine dansCν . Analytiquement, cet espace est équipé decoordon-
nées homogènes

[
z1 : z2 : · · · : zν

]
: dans cette écriture, on suppose que l’une (au

moins) des variableszi est non nulle et on a les identités
[
λz1 : λz2 : · · · : λzν

]
=[

z1 : z2 : · · · : zν
]
, pour toutλ ∈ C\{0}. On vérifie quePν−1(C) est une variété

complexe connexe de dimensionν − 1.
Dans notre cas,ν = 6 et l’espace vectorielC6 est muni des six coordonnées

complexes

(10.19) (z23, z31, z12, z14, z24, z34).

L’ensemble des bivecteurs généraux modulo dilatation s’identifie
donc à l’espace projectifP5(C) équipé des coordonnées homogènes[
z23 : z31 : z12 : z14 : z24 : z34

]
. De plus, les bivecteurs décomposables modulo

dilatations s’identifient aux points de laquadrique de PlückerQP , d’équa-
tion (10.14). La différentielle

(10.20) z14 · dz23 + z23 · dz14 + z24 · dz31 + z31 · dz24 + z34 · dz12 + z12 · dz34+

de cette équation est non nulle en tout point deP5(C), puisque l’une au moins des
quantitész23, z31, z12, z14, z24, z34 est non nulle. Il en découle que la quadrique
QP est une hypersurface complexe sans singularité (lisse) deP5(C), dont la dimen-
sion complexe est égale à4. En résumé :

Théorème 10.21.Les2-plans complexes dansC4 sont en correspondance biuni-
voque avec les points de l’espace projectifP5(C) appartenant à la quadrique lisse
de PlückerQP .
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10.22. Quadrique de Minkowski complexifiée et transformations de Lorentz
complexes.Dans l’espace projectifP3(C) muni des quatre coordonnées homo-
gènes

[
z1 : z2 : z3 : z4

]
, considérons laquadrique de MinkowskiQM d’équation

(10.23) 0 = −(z1)2 − (z2)2 − (z3)2 + (z4)2.

Puisque la différentielle

(10.24) −2z1 · dz1 − 2z2 · dz2 − 2z3 · dz3 + 2z4 · dz4

de cette équation est non nulle en tout point deP3(C), la quadriqueQM est une
hypersurface complexe deP3(C) qui est lisse en tout point.

Les transformations de Lorentz(complexes) sont les transformations linéaires à
coefficients complexes de la forme

(10.25) z̄i =

4∑

j=1

uij z
j ,

i = 1, 2, 3, 4, qui stabilisent la forme quadratique de Minkowski, c’est-à-dire qui
satisfont :

(10.26)
4∑

i=1

εi (z̄
i)2 =

4∑

i=1

εi (z
i)2.

NotonsE la matrice4 × 4

(10.27) E :=




−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1


 ,

réécrivons l’équation précédente sous la forme d’une équation matricielle valable
pour toutz ∈ C

4 :

(10.28) T z̄ · E · z̄ = T z · TU · E · U · z = T z · U · z.
Nous en déduisons que la transformation linéairez̄ = U · z est de Lorentz si et
seulement si la matriceU satisfait l’équation

(10.29) E = TU · E · U.
10.30. Géométrie de la quadrique de Minkowski complexe.Soit λ = [λ1 : λ2]
un point de l’espace projectifP1(C) (sphère de Riemann) et considérons les deux
familles de2-plans complexesD1

λ etD2
λ définis par les équations cartésiennes :

(10.31)





D1
λ : 0 = λ1

[
z1 + iz2

]
+ λ2

[
z3 + z4

]
,

0 = λ2

[
z1 − iz2

]
+ λ1

[
−z3 + z4

]
,

D2
λ : 0 = λ1

[
z1 + iz2

]
+ λ2

[
−z3 + z4

]
,

0 = λ2

[
z1 − iz2

]
+ λ1

[
z3 + z4

]
.

En déplaçant les premiers termes dans le membre de gauche et en multipliant
membre à membre les couple d’équations obtenues, on vérifie immédiatement
que ces2-plans sont contenus dans la quadrique (singulière) deC

4 d’équation
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0 = −(z1)2 − (z2)2 − (z3)2 + (z4)2. Notons encoreDi
λ les ensembles deP3(C)

définis par les équations homogènes (10.31). Ce sont deux familles à un paramètre
λ ∈ P1(C) dedroitesdeP3(C).

FIGURE 3 : LA QUADRIQUE DE M INKOSKI COMPLEXE ET SES DEUX FAMILLES DE GÉNÉRATRICES

P3(C)

D1
λ

D2
λ

QM

On vérifie aisément que chacune de ces deux familles de droites remplit la
quadrique de Minkowski complexeQM et qu’un point de coordonnées homo-
gènes

[
z1 : z2 : z3 : z4

]
appartient àD1

λ si et seulement si le point conjugué[
cz1 : cz2 : cz3 : cz4

]
appartient àD2

λ. Ici, nous sommes contraints d’employer la
notationcz = x− iy pour désigner leconjuguéd’un nombre complexez = x+ iy,
parce que les notations̄x, z̄, ūij , etc.ont déjà été employées pour désigner un chan-
gement de coordonnées.

10.32. Coordonnées de Plücker des deux familles de génératrices. Ainsi, la qua-
drique de Minkowski est-elle réunion de deux familles de droites projectives com-
plexes conjuguées l’une de l’autre. D’après le théorème de Plücker, à chaque droite
complexeDi

λ, i = 1, 2, correspond un point de l’espace projectifP5(C). Lorsque
λ varie, on obtient deux courbes complexes (variétés de dimension un) dansP5(C)
qui sont conjuguées l’une de l’autre. Substituer l’équation de ces courbes à l’équa-
tion initiale (10.23) de la quadrique de Minkowski va nous permettre de norma-
liser l’action d’une transformation de Lorentz (10.25) surle tenseur de Riemann-
Christoffel.

Pour calculer les équations de ces deux courbes dansP5(C), appliquons le
lemme suivant.

Lemme 10.33.Les coordonnées de Plücker d’un2-plan complexe représenté par
deux équations cartésiennes indépendantes

(10.34)

{
0 = a1 z

1 + a2 z
2 + a3 z

3 + a4 z
4

0 = b1 z
1 + b2 z

2 + b3 z
3 + b4 z

4
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dansP5(C) équipé des coordonnées homogènes
[
z23 : z31 : z12 : z14 : z24 : z34

]

sont les six déterminants2 × 2 suivants:
(10.35)[∣∣∣∣

a1 a4

b1 b4

∣∣∣∣ :

∣∣∣∣
a2 a4

b2 b4

∣∣∣∣ :
∣∣∣∣
a3 a4

b3 b4

∣∣∣∣ :

∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ :

∣∣∣∣
a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣ :
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
]
.

Notons ici que la coordonnée de Plückerz23 du 2-plan (10.34) est le détermi-
nanta1b4 − b1a4, avec les indices14. Ainsi, il faut considérer que les six indices
doubles (10.6) se regroupent parpaires complémentaires:

(10.36)

{
23 31 12

14 24 34.

Démonstration.Quitte à effectuer une permutation sur les coordonnées, on peut

supposer que le déterminant

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ ne s’annule pas. Alors le système linéaire

(10.37)

{
0 = a1z

1 + a2z
2 + a

0 = b1z
1 + b2z

2 + b

d’inconnuesz1 etz2 se résout simplement grâce aux formules

(10.38) z1 = −

∣∣∣∣
a a2

b b2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
, z2 = −

∣∣∣∣
a1 a
b1 b

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
.

Appliquons ces formules aux deux systèmes particuliers extraits de (10.34) dans
lesquels on pose premièrement(z3, z4) := (1, 0), d’où (a, b) = (a3, b3) et deuxiè-
menent(z3, z4) := (0, 1), d’où (a, b) = (a4, b4). Nous en déduisons que le2-plan
d’équations cartésiennes (10.34) est engendré par deux vecteurs linéairement indé-
pendants̃v1 ∈ C

4 et ṽ2 ∈ C
4 de coordonnées :

(10.39)





ṽ1 :=


−

∣∣∣∣
a3 a2

b3 b2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
, −

∣∣∣∣
a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
, 1, 0




ṽ2, :=


−

∣∣∣∣
a4 a2

b4 b2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
, −

∣∣∣∣
a1 a4

b1 b4

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
, 0, 1


 .

Rappelons que les quatre vecteurse1, e2, e3 et e4 forment la base canonique de

C
4. En multipliantṽ1 et ṽ2 par le déterminant non nul

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣, on trouve que le
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2-plan d’équations cartésiennes (10.34) est engendré par les deux vecteurs

(10.40)





v1 := −
∣∣∣∣
a3 a2

b3 b2

∣∣∣∣ · e1 −
∣∣∣∣
a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣ · e2 +

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ · e3,

v2 := −
∣∣∣∣
a4 a2

b4 b2

∣∣∣∣ · e1 −
∣∣∣∣
a1 a4

b1 b4

∣∣∣∣ · e2 +

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ · e4.

Ainsi, à une dilatation près, le2-plan (10.34) est défini par le bivecteur :
(10.41)



v1 ∧ v2 = e2 ∧ e3
(∣∣∣∣

a1 a4

b1 b4

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
)

+

+ e3 ∧ e1
(
−
∣∣∣∣
a4 a2

b4 b2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
)

+

+ e1 ∧ e2
(∣∣∣∣

a3 a2

b3 b2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a1 a4

b1 b4

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
a4 a2

b4 b2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣
)

+

+ e1 ∧ e4
(
−
∣∣∣∣
a3 a2

b3 b2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
)

+ e2 ∧ e4
(
−
∣∣∣∣
a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
)

+

+ e3 ∧ e4
(∣∣∣∣

a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
)
.

Pour simplifier la soustraction entre deux produits de déterminants qui apparaît à la
troisième ligne, appliquons l’identité suivante, ditede Plücker, que l’on peut vérifier
directement en développant les déterminants :
(10.42)∣∣∣∣

a3 a2

b3 b2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a1 a4

b1 b4

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
a4 a2

b4 b2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a3 a4

b3 b4

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ .

Grâce à cette identité, l’expression du bivecteurv1 ∧ v2
(10.43)




v1 ∧ v2 =

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
(
e2 ∧ e3 ·

∣∣∣∣
a1 a4

b1 b4

∣∣∣∣+ e2 ∧ e3 ·
∣∣∣∣
a1 a4

b1 b4

∣∣∣∣+

+e1 ∧ e2 ·
∣∣∣∣
a3 a4

b3 b4

∣∣∣∣+ e1 ∧ e4 ·
∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣+

+e2 ∧ e4 ·
∣∣∣∣
a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣+ e3 ∧ e4 ·
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
)

se factorise par le déterminant non nula1b2 − b1a2, d’où le résultat. �
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Appliquons ce lemme aux équations cartésiennes de la première familleD1
λ : ses

coordonnées de Plücker sont données par les six déterminants 2 × 2 :
(10.44)



z23 :=

∣∣∣∣
λ1 λ2

λ2 λ1

∣∣∣∣ , z31 :=

∣∣∣∣
iλ1 λ2

−iλ2 λ1

∣∣∣∣ , z12 :=

∣∣∣∣
λ2 λ2

−λ1 λ1

∣∣∣∣ ,

z14 :=

∣∣∣∣
iλ1 λ2

−iλ2 −λ1

∣∣∣∣ , z24 :=

∣∣∣∣
λ2 λ1

−λ1 λ2

∣∣∣∣ , z34 :=

∣∣∣∣
λ1 iλ1

λ2 −iλ2

∣∣∣∣ .

On vérifie immédiatement qu’elles satisfont les trois équations0 = z23 − iz14, 0 =
z31 − iz24 et0 = z12 − iz34. Cependant, puisque la familleD1

λ ne dépend que d’un
paramère complexeλ ∈ P1(C), elle définit une courbe (ensemble codimension4)
dans l’espace de dimension cinqP5(C) et par conséquent, il existe au moins une
équation supplémentaire qui est satisfaite par les six déterminants (10.44) ci-dessus.
Cette équation n’étant pas immédiatement visible, nous l’introduirons ci-dessous.

De même, en calculant les coordonnées de Plücker de la deuxième familleD2
λ,

on vérifie que ses six coordonnées satisfont les trois équations (conjuguées)0 =
z23 + iz14, 0 = z31 + iz24 et0 = z12 + iz34. Pour ces raisons, si nous introduisons
le changement linéaire de coordonnées surP5(C) défini par

(10.45)





ξ1 := z23 − iz14, η1 := z23 + iz14,

ξ2 := z31 − iz24, η2 := z31 + iz24,

ξ3 := z12 − iz34, η3 := z12 + iz34,

les deux couples de trois équations précédentes se simplifient et prennent la forme
0 = ξ1 = ξ2 = ξ3 (pourD1

λ) et 0 = η1 = η2 = η3 (pourD2
λ). Utilisons alors les

formules de transformation inverse

(10.46)





z23 :=
η1 + ξ1

2
z14 :=

η1 − ξ1

2i
,

z31 :=
η2 + ξ2

2
z24 :=

η2 − ξ2

2i
,

z12 :=
η3 + ξ3

2
z34 :=

η3 − ξ3

2i
,

pour remplacer l’équation de Plücker (10.14) par l’équation

(10.47) 0 = (ξ1)2 + (ξ2)2 + (ξ3)2 − (η1)2 − (η2)2 − (η3)2.

L’équation de Plücker originale (10.14) étant évidemment satisfaite par les six co-
ordonnées (10.44) (et de même pour celles associées àD2

λ que nous n’avons pas
écrites), nous déduisons, en posantξi = 0 ou ηi = 0 dans (10.47) que les deux
famillesD1

λ etD2
λ sont représentées par les deux couples de quatre équations :

(10.48)





D1
λ : 0 = ξ1 D2

λ : 0 = η1

0 = ξ2 0 = η2

0 = ξ3 0 = η3

0 = (η1)2 + (η2)2 + (η3)2 0 = (ξ1)2 + (ξ2)2 + (ξ3)2.
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Par un raisonnement élémentaire, on vérifie que toute toute solution de ces deux
familles d’équation fournit une droite du typeD1

λ ouD2
λ.

10.49. Transformation lorentzienne induite sur l’espace des2-plans. Analysons
maintenant l’action d’une transformation de Lorentz (10.)sur l’espace des2-plans
deC

4. Pouri = 1, 2, 3, 4, le vecteurei se transforme en le vecteur

(10.50) ēi =

4∑

j=1

uji · ej .

Ainsi, les six bivecteurs décomposablesei ∧ ej , 1 6 i < j 6 4, se transforment en
les bivecteurs décomposables

(10.51) ēi ∧ ēj :=

(
4∑

k=1

uki · ek
)

∧
(

4∑

l=1

ulj · el
)

=
∑

16k<l64

∆kl
ij · ek ∧ el,

où la notation∆ij
kl désigne le déterminant2 × 2 extrait de la matrice

(10.52) U =




u1
1 u1

2 u1
3 u1

4

u2
1 u2

2 u2
3 u2

4

u3
1 u3

2 u3
3 u3

4

u4
1 u4

2 u4
3 u4

4




que l’on obtient en sélectionnant les deux lignesi et j ainsi que les deux colonnes
k et l :

(10.53) ∆ij
kl :=

∣∣∣∣
uik uil
ujk ujl

∣∣∣∣ .

Observons les relations d’antisymétrie

(10.54) ∆ij
kl = −∆ji

kl = −∆ij
lk = ∆ji

lk.

Ainsi, la transformation lorentziennēzi =
∑4

j=1 u
i
j · zj induit la transformation

linéaire suivante sur l’espaceP5(C) des2-plans :

(10.55)




z̄23

z̄31

z̄12

z̄14

z̄24

z̄34




=




∆23
23 ∆23

31 ∆23
12 ∆23

14 ∆23
24 ∆23

34
∆31

23 ∆31
31 ∆31

12 ∆31
14 ∆31

24 ∆31
34

∆12
23 ∆12

31 ∆12
12 ∆12

14 ∆12
24 ∆12

34

∆14
23 ∆14

31 ∆14
12 ∆14

14 ∆14
24 ∆14

34

∆24
23 ∆24

31 ∆24
12 ∆24

14 ∆24
24 ∆24

34

∆34
23 ∆34

31 ∆34
12 ∆34

14 ∆34
24 ∆34

34







z23

z31

z12

z14

z24

z34




Puisque les six bivecteurs décomposablesei ∧ ej, 1 6 i < j 6 4, sont transformés
en des bivecteurs décomposablesēi ∧ ēj, l’équation de Plücker0 = z̄23 z̄14 +
z̄31 z̄24 + z̄12 z̄34 est nécessairement satisfaite par les six coordonnées images z̄ij .
Le lemme suivant précise cette relation.

Lemme 10.56.Si les coordonnées̄zij sont les transformées des coordonnéeszij

par la transformation de Lorentz induite(10.25), on a:

(10.57) z̄23 z̄14 + z̄31 z̄24 + z̄12 z̄34 = detU
(
z23 z14 + z31 z24 + z12 z34

)
.



SUR LES ÉQUATIONS DE LA GRAVITATION D’EINSTEIN (D’APRÉS ÉLIE CARTAN) 97

En appliquant la fonction déterminant à la relationE = TU · E · U , on obtient
(detU)2 = 1. En se restreignant la variation des matricesU dans la composante
connexe de l’identité du groupeOp, n−p, on peut supposer quedetU = 1. Dans ces
conditions :

(10.58) z̄23 z̄14 + z̄31 z̄24 + z̄12 z̄34 = z23 z14 + z31 z24 + z12 z34.

Démonstration.Pouri, j, k et l compris entre1 et 4, introduisons la notation sui-
vante :

(10.59) �ij, kl :=
1

2
det




u1
i u1

j u1
k u1

l

u2
i u2

j u2
k u2

l

u3
i u3

j u3
k u3

l

u4
i u4

j u4
k u4

l


 .

Lorsque les quatre indicesi, j, k et l ne sont pas tous distincts deux à deux, le déter-
minant�ij, kl s’annule évidemment, puisqu’il possède deux colonnes identiques.

Lemme 10.60.Le déterminant d’une matrice4 × 4 arbitraire

(10.61) A :=




a1
1 a1

2 a1
3 a1

4

a2
1 a2

2 a2
3 a2

4

a3
1 a3

2 a3
3 a3

4
a4

1 a4
2 a4

3 a4
4




se développe comme une somme de six produits de déterminants2 × 2 :

(10.62)





detA =

∣∣∣∣
a1

1 a1
2

a2
1 a1

2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a3

3 a3
4

a4
3 a4

4

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
a1

1 a1
2

a3
1 a3

2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a2

3 a2
4

a4
3 a4

4

∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣
a1

1 a1
2

a4
1 a4

2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a2

3 a2
4

a3
3 a3

4

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
a2

1 a2
2

a3
1 a3

2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a1

3 a1
4

a4
3 a4

4

∣∣∣∣−

−
∣∣∣∣
a2

1 a2
2

a4
1 a4

2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a1

3 a1
4

a3
3 a3

4

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
a3

1 a3
2

a4
1 a4

2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a1

3 a1
4

a2
3 a2

4

∣∣∣∣ .

Pour établir ce lemme, il suffit de développer le déterminantdeA le long de
la première colonne, ce qui donne une combinaison linéaire de quatre déterminants
3×3, de redévelopper chacun de ces déterminants le long de leur première colonne,
ce qui fait apparaître une combinaison linéaire de douze déterminants2×2, et enfin
de réorganiser cette combinaison linéaire en reconstituant six déterminants2 × 2
«cachés» dans les douze coefficients de cette combinaison linéaire.

Grâce à ce lemme, en tenant compte de la définition des déterminants∆ij
kl et

de leurs (anti)symétries, nous pouvons développer l’expression de2�ij, kl sous la
forme
(10.63){

2�ij, kl = ∆12
ij ∆34

kl − ∆13
ij ∆24

kl + ∆14
ij ∆23

kl + ∆23
ij ∆14

kl − ∆24
ij ∆13

kl + ∆34
ij ∆12

kl

= ∆23
ij ∆14

kl + ∆14
ij ∆23

kl + ∆31
ij ∆24

kl + ∆24
ij ∆31

kl + ∆12
ij ∆34

kl + ∆34
ij ∆12

kl .
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Par ailleurs, grâce à la relation d’antisymétriezij = −zji qui nous permet de rem-
placerz31 par−z13, nous pouvons réécrire avec des indices les lois de transforma-
tion (10.55) sous la forme :

(10.64) z̄ij =
∑

16k<l64

∆ij
kl · zkl,

pour1 6 i < j 6 4. Remplaçons ces valeurs dans le membre de gauche de (10.57),
ce qui donne :
(10.65)



z̄23 z̄14 + z̄31 z̄24 + z̄12 z̄34 =




∑

16i<j64

∆23
ij · zij






∑

16k<l64

∆14
kl · zkl


+

+




∑

16i<j64

∆31
ij · zij






∑

16k<l64

∆24
kl · zkl


+

+




∑

16i<j64

∆12
ij · zij






∑

16k<l64

∆34
kl · zkl




=
∑

16i<j64

∑

16k<l64

zij zkl
[
∆23
ij ∆14

kl + ∆31
ij ∆24

kl + ∆12
ij ∆34

kl

]

=
∑

16i<j64

�ij, ij · (zij)2 +
∑

i<j, k<l, (i, j)<(k, l)

(2�ij, kl) · zij zkl.

À la dernière ligne, nous avons introduit la relation d’ordre (i, j) < (k, l) entre
couples d’indices compris entre1 et4 qui est définie par

(10.66) i < j ou i = k et j < l.

Remarquons que les déterminants�ij, ij s’annulent, puisqu’ils possèdent deux co-
lonnes identiques. Dans la somme

∑
i<j, k<l, (i, j)<(k, l), seuls trois termes com-

prennent des indicesi, j, k et l qui sont deux à deux distincts : il s’agit de
(1, 4) < (2, 3), de(2, 4) < (3, 1) et de(1, 2) < (3, 4). Puisque les déterminants
2�ij, kl pour lesquels les quatre indicesi, j, k et l ne sont pas deux à deux distincts
s’annulent, il ne reste que trois termes dans la deuxième somme de la dernière ligne
de (10.65) :
(10.67)
z̄23 z̄14+z̄31 z̄24+z̄12 z̄34 = (2�23, 14)·z23 z14+(2�31, 24)·z31 z24+(2�12, 34)·z12 z34

Pour conclure, il suffit d’observer que

(10.68) detU = 2�23, 14 = 2�31, 24 = 2�31, 24,

ce qui achève la démonstration. �

10.69. Homomorphisme de groupe.Complexifions les transformations de Lo-
rentzωi =

∑4
j=1 u

i
j z

j en supposant que la matriceU satisfaisantE = TU ·E ·U
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a des coefficients complexes. NotonsSO3, 1(C) le groupe de telles matrices satis-
faisant la condition supplémentairedet U = 1. Ce groupe est connexe. La rela-
tion (10.57) se spécialise :

(10.70) z̄23 z̄14 + z̄31 z̄24 + z̄12 z̄34 = z23 z14 + z31 z24 + z12 z34.

La matrice∆ = ∆(U) de taille6 × 6 apparaissant dans (10.55) dépend deU et
satisfait la relation de groupe∆(U1 · U2) = ∆(U1) · ∆(U2).

Notons(ξ, η) = L(zij) le changement de coordonnées linéaire qui apparaît dans
le membre de droite de (10.45), oùL est une matrice6×6 à coefficients complexes.
NotonsL̃ son inverse. La transformation linéairez̄ij = ∆(U) · zi1j1 est conjuguée
à la transformation linéaire(ξ̄, η̄) = L · ∆(U) · L̃ (ξ, η). NotonsW = W (U)

la matriceL · ∆(U) · L̃, qui dépend deU . Voici son expression en fonction des
éléments∆ij

kl :
(10.71)


∆23
23 − i∆14

23 + i∆23
14 + ∆14

14 ∆23
31 − i∆14

31 + i∆23
24 + ∆14

24 ∆23
12 − i∆14

12 + i∆23
34 + ∆14

34

∆31
23 − i∆24

23 + i∆31
14 + ∆24

14 ∆31
31 − i∆24

31 + i∆31
24 + ∆24

24 ∆31
12 − i∆24

12 + i∆31
34 + ∆24

34

∆12
23 − i∆34

23 + i∆12
14 + ∆34

14 ∆12
31 − i∆34

31 + i∆12
24 + ∆34

24 ∆12
12 − i∆34

12 + i∆12
34 + ∆34

34


 .

La matriceW = W (U) de taille6 × 6 associée àU satisfait aussi la loi de groupe
W (U1 · U2) = W (U1) ·W (U2). En remplaçant̄zij et zi1j1 par leurs valeurs en
fonction de(ξ̄, η̄) et de(ξ, η) dans la relation (10.), nous obtenons :
(10.72)
(ξ̄1)2+(ξ̄2)2+(ξ̄3)2−(η̄1)2−(η̄2)2−(η̄3)2 = (ξ1)2+(ξ2)2+(ξ3)2−(η1)2−(η2)2−(η3)2.

Soit SO3(C) le groupe des matrices de tailles3 × 3 satisfaisantTV · V = I3×3 et
det V = 1. Ce groupe est aussi connexe.

Lemme 10.73. Pour toutU ∈ SO3, 1(C), la transformation associée(ξ̄, η̄) =
W (U)(ξ, η) est de la forme

(10.74)




ξ̄1

ξ̄2

ξ̄3

η̄1

η̄2

η̄3




=




v1
1 v1

2 v1
3 0 0 0

v2
1 v2

2 v2
3 0 0 0

v3
1 v3

2 v3
3 0 0 0

0 0 0 cv1
1

cv1
2

cv1
3

0 0 0 cv2
1

cv2
2

cv2
3

0 0 0 cv3
1

cv3
2

cv3
3







ξ1

ξ2

ξ3

η1

η2

η3



,

où la matrice3 × 3

(10.75) V :=




v1
1 v1

2 v1
3

v2
1 v2

2 v2
3

v3
1 v3

2 v3
3




appartient àSO3(C).

Démonstration.Une transformation lorentzienneU arbitraire stabilise la quadrique
de MinkowskiQM =

⋃
λ D

1
λ =

⋃
λ D

2
λ et transforme toute droite projective

une droite projective. Observons que les droites projectivesD1
λ etD2

λ ne sont pas
tangentes entre elles. Nous en déduisons que siU est proche de l’identité dans
SO3, 1(C), lesD1

λ sont transformées en elles-mêmes et lesD2
λ sont transformées

en elles-mêmes. Grâce au principe du prolongement analytique, cette propriété est
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satisfaite pour toute transformationU , puisqueSO3, 1(C) est connexe. De manière
équivalente,̄ξ = 0 si ξ = 0 et η̄ = 0 si η = 0. Nous en déduisons que la transfor-
mation(ξ̄, η̄) = W (U)(ξ, η) est effectivement diagonale par blocs (10.74). Enfin,
l’identité de Plücker modifiée (10.72) donne

(10.76)

{
(ξ̄1)2 + (ξ̄2)2 + (ξ̄3)2 = (ξ1)2 + (ξ2)2 + (ξ3)2,

(η̄1)2 + (η̄2)2 + (η̄3)2 = (η1)2 + (η2)2 + (η3)2,

ce qui montre que la matriceV est une matrice orthogonale complexe de taille
3 × 3. �

Lemme 10.77.L’application

(10.78) SO3, 1(C) ∋ U 7−→ V (U) ∈ SO3(C)

est un homomorphisme surjectif de groupe.

Démonstration.Il suffit de montrer que la différentielle de cette application est sur-
jective au pointU = I4×4. En effet, il en découlera que l’image de cette application
contient un voisinage de l’identité dans le groupe connexeSO3(C), et tout voisi-
nage de l’identité engendre alors ce groupe par multiplication.

Pour calculer la différentielle en l’identité, commençonspar différentier l’iden-
titéE = TU ·E ·U enU = I4×4, ce qui donne0 = dTU ·E+E · dU , c’est-à-dire
en notation développée :

(10.79) 0 =




−2du1
1 −du2

1 − du1
2 −du3

1 − du1
3 du4

1 − du1
4

−du1
2 − du2

1 −2du2
2 − du1

2 −du3
2 − du2

3 du4
2 − du2

4

−du1
3 − du3

1 −du2
3 − du3

2 −2du3
3 du4

3 − du3
4

−du1
4 + du4

1 −du2
4 + du4

2 −du3
4 + du4

3 2du4
4


 .

Nous obtenons ainsi10 relations linéaires indépendantes sur les16 différentielles
duij en l’identité : le groupeSO3, 1(C) est effectivement de dimension16−10 = 6.
Prenons alors pour base sur l’espace cotangenent à l’identité les six formes diffé-
rentiellesdu3

2, du1
3, du2

1, du4
1, du4

2 etdu4
3. Calculons maintenant la différentielle en

l’identité de∆ij
kl = uik u

j
l − uil u

j
k :

(10.80)




d∆ij

kl

∣∣∣
I4×4

=
(
ujl du

i
k + uik du

j
l − ujk du

i
l − uil du

l
k

)∣∣∣
I4×4

= δjl du
i
k + δik du

j
l − δjk du

i
l − δil du

j
k.

Grâce à cette formule générale, nous pouvons calculer la différentielle en l’identité
de la matriceV (U) écrite en (10.71), ce qui donne :
(10.81)


0 −du2

1 + idu4
3 + idu3

4 + du1
2 −du3

1 − idu4
2 − idu2

4 + du1
3

−du1
2 − idu4

3 − idu3
4 + du2

1 0 −du3
2 + idu4

1 + idu1
4 + du2

3

−du1
3 + idu4

2 + idu2
4 + du3

1 −du2
3 − idu4

1 − idu1
4 + du3

2 0



 .

Simplifions en utilisant la base constituée des six formes différentiellesdu3
2, du1

3,
du2

1, du4
1, du4

2 etdu4
3 :

(10.82)




0 2du1
2 + 2idu3

4 −2du3
1 − 2idu2

4

−2du1
2 − 2idu3

4 0 2du2
3 + 2idu1

4

2du3
1 + 2idu2

4 −2du2
3 − 2idu1

4 0


 .
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Par ailleurs, la différentiation en l’identité de la relation TV · V = I3×3 qui défi-
nit une matrice3 × 3 orthogonale montre que l’espace cotangent en l’identité de
SO3(C) est engendrée par les matrices de la forme

(10.83)




0 dv1
2 −dv3

1

−dv2
1 0 dv3

2

dv3
1 −dv3

2 0


 ,

où les trois formesdv3
2 , dv1

3 etdv1
2 sont indépendantes. Il est clair que toute matrice

3 × 3 telle que (10.83) peut s’écrire sous la forme d’une matrice (10.82), ce qui
achève la preuve. �

§11. DÉCOMPOSITION DU TENSEUR DE COURBURE EN COMPOSANTES

IRRÉDUCTIBLES

Réécrivons la forme quadratique de Riemann-Christoffel enidentifiant les2-
formesωi ∧ ωj à des coordonnées plückeriennesωij indépendantes, ce qui donne :

(11.1)





Φ =
∑

16i<j64

∑

16k<l64

Sijkl · ωij ωkl

= S2
323 · (ω23)2 + S3

131 · (ω31)2 + S1
212 · (ω12)2+

+ S1
414 · (ω14)2 + S1

424 · (ω24)2 + S1
434 · (ω34)2+

+ 2S2
331 · ω23 ω31 + 2S2

312 · ω23 ω12 + 2S2
314 · ω23 ω14+

+ 2S2
324 · ω23 ω24 + 2S2

334 · ω23 ω34 + 2S3
112 · ω31 ω12+

+ 2S3
114 · ω31 ω14 + 2S3

124 · ω31 ω24 + 2S3
134 · ω31 ω34+

+ 2S1
214 · ω12 ω14 + 2S1

224 · ω12 ω24 + 2S1
234 · ω12 ω34+

+ 2S1
424 · ω14 ω24 + 2S1

434 · ω14 ω34 + 2S2
434 · ω24 ω34.

� Signification géométrique ? Fibré ?

Remplaçons les variablesωij en fonction des variablesξi et ηj via les for-
mules (10.46). Après un calcul direct, nous obtenons une représentation deΦ
comme somme de trois termes : une forme quadratiqueϕ(ξ), une forme bilinéaire
ψ(ξ; η) et la forme quadratiquecϕ(η) dont les coefficients sont conjugués de ceux
deϕ(ξ) :

(11.2) Φ = ϕ(ξ) + ψ(ξ; η) + cϕ(η),

où
(11.3)



4ϕ(ξ) := (ξ1)2
[
S2

323 − S1
414 + 2iS2

314

]
+ (ξ2)2

[
S3

131 − S2
424 + 2iS3

124

]
+

+ (ξ3)2
[
S1

212 − S3
434 + 2iS1

234

]
+ 2ξ2ξ3

[
S3

112 + iS3
134 + iS1

224 − S2
434

]
+

+ 2ξ3ξ1
[
S2

312 + iS1
214 + iS2

334 − S1
434

]
+ 2ξ1ξ2

[
S2

331 + iS2
324 + iS3

114 − S1
424

]
,
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où
(11.4)



2ψ(ξ; η) := ξ1η1
[
S2

323 + S1
414

]
+ ξ1η2

[
S2

331 − iS2
324 + iS3

114 + S1
424

]
+

+ ξ1η3
[
S2

312 − iS2
334 + iS1

214 + S1
434

]
+

+ ξ2η1
[
S2

331 + iS2
324 − iS3

114 + S1
424

]
+ ξ2η2

[
S3

131 + S2
424

]
+

+ ξ2η3
[
S3

112 − iS3
134 + iS1

224 + S2
434

]
+

+ ξ3η1
[
S2

312 + iS2
334 − iS1

214 + S1
434

]
+

+ ξ3η2
[
S3

112 + iS3
134 − iS1

224 + S2
434

]
+ ξ3η3

[
S1

212 + S3
434

]
,

et où la formecϕ(η) est conjuguée deϕ(ξ)
(11.5)



4cϕ(η) := (η1)2
[
S2

323 − S1
414 − 2iS2

314

]
+ (η2)2

[
S3

131 − S2
424 − 2iS3

124

]
+

+ (η3)2
[
S1

212 − S3
434 − 2iS1

234

]
+ 2η2η3

[
S3

112 − iS3
134 − iS1

224 − S2
434

]
+

+ 2η3η1
[
S2

312 − iS1
214 − iS2

334 − S1
434

]
+ 2η1η2

[
S2

331 − iS2
324 − iS3

114 − S1
424

]
.

11.6. Action d’une transformation de Lorentz sur la forme de Riemann-
Christoffel. Rappelons que la matrice de rotationU = (uij) intervient dans la

définition des1-formesωi. Introduisons une autre matrice de rotationU ′ = (u′ij)
satisfaisantE = TU ′ · E · U ′ et définissons la transformation

(11.7) ω′i :=
4∑

j=1

u′ij ω
i.

Elle induit la transformation suivante sur les2-formes :

(11.8) ω′i ∧ ω′j =: ω′ij =
∑

16k<l64

∆ij
kl(U

′)ω′kl =:
∑

16k<l64

u′ijkl ω
′kl,

où1 6 i < j 6 4 etu′ijkl est une abréviation de∆ij
kl(U

′). D’après le Lemme 10.73,
une telle transformation lorentzienne complexe induit unetransformation orthogo-
nale complexe par blocs

(11.9)

(
ξ′

η′

)
=

(
V 0
0 cV

)(
ξ
η

)
,

où V ∈ SO3(C) dépend deU ′. D’après le Lemme 10.77, toutes les matrices
V ∈ SO3(C) sont obtenues par ce procédé. La forme quadratiqueΦ = ϕ(ξ) +
ψ(ξ; η)+ cϕ(η) va se transformer en une formeΦ′ = ϕ′(ξ′)+ψ′(ξ′; η′)+ cϕ′(η′).
Avant d’expliciter cette transformation, quelques préliminaires algébriques sont né-
cessaires.

11.10. Action d’un changement de base sur une forme quadratique. Soit n ∈
N, n > 1, soit z = (z1, . . . , zn) ∈ C

n et soit g(z) :=
∑n

i, j=1 gij z
izj une

forme quadratique à coefficients complexes satisfaisantgij = gji. En introduisant
la matriceG = (gij) et en considérant quez est un vecteur colonne, nous pouvons
utiliser l’écriture matricielleg(z) = T z · G · z. NotonsGn l’espace vectoriel de
dimensionn(n+1)

2 constitué de ces formes quadratiques.
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Soitp ∈ N avec0 6 p 6 n et soitE la matrice diagonale (2.9). NotonsSOp, n−p

le groupe des matricesU de taillen × n à coefficients complexes satisfaisantE =
TU ·E ·U etdet U = 1. Ce groupe agit sur les formes quadratiques par changement
de base : sīz = U · z, d’où T z̄ = T z · TU , l’identification des coefficients dezizj

dans

(11.11) T zT · U ·G · U · z = T z̄ ·G · z̄ = ḡ(z̄) = g(z) = T z ·G · z
fournit l’identité matricielle

(11.12) TU ·G · U = G

qui exprime l’action du changement de basez̄ = U · z sur la forme quadratique
g(z). Définissons latrace modifiée deG par

(11.13) −g11 − · · · − gpp + gp+1 p+1 + · · · + gnn = Tr(E ·G).

Nous affirmons que la trace modifiée est un invariant de l’action par changement de
base, c’est-à-dire que nous avonsTr (E ·G) = Tr

(
E ·G

)
. En effet, dans le calcul

suivant, inséronsTU = E · Ũ · E dans le membre de droite de la première ligne
et utilisons la relationTr(ABCD) = Tr(DABC) pour le passage de la troisième
ligne à la quatrième :

(11.14)





Tr (E ·G) = Tr
(
E · TU ·G · U

)

= Tr
(
E · E · Ũ · E ·G · U

)

= Tr
(
Ũ · E ·G · U

)

= Tr
(
E ·G · U · Ũ

)

= Tr
(
E ·G

)
.

Pour cette raison, introduisons l’hyperplan de l’espace des formes quadratiquesGn
défini par

(11.15) G′
n := {G = (gij) ∈ Gn : Tr (E ·G) = 0} .

Cet hyperplan est stable par le changement de base (11.12). Notonsρ(U) l’endo-
morphisme linéaireG 7→ G = T Ũ ·G · Ũ de l’espace vectorielG′

n. On vérifie que
ρ(U1 · U2) = ρ(U1) · ρ(U2). L’applicationρ constitue donc un homomorphisme
du groupeSOp, n−p(C) dans le groupe des automorphismes linéaires deG′

n. On dit
queρ est unereprésentationdu groupeSOp, n−p(C) sur l’espace vectorielG′

n. Cette
représentation estirréductibleau sens suivant.

Lemme 11.16.Il n’existe pas de sous-espace linéaireG′′ contenu strictement dans
G′
n et non réduit à0 tel queρ(U)G′′ ⊂ G′′ pour toutU ∈ SOp, n−p(C).

Démonstration.Dans le cas défini positif, on utilise le théorème de diagonalisation
simultanée de formes quadratiques. La démonstration est à compléter. �

� Prudence avec le cas non défini positif.
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11.17. Soustraction de la trace modifiée.Le Lemme précédent suggère de ré-
écrire la forme de Riemann-ChristoffelΦ en soustrayant la trace deϕ(ξ) et la trace
de cϕ(η). D’après (11.3), d’après les relations de symétrie de la dernière ligne
de (6.39) et d’après la définition (8.4) de la courbure totale, la somme des coef-
ficients diagonaux deϕ(ξ) est égale à14 S, où l’expression développée deS est
donnée par :

(11.18) S = S2
323 + S3

131 + S1
212 − S1

414 − S2
424 − S3

434.

Ainsi, nous pouvons réécrire :

(11.19)





Φ = ϕ(ξ) + ψ(ξ; η) + cϕ(η)+

+
1

12
S
[
(ξ1)2 + (ξ2)2 + (ξ3)2 + (η1)2 + (η2)2 + (η3)2

]
,

avec

(11.20) ϕ(ξ) := ϕ(ξ) − 1

12
S
[
(ξ1)2 + (ξ2)2 + (ξ3)2

]
.

Maintenant, la trace de la forme quadratiqueϕ(ξ) est nulle. Les six coefficients
indépendants deϕ(ξ) se réduisent à cinq coefficients pourϕ(ξ).

L’action de la rotation lorentzienne (11.7) transforme(ξ, η) en(V · ξ, cV · cη),
où la matriceV ∈ SO3(C) peut être supposée arbitraire, grâce au Lemme 10.77.
Par une telle rotation complexe, la forme quadratique de Riemann-Christoffel se
transforme en la forme
(11.21)




Φ′ = ϕ′(ξ′) + ψ′(ξ′; η′) + cϕ′(η′)+

+
1

12
S
[
(ξ′1)2 + (ξ′2)2 + (ξ′3)2 + (η′1)2 + (η′2)2 + (η′3)2

]
,

où les deux formes quadratiquesϕ′ et conjuguéecϕ′ ainsi que la forme bilinéaire
ψ′ se transforment comme suit :

(11.22)





ϕ′ = T Ṽ · ϕ · Ṽ ,
ψ′ = T cṼ · ϕ · Ṽ ,
cϕ′ = T cṼ · cϕ · cṼ .

Grâce au Lemme 11.16 ci-dessus, l’action deV sur ces trois formes est irréduc-
tible. Nous en déduisons le théorème fondamental de décomposition du tenseur de
courbure en composantes irréductibles.

Théorème 11.23.Les20 invariants relatifsSijkl normaux se distribuent en quatre
groupes:

1
◦ l’invariant absoluS ;

2
◦ les cinq coefficients complexes de la formeϕ(ξ) ;

3
◦ les neuf coefficients(réels ou deux à deux imaginaires conjugués) de la forme
ψ(ξ; η) ;

4
◦ les cinq coefficients complexes conjugués decϕ(η).



SUR LES ÉQUATIONS DE LA GRAVITATION D’EINSTEIN (D’APRÉS ÉLIE CARTAN) 105

Toute transformation lorentzienne(11.7)sur les formes différentiellesωi échange
entre eux les invariants relatifs de chaque groupe et ces quatre groupes sont in-
décomposables en d’autres groupes dont les éléments soientséparément échangés
entre eux.

§12. THÉORÈME D’ UNICITÉ

12.1. Forme quadratique de Ricci.Définissons laforme quadratique de Ricci

(12.2) Θ :=
∑

16i, j64

Sij · ωiωj ,

dont les coefficientsSij =
∑4

k=1 εk S
k
ikj sont les composantes de la courbure de

Ricci. La trace modifiée de cette forme satisfait
∑4

i=1 εi Sii =
∑4

i, k=1 εiεkS
i
iki =

2S. Par conséquent, si nous définissons

(12.3) Θ := Θ − 1

2
S
∑

16i64

εi (ω
i)2,

la trace modifiée deΘ =:
∑4

i, j=1 Sij · ωiωj s’annule :

(12.4) 0 = −S11 − S22 − S33 + S44.

Il reste9 coefficients linéairement indépendantsΘij. On appelleraforme quadra-
tique de Ricci sans tracela formeΘ. Par un calcul direct, nous obtenons l’expression
développée de la formeΘ :

(12.5)





Θ = (ω1)2
[
1

2

(
S2

323 − S3
131 − S1

212 + S1
414 − S2

424 − S3
434

)]
+

+ (ω2)2
[
1

2

(
−S2

323 + S3
131 − S1

212 − S1
414 + S2

424 − S3
434

)]
+

+ (ω3)2
[
1

2

(
−S2

323 − S3
131 + S1

212 − S1
414 − S2

424 + S3
434

)]
+

+ 2ω2ω3
[
−S1

213 + S4
243

]
+ 2ω3ω1

[
−S2

321 + S4
341

]
+

+ 2ω1ω2
[
−S3

132 + S4
142

]
+ 2ω1ω4

[
−S2

124 − S3
134

]
+

+ 2ω2ω4
[
−S1

214 − S3
234

]
+ 2ω3ω4

[
−S1

314 + S2
324

]
.

On peut observer que ces9 coefficients sont des combinaisons linéaires des coef-
ficients de la forme bilinéaireψ(ξ; η). Citons sans démonstration un énoncé qui
explique la relation géométrique entre la forme quadratique de Ricci sans traceΘ
et la forme bilinéaireψ (cf. [Ca1922], pp. 51–52).

Théorème 12.6.Le complexe quadratique de droites obtenu en annulant la forme
ψ est celui des droites qui découpent sur la quadrique de Minkowski complexeQM
et sur la quadriqueΘ = 0 deux segments formant une division harmonique.
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12.7. Démonstration du théorème d’unicité.Grâce aux considérations de la fin
du §8.47, le Théorème d’unicité 1.85 se ramène à l’énoncé suivant.

Théorème 12.8.Toute forme quadratique covariante

(12.9) Ψ :=

4∑

i, j=1

Dij · ωiωj

dont les coefficients sont des combinaisonslinéaires à coefficients constantsdes
composantes de courbureSijkl est nécessairement de la forme:

(12.10) Dij = λSij + (αS + β)
[
−(ω1)2 − (ω2)2 − (ω3)2 + (ω4)2

]
.

Démonstration.Pour soustraire àΨ sa trace modifiée, posons

(12.11)





D := −D11 −D22 −D33 +D44

Dij := Dij −
1

4
εi δ

j
i ,

de telle sorte que

(12.12) Ψ =
4∑

i, j=1

Dij · ωiωj +
1

4
D
[
−(ω1)2 − (ω2)2 − (ω3)2 + (ω4)2

]
,

avec

(12.13) 0 = −D11 −D22 −D33 +D44.

La quantitéD est un invariant absolu, comme on le vérifie par un calcul analogue
à (8.4) :

(12.14)





D =

4∑

i=1

εiDii =

4∑

i, i1, j1=1

εi ũ
i1
i ũ

j1
j Ci1j1 =

∑

i, i1, j1

εi1 u
i
i1
ũj1i Ci1j1

=
∑

i1

εi1Ci1i1 = C,

indépendant des variables de rotationuij . D’après le Théorème 11.23, seule la quan-
tité S = R est un invariant absolu. Par conséquent, puisqueD est une combinaison
linéaire desSijkl, il existe des constantesα etβ telles que :

(12.15) D = αS + β.

Quant aux quantitésDij , elles dépendent linéairement de9 d’entre elles que nous
pourrons, sans préciser davantage, désigner par

(12.16) D1, D2, . . . . . . D9.

Lorsqu’on effectue une transformation lorentzienneω′i =
∑

16j64 u
′i
j ω

j

quelconque, les quantitésDk subissent une substitution linéaireD
′
k =∑

16m69 λ
m
k Dm. Plus précisément, si nous revenons aux notations

Dij , et si nous remplaçonsωi =
∑

16j64 ũ
′
j
i ω′j, nous obtenons
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D
′
ij =

∑
16i1, j164 ũ

′
i
i1 ũ′j

j1 Di1j1. D’après le Lemme 11.16, il est impos-

sible de trouverh < 9 combinaisons linéaires indépendantes desDk qui sont
transformées entre elles.

Introduisons les cinq coefficients indépendantsΦl, l = 1, . . . , 5, de la forme
quadratiqueϕ(ξ), les neuf coefficients indépendantsΨm, m = 1, . . . , 9, de la
forme bilinéaireψ(ξ; η) et les cinq coefficients indépendants conjuguéscΦl, l =
1, . . . , 5, de la forme quadratiquecϕ(ξ). Pourk = 1, . . . , 9, chaque quantitéDk

étant combinaison linéaire des coefficients de courbureSijkl, elle se décompose sous
la forme

(12.17) Dk = Hk +Kk + Lk + αk S + βk,

oùHk est une combinaison linéaire des5 coefficients deϕ(ξ), oùKk est une com-
binaison linéaire des9 coefficients deψ(ξ; η) et oùLk est une combinaison linéaire
des5 coefficients complexes conjugués decϕ(η), i.e.

(12.18)





Hk =
∑

16l65

H l
k · Φl,

Kk =
∑

16m69

Km
k · Ψm,

Lk =
∑

16l65

Llk · cΦl.

Quand on effectue sur lesωi une transformation linéaireω′i =
∑4

j=1 u
′i
j ω

j conser-

vant la forme
∑4

i=1 εi (ω
i)2 (la matriceU ′ appartient àSO3, 1(C)), les quantitésDk

subissent entre elles une substitution linéaire. D’après le Théorème 11.23, à travers
une telle transformation linéaire, les5 coefficientsH l

k, les9 coefficientsKm
k et les

5 coefficientsLlk subissent aussi entre eux une substitution linéaire.

Lemme 12.19.Pourk = 1, . . . , 9, les quantitésHk sont nulles.

Démonstration.Supposons par l’absurde que lesHk ne sont pas tous nuls. Soitr
le rang de la matrice(H l

k)
16l65
16k69 de taille9 × 5. On a1 6 r 6 5. En renumérotant

lesDk si nécessaire, nous pouvons supposer que la sous-matrice(H l
k)

16l65
9−r+16k69

constituée desr dernières lignes est de rangr.
L’entier h := 9 − r satisfait 4 6 h 6 8. En effectuant des combinai-

sons linéaires (pivot de Gauss) sur les9 équations (12.17), et en notant à nou-
veauDk, k = 1, . . . , 9, les membres de gauche obtenus, on peut supposer que
H1 = · · · = Hh = 0 et que les quantitésDh+1, . . . , D9 font intervenir les
r = 9−h quantitésHk indépendantes. Quand on effectue sur lesωi une transforma-
tion linéaireω′i =

∑4
j=1 u

′i
j ω

j conservant la forme fondamentale
∑4

i=1 εi (ω
i)2,
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on a
(12.20)



S′ = S

K ′
k =

∑

16m69

µmk Km

L′
k =

∑

16l65

νlk Ll

D
′
k = K ′

k + L′
k + αkS

′ + βk, pour k = 1, . . . , h,

D
′
k = λ1

kD1 + · · · + λhk Dh + λh+1
k Dh+1 + · · · + λ9

kD9, 1 6 k 6 9.

Puisque les quantitésDh+1, . . . , D9 font intervenir lesr quantitésHk indépen-
dantes, en comparant la dernière ligne à l’avant-dernière ligne, nous déduisons que
0 = λh+1

k = · · · = λ9
k pourk = 1, . . . , 9, ce qui complète la preuve. �

Le raisonnement précédent permet de montrer que toutes les quantitésLk, et
toutes les constantesαk, βk sont aussi nulles. Ainsi :

Lemme 12.21.Les quantitésDk sont des combinaisons linéaires des coefficients
de la forme bilinéaireψ(ξ; η).

Rappelons que ces derniers coefficients sont combinaisons linéaires des coeffi-
cientsSij de la forme quadratique de Ricci sans trace, qui sont au nombre de9.
Notons, sans préciser davantage,

(12.22) S1, S2, . . . . . . S9

ces9 composantes. Ainsi, il existe des constantesνmij ∈ C telles que

(12.23) Dij =
∑

16m69

νmij Sm.

Considérons alors la forme quadratique

(12.24)
4∑

i, j=1

(
Dij − λSij

)
· ωiωj =

4∑

i, j=1



∑

16m69

νmij Sm − λSij


 · ωiωj .

En formant le déterminant9 × 9 de la matrice qui apparaît entre parenthèses et en
choisissant pourλ une racine du polynôme caractéristique obtenu, nous pouvons
supposer que les9 coefficients

(12.25) Ek := Dk − λSk

sont linéairement dépendants.

Lemme 12.. Avec une telle racineλ, on aDij = λSij pour tousi, j = 1, . . . , 4.

Démonstration.Raisonnons comme dans la preuve du Lemme 12.19. Par hypo-
thèse, les quantitésEk sont combinaisons linéaires des coefficients de la forme
bilinéaireψ(ξ; η), i.e.

(12.26) Ek =
∑

16m69

Km
k · Ψm.
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Notonsr le rang de la matrice(Km
k )16m69

16k69 et supposons par l’absurde que1 6 r 6

8. L’entier h := 9 − r satisfait alors1 6 h 6 8. En effectuant des combinaisons
linéaires, nous pouvons supposer que

(12.27) 0 = E1 = · · · = Eh,

et que les quantitésEh+1, . . . , E9 sont linéairement indépendantes.

� Vérifier !

Quand on effectue sur lesωi une transformation linéaireω′i =
∑4

j=1 u
′i
j ω

j

conservant la forme
∑4

i=1 εi (ω
i)2, les quantitésE

′
k subissent une substitution li-

néaire :

(12.28)

{
E

′
k = λ1

k E1 + · · · + λhk Eh + λh+1
k Eh+1 + · · · + λ9

k E9

= λh+1
k Eh+1 + · · · + λ9

k E9.

Ces transformations montrent que l’espace engendré par lesquantitésE1, . . . ,Eh
est invariant par toutes les transformations lorentziennes induites, en contradiction
avec le Lemme 11.16. �

Nous pouvons enfin achever la preuve du Théorème 12.8. En effet, nous avons

(12.29)
∑

16i, j64

Dij · ωiωj = λ
∑

16i, j64

Sij · ωiωj

ce qui démontre (12.10) en tenant compte de (12.12) et de (12.15). �

En conclusion, sous l’hypothèse provisoire du §8.47, la démonstration du Théo-
rème 1.85 est terminée. �
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§1. ÉLIE CARTAN ET LA RELATIVITÉ GÉNÉRALE

1.1. Unicité du tenseur d’Einstein, d’après Élie Cartan. Bien que souvent réfé-
rencée dans les traités de physique, la contribution d’ÉlieCartan aux fondements
théoriques de la relativité générale est essentiellement méconnue. Dès 1921, un an
avant la publication de ses cinq célèbres notes auxComptes Rendusqui annon-
çaient le grand mémoire divisé en trois parties [Ca1923b, Ca1924, Ca1925a] sur la
théorie générale des connexions affines, Cartan s’attaquait aux équations d’Einstein
dans un article ([Ca1922]) dense et difficile d’accès, publié seulement1 en 1922. Il y
démontrait que le tenseurEij, introduit par Einstein en 1916 ([Ei1916]) et apparais-
sant dans le membre dit «géométrique» des équations covariantes de la relativité
générale :

Eij = −8πG

c4
Tij

1 « Ce Mémoire a été rédigé il y a plus d’un an. Depuis, j’ai publié en février et mars derniers,
dans lesComptes Rendus de l’Académie des Sciences(t. 174, p. 437, 593, 734, 857, 1104), des Notes
relatives à une conception géométrique nouvelle des espaces non euclidiens. L’idée fondamentale de
ces Notes est en germe, sous une forme mi-abstraite, mi-géométrique, dans les premiers et les derniers
numéros de ce Mémoire (1-6, 35-40). »
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(où Tij désigne le tenseur énergie-impulsionde la matière, oùG ≈
6, 67.10−11 m3 kg−1 s−2 est la constante gravitationnelle et oùc ≈ 299.106 ms−1

est la vitesse de la lumière) était essentiellementunique, ce qui dévoilait un carac-
tère remarquable de nécessité mathématiquea posteriori de la théorie d’Einstein,
déjà confirmée sur le plan physique par l’avance du périhéliede Mercure (1915)2

et par l’incurvation des rayons lumineux au voisinage du soleil (Éclipse totale de
1919).

Ce résultat d’unicité, Cartan l’obtenait en effectuant la synthèse entre trois théo-
ries géométriques profondes :

• la fameuse «méthode d’équivalence» qu’il avait inventée dans les années
1904–1908 pour classifier les groupes de transformation de dimension infi-
nie (problème difficile laissé en chantier par Lie), et qu’ilappliquait ici pour
la première fois aux variétés (pseudo)riemanniennes ;

• le calcul tensoriel, développé par Ricci, Schouten, Levi-Civita, Weyl, Bom-
piani, Bortolotti, Carpanese et d’autres géomètres européens, dont Einstein et
Grossmann s’étaient inspirés ;

• la géométrie projective complexe, considérablement développée à la fin du
dix-neuvième siècle par l’école allemande, notamment Plücker, Clebsch, Lip-
schitz, Klein, Mayer, Lie, Engel, Voss.

C’est des années 1917–1923 aussi que date la tentative par Hermann Weyl de
synthétiser relativité générale et électromagnétisme grâce à une théorie à connexion
métrique et à torsion nulle qui prolonge le cadre riemannienen autorisant l’étalon
de longueur à subir lui aussi une déformation par transport parallèle le long des
courbes. Sans s’en douter, les fondateurs du concept géométrique de connexion
linéaire que sont Schouten, Levi-Civita et Weyl avaient déjà inspiré le géomètre
français en 1921, car dans ce premier mémoire [Ca1922] antérieur aux grandes
synthèses [Ca1923b, Ca1924, Ca1925a], les connexions riemanniennes sans torsion
apparaissaient repensées et élevées à un caractère intrinsèque supérieur3, grâce aux
techniques d’algèbre différentielle que Cartan avait élaborées dès les années 1900.

2 Dès novembre 1915, dans une annonce auxSitzungsberichtede laPrüssische Akademie der
Wissenschaften, Einstein résolut ce problème ouvert depuis près de cent-cinquante ans en mécanique
céleste : expliquer la lente précession de la trajectoire elliptique de Mercure, planète la plus proche
du Soleil, située à environ 55 millions de km (415 révolutions par siècle). L’écart entre la valeur
expérimentale de l’avance du périhélie∆exp ≈ 5600 secondes d’arc par siècle et celle∆N ≈ 5557′′

‹

siècle prédite par la théorie newtonienne fine des perturbations (Leverrier 1859 ; Newcomb 1882) était
de43′′ ± 0, 45, valeur qui coïncidait (à la précision des mesures près) avec le terme correctif obtenu
par Einstein en calculant le champ de gravitation sphériquecréé par le Soleil∆E = 6 π G MSol

c2 a (1−e2)
≈

43, 03′′.
3 « Je n’utilise pas du tout le calcul différentiel absolu de Ricci ; ce n’est pas que j’en méconnaisse

l’importance ; mais il n’est pas mauvais je crois de montrer que des méthodes absolument générales
sont applicables à la théorie des invariants d’une forme différentielle quadratique » Cartan mentionne
à plusieurs reprises la puissance englobante dans ses travaux ultérieurs sur les connexions affines,
métriques, euclidiennes, riemanniennes, projectives, conformes, ou associées à des géométries de
Klein quelconques.
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1.2. Courbure de Ricci et divergence covariante.Présentons succinctement ce
résultat d’unicité4. Considérons une variété pseudo-riemannienne de dimension
quatre saisie dans des coordonnées locales(x1, x2, x3, x4) et équipée d’une pseudo-
métrique infinitésimaleds2 =

∑
16k,l64 gkl(x) dx

kdxl de signature(−,−,−,+),
où les 10 fonctionsgkl = glk sont appelées «potentiels de gravitation» par les
physiciens. Rappelons qu’en toute dimensionn > 3, le tenseur de Ricci:

Rij :=

n∑

k=1

Rikj
k

s’obtient en contractant letenseur de courbure de Riemann:

Rijk
l :=

∂

∂xj
Γlik −

∂

∂xi
Γljk +

n∑

p=1

(
Γpik Γljp − Γpjk Γlip

)
.

(1 6 i, j, k, l 6 n), lequel s’exprime classiquement en termes des dérivées d’ordre
un et zéro descoefficients de ChristoffelΓkij de la connexion ditede Levi-Civita

Γkij :=
1

2

n∑

p=1

gpk
(
∂

∂xi
gpj +

∂

∂xj
gpi −

∂

∂xp
gij

)
,

qui est l’unique connexion sans torsion compatible avec la (pseudo)métrique rie-
mannienne, oùgpq désigne la matrice inverse degkl ; la courbure scalaireenfin
s’exprime quant à elle en contractant le tenseur de Ricci

R :=
∑

16i,j6n

gij Rij .

Le théorème d’unicité de Cartan énonce alors précisément que tout tenseur cova-
riant à deux indicesCij qui se transforme comme le tenseur métriquegkl lors d’un
changement arbitraire de coordonnées5 et qui s’exprime comme une fonction des
potentielsgkl et de toutes leurs dérivées d’ordre un et deux :

Cij = Fonction ij

(
gαβ ,

∂gkl
∂xm

,
∂2gkl

∂xm∂xn

)
,

où l’on supose pour des raisons physiques que la dépendance en les dérivées d’ordre
deux ∂2gkl

∂xm∂xn (x) est linéaire, tout tenseurCij qui satisfait ces conditions est alors

4 Le lecteur est renvoyé à [ADM2004] pour une exposition détaillée.
5 Si x 7→ x̄ =

`
x1(x), . . . , xn(x)

´
désigne ce difféomorphisme local, en remplaçant les diffé-

rentiellesdxk =
P

16k164
∂xk

∂xk1
dxk1 dans la relation

ds
2 =

X

16k,l64

gkl(x) dx
k
dx

l =
X

16k1,l164

gk1l1
(x) dx

k1dx
l1 = ds

2
,

on voit que le tenseur métrique se transforme commegk1l1
(x) =

P
16k64

P
16l64

∂xk

∂xk1

∂xl

∂xl1
gkl(x), et donc la condition sur le tenseurCij requiert

Ci1j1 =
P

16i64

P
16j64

∂xi

∂xi1

∂xj

∂xj1
Ci,j .
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nécessairement une combinaison linéaire incorporant le tenseur de Ricci, la cour-
bure scalaire que multiplie le tenseur pseudométrique et letenseur pseudométrique
lui-même :

Cij = aRij + bR gij + c gij ,

avec des constantes réellesa, b et c arbitraires. On vérifie de plus par le calcul que
les tenseurs une fois covariant et une fois contravariant6 de la forme :

Ei
j := a

(
Ri

j − 1
2 δ

j
i R
)

+ b δji ,

oùa etb sont deux constantes réelles, sont les seuls qui satisfont les quatre identités
« géométriques »7 :

0 = Ei
j
; j =: ∂

∂xj − Γlij El
j + Γilj Ei

l

(on sous-entend maintenant les sommations sur les paires d’indices répétés en haut
et en bas) qui découlent nécessairement du fait que le tenseur énergie-impulsion
Tij doit satisfaire la loi « physique » de conservation (annulation de la divergence
covariante) :

Ti
j
; j = 0.

C’est donc bien le tenseur d’EinsteinRij − 1
2 δ

j
i R que l’on retrouve, avec le terme

supplémentaireδji dansEij correspondant à la troisième composantegij deCij, que
l’on pouvait d’ailleurs ajouter gratuitement à l’avance, puisque, d’après un théo-
rème classique dû à Ricci — que Levi-Civita réinterpréta en disant que le transport
parallèle conserve les longueurs —, toutes les dérivées covariantes desgij :

gij; k = ∂
∂xk gij − Γlki glj − Γlkj gli ≡ 0

s’annulent identiquement. Ici, le coefficientb (en général supposé nul dans les appli-
cations physiques) s’identifie à la fameuseconstante cosmologiqueΛ qu’Einstein
avait ajoutée en 1917 aux équations de la relativité générale :

Rij − 1
2 Rgij − Λ gij = −8π G

c4
Tij ,

dans le but de rendre sa théorie compatible avec l’idée (contredite par la décou-
verte par Hubble en 1929 de l’expansion intergalactique) d’un univers statique (voir
[Ei1993b], pp. 85–129).

1.3. Heuristique einsteinienne.Pour se convaincre de la plausibilité du théorème
d’unicité de Cartan, il est facile de vérifier qu’à cause des symétries indicielles dont
jouit le tenseur de Riemann :

{
0 = Rijk

l +Rkij
l +Rjki

l,

0 = Rijk
l +Rjik

l,

6 L’élévation de l’indicej grâce à l’inversegpq du tenseur métrique définitCi
j := gjp Cip et de

mêmeEi
j := gjp Eip.

7 Les dérivées covariantes d’un tenseurAi
j une fois covariant et une fois contravariant sont défi-

nies par :Ai
j

;k := ∂

∂xk Ai
j −

Pn

l=1 Γl
ik Al

j +
Pn

l=1 Γj
lk Ai

l.
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on ne peut obtenir par contraction de deux indices que le tenseur de RicciRij, son
opposé−Rij ou le tenseur nul, et c’est essentiellement ainsi qu’Einstein, dans sa
synthèse finale de 1916, argumentait en faveur du choix naturel de ce tenseur pour
intervenir dans les équations de la gravitation relativiste :

[. . . ] pour le champ de gravitation en l’absence de matière, il est natu-
rel de chercher à annuler le tenseur symétrique Bµν déduit du tenseur
Bρ

µστ . [. . . ] avec le choix du système de coordonnées que nous avons
fait ∗, ces équations s’écrivent dans le cas du champ libre de matière :

(47)






∂Γα
µν

∂xα

+ Γα
µβ Γβ

να = 0

√
−g = 1.

Il faut remarquer que le choix de ces équations comporte un mi-
nimum d’arbitraire. Car, en dehors de Bµν , il n’existe pas de tenseur
de rang 2 formé des gµν et de leurs dérivées qui ne comporte aucune
dérivée d’ordre supérieur à deux et qui soit linéaire en fonction de ces
dernières (à proprement parler, cela ne peut être affirmé que du tenseur
Bµν + λgµν

(
gαβ Bαβ

)
où λ est une constante. Mais si on écrit que ce

tenseur est égal à 0, on aboutit de nouveau aux équations Bµν = 0) ∗∗.
[Ei1993a], p. 209.

Treize ans plus tard, Einstein développait ce qui allait devenir la tentative la plus
connue en direction d’une théorie unitaire des champs8, à savoir : leFernparalle-
lismus (« parallélisme éloigné »), aliasparallélisme absolu. Dans ce contexte, on
dispose de16 = 4 × 4 quantités fondamentales : les composantes des «tétrades»,
qui sont constituées par définition d’un système de4 champs de vecteurs linéai-
rement indépendants en tout point d’un espace à4 dimensions. Ce nombre16 est
supérieur de6 unités à celui — égal à10 — des potentiels de gravitationgij , et —
hasard numérique ou coïncidence profonde ? —, le nombre additionnel 6 est jus-
tement égal au nombre des composantes des champs électriqueE et magnétique
B de la théorie de Maxwell. Bien que le tenseur de courbure de Riemann s’annule
identiquement à cause de l’absoluité du parallélisme, il existe un autre tenseur fon-
damental — en général non nul — letenseur de torsion(qui s’annule en relativité

∗ Dans le mémoire d’Einstein, la normalisation de l’élément de (pseudo)volume
√−g = 1 fait

disparaître un terme sur deux dans l’expression du tenseur de Riemann.
† « [. . . ] für das materiefreie Gravitationsfeld das Verschwinden des aus dem TensorBρ

µστ abge-
leiteten symmetrischen TensorsBµν zu verlangen. Diese Gleichungen lauten [. . . ] bei der von uns
getroffenen Wahl das Koordinatensystem für das materiefreie Feld

(47)

8
<
:

∂Γα
µν

∂xα

+ Γα
µβ Γβ

να = 0

√
−g = 1.

Es muß darauf hingewiesen werden, daß der Wahl dieser Gleichungen ein Minimum von Willkür
anhaftet. Denn es gibt außerBµν keinen Tensor zweiten Ranges, der aus dengµν und deren Ablei-
tungen gebildet ist, keine höheren als zweite Ableitungen enthält und in letzteren linear ist (eigentlich
läßt sich dies nur von dem TensorBµν + λgµν

`
gαβ Bαβ

´
behaupten, wobeiλ eine Konstante ist.

Setz man jedoch diesen= 0, so kommt man wieder zu den GleichungenBµν = 0). » ([Ei1916],
803–804.)

8 C’est le Saint-Graal de la pysique du vingtième siècle !
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générale par définition de la connexion de Levi-Civita), et ce tenseur se substitue au
tenseur de Riemann pour occuper la place du tenseur fondamental dont découlent
toutes les informations physico-géométriques. On verra dans la Section ? ? com-
ment Einstein répètera à cette occasion, au sujet du tenseurde torsion, les analyses
heuristiques concernant les symétries indicielles et les contractions tensorielles qui
lui avaient ouvert la voie vers les équations de la relativité générale.

Auparavant, nous devrons introduire le concept de connexion (Section ? ?), re-
définir le covariant bilinéaire de Frobenius-Darboux dont Cartan fit un usage sys-
tématique parce qu’il est doté d’un caractère invariant (Section ? ?), et exposer la
géométrie du tenseur de torsion. En guise de prologue, nous commencerons par
une courte réflexion épistémologique inspirée par Gauss.

§2. DIE GAUSSCHESTRENGE

2.1. Le levier symbolique.À cause de la grande difficulté qu’il y a à exposer plei-
nement la signification des notions géométriques, on se contente généralement de
présenter seulement de manière formelle ou axiomatique lesconcepts de connexion,
de dérivée covariante, de courbure, de torsion, ainsi que les identités de type Bian-
chi auxquelles satisfont les dérivées covariantes des tenseurs fondamentaux. La
brève présentation des quantitésgkl, gpq, Γkij, R

l
ijk, Rij , R et Eij que nous nous

sommes autorisée plus haut souffre aussi de cette imperfection. À vrai dire, par
l’effet d’un penchant au calcul auquel la pensée est entraînée dès que le langage
symbolique s’introduit dans les raisonnements, l’« essence du tensoriel » incite à
l’« algébrisation des contenus ».

Il est dans la nature des mathématiques des temps modernes (en
contraste avec celles de l’Antiquité) que nous possédons un levier sous
la forme de notre langage symbolique et de notre terminologie, grâce à
quoi les raisonnements les plus complexes sont réduits à un certain mé-
canisme. De cette manière, la science a gagné infiniment en richesse,
mais elle a autant perdu en beauté et en caractère, comme on le fait
ordinairement dans la pratique. Combien ce levier est-il fréquemment
appliqué de manière purement mécanique ! bien que l’autorisation de
l’employer implique, dans la plupart des cas, certaines hypothèses pas-
sées sous silence ∗. Gauß, Werke,10, 1, p. 434.

2.2. Die Gaussche Strenge.Cependant, comme l’exigeait Gauss lui-même dans
cette lettre du 1er septembre 1850 adressée à son fidèle interlocuteur Schumacher
(où il critiquait le peu de souci de rigueur que Prehn manifestait dans un mémoire
sur les séries divergentes paru la même année dans leJournal de Crelle) :

∗ « Est ist der Character der Mathematik der neueren Zeit (im Gegensatz gegen das Alterthum),
dass durch unsere Zeichensprache und Namengebungen wir eine Hebel besitzen, wodurch die ver-
wickeltsten Argumentationen auf einen gewissen Mechanismus reducirt werden. An Reichthum hat
dadurch die Wissenschaft unendlich gewonnen, an Schönheitund Solidität aber, wie das Geschäft
gewöhnlich betrieben wird, eben so sehr verloren. Wie oft wird jener Hebel eben nur mecanisch ange-
wandt, obgleich die Befugniss dazu in den meisten Fällen gewisse stillschweigende Voraussetzungen
implicirt. »
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Chaque fois que l’on utilise le calcul et chaque fois qu’on emploie des
concepts, j’exige que l’on reste toujours conscient des stipulations ori-
ginelles [ursprünglichen Bedingungen], et que tous les résultats du mé-
canisme ne soient jamais considérés comme des propriétés en dehors
d’une autorisation claire ∗∗. Ibidem.

Ainsi s’exprime la rigoureuse et austère sévérité mathématique de Gauss (die
GAUSSche Strenge) : jamais acte de calcul ne doit être engagé qui ne soit encadré
au préalable par des conditions précises quant à l’extension de ses significations.
Par exemple, quel que soit le sens qu’on donne aux séries divergentes en choisis-
sant un procédé de sommation déterminé, de type Césaro, Fejér ou Toeplitz, il faut
impérativement justifier par des propositions dûment établies à partir des défini-
tions initiales que l’on peut effectuer toutes les opérations algébriques élémentaires
sur les séries ainsi « apprivoisées », et notamment la multiplication ; on ne pourrait
certainement pas se contenter d’exécuter ces opérations auprétexte qu’elles sont
justifiées pour les séries convergentes. Tout calcul que l’on transfère graduellement
à des objets qui s’élèvent en généralité expose en effet à desnon-sens éventuels.
Ainsi l’addition, la soustraction et la multiplication entre séries divergentes doit-
elle conserver la mémoire des processus sommatoires qui ontété choisis pour leur
donner un sens. C’est donc la première interprétation immédiate de cette citation de
Gauss : nécessité de se conformer au sens interne ; nécessitéde respecter les bornes
définitionnelles ; sous peine d’incohérence.

2.3. Science et conscience coprésente.Mais au-delà, Gauss évoque sans la déve-
lopper une pensée plus profonde qui nous est suggérée par le membre de phrase
« j’exige que l’on reste toujours conscient des stipulations originelles ». On sait
combien il est délicat et malaisé de répondre à cet impératifde « conscientisation
continue du sens », surtout lorsqu’il s’agit de calculs de type tensoriel qui sont as-
sez longs ou considérables pour égarer l’intuition géométrique ou noyer l’esprit de
synthèse, un peu comme si les « masses-pensées » chères à Riemann devaient se ré-
server à tout instant l’énergie de « se rendre présentes les totalités conceptuelles » ;
toutefois, l’austérité ou la rigueur gaussienne (dieGAUSSche Strenge) sont là pour
nous rappeler lesimpératifs catégoriques de la pensée mathématique, similaires aux
impératifs que Kant théorisa dans saCritique de la raison pratique, c’est-à-dire des
règles qui sont constituées par des principes scientifiquesabstraits et qui sont dési-
gnées par des devoirs.

2.4. L’impératif catégorique de la morale kantienne. D’après Kant, l’impératif
moral est unimpératif catégorique: il commande absolument la poursuite d’une
fin morale, en elle-même et pour elle-même, et il détermine lavolonté en indiquant
une loi objective de la raison : laloi morale, valable universellement pour tout être
raisonnable en tant que tel. D’une portée inférieure, lesimpératifs hypothétiquesne
se rapportent qu’à la nécessité pratique d’une action considérée commemoyende
parvenir à quelque chose, lafin visée incitant à recourir à la technique, à l’habileté,

† « Ich fordere, man soll bei allem Gebrauch des Calculs, bei allen Begriffsverwendungen sich
immer der ursprünglichen Bedingungen bewusst bleiben, undalle Producte des Mechanismus niemals
über die klare Befugniss hinaus als Eigenthum betrachten. »
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à la prudence, à la méthode et au pragmatisme. Quant à lui, l’impératif catégo-
rique représente une action comme nécessaire pour elle-même, cette action n’étant
subordonnée en tant que moyen à aucune fin déterminante étrangère à son prin-
cipe. Il commande de se conformer aux actions qui sont bonnesen elles-mêmes,
et par l’effet d’une nécessité inconditionnée et véritablement objective, il soumet
la volonté à uneloi morale interne et autonome que Kant énonce comme suit :
«Agis uniquement d’après la maxime qui fait que tu peux vouloir en même temps
qu’elle devienne une loi universelle parmi les hommes». Est doncimmorale toute
action qui, si on la supposait perpétrée par tous les hommes universellement en
même temps, conduirait à une perte dommageable d’équilibrede la communauté
des hommes, à un chaos des mœurs, aux conflits, au crime, à la mort. L’impératif
catégorique kantien énonce donc une règle absolue et universelle propre à déter-
miner l’action morale en toutes circonstances : il suffit de tester la moralité d’une
action en s’imaginant les conséquences d’une universalisation pour se décider en
conséquence. Ainsi, le catégorique domine et se ramifie dansl’hypothétique.

2.5. Impératifs catégoriques de la pensée mathématique.En mathématiques,
l’impératif catégorique — si tant est qu’on puisse lui donner un sens tout analogue
au sens kantien — doit nécessairement s’exprimer dans une pure abstraction im-
manente, parce que la matière même des mathématiques transcende les conditions
biologiques ou neuronales de son exploration effective9. De plus les impératifs se
démultiplient et se pluralisent pour se disposer en un tripôle fondamental abstrait
qui n’influe pas aussi directement la volonté que dans le champ de la raison pra-
tique.

� D’abord l’exigence absolue decohérence: non-contradiction, vigilance ar-
chitecturale, et vérité des raisonnements.

� Ensuite, le devoir pérenne et indéfectible derecherche : indéfini potentiel,
ouverture dynamique, etin situ de l’Inconnu.

� Enfin, l’admission de lanouveauté comme critère et règle de participation :
absorption effective, progrès (im)perceptibles, et enrichissement croissant des ar-
borescences.

Trois impératifs, donc, inscrits dans une relation triangulaire où les hiérarchies
sont interchangeables et où les connexions sont cycliques.Au centre du cercle cir-
conscrit, l’exigence gaussienne de présence permanente dela pensée conceptuelle
comme conscience : liée à chacun des trois pôles, elle exercesa capacité d’activa-
tion en mesurant sa force au champ opaque de l’ouverture.

� Vérification constante de rigueur.

� Maintien absolu des questions indécidées.

9 D’autres langages imprévisibles ou approches dont la teneur reste insoupçonnée se révèleront
probablement plus adéquats pour le traitement et la compréhension de problèmes encore ouverts à ce
jour : tel est lecredo fondamental en l’être-disponible de la chose mathématiqueque partagent tous
les mathématiciens.
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� Évaluation conceptuelle des apports.

§3. IMPÉRATIFS HYPOTHÉTIQUES D’ EXPOSITION SCIENTIFIQUE

3.1. Incompressibilité des actes de pensée.Les actes que requiert l’appropriation
individuelle par la pensée sont innombrables et complexes —c’est un fait — et
pour cette raison, il n’y a pas d’autre « méthode » universelle pour entrer dans un do-
maine mathématique ou pour comprendre un théorème que de méditer un très grand
nombre de fois les concepts et les arguments, aussi bien dansun ordre hypothético-
déductif structuré que dans le libre chaos de contemplations décousues et incons-
cientes10. Comme le notifie l’exigence gaussienne, il faut constamment redéployer
dans sa conscience la trame métaphysique et motivationnelle d’une théorie, interro-
ger ce qui demeure mystérieux dans l’intention centrale et chercher à dominer les
interprétations hésitantes qui se nichent dans les calculs. L’économie tout apparente
qu’apporte le levier symbolique doit être contrebalancée par un réveil conscient
des questions et des obstacles qui perdurent au sein des architectures achevées.La
rigueur est une pensée qui questionne, y compris quand tout n’est que réponse.

3.2. Compressions de l’écriture.En raison de ces complexités, il n’est pas aisé
de transmettre par écrit la pensée mathématique, d’autant plus que pour l’auteur
qui a édifié un ouvrage, la compréhension est parvenue à un stade organique, sur-
volant, synthétique et global. Les textes publiés n’enregistrent ni les gestes, ni les
revirements intuitifs, ni les actes d’entendement, ni les interrogations effaçables, ni
les réflexes intuitifs, ni les diverses bouées de sauvetage cérébrales que chaque in-
dividu élabore face à des mathématiques souvent abstruses.On le sait : les textes
sélectionnent, ordonnent, compriment, lyophilisent et syncopent.

3.3. Difficulté légendaire du style de Cartan.Cartan par exemple manifeste rare-
ment le besoin dans ses articles de recherche de définir ou de redéfinir soigneuse-
ment les concepts qu’il utilise : ils sont considérés comme clairs ou connus. Aussi le
lecteur est-il souvent contraint de reconstituer pour lui-même, sur des feuilles sépa-
rées, les notions, les arguments et les illustrations nécessaires à une compréhension
achevée.

Mais comme en témoigne son style ferme et charpenté, il est absolument hors
de doute que Cartan est conscient de toutes lesstipulations originellesdes concepts
qu’il utilise ou introduit. Dans ses correspondances avec Weyl et avec Einstein,
il est capable à tout moment d’expliciter les points élémentaires qui échappent à
ses interlocuteurs. Cartan n’écrit de manière dense et elliptique que parce que ses
résultats sont riches, multiples, amples. Pour les saisir,le lecteur doit expliciter les
sous-entendus qui déroutent la compréhension.

3.4. Cartan géomètre conceptuel.Parfois, dans certains articles et dans les ou-
vrages rédigés à partir de ses notes de cours, Cartan expose de manière accessible
les significations géométriques des objets qu’il introduit, par exemple dans les trois
mémoires historiques [Ca1923a, Ca1924, Ca1925a] sur la théorie des connexions,

10 D’après Peter Pflug, chaque mathématicien se constitue quelques béquilles intuitives jetables
pour progresser avec ses congénères en boîtant dans un mondemathématique disproportionné.
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et dans les deux ouvrages de synthèse [Ca1925b, Ca1928] en géométrie rieman-
nienne qu’il a rédigés lorsqu’il enseignait à la Faculté desSciences de Paris.

Le fascicule IX du Mémorial des sciences mathématiques et surtout
les Leçons sur la géométrie des espaces de Riemann contiennent
un exposé de la géométrie riemannienne classique, où je me suis
efforcé, avec le minimum d’appareil analytique, de dégager les réali-
tés géométriques trop souvent masquées par de savantes formules.
[Ca1953], I, 1, pp. 73–74.

Effectivement, dans ses ouvrages didactiques (dont certains furent rédigés par
ses étudiants directement à partir de ses enseignements), Cartan réserve une place
de choix aux paragraphes qu’il consacre à décrire clairement le géométral.

3.5. Géométrie littérale et figures mentales.Cependant, le lecteur contemporain
ne trouve pratiquement aucune figure imprimée qui l’aiderait à conformer son in-
tuition au concept, et puisqu’il en va de même dans les œuvresde Lie, et dans
la grande majorité des articles de recherche en géométrie qui furent publiés à ces
époques ou qui paraissent actuellement, le lecteur presquedésarmé doit se contenter
de ce que ces textes offrent au moinsle littéral de la géométrie, c’est à dire un lan-
gage précis se rapportant à des illustrations raffinées maiscependant virtuelles, que
ces grands géomètres parviennent vraisemblablement à tracer dans leur esprit avec
rigueur, sans néanmoins éprouver le devoir de les inscrire sur le papier imprimé,
parce qu’ils bénéficient de formations complètes aux géométries euclidienne, pro-
jective, conforme, et qu’ils ont médité un très grand nombrede fois le lien qui unit
la pensée abstraite au réservoir physique du monde figural.

3.6. Impossible codification des illustrations ?C’est un fait singulier du déve-
loppement historique de la géométrie, un trou béant et presque inexplicable dans
la pratique mathématique : nulle mise au point n’a jamais étédécidée en commun
pour codifier rigoureusement l’insertion du diagrammatique dans le texte formel.
Trop grande richesse des intuitions créatrices, trop grande variabilité des tracés,
trop grande puissance d’appréciation esthétique du système visuel, ou trop grande
pauvreté du croquis mathématique exécuté à la sauvette, ou même encore : volonté
systématique de bannir toute illustration comme susceptible de détourner l’atten-
tion vigilante de la rigueur par une séduction intempestivede l’appareil perceptif,
quelles qu’en soient les causes, rien ne s’est jamais présenté dans l’histoire des ma-
thématiques, en tant que nécessité ressentie de manière purement interne, comme
un devoir de codifier spécifiquement le géométral, au même titre et avec la même
dignité que l’on a graduellement donné de l’ampleur à la méthode axiomatique
comme le fit Bourbaki. Visiblement, la complexité objectivede l’appropriation sub-
jective des concepts n’est pas encore suffisamment compriseou étudiée, tant sur le
plan biologique que sur un plan purement spéculatif.

3.7. Impératifs hypothétiques d’exposition scientifique.Ainsi, les impératif ca-
tégoriques de la pensée mathématique doivent se diviser et se ramifier en tant qu’im-
pératifs hypothétiques, parce que l’activité mathématique humaine soumet volonté,
décision et orientation à des circonstances aléatoires. Onse limitera ici à énoncer
quelques principes concernant le problème de l’écriture, de l’exposition et de la
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mise en forme de la pensée mathématique, l’« hypothèse » de l’impératif en ques-
tion, autrement dit l’orientation en vue d’une fin déterminée n’étant autre que la
volonté de parvenir à un style mathématique limpide pour la pensée du lecteur.

� Respecter rigoureusement la successivité, la progressivité et la continuité des
raisonnements.

� Illustrer les constructions par des figures.

� Piloter au mieux l’intuition du lecteur.

� Écrire l’ignorance.

� Formuler de la pensée littérale au sein même des paragraphesles plus tech-
niques.

� Détailler scrupuleusement les calculs.

� Virtualiser et anticiper.

� Expliquer, commenter et interpréter les énoncés de théorèmes.

� Charpenter la clarté rhétorique.

� Rappeler et redéfinir les notions qui interviennent dans un énoncé.

� Formuler des questions ouvertes.

� Expliciter des motivations.

� Articuler soigneusement les moments d’opposition dialectique.

� Décrire l’architecture des démonstrations en langage ordinaire.

� Temporaliser le cours des démonstrations en utilisant les temps des verbes.

3. Transition. Ce texte étant destiné aussi bien à des historiens et philosophes des
sciences qu’à des géomètres, nous nous efforcerons dans la suite de présenter fi-
dèlement les concepts centraux du parallélisme absolu, et tout particulièrement la
notion detorsion que nous diagrammatiserons, avant d’entamer unemicrolecture
spéculativedes échanges épistolaires entre Einstein et Cartan qui les ont conduits,
l’un avec un tempérament de physicien, l’autre avec une expérience de géomètre,
à rechercher tous les systèmes possibles d’équations aux dérivées partielles d’ordre
deux que l’on peut former avec le tenseur de torsion et qui seraient susceptibles
d’unifier gravitation et électromagnétisme. Commençons par un rappel de la théo-
rie des connexions affines que Cartan a élaborée en utilisantle concept crucial,
invariant par changement de coordonnées, de forme différentielle.

§4. REPÈRE MOBILE ET CONNEXIONS AFFINES

4. Concept géométrique initial de connexion.Dans un espace géométrique àn
dimensions équipé de coordonnées numériques localesx = (x1, . . . , xn) ∈ R

n,
définir uneconnexion affine, c’est choisir une loi qui permet de transférer tous les
vecteursAx basés en un pointx vers des vecteursAx+dx basés en un pointx +
dx infiniment proche dex, la loi de transport dépendanten toute généralitéde la
vection infinitésimaledx = (dx1, . . . , dxn) :

Ax+dx − Ax = linéaire enAx et d’ordre1 endx.
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mndx

mnTx+dxmnTx

mnAx

mnAx+dx

mnδdxA

mnFig. 1 : Transport parallèle infinitésimal d’un vecteur

mnx+ dxmnx

L’expression analytique de la différence (infinitésimale)Aµ
∣∣
x+dx

− Aµ
∣∣
x

entre la
µ-ième composante deA doit donc faire apparaître à la fois les composantes deAx

et celles dedx :
Aµ
∣∣
x+dx

−Aµ
∣∣
x

= δdx
(
Aµ
)

= ∆µ
αβ A

α dxβ,

dans une double somme où lesn3 symboles∆µ
αβ = ∆µ

αβ(x) sont des fonctions

appeléescoefficients de Christoffelde la connexion11, et qui la caractérisent de
manière univoque. On dit alors que le vecteurAµ + ∆µ

αβ A
αdxβ est le résultat

du transport parallèledu vecteurAµ dans la directiondx, le terme perturbateur
infinitésimal ∆µ

αβA
αdxβ indiquant comment doit être modifiéAµ d’un point de

vue quantitatif.

11 Dans l’introduction de [Ca1923a], Cartan montre par un argument heuristique élémentaire que
si l’on souhaite transporter des vecteurs au moyen d’une loiqui soit invariante par changement de
coordonnées, une telle expression est nécessaire. En effet, si dans un système donné de coordonnées
(x1, . . . , xn), on convient — comme pour le parallélisme affine standard — que deux vecteurs basés
en deux point infiniment prochesx et enx + dx sont « parallèles » s’ils ont exactement les mêmes
coordonnées(A1, . . . , An), une telle convention cesse de valoir dès lors que l’on effectue une trans-
formation ponctuelle quelconquexi = f i

`
x1, . . . , xn

´
, puisque les deux vecteurs égauxAµ

˛̨
x

et
Aµ

˛̨
x+dx

basés enx et enx + dx sont alors transformés en les deux vecteurs :

A
µ˛̨

x
:=

X

16µ6n

∂f i

∂xµ
(x)A

µ
˛̨
x

A
µ˛̨

x+dx
:=

X

16µ6n

∂f i

∂xµ
(x + dx)A

µ
˛̨
x+dx

=
X

16µ6n

„
∂f i

∂xµ
(x) +

X

16ν6n

∂2 f i

∂xµ∂xν
(x) dx

ν

«
A

µ
˛̨
x

qui sont en général distincts, leurdifférenceétant effectivement de la forme générale :

A
µ ˛̨

x+dx
− A

µ ˛̨
x

=
X

16µ6n

X

16ν6n

∆i
µν dx

ν
A

µ
˛̨
x
.

Mais on vérifie ensuite par un calcul similaire que ce type d’expression est préservé lorsqu’on réap-
plique un changement quelconque de coordonnéesx = g

`
x

´
, ce qui montre alors que le concept de

connexion est adéquat. Autrement dit, l’acte d’invariantisation conceptuellequi a été nécessaire pour
se libérer de l’arbitraire d’une convention inadéquate a lemérite de converger ici dès sa première mise
en œuvre, bien que dans d’autres contextes mathématiques, les invariants structuraux ne se révèlent
pas forcément dès le premier test que l’on effectue « en recherche de cohérence ». Mais ici, l’inva-
riance complète de la formule donnant le transport se révéledès premier acte d’invariantisation parce
que le changement de coordonnées est arbitraire.
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Ici, ce concept classique de connexion linéaire — dû à Levi-Civita dans un cadre
riemannien et prolongé ensuite par Weyl — n’a trait qu’à la seule structure infini-
tésimale de l’espace de base qui soit intrinsèquement linéaire, celle qu’on appelle
en géométrie différentielle moderne lastructure d’espace tangent, et qui n’implique
que des différentiations partielles et des approximationsd’ordre 1. En effet, la linéa-
rité imposée par rapport àA de la formule donnantδdx

(
Aµ
)

= ∆µ
αβ A

α dxβ permet
immédiatement de définir une application de «transport orienté pardx» entre deux
espaces tangents infiniment voisins :

Transportdx : Tx −→ Tx+dx,

lesquels sont ainsi « connectés » entre eux par laconnexion. Ensuite, si l’on com-
pose l’un à la suite de l’autre tous les petits transports associés à tous les éléments
infinitésimaux d’une courbe continue allant d’un pointp à un pointq, on obtient
des isomorphismes linéaires macroscopiques :

Transportγp,q : Tp −→ Tq,

qui dépendenta priori de la courbe que l’on choisit pour aller dep à q.
Au-delà de ce concept, l’exigence de généralité pousse, lorsqu’on passe des

structures vectorielles aux structures affines, à ériger une théorie permettant de
connecter entre elles les structures affines infinitésimales qui existent naturellement
sur les espaces rectilignes de points àn dimensions. Dans la théorie générale du re-
père mobile érigée par Cartan, le déplacement parallèle portera ainsi non seulement
sur un système den vecteurs linéairement indépendants qui constitueront unebase
mobile grâce à laquelle on pourra représenter tout vecteur quelconque, mais aussi
sur un point spécial, l’origine du repère, qui pourra lui aussi être connecté à un
point unique dans un espace affine voisin — comme tout autre point d’ailleurs —
lorsque sera décidée une vection infinitésimale orientée quelconque.

4. Théorie générale des connexions via le repère mobile.Considérons donc
un champ de repères affinessur R

n, c’est-à-dire une famille den vecteurs
(e1, e2, . . . , en) toujours linéairement indépendants centrés en un pointm qui dé-
crit R

n ; l’orientation et les angles relatifs des vecteurs varient, comme les doigts
mobiles de la main emportés dans l’espace.

mne3

mne1

mne3

mne1

mne2
mne2

mnm mnm

mndmmnm + dm

mnde1

mnde2
mnde3

mnFig. 2 : Vecteurs de déplacement infinitésimal du repère mobile
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L’origine m et le repère dépendent dex =
(
x1, x2, . . . , xn

)
∈ R

n, tandis que les
vecteurs(e1, . . . , en) dépendent éventuellement aussi12 d’un certain nombrer de
paramètres auxiliairesλ =

(
λ1, . . . , λr

)
; le nombrer ne peut excédern2 = la di-

mension du groupe linéaire généralGLn(R) transformant les systèmes de vecteurs.
En mathématiques, le principe général de la philosophie infinitésimale postule

que toute l’information locale concernant une structure géométrique donnée, lisse
et finie doit pouvoir résider dans la connaissance de ses différentielles, ici égales à :

δdxm := mx+dx − mx

δdxei :=
(
ei

)
x+dx

−
(
ei

)
x
,

et qui expriment ladifférenciation élémentaire de l’être géométrique du repère mo-
bile par rapport à lui-même, lorsqu’il est entraîné dans son mouvement parx. Mais
grâce à la présence déjà donnée d’un repère au pointm, uneauto-expression par
soi de la différence à soiest immédiatement possible : les1 + n vecteurs de diffé-
rentiationsδdxm et δdxe1, . . . , δdxen peuvent (et doivent13) être décomposés dans
le système de référence d’originem, comme le suggère la partie droite de la figure
tridimensionnelle ci-dessus, dans laquelle le repère ambiant (dessiné en bleu) en-
cadre les quatre petits déplacements infinitésimaux. Ainsi, en décomposantδdxm
et δdxei (qui sont des vecteurs tangents àR

n au pointm) suivant la base existante(
e1, e2, . . . , en

)
, il apparaît certains coefficients

ωi = ωi(x, λ; dx), ωji = ωji (x, λ; dx)

en nombren+ n2 qui sont tous du type

ω(x, λ; dx) = ̟1(x, λ) dx1 + · · · +̟n(x, λ) dxn,

tels qu’on peut écrire (dans le casn = 3 pour être concret) :

δdxm = ω1
e1 + ω2

e2 + ω3
e3,

12 Par souci de contraction symbolique, Cartan ne spécifie jamais dans ses mémoires les argu-
ments dont dépendent les symbolesω, ̟, Al

ijk, . . . qu’il introduit au cours de ses calculs, se réser-
vant le droit d’insérer divers arguments en fonction des raisonnements géométriques, ce qui revient à
effectuer une restriction (par exemple à une courbe), ou à faire un «pull-back». Aussi la dépendance
fonctionnelle initiale des symboles est-elle souvent sous-entendue comme la plus générale possible.
Ici en l’occurence, le pointm mobile dansRn est paramétré parx ∈ R

n, mais il ne s’identifie pas
forcément àx (autrement dit,x 7→ mx est un difféomorphisme), et on peut supposer pour fixer les
idées, que les paramètresλ varient dansGLn(R).

13 Dans l’activité mathématique non mécanique, et tout particulièrement lorsqu’il s’agit de cher-
cher à calculer, et non pas de reproduire des calculs maîtrisés, l’esprit est constamment confronté
au problème dedécider de l’acte à effectuer. Dans certaines circonstances, desindicateurs d’acte
suggèrent instamment ce qu’il est naturel de faire, et alorsl’esprit doit saisir l’idée au vol. Chaque
acte est une idée. La nécessité interne qui est à l’œuvre danstoutes les mathématiques déploie ses
constructions dans l’inconnu par l’action de phénomènes irréversibles qui sont créateurs d’ordre et de
compréhension, le second principe de la thermodynamique n’étant pas violé, parce que cette construc-
tion d’un réel ordonnancé s’effectue au détriment de la constitution biologique des êtres, laquelle est
soumise à un vieillissement inexorable et irréversible.
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ainsi que : 



δdxe1 = ω1
1 e1 + ω2

1 e2 + ω3
1 e3

δdxe2 = ω1
2 e1 + ω2

2 e2 + ω3
2 e3

δdxe3 = ω1
3 e1 + ω2

3 e2 + ω3
3 e2.

Dans le cas général oùm varie dansRn, on a l’écriture formelle contractée :

δdxm = ωi ei

δdxei = ωji ej
,

avec la convention de sommation. En résumé, le système de référence ressaisit en
lui-même et par lui-même sa propre différence infinitésimale à soi.

4. Transport par parallélisme et coefficients de Christoffel. Insistons sur l’inter-
prétation géométrique à mémoriser de ces identités, qu’on doit lire comme donnant
la loi explicite du parallélisme : le vecteur

(
ei

)
x+dx

=
(
ei

)
x

+ δdxei

=
(
ei

)
x

+ ω1
i e1 + · · · + ωni en

constitue le résultat dutransport parallèledu vecteur
(
ei

)
x

du pointx vers le point
x+ dx, en suivant la direction infinitésimaledx issue du pointx ; il en va de même
pour l’équation :

(
m)x+dx =

(
m
)
x

+ δdxm =
(
m
)
x

+ ωi ei,

qui donne la loi de transport pour l’origine du repère.
Nous pouvons maintenant revenir aux coefficients dits de Christoffel qui donnent

l’information quantitative au sujet du déplacement parallèle.

� Compléter.

4. Distribution d’hyperplans noyaux d’une forme différent ielle. Afin d’en ex-
poser la signification géométrique, considérons une forme différentielle arbitraire :

ω = ω(x, dx) := ω1(x) dx
1 + ω2(x) dx

2 + · · · + ωn(x) dx
n

à coefficientsωi qui dépendent dex. Ici, la formeω doit être interprétée comme
agissant sur tous les déplacements infinitésimauxdx issus dex dans toutes les di-
rections possibles, le résultat de cette action fournissant simplement un nombre :
ωi(x) dx

i. Géométriquement,ω définit un hyperplan

kerx (ω) :=
{
(dx1, . . . , dxn) : ωi(x) dx

i = 0
}

en tout pointx, et alorsω(x, dx) constitue une mesure de la « projection » du vec-
teur dx sur une « direction transverse » à cet hyperplan14. Clairement, le résultat
obtenuω(x, dx) est nul si et seulement sidx appartient à cet hyperplan. Notons
de plus qu’à tout pointx est attaché l’hyperplankerx (ω) : on dit alors qu’on a un
champou unedistribution d’hyperplans (infinitésimaux).

14 Toutefois, cette manière de s’exprimer reste intuitive, car en x, aucune direction privilégiée
n’est définie parω.
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mnx

mnFig. 3 : À chaque point est attaché un hyperplan infinitésimal

mnkerx(ω)

4. Différentier des formes différentielles. Le principe général de la philosophie
infinitésimale que nous avons invoqué pour introduireδdxm et lesδdxei exige à
nouveau que soit réalisée la différenciation par rapport à soi de la formeω, et ici va
intervenir une nécessaireantisymétrisation grassmanniennedont les causes géomé-
triques et conceptuelles ne doivent pas rester mystérieuses. La question est donc :
que peut et que doit être la différenciation d’une forme différentielleω par rapport
à elle-même ? Et encore : quelle est la causalité mathématique profonde de l’anti-
symétrisation ?

§5. GÉOMÉTRIE DU COVARIANT BILINÉAIRE DE DARBOUX-FROBENIUS

5. Intégration des équations différentielles.Avant de poursuivre, il nous paraît
essentiel de discuter brièvement l’historique du concept de forme différentielle,
c’est-à-dire des expressions du typeω = ω1(x) dx

1 +ω2(x) dx
2 + · · ·+ωn(x) dx

n

qui s’introduisent dans les formules du transport parallèle (en négligeant les éven-
tuels paramètres supplémentaires). Leur origine, qui remonte au moins à Newton
et à Leibniz, est profondément liée au problème de l’intégration des équations aux
dérivées partielles à un nombre quelconque de variables indépendantes15.

Par exemple, l’équationzy = f(x, y, z, zx) étudiée par Lagrange16 ([La1772]),
où l’on note pour abrégerzx = ∂z

∂x
et zy = ∂z

∂y
, se ramène d’abord, si l’on introduit

la nouvelle variablep := zx, à un système de deux équations différentielles d’ordre
un :

zx = p, zy = f(x, y, z, p),

et ensuite, si l’on élimine les quotients différentiels, ausystème suivant constitué de
deux formes de Pfaff égalées à zéro :

0 = dz − p dx, 0 = dz − f(x, y, z, p) dy.

Réciproquement, ce système est équivalent à l’équation d’origine. En mathémati-
cien éclairé qui s’improvise humble pédagogue, Cartan décrira spécialement pour
Einstein dans [De1979, Ca1931] comment sa théorie généraledes systèmes en in-
volution s’applique à ce système classique — nous y reviendrons.

15 Une proposition générale relativement élémentaire énonceque tout système d’équations aux
dérivées partielles à un nombre quelconque de variables indépendantes et à un nombre quelconque
d’inconnue peut être transformé, au moins localement au voisinage d’un point générique, en un sys-
tème de formes de Pfaff égalées à zéro ([Stk2000]).

16 Le lecteur trouvera des éléments historiques complets dans[Fo1890, Ha1991, Ha2005].
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5. La méthode de Lagrange.En 1772, mais seulement dans le cas de deux va-
riables indépendantes(x, y) et en supposant l’existence d’un « facteur intégrant »
(une hypothèse spéciale), Lagrange parvint à intégrerzy = f(x, y, z, zx) de façon
que la solution généralez = z(x, y, c) dépende d’une constante arbitrairec, comme
cela se produit pour une équation différentielle ordinaireyx = f(x, y) d’ordre un
à une variable indépendantey, ce qui pouvait sembler constituer la bonne approche
unifiante. Il introduisit l’unique forme différentielle :

Ω := dz − p dx− q dy = dz − p dx− f(x, y, z, p) dy,

= dz − g(x, y, z) dx − f
(
x, y, z, g(x, y, z)

)
dy,

où g = g(x, y, z) désigne une fonction encore non spécifiée qui jouera le rôle
attendu dezx lorsque le problème sera résolu.

Supposons, dit Lagrange, que pour un certain choix deg, il existe une fonction
λ = λ(x, y, z), dite facteur intégrant, telle queΩ multipliée parλ soit égale à une
formeexacte, i.e.égale à la différentielle d’une fonction :

λΩ ≡ dϕ.

Géométriquement, les deux familles d’hyperplans noyauxKer(x,y,z)(Ω) =
Ker(x,y,z)(dϕ) de Ω et dedϕ coïncident en tous les points(x, y, z) de l’espace,
puisque chaque homothétie de rapportλ(x, y, z) stabilise toutes les droites et tous
les plans passant par le point(x, y, z). Alors cette fonctionϕ permet de découper
l’espace en une famille infinie de surfaces

Σc :=
{
ϕ(x, y, z) = const.= c

}

paramétrées par une constantec et qui constituent comme un recollement cohé-
rent de ces hyperplans infinitésimaux. En supposant donc l’existence d’un facteur
intégrant, Lagrange affirme alors que la solution générale de l’équation originale
zy = f(x, y, z, zx) s’obtient simplement en résolvant17 l’équationϕ(x, y, z) = c
par rapport àz, ce qui donne :z = ψ(x, y, c) pour une certaine fonctionψ.

En effet, si l’on remplaceϕ par c (donc aussiz par ψ(x, y, c)) dans l’égalité
dϕ = λΩ, ce qui donne0 = dc = dϕ = λΩ, ou plus précisément :

0 = ϕx dx+ ϕy dy + ϕz dz

= ϕx dx+ ϕy dy + ϕz
(
ψx dx+ ψy dy)

= −λ g dx− λ f dy + λdz,

on peut en déduire tout d’abordψx = −ϕx

ϕz
et ψy = −ϕy

ϕz
en égalant à zéro les

coefficients dedx et dedy sur la deuxième ligne, puis en comparant les lignes 1 et
3 :

g = −ϕx
ϕz

= ψx et f = −ϕy
ϕz

= ψy,

ce qui donne en écrivant tous les arguments :

ψx(x, y, c) = g
(
x, y, ψ(x, y, c)

)

et ψy(x, y, c) = f
(
x, y, ψ(x, y, c), g

(
x, y, ψ(x, y, c)

))
.

17 Les raisonnements sont locaux et on suppose implicitement que l’équationϕz(x, y, z) ne s’an-
nule pas, ce qui est génériquement vrai.
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La dernière équation signifie exactement quez = ψ(x, y, c) est une solution de
zy = f(x, y, z, zx).

5. Qu’est-ce qu’une forme différentielles intégrable ?Ainsi Lagrange semblait-
il donner raison à Euler, qui avait exprimé l’opinion qu’uneforme différentielle à
trois variablesω = ω1(x) dx

1+ω2(x) dx
2+ω3(x) dx

3 n’est intégrable que siλω =
dϕ est exacte, à un facteurλ près. Toutefois, ni Lagrange ni ses successeurs ne
parvinrent à exploiter cette idée pour étudier l’équation générale du premier ordre à
un nombren > 2 de variables indépendantes, de façon à réduire son intégration à la
considération d’un nombre fini de systèmes d’équations différentielles ordinaires.
Par ailleurs, Lagrange et ses contemporains connaissaientde nombreux exemples
d’équations à deux variables que l’on savait intégrer par des méthodes particulières
et dont la solution générale ne dépendait pas d’une constante arbitraire, mais d’une
fonction arbitraire.

En 1815, Pfaff devait rendre raison à Monge qui, en désaccordavec Euler, avait
déjà notifié que deux équations simultanées indépendantesϕ1(x, y, z) = c1 et
ϕ2(x, y, z) = c2 représentant une famille de courbes dans l’espace pouvaient très
bien être considérées comme une intégrale deω, lorsque les vecteurs tangents aux
courbes appartiennent en tout point aux hyperplansKerx(ω). Plus généralement, si
une distribution donnée d’hyperplans dans un espace àn dimensions manifeste trop
de rigidité pour être intégrable au sens géométrique18, il se peut fort bien qu’une
sous-distribution appropriée dek-plans (k < n − 1) soit intégrable ; là est toute
l’idée du théorème général anticipé par Pfaff que Clebsch, Natani, Frobenius, Car-
tan, Vessiot et Kähler allaient finaliser ultérieurement, théorème algébrique d’une
portée universelle puisqu’il s’applique aux équations auxdérivées partielles à un
nombre quelconque de variables dépendantes ou indépendantes, donc en particu-
lier aux équations de champ que Einstein cherchait à faire dériver d’une structure à
parallélisme absolu.

5. Universalité et fécondité du partiel. Ainsi faut-il comme le pensaient Pfaff et
Monge étudier l’intégrabilitépartielle d’une distribution pour y déceler les lignes
géométriques charpentées qui sont invisibles à grande échelle parce qu’elles sont de
dimension inférieure. En mathématiques, les universaux dela généralisation spéci-
fique sont fréquemment « cachés » dans l’entrebaillement du partiel, ou dans des
conditions extensionnelles simples qui semblent élargir gratuitement la portée d’un
énoncé connu. Et c’est à la raison déterminante d’activer son organe spéculatif pour
tester les possibles. Dans l’abstraction mathématique pure, il existe en effet une
exigence structurale des parties vis-à-vis de leur tout, à savoir, l’obligation de saisir
les sous-objets d’un objet mathématique donné, y compris lorsque l’objet n’expli-
cite pas ses sous-structures, de la même manière que l’on se trouve contraint, dans
une démonstration par induction, de mettre en forme une hypothèse de récurrence
intermédiaire qui a plus de portée que le théorème en vue.

18 C’est-à-dire que les hyperplans infinitésimaux puissent sesouder comme les écailles lisses et
aplanies de la peau d’un poisson pour former une collection d’hypersurfaces empilées les unes sur les
autres dans l’espace.
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5. Théorème de Pfaff.Si ω = ω1(x) dx
1 + · · · + ωn(x) dx

n est une forme dif-
férentielle quelconque, le théorème original (et incomplet, cf. [Fo1890, Ha2005])
de Pfaff en 1815 énonce qu’il existe un changement de variablesxj = xj(y) =
xj(y1, . . . , yn) qui transformeω en une forme̟ qui ne comporte que lesm < n
premières différentiellesdy1, . . . , dym :

̟ = ̟1(y) dy
1 + · · · +̟m(y) dym,

oùm = n/2 sim est pair etm = (n+ 1)/2 sim est impair.

Sans aucune hypothèse spéciale, Pfaff divise ainsi par deuxle nombre de diffé-
rentielles : l’énoncé est vrai pour les formes « les plus générales »,i.e. celles dont
les coefficientsωi(x) sont des fonctions mutuellement générales les unes vis-à-vis
des autres19.

Dans le système de coordonnées « simplifié »(y1, . . . , yn), on voit immédiate-
ment que les tranches définies par

{
y1 = c1, . . . , y

m = cm
}

, qui ne sont autre que
les(n−m)-plans définis par

{
(c1, . . . , cm, y

m+1, . . . , ym) : ym+1, . . . , yn ∈ R
}
,

peuvent être interprétées comme des solutions de l’équation pfaffienne̟ = 0,
puisque les équationsdy1 = dc1 = 0, . . . , dym = dcm = 0 impliquent immédiate-
ment que̟ = 0 s’annule sur ces tranches. Par conséquent, dans le système original
de coordonnées(x1, . . . , xn), la famille de sous-variétés retransformées en arrière :

{(
x1(c, y′′), . . . , xn(c, y′′)

)
: y′′ = (y1, . . . , ym) ∈ R

m
}

de dimension(n − m) paramétrées par les constantesc1, . . . , cm, constitue une
famille de solution de l’équationω = 0.

5. Brève métaphysique de l’invariance.Troublant, ce théorème de Pfaff : il af-
firme que toute forme différentielle quelconqueω = ω1(x) dx

1 + · · · + ωn(x) dx
n

qui comportea priori n infinitésimaux n’en comporte en fait pas plus den
2 ou n+1

2 .
D’où vient qu’on ne le voit pas d’emblée ?

D’un point de vue abstrait et général, tout objet géométrico-différentiel que l’on
sait définir soit d’une manière intrinsèque et indépendantedes coordonnées, soit en
signalant les lois « covariantes » de transformation auxquelles il est soumis quand
on change de coordonnées, souffre d’une certaine imperfection ontologique ini-
tiale : son être propre, sa nature même et ses caractères d’individualité demeurent
en effet malheureusement invisibles lorsqu’on analyse seulement son invariance
morphologique dans le jeu libre du changement de perspective. Les métamorphoses
générales on beau se succéder, aucune synthèse véritable nevient produire au jour
l’être de la chose.

Par exemple, la loi qui exprime comment une forme différentielle ωx =
ω1 dx

1 + · · · + ωn dx
n se transforme à travers un difféomorphismexj = xj(y) =

19 On pourrait conférer un sens précis à cet énoncé grâce aux théorèmes de transversalité en
topologie différentielle.
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xj(y1, . . . , yn) — d’où par différentiationdxj = ∂xj

∂y1
dy1 + · · · + ∂xj

∂yn dy
n — dit

simplement queω est remplacée par :

ωy =
(∑

j ωj
∂xj

∂y1

)
dy1 + · · · +

(∑
i ωj

∂xj

∂yn

)
dyn .

Certainement, la morphologie générale est préservée, car si l’on poseωi(y) :=∑
j ωj

∂xj

∂yi , on obtient à nouveauωy = ω1(y) dy
1 + · · · + ωn(y) dy

n, et c’est
en cela que réside l’invariance formelle du concept. Cependant, l’information que
l’on peut tirer de ces formules générales est déjà épuisée à ce premier stade, car,
lorsqu’on soumet la formeωy à un nouveau changement de coordonnéesyj =
yj(z) = yj(z1, . . . , zn), les formules donnantωz sont exactement similaires, aussi
bien d’ailleurs que les formules qui donnentωz en partant deωx, et aussi bien même
que les formules que l’on obtiendrait en considérant les difféomorphismes inverses.
Le caractère général-abstrait de l’invariance manifeste une certaine circularité. Ce
n’est pas elle qui fournit le bon tamis à l’orpailleur différentiel.

En vérité, le fait que l’on envisage l’invariance d’un objetgéométrico-différentiel
quelconqueexpose nécessairement à une insuffisance de pensée, parce qu’il se peut
très bien que les objets se divisent en plusieurs classes quine sont pas équivalentes
entre elles. Il se peut au contraire que les objets soient tous équivalents entre eux,
auquel cas il semblea priori inutile de parler de changement de saisie, de perspec-
tive, ou de coordonnées, car lorsque l’un sous-tend le multiple, c’est à la compré-
hension de l’un en lui-même et à sa désignation que doit tendre la recherche. Par
exemple, on vérifie20 que toute forme différentielleω1(x

1) dx1 en dimensionn = 1
se réduit àdy1, localement au voisinage d’un point générique. On est alorsen droit
de se demander si toutes les formes différentielles ne se réduisent pas à une seule
expression-type.

5. Les problèmes de classification.Bien que les problématiques de classification
en mathématiques fondamentales soient suffisamment ubiquitaires pour devoir faire
l’objet d’une étude métaphysique autonome, nous abrègerons ces considérations.
Contentons-nous de noter que dès que les conditions de donation d’un objet sont
ambiguës, vagues, imprécises, trop générales, ou extrêmement variables (comme
l’est par exemple la donnée d’un polynôme brut), on doit, pour se libérer d’un état
de non-connaissance, chercher à éliminer le redondant, disposer les objets équiva-
lents dans une même classe, et sélectionner un représentantpour chaque classe dont
l’expression soit à la fois simple, reconnaissable, symétrique et réutilisable. Il faut
éliminer la roche pour en extraire le minerai et les pépites.

5. Théorème de Darboux-Frobenius.Terminons maintenant cette brève excur-
sion historique en restituant le théorème définif, dû à Frobenius ([Fr1877]), et indé-
pendamment aussi, à Darboux ([Da1882]), qui fournit une liste de toutes les formes

20 En effet, la fonction inconnuey1 = y1(x1) doit satisfaire

ω1(x
1) dx

1 = dy
1 =

dy1

dx1
dx

1
,

d’où y1 =
R

ω1(x
1) dx1 et pour quex1 7→ y1(x1) soit un difféomorphisme local, il faut et il suffit

que dy1

dx1 = ω1(x1) ne s’annule pas.
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normales possibles pour une forme différentielle, valables localement autour d’un
point génériquex ∈ R

n. Ce théorème précise considérablement l’énoncé original
de Pfaff, car il donne le nombre exact de différentielles apparaissantes et il norma-
lise leurs coefficients.

Théorème 5.Sip désigne laclasse21 d’une forme différentielle donnée quelconque
ω = ω1(x) dx

1 + · · · + ωn(x) dx
n à coefficients analytiques, alors localement

au voisinage d’un point générique, il existe un changement de coordonnéesxi =
xi(y1, . . . , yn), i = 1, . . . , n, qui transformeω en une forme modèle̟ s’exprimant
simplement comme suit, suivant la parité de sa classe:

p = 2m : ̟ = y2m dy2m−1 + · · · + y2 dy1 ;

p = 2m+ 1 : ̟ = y2m dy2m−1 + · · · + y2 dy1.

Par conséquent, deux formesω et ω′ sont équivalentes, localement autour d’un
point générique, si et seulement si elles ont la même classe.

En particulier, dans le cas de cinq variables(x1, x2, x3, x4, x5), la classe peut
être égale 1, 2, 3, 4 ou 5 et les formes normales possibles sontau nombre de cinq :

p = 1 =⇒ ̟ = dy1,

p = 2 =⇒ ̟ = y2 dy1,

p = 3 =⇒ ̟ = dy3 + y2 dy1,

p = 4 =⇒ ̟ = y4 dy3 + y2 dy1,

p = 5 =⇒ ̟ = dy5 + y4 dy3 + y2 dy1.

Dès 1899, à la suite d’un mémoire de Poincaré 1897 consacré à la définition
et à l’intégration des éléments de volume en dimension arbitraire, Cartan rédige
un mémoire de synthèse [Ca1899] dans lequel il repense les travaux consacrés au
problème de Pfaff, suite à une tradition qui commence par Pfaff ([Pf1815]) lui-
même, et qui comprend Grassmann, Natani, Clebsch, Lie, Frobenius et Darboux.
C’est dans ce mémoire que Cartan traduit dans son langage naissant le concept de
covariant bilinéairequ’avaient introduit Frobenius et Darboux.

5. Le covariant bilinéaire de Frobenius, d’après Darboux.Voici donc comment
Gaston Darboux présente dans [Da1882] le concept decovariant bilinéaired’une
forme différentielle, qui correspond à ce qu’on appelle aujourd’hui la différentia-
tion extérieure, concept qui allait être appelé à un destin remarquable, à cause de ses
vertus invariantes et de son caractère intrinsèque, et qui allait constituer un « levier

21 D’après la définition simplifiée due à Cartan dans son mémoirede synthèse [Ca1899], si on
introduit la suite définie parω1 := ω, ω2 := dω (où l’opérateur de différentiation extérieure «d »
sera défini et analysé dans un instant),ω3 := ω∧ω, ω4 := dω3 = dω∧dω, ω5 := ω∧dω∧dω, etc.,
alors laclassedeω est le plus petit entierp (a priori 6 n) tel queωp+1 ≡ 0, tandis queωp 6≡ 0 ; les
coefficientsωi(x) étant en général supposés analytiques,ωp ne s’annule alors pas en tout point d’un
sous-ensemble dense du domaine de définition deω. Grâce à la propriété fondamentale d’invariance
de l’opérateur «d» que Darboux avait mise en exergue (cf. infra), on vérifie que la classe ne dépend
pas du système de coordonnées dans lequel est écriteω.
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systématique de calcul » dans les mémoires ultérieurs développés par l’élève pro-
dige de Lie et de Darboux, Élie Cartan.

Dans l’espace des(x1, . . . , xn), considérons une expression différentielle quel-
conque :

Θd := X1 dx
1 + · · · +Xn dx

n,

oùX1, . . . ,Xn sont des fonctions données dex. La différenciation infinitésimale
par rapport à soi doit s’effectuer en toute généralité, dansune direction qui n’aa
priori rien à voir avec le vecteur infinitésimaldx =

(
dx1, . . . , dxn

)
sur lequelΘd

agit. Ainsi, en introduisant un autre symbole différentielδx =
(
δx1, . . . , δxn

)
, il

s’agit de faire subir àΘd la différentiation voulue dans la directionδx, ce qui donne
par définition et par application de la règle de Leibniz :

Θd

∣∣
x+δx

− Θd

∣∣
x

= δΘd =

n∑

i=1

δ
(
Xi dx

i
)

=

n∑

i=1

δXi dx
i +

n∑

i=1

Xi δdx
i

=
n∑

i=1

n∑

k=1

∂Xi

∂xk
δxk dxi +

n∑

i=1

Xi δdx
i.

Le premier terme constitue une forme bilinéaire enδx et dx, tandis que le second
exige que soit connue la différentiation dedxi par rapport àδ, ce qui n’est pas
sans poser de problèmes d’interprétation, puisque le premier jeu de différentielles
dxi n’est pas supposé22 dépendre dex, et alors on ne sait pas vraiment quel sens23

donner àdxi
∣∣
x+δx

−dxi
∣∣
x
. On est conduit à éliminer24 ce reste ambigu en observant

simplement que si on inverse les rôles ded et deδ, le nouveau reste gênant qui
apparaît :

dΘδ =
n∑

i=1

n∑

k=1

∂Xi

∂xk
dxk δxi +

n∑

i=1

Xi dδx
i

reproduit lesδdxi en permutantδ etd, et par conséquent, si on postule que les deux
symboles d’opérateursd et δ commutent sur lesxi, à savoir, si l’on requiert les
relations de commutation :

δdxi = dδxi,

22 Dans le langage moderne de géométrie différentielle, cela revient à dire qu’il n’y a pas de raison
de considérer une section du fibré cotangent.

23 On pourrait stipuler queδdxi = 0 pour toute différentiationδ, ce qui reviendrait à dire que
tous les vecteurs infinitésimauxdx sont parallèles, au sens euclidien, en tous les pointsx, mais cette
condition n’est pas préservée par un changement quelconquede coordonnées.

24 Calcul et concept se rejoignent ici dans la recherche d’actes visant à supprimer l’extrinsèque et
l’on « voit », dans de nombreuses situations mathématiques,que « soustraire en permutant » constitue
la solution la plus simple et la plus naturelle. L’opérateurgénéral d’antisymétrisation potentielle :

« un ordre donné peut être soustrait à l’ordre inverse »

agit dans des domaines mathématiques très variés : théorie des invariants, géométrie non commu-
tative, théorie des opérateurs, mécanique quantique, groupes de Lie, calcul tensoriel, théorie des
représentations.
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qui sont clairement invariantes25, alors ces termes disparaissent comme souhaité
lorsqu’on soustrait les deux précédentes équations, ce quidonne :

δΘd − dΘδ =
n∑

i=1

n∑

k=1

(
∂Xi

∂xk
δxk dxi − ∂Xi

∂xk
dxk δxi

)
.

Mais la morphogénèse de ce calcul ne s’arrête pas ici, elle doit nécessairement se
poursuivre26 : en intervertissant les indices sommatoiresi et k dans les termes qui
sont situés après le signe négatif, il est possible dedécouvrir un facteur commun
devant le terme bi-différentieldxi δxk :

δΘd − dΘδ =
n∑

i=1

n∑

k=1

(
∂Xi

∂xk
− ∂Xk

∂xi

)
dxi δxk.

Et comme ce facteur commun :

aik :=
∂Xi

∂xk
− ∂Xk

∂xi

est clairement antisymétrique par rapport aux indicesi et k, à savoir :aik = −aki
(d’où il découle en particulier queaii = 0), on peutencore simplifierle résultat en
décomposant la somme :

k∑

i=1

n∑

k=1

=
∑

16i<k6n

+
∑

i=k

+
∑

n>i>k>1

,

ce qui permet d’obtenir enfin l’expression finale et significative du covariant bili-
néaire :

δΘd − dΘδ =
∑

16i<k6n

(
∂Xi

∂xk
− ∂Xk

∂xi

)[
dxi δxk − dxk δxi

]
.

C’est cette présentation basée sur la supposition de commutation δdxi = dδxi
que Cartan retiendra de son maître Darboux et qu’il restituera toujours dans les
expositions ultérieures [Ca1922, Ca1923a, Ca1923b, Ca1924, Ca1925a, Ca1925b,
Ca1928]. Avant de discuter la géométrie de cette expressionqui manifeste un ca-
ractère doublement antisymétrique, à la fois dans le coefficient aik = ∂Xi

∂xk − ∂Xk

∂xi

et dans l’expression bilinéairedxi δxk − dxk δxi, il est impératif d’énoncer la pro-
priété fondamentale d’invariance que Darboux place au toutdébut de son mémoire.

25 En effet, dans des coordonnéesyi = yi(x) déduites dex par difféomorphisme, ces relations
s’exprimeront pareillement sous la formeδdyi = dδyi.

26 Dans les « forêts d’arbres symboliques » dont l’existence actuelle–potentielle nous est constam-
ment révélée par la pratique du calcul formel, on sait par expérience qu’afin de parvenir aux expres-
sions achevées qui constituent les noyaux durs d’une toile complexe de relations algébriques, il faut
repérer, mémoriser et interroger tout ce par quoi l’inachèvement d’un résultat peut se manifester, et
ce, jusqu’aux imperfections les plus infimes. Ici, pour l’expression obtenue deδΘd −dΘδ, des gestes
de calculs sont encore possibles, et c’est pourquoi il faut les tester, puis les accomplir pleinement s’ils
sont signifiants.
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Proposition 5.. Le covariant bilinéaire estinvariant par changement de coor-
données, à savoir sixi = ψi(y1, . . . , yn) est un changement de coordonnées dont

découlent les relationsdxi =
∑

16k6n
∂ψi

∂yk dy
k entre différentielles, lesquelles per-

mettent de transformer la formeΘd =
∑

16i6n Xi dx
i en une forme dans l’espace

desy :

Πd :=

n∑

k=1

Yk dy
k

dont les coefficientsYk sont naturellement donnés par

Yk :=
∑

16i6n

∂ψi

∂yk
Xi,

alors le covariant bilinéaire deΠd défini dans les coordonnéesyk coïncide avec
le covariant bilinéaire calculé dans les coordonnéesxi, lorsqu’elles sont liées par
xi = ψi(yk), c’est-à-dire:

δΘd − dΘδ =
∑

16i<k6n

(
∂Xi

∂xk
− ∂Xk

∂xi

)[
dxi δxk − dxk δxi

]

=
∑

16i<k6n

(
∂Yi
∂yk

− ∂Yk
∂yi

)[
dyi δyk − dyk δyi

]

= δΠd − dΠδ.

Cette identité se vérifie par un calcul direct dans lequel, lorsqu’on calcule les
dérivées premières∂Yi

∂yk et ∂Yk

∂yi en différentiant les expressions qui définissentYi

et Yk, il apparaît les deux sommes de dérivées secondes
∑

16k,i6n
∂2ψk

∂yk∂yi Xk

et
∑

16k,i6n
∂2ψi

∂yi∂yk Xi qui disparaissent « miraculeusement » dans la soustraction
∂Yi

∂xk − ∂Yk

∂xi . Les autres expressions se correspondent alors par un calcul algébrique
direct et sans surprise.

En résumé, sur un plan purement formel, un phénomène symbolique d’élimi-
nation de l’extrinsèque est garanti par l’antisymétrisation, d’abord comme opéra-
teur de soustraction conceptuelle au moment de la définitiondu covariant bilinéaire
δΘd − dΘδ lorsqu’est décidé un acte de retranchement permuté, et ensuite comme
signe permanent d’annihilation de tout terme parasite introduit par un changement
quelconque de coordonnées.

L’invariance par changement de coordonnées offre des clés innombrables per-
mettant de pénétrer par réseau de gestes intrinsèques dans la théorie des équations
aux dérivées partielles.

5. Opérateur de différentielle extérieure. Nous pouvons dorénavant nous en re-
mettre au formalisme contemporain27, en explicitant les métamorphoses concep-
tuelles que masque parfois la contraction des notations.

27 C’est Henri, le fils d’Élie Cartan, dans ses leçons à l’École Normale Supérieure ([Ch1967]) qui
a traduit les concepts fondamentaux dans le langage hypothético-déductif actuel.
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Le symbole unique «d », adopté universellement depuis son introduction par le
géomètre Kähler28, est aujourd’hui utilisé pour définir le covariant bilinéaire antisy-
métrique, bien que, comme nous l’avons vu, deux directions infinitésimales soient
impliquées, et même trois ou plus lorsqu’on passe aux covariants trilinéaires, qua-
drilinéaires,etc., objets d’ordre supérieur qui ont été introduits par Henri Poincaré
et par Élie Cartan lui-même. Par définition, «d » agit tout d’abord en tant que sym-
bole de différentiation unilatérale comme suit sur les fonctionsf = f(x) :

df := ∂f
∂x1 dx

1 + ∂f
∂x2 dx

2 + · · · + ∂f
∂xn dx

n .

Dans la pensée du différentiable, cette formule classique du calcul leibnizien déve-
loppe simplement la différencef(x+dx)−f(x) en admettant que les dérivées par-
tielles def existent29, autrement dit, que le graphe{y = f(x)} def est localement
approximable par son plan tangent

{
Y −y = ∂f

∂x1 (X1−x1)+· · ·+ ∂f
∂xn (Xn−xn)

}
.

Mais ce même symbole «d » de type apparemment unidimensionnel est aussi
utilisé, dans le formalisme actuel, pour désigner la «différentielle extérieure» d’une
forme différentielleω = ω1(x) dx

1 + · · ·+ωn(x) dxn, qui est définie abstraitement
comme suit (nous expliquerons dans un instant le nouveau signe «∧ ») :

dω :=
∑

16i<j6n

(∂ωj
∂xi

− ∂ωi
∂xj

)
dxi∧dxj .

Ici, bien que nous reconnaissions le même type de coefficients antisymétriques
∂ωj

∂xi − ∂ωi

∂xj que dans l’expression du covariant bilinéaire de Darboux-Frobenius
(à un changement de notations près), nous sommes en droit de demander où est
passée l’idée, conceptuellement fondatrice, de différence antisymétrisée deω(dx)
dans une autre direction infinitésimaleδx que celle dedx. En fait, dans la formule
définissantdω ci-dessus, c’est dans le symbole bien connu «∧ » qu’est inscrit le
bidimensionnel, ou plus exactement, qu’est lové l’acte de grassmannisation du dif-
férentiel. Expliquons cela.

Formellement parlant, ce symbole «∧ » désigne leproduit extérieurentre formes
différentielles de degré1 (voire de degré2, 3, ou plus), qui est par définition anti-
symétrique quand on change l’ordre des facteurs :

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi .
En général, dans la quasi-totalité des théories mathématiques ou physiques qui re-
courent aux formes différentielles, cette simple propriété algébrique suffit à l’usage,
aux démonstrations, et aux intuitions techniques : puissance du levier symbolique !
Toutefois, puisqu’il est de notre devoir de satisfaire l’exigence de comprendre, nous
allons en expliciter brièvement la géométrie afin de montrercomment elle s’enra-
cine dans le langage de Darboux.

28 « J’adopte dans cet ouvrage [i.e. [Ca1945]] la notation préconisée par M. E. KAEHLER, qui
consiste à désigner pardω, et à appelerdifférentielle extérieured’une forme différentielle extérieure
ω de degré quelconque, ce que je désignais auparavant parω′ et ce que j’appelais ladérivée extérieure
de la formeω. »

29 Il n’est pas de notre propos de discuter ici de l’histoire et de la philosophie des hypothèses de
régularité auxquelles on peut soumettre les êtres qu’on appelle fonctions.
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D’après la théorie contemporaine, les expressions du type :

Ω :=
∑

16i<j6n

aij(x) dx
i ∧ dxj

avec des coefficientsaij(x) fonctions dex, sont appelées2-formes différen-
tielles; elles doivent être considérées comme desformes bilinéaires antisymé-
triques dépendant dex, au sens suivant. Tandis que les1-formes différentielles
ω = ω1(x)dx

1 + · · · + ωn(x)dx
n sont, comme nous l’avons vu, des formes li-

néaires dépendant dex agissant sur des champs de vecteurs quelconques dépendant
dex écrits sous la forme :

X(x) = X1(x)
∂

∂x1
+X2(x)

∂

∂x2
+ · · · +Xn(x)

∂

∂xn

en produisant tout simplement le nombre scalaire :

〈ω, X〉x := ω1(x)X
1(x) + ω2(x)X

2(x) + · · · + ωn(x)X
n(x),

qui est obtenu par « projection » deX(x) parallèle à l’hyperplan{ω = 0} pas-
sant parx, les2-formes différentiellesΩ agiront quant à elles sur desbivecteurs.
Ces derniers répondent à l’idée, mise au point par Grassmann, qu’il devrait exister
des « vecteurs bidimensionnels orientés » généralisant l’idée newtonienne de vec-
teur (unidimensionnel) orienté. Par définition, les bivecteurs sont constitués d’un
couple ordonné dedeux vecteurstracés dans l’espace tangent en un pointx et que
l’on doit doit envisager, sur le plan géométrique, comme représentant l’élément de
surfaceorienté qu’est le parallélogramme tracé sur ces deux vecteurs. Lorsque les
deux vecteurs basés enx varient dans l’espace, la variation associée du bivecteur
doit témoigner fidèlement des pivotements et des dilatations du parallélogramme
enveloppé.

Sur un plan purement algébrique, on se donne une loi de multiplication entre
vecteurs — qui estexterneen ce sens que le résultat vit dans un autre espace sup-
plémentaire — que l’on noteraX∧Y , avec le même symbole «∧ », et qui est natu-
rellement antisymétrique :

X ∧ Y = −Y ∧X ,

parce que le parallélogramme doit changer d’orientation lorsqu’on le regarde en-
dessous, de telle sorte que le côtéY soit placé avant le côtéX.

Ainsi, les2-formesΩ agissent par définition sur les bivecteurs en calculant une
sorte de projection de la mesure du parallélogramme dans la direction définie parΩ
comme suit, où il faut regarder ce qu’il advient de

[
dxi ∧ dxj

](
X ∧ Y

)
:

Ω
(
X ∧ Y

)
:=

∑

16i<j6n

aij(x)
[
dxi ∧ dxj

](
X ∧ Y

)

=
∑

16i<j6n

aij(x)
(
dxi(X) · dxj(Y ) − dxi(Y ) · dxj(X)

)

=
∑

16i<j6n

aij(x)
(
Xi(x) · Y j(x) − Y i(x) ·Xj(x)

)
.
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Par linéarité, il suffit de retenir la formule générale :
[
ω ∧ ϕ

](
X ∧ Y

)
:= ω(X) · ϕ(Y ) − ω(Y ) · ϕ(X),

où ω et ϕ sont des1-formes,X et Y sont des champs de vecteurs. En vérité, le
membre de droite jouit d’une double antisymétrie : par rapport au couple(ω,ϕ)
aussi bien que par rapport au couple(X,Y ), et c’est entre autres pour cette raison
que le symbole «∧» est utilisé deux fois, aussi bien pour les2-formes que pour les
bivecteurs.

En conclusion, en géométrie différentielle contemporaine, l’expression de la dif-
férentielle extérieure

dω =
∑

16i<j6n

(∂ωj
∂xi

− ∂ωi
∂xj

)
dxi ∧ dxj

d’une1-formeω laisse libre la place de l’argument sur lequel agissent les2-formes
élémentairesdxi ∧ dxj , à savoir les bivecteurs, de la même manière que les sym-
boles modernes de fonction ou d’opérateur laissent ouvertela place des êtres sur
lesquelles ils agissent. C’est à capturer des parallélogrammes géométriques qu’est
destinéedω.

5. Lien avec le covariant bilinéaire de Darboux-Frobenius.Notons que l’ex-
pression générale du covariant bilinéaire encadrée plus haut ne désigne pas un opé-
rateur, puisqu’elle produit un nombre dès que sont spécifiésdx et δx. Toutefois, on
constate sans difficulté que :

le covariant bilinéaireδΘd − dΘδ coïncide avecdΘ
(
δx ∧ dx

)
,

c’est-à-dire avec l’application dedΘ au bivecteur infinitésimal30 δx ∧ dx.
Autrement dit, nous avons là un seul et même concept dont la définition géné-

tique change de statut d’une théorie à l’autre. Tandis que Darboux différentie le
différentiel en l’antisymétrisant pour en extraire la formule intrinsèqueδΘd− dΘδ,
la présentation moderne postule algébriquement une doubleantisymétrie à travers
la formule

[
ω∧ϕ

](
X∧Y

)
:= ω(X)·ϕ(Y )−ω(Y )·ϕ(X). D’un point de vue philo-

sophique, il est frappant de voir ressurgir, au cœur même de la théorie des équations
différentielles, le concept d’élément bidimensionnel qu’avait conceptualisé Grass-
mann par des voies abstraites autonomes. Il y a ici, dans la différenciation concep-
tuelle d’une forme différentielle par rapport à elle-même,commeun déchirement
nécessaire du spatial unidimensionnel qui le bidimensionnalise et l’antisymétrise
du même coup. Le différentiel spatial du différentiel engendre sa propre géométrie,
et c’est nécessairement celle de Grassmann.

30 Ce n’est pas la première fois que l’on constate, en comparantla théorie classique avec
le langage moderne, une interversion des rôles entre le vectoriel et le différentiel, à cause du
symbole newtonien plurivoque «dx», puisque déjà dans la définition classique d’unds2 =P

16i<j6n gij(x) dxidxj riemannien, les différentiellesdxi devraient être considérées comme des

vecteurs tangents infinitésimaux.
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5. Torsion d’une connexion affine.Grâce à ces préliminaires, nous pouvons
maintenant présenter les tenseurs invariants qu’on associe (d’après Élie Cartan)
aux connexions en calculant mécaniquement des covariants bilinéaires. Formelle-
ment31, la torsion d’une connexion définie par un repère mobile

(
m; e1, . . . , en

)

satisfaisantδdxm = ωi ei et δdxei = ωji ej , est la collection desn formes différen-
tielles de degré deuxΩ1, . . . ,Ωn définies par :

Ωi := dωi − ωk ∧ ωik ,
où le symboled désigne la différentiation extérieure. Pour éclairer cette définition,
signalons queces2-formesΩi mesurent la non-commutation des déplacements in-
finitésimaux de l’originem du repère mobile le long d’un parallélogramme-test: si
en effet on considère deux déplacements différentiels distinctsdx′ et dx′′, on peut
calculer32 soigneusement :

δdx′δdx′′m− δdx′′δdx′m = δdx′
[
ωi(dx′′) · ei

]
− δdx′′

[
ωi(dx′) · ei

]

= δdx′
[
ωi(dx′′)

]
· ei + ωi(dx′′) · δdx′ [ei]−

− δdx′′
[
ωi(dx′)

]
· ei − ωi(dx′) · δdx′′ [ei]

= dωi
(
dx′ ∧ dx′′) · ei + ωi(dx′′)ωji (dx

′) · ej−
− ωi(dx′)ωji (dx

′′) · ej
= dωi

(
dx′ ∧ dx′′

)
· ei −

[
ωk(dx′)ωik(dx

′′) − ωk(dx′′)ωik(dx
′)
]
ei

= dωi
(
dx′ ∧ dx′′

)
· ei −

[
ωk ∧ ωik

]
(dx′ ∧ dx′′) · ei

= Ωi
(
dx′ ∧ dx′′

)
· ei.

Cette non-commutation s’exprime donc par l’action de la 2-forme vectorielle de
torsionΩi · ei sur le 2-plan infinitésimaldx′ ∧ dx′′ du parallélogramme-test. Nous
exposerons dans un instant (Section 5) une interprétation géométrique macrosco-
pique de la torsion plus immédiatement riche en substance pour la pensée intuitive
et qui éclairera cette dénomination.

5. Réexpression dans la base définie par le repère mobile.Nous possédons deux
bases de 2-formes, à savoir lesdxi ∧ dxj pour 1 6 i < j 6 n et lesωk ∧ ωl,
avec1 6 k < l 6 n, qui sont l’une et l’autre au nombre den(n−1)

2 . D’après
le « principe d’expression » qui pilote automatiquement certains actes de calculs
en mathématiques, chaqueΩi doit donc pouvoir s’exprimer comme combinaison
linéaire des 2-formes élémentairesωk ∧ ωl :

Ωi = Λikl · ωk ∧ ωl,
31 À moins qu’il ne ressente le devoir impératif de reconstruire par lui-même les éléments fon-

damentaux d’une théorie qui lui est inconnue, le lecteur se référera au paragraphe suivant pour un
exposé géométrique du concept de torsion.

32 Lors du passage à la quatrième ligne, on a regroupé le premieret le troisième terme de l’égalité
précédente pour faire apparaître le covariant bilinéaire que l’on a écrit avec l’opérateurd, et on a
appliqué les formules donnantδdx′ [ei] etδdx′′ [ei] ; lors du passage à la sixième ligne, on a renommé
i etk les deux indicesj et i et observé qu’apparaissait naturellement les2-formesωk ∧ ωi

k.
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ce qui fait apparaître certaines fonctionsΛikl = Λikl(x, λ). Puisque la somme porte
sur tous les indicesk et l de1 àn et puisqueωk ∧ωl = −ωl∧ωk, on peut supposer
sans perte de généralité que ces coefficients sont antisymétriques par rapport à leurs
indices inférieurs :

Λikl = −Λilk,

de telle sorte que l’on peut aussi écrire :

Ωi = 2
∑

16k<l6n

Λikl · ωk ∧ ωl .

L’interprétation géométrique du tenseur de torsionΛikl sera fournie dans un instant.

5. Courbure d’une connexion affine. Mentionnons brièvement que lacourbure
de la connexion définie par le repère mobile

(
m; e1, . . . , en

)
est, d’un point de vue

formel, la collection des 2-formes :

Ωj
i := dωji − ωki ∧ ωjk,

que l’on peut aussi décomposer dans la base des2-formes
(
ωk ∧ ωl

)
16k<l6n

Ωj
i = Aijkl · ωk ∧ ωl = 2

∑

16k<l6n

Aijkl · ωk ∧ ωl ,

ce qui fait apparaître untenseur de torsionAijkl à quatre indices. Puisque cet article
est intégralement consacré aux structures de courbure identiquement nulle,i.e. sa-
tisfaisantAijkl = 0, nous nous contenterons de signaler, en complète analogie avec

la torsion, que queces2-formesΩj
i mesurent la non-commutation des déplacements

infinitésimaux des vecteursei du repère mobile le long d’un parallélogramme-test:

δdx′δdx′′ei − δdx′′δdx′ei = δdx′
[
ωji (dx

′′) · ej
]
− δdx′′

[
ωji (dx

′) · ej
]

= δdx′
[
ωji (dx

′′)
]
· ej + ωji (dx

′′) · δdx′
[
ej

]
−

− δdx′′
[
ωji (dx

′)
]
· ej − ωji (dx

′) · δdx′′
[
ej

]

= dωji
(
dx′ ∧ dx′′

)
· ej + ωji (dx

′′)ωkj (dx
′) · ek − ωji (dx

′)ωkj (dx
′′) · ek

= dωji
(
dx′ ∧ dx′′

)
· ej −

[
ωki (dx

′)ωjk(dx
′′) − ωki (dx

′′)ωjk(dx
′)
]
· ej

= dωji
(
dx′ ∧ dx′′

)
· ej −

[
ωki ∧ ωjk

](
dx′ ∧ dx′′

)

= Ωj
i

(
dx′ ∧ dx′′

)
· ej.

Résumé.Étant donné un repère mobile
(
m, e1, . . . , en

)
dépendant dex et éven-

tuellement d’autres paramètresλ, le défaut de commutativité entre deux différen-
tiationsδdx′(·) et δdx′′(·) effectuées, sur l’originem du repère et sur ses vecteurs
ei, dans deux directions infinitésimales distinctesdx′ etdx′′ :

(
δdx′δdx′′ − δdx′′δdx′

)
m = Ωi

(
dx′ ∧ dx′′

)
· ei

(
δdx′δdx′′ − δdx′′δdx′

)
ei = Ωj

i

(
dx′ ∧ dx′′

)
· ej

,
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est quantifié par l’action, sur le bivecteurdx′∧dx′′, de deux collections de2-formes
différentielles :

Ωi := dωi −∑k ω
k ∧ ωik

Ωj
i := dωji −

∑
k ω

k
i ∧ ωjk

,

que l’on calcule directement à partir des1-formes fondamentalesωi etωji qui ex-
priment les variations infinitésimales du repère :

δdxm = ωi ei

δdx ei = ωji ej
.

§6. GÉOMÉTRIE DU TENSEUR DE TORSION

6. Écart à la fermeture d’une courbe développée.Expliquons intuitivement ce à
quoi correspond la torsion de notre connexion affine. On se donne une petite courbe
lisse tracée dans la variétéM partant d’un pointm0 et y revenant. Ensuite, on
approxime cette courbe par une suite de segment infinitésimaux, que l’on envisage
comme de tout petits vecteurs tangents collés à la queu-leu-leu sur la courbe.

mnm0

mnm0

mnTm0
M

mnM

mnFig. 4 : Développement d’une petite courbe dans son plan tangent

Grâce au déplacement parallèle que définit la connexion, on peut transporter le long
de la courbe chacun de ces tout petits vecteurs dans le plan tangent fixeTm0M et
les mettre bout à bout dans ce plan. En général, bien que la courbe tracée dansM
se referme, la courbe verte tracée dansTm0M ne se referme pas.

mnpetits vecteurs transportés

mnm0mnvecteur d’écartement

mnTm0M

mnFig. 5 : Le développement fait apparaître un écart d’ordre 2
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6. Connexion loxodrome.L’exemple le plus simple d’un tel ph terrestre : si nous
convenons que deux vecteurs tangents à la surface de la Terresontparallèless’ils
font le même angleα avec le méridien qui passe par leur origine33 :

mnα

mnα

mnα

mnFig. 6 : Connexion donnant naissance aux loxodromies

et si nous considérons un petit parallélogramme marin tracéau voisinage du Tro-
pique du Cancer qui est formé de deux arcs de méridiens de mêmelongueurh et de
deux arcs de parallèle de longueur distinctesl < L :

mnl
mndévelopper

mnL
mnh mnh

mnl

mnL > l

mnh mnh

mnFig. 7 : Le vecteur d’écartement pour la connexion loxodrome

alors le développement de ce parallélogramme courbe dans leplan tangent du point
inférieur gauche nous fournit un rectanglenon fermédont la base horizontale dé-
calée fait apparaître un segment de longueurL − l qui n’est autre que le vecteur
d’écartement. On vérifie que cette différenceL − l est de l’ordre de l’airehl du
rectangle.

6. Grassmannienne et torsion.Revenons au développement d’une petite courbe
en général. Par définition, levecteur de torsionmesure le vecteur d’écartement que
l’on recalibre en le divisant par l’aire de la « membrane » quiest « enserrée » dans
M par la petite courbe fermée. En première approximation, unetelle courbe infini-
tésimale de forme régulière peut être supposée essentiellement dirigée par un plan
de dimension 2. Or, relativement au système de repères(e1, . . . , en), tout 2-plan se
représente comme combinaison linéaire desn(n−1)

2 plans fondamentaux constitués

33 Les géodésiques sont alors des courbes appelées depuis le 17ièmes siècleloxodromiesdans la
marine. Lorsqu’on exprime la métrique sphérique dans des coordonnées obtenues par projection sur
le plan tangent au pôle Nord :

ds
2 = R

2`
du

2 + cos
2
u dv

2´
,

ces loxodromies ont pour équation :

v cotan α = R log tan
“

π
4

+ u
2R

”
,

ce qui montre que le pôle est un foyer de la trajectoire autourduquel des navires tourneraient
indéfiniment.



SUR LES ÉQUATIONS DE LA GRAVITATION D’EINSTEIN (D’APRÉS ÉLIE CARTAN) 143

par les couples ordonnés de vecteurs(ek, el
)

avec1 6 k < l 6 n. Donc il suffit de
connaître la torsion associée à un parallélogramme infinitésimal enserré par deux
vecteurs(ε ek, ε el

)
pour ε > 0 petit. Ainsi, le vecteur de torsion associé à une

courbe infinitésimale tracée dans un tel 2-plan est défini géométriquement par :

Vecteur Torsion := lim
Écartement

aire
.

Si l’on envisage la torsion en tant que tenseur :

Λikl

il y a donc nécessairementtrois indices :

• un coupleantisymétriqued’indices(k, l) qui se rapportent l’ensemble de tous
les 2-plans de coordonnéesVect (ek, el) avec1 6 k < l 6 n, qui sont natu-
rellement représentés par le bivecteurek ∧ el ;

• un indicei relatif à la décomposition de la 2-forme torsion

Ω1 · e1 + · · · + Ωi · ei + · · · + Ωn · en,

dans la base(e1, . . . , en).

Λikl := composantei-ième du vecteur de torsion

Ωi
(
ek ∧ el

)
· ei associé au 2-planek ∧ el

Et par linéarité, on trouve immédiatement la torsion d’un 2-plan quelconque∑
k<l a

kl
ek ∧ el, oùakl ∈ R.

Ainsi s’exprime donc la signification géométrique des 2-formesΩi qui apparais-
saient dans les identités algébriques :

dωi − ωk ∧ ωik = Ωi = Λikl · ωk ∧ ωl .

§7. LE Fernparallelismus D’E INSTEIN

7. Accéder aux spéculations.À présent, comment Einstein introduisit-il ses équa-
tions de champ unifié ? Nous nous référerons à ses deux leçons [Ei1930b] pro-
noncées à l’Institut Henri Poincaré les 8 et 12 novembre 1929. Cartan, qui avait
déjà consacré beaucoup d’énergie aux espaces à connexion riemanniennes en liai-
son avec la relativité générale ([Ca1922, Ca1923b, Ca1924,Ca1925a, Ca1925b,
Ca1928]) mais qui n’était pas, jusqu’à présent, entré en contact rapproché avec
l’illustre physicien se devait naturellement d’assister aux conférences d’Einstein.
Des éléments précieux apparaissent dans leur correspondance [De1979] éditée par
Robert Debever, car ils échangèrent des spéculations délicates sur les systèmes sur-
déterminés d’équations aux dérivées partielles qui seraient susceptibles, en premier
lieu, de posséder un sens physique, et qui seraient éventuellement aptes, en second
lieu, à recevoir en leur sein l’unification des champs.
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7. Système absolu de repères.Sur une variétéC∞ de dimensionn > 2, on se
donne un système den champs de vecteurs

e1, e2, . . . , en

qui sont linéairement indépendants en tout pointp ∈ M . Les invariants de torsion
associés à une telle structure sont au fondement de la tentative de théorie unitaire
d’Einstein.

mnp mnp′′′′mnp′′

mnp ′
mnp′′′

mnFig. 8 : Représentation intuitive d’un champ de repères

À la fin des années 1920, Einstein appelait ce systèmen-Bein, ce que l’on tradui-
sait à l’époque parn-pode, et qu’aujourd’hui on appelleframedans la littérature
anglo-saxonne etrepèreen français. Les considérations étant locales, on peut sup-
poser sans perte de généralité queM = R

n est saisie dans un système de coor-
données curvilignes(x1, x2, . . . , xn), appeléescoordonnées de Gausspar Einstein
([Ei1930b]). En relativité générale et dans la théorie électromagnétique, ces coor-
données sont au nombre de quatre :

(x1, x2, x3, x4),

et l’on dispose gratuitement de quatre champs de vecteurs linéairement indépen-
dants naturellement associés :

∂

∂x1
,

∂

∂x2
,

∂

∂x3
,

∂

∂x4
.

Pour saisir concrètement les quatre champs de vecteurse1, e2, e3, e4, on doit les
décomposer suivant la base des∂

∂xν , ce qui donne :

es = hs
1 ∂

∂x1
+ hs

2 ∂

∂x2
+ hs

3 ∂

∂x3
+ hs

4 ∂

∂x4
,

1 6 s 6 4, au moyen de 16fonctions fondamentales hsν = hs
ν(x) des quatres

variablesx, lesquelles paramètrent visiblement l’ensemble de tous les systèmes
possibles de repères dansR

4.
Inversement, si on introduit la matrice inversehtν de la matricehs

ν (noter l’in-
version de hauteur que subissent les deux indices placés l’un à la suite de l’autre),
ces deux matrices étant par définition liées entre elles par les relations :

δst = ht
ν hsν et δνµ = hsµ hs

ν ,
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où δji désigne le symbole de Kronecker34, alors chaque champ∂
∂xν s’exprime

comme suit en fonction deses :
∂

∂xν
= htν et.

Tout champ de vecteurs quelconqueA se décompose alors de deux manières pos-
sibles :

A = A1 ∂

∂x1
+A2 ∂

∂x2
+A3 ∂

∂x3
+A4 ∂

∂x4

= A1
e1 +A2

e2 +A3
e3 +A4

e4,

et la relation entre les deux systèmes de coefficientsAµ etAs pour le même vecteur
A = Aν ∂

∂xν = As es s’obtient en insérant soites = hs
ν ∂
∂xν dans la seconde

représentation, soit∂
∂xν = hsν es dans la première, ce qui nous donne :

Aν = hs
ν As et As = hsν A

ν .

On peut définir une métrique riemanienne associée en déclarant a priori que le
champ de repères(e1, e2, e3, e4) est orthonormé,

mne1

mne3 mnA

mne2

d’où par la règle de Pythagore :

||A||2 =
∑

sA
2
s =

∑
s h

s
µ h

s
ν A

µAν .

Ainsi, les coefficients de la métrique correspondanteds2 = gµν dx
µ dxν sont don-

nés par :
gµν := hsµ h

s
ν .

En relativité générale, il y a exactement10 potentiels de gravitationgµν définis-
sant leds2 pseudo-riemannien (1 6 µ 6 ν 6 4), en tenant compte de la symétrie
gµν = gνµ. Ici, il y a en tout16 fonctionshs

ν , ce qui ajoute6 degrés de liberté sup-
plémentaires, lesquels pourraient éventuellement « héberger » les six composantes
du champ électromagnétique classique.

7. Connexion associée à un parallélisme absolu.Pour définir une connexion, dé-
clarons qu’un vecteurA en un pointp estparallèleà un autre vecteurA′ en un
autre pointp′ si A et A′ ont les mêmes composantesdans les repères respectifs
(e1, . . . , en) enp et (e′1, . . . , e

′
n) enp′. Aussi simple que dans le cas euclidien, le

parallélisme ainsi défini est doncintrinsèque35, et de plus, il ne dépend pas d’un
chemin que l’on devrait éventuellement suivre36 pour aller dep en p′, autrement

34 — à ne pas confondre avec l’opérateur infinitésimalδdx(·) —, qui est égal à 1 lorsque ses
deux indices coïncident, et qui est nul sinon.

35 — parce que tout changement de coordonnées emporte avec lui le système den champs de
vecteurs, et parce que l’égalité des composantes de deux vecteurs par rapport à ce repère est préservée
par la transformation linéaire tangente —

36 Dans la théorie générale des connexions, en présence de courbure, le transport par parallélisme
ne peut être défini que le long d’une courbe tracée dans la variété, et il dépend fortement des courbes.
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dit : le parallélisme estabsolu, exactement comme en géométrie élémentaire. En
Allemand, on l’appelle aussiFernparallelismuspour signifier que la comparaison
entre vecteurs possède un sens non seulement au niveau infinitésimal, mais aussi
à distance finiment éloignée. De plus, le parallélisme restele même si l’on fait un
changement de repère global à coefficients constantsM ∈ GLn(R) indépendants
dep : le vecteurM A

′ en un point arbitrairep′ est en effet parallèle au vecteurM A

enp.

7. Résumé.Étant donné une variétéa-métriqueM munie d’un champC∞ de re-
pères(e1, e2, . . . , en), on peut y définir une métrique riemannienne en déclarant
que les repères en question sont orthonormés. Réciproquement, si la variétéM
est munie à la fois d’un champ de repères

(
e
′
1, . . . , e

′
n

)
et d’une métrique rieman-

nienne, on peut orthonormaliser les repères grâce au procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt.

Ce procédé classique consiste à prendre le vecteure1 := e
′
1

/
||e′1|| de norme rie-

mannienne égale à 1 qui est colinéaire àe1, puis à définir le vecteure′2 := e2−λ e1
||e2−λ e1||

de norme 1, oùλ désigne le produit scalaire entree1 ete2, d’où e
′
2 est orthogonal à

e
′
1, et ainsi de suite.

7. Co-repère dual. La collection desn formes différentielles définies par

ωt := htν dx
ν

estduale du repèrees, au sens oùωt(es) = htν hs
ν = δts. En général, on dit qu’un

n-uplet (ω1, . . . , ωn) de formes différentielles linéairement indépendantes en tout
pointx constitue un «co-repère», le préfixe « co- » référant à la dualité.

7. Formules analytiques définissant la connexion.D’après la théorie classique
(cf. Section 3 et [Ei1930b]), les coefficients de Christoffel∆µ

ρν = ∆µ
ρν(x) d’une

connexion quelconque interviennent dans formule donnant le déplacement parallèle
infinitésimal d’un vecteurAµ :

Aµ
∣∣
x+dx

−Aµ
∣∣
x

= δdxA
µ

= ∆µ
ρν A

ρ dxν .

Pour la connexion naturellement associée à un parallélismeabsolu défini par le
champ de repèreses = hs

ν ∂
∂xν , les∆µ

ρν sont en fait uniquement déterminés par
des formules analytiques simples en fonction des 16 quantités fondamentaleshs

ν ,
et de leurs inverseshsρ.

En effet, rappelons que par définition deux vecteursAs es et
(
As + δdx(A

s)
)
es

basés enx et enx+dx sont parallèles si et seulement si ils ontmêmescomposantes,
à savoirδdx(A

s) = 0 pour tout indices, ce que l’on exprime comme suit en revenant
aux composantes de GaussAµ :

0 = δdx(A
s)

= δdx
(
hsρA

ρ
)

=
∂hs

ρ

∂xν dxν Aρ + hsρ δdx(A
ρ).
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Multiplions à présent chacune de ces identités parhs
µ, ce qui introduit une som-

mation supplémentaire
∑

s, et ce, en tenant compte pour le deuxième terme de
hs
µ hsρ = δµρ , et factorisons le tout :

0 = hs
µ ∂hs

ρ

∂xν dxν Aρ + δdx(A
µ)

= hs
µ ∂hs

ρ

∂xν dxν Aρ + ∆µ
ρν A

ρ dxν

=
(
hs
µ ∂hs

ρ

∂xν + ∆µ
ρν

)
Aρ dxν ,

d’où nous déduisons∆µ
ρν = −hsµ ∂hs

ρ

∂xν pour tous indicesµ, ρ etν.

Convention 7.. La différentiation ordinaire par rapport à une coordonnéesxν sera
désignée au moyen d’une virgule :(·), ν , par exemple∂h

s
ρ

∂xν ≡ hsρ, ν .

Pour obtenir une autre expression équivalente de∆µ
ρν , différentions par rapport

àxν l’identité δµρ = hs
µ hsρ :

0 = hs
µ
, ν h

s
ρ + hs

µ hsρ, ν ,

et remplaçons dans l’expression obtenue à l’instant :

∆µ
ρν = −hsµ hsρ, ν = hsρ hs

µ
, ν .

7. Transformations de (co)vecteurs et de (co)repères.À travers un changement
quelconque de coordonnées localesx = x(x) dont l’inverse sera simplement noté
x = x(x), le transport des différentielles se calcule grâce aux formules automa-
tiques de différentiation :

dxν = ∂xν

∂xρ dx
ρ et dxν = ∂xν

∂xρ dx
ρ.

Quant au transport de champ de vecteurs, il s’obtient en dérivant par rapport àxν

l’identité fonctionnellef(x) = f
(
x(x)

)
et en différentiant par rapport àxν l’iden-

tité inversef
(
x
)

= f
(
x(x)

)
, ce qui donne :

∂
∂xν = ∂xρ

∂xν
∂
∂xρ et ∂

∂xν = ∂xρ

∂xν
∂
∂xρ

À travers un tel changement de coordonnées, voici comment setransforme le champ
de repèreses ainsi que le champ dualωt de formes différentielles :

es = hs
ρ ∂
∂xρ

= hs
ρ ∂xν

∂xρ
∂
∂xν

= hs
ν ∂
∂xν = es,

ωt = htρ dx
ρ

= htρ
∂xρ

∂xν dx
ν

= h
t
ν dx

ν = ωt
,

d’où nous déduisons la règle de correspondance entre fonctions coefficients :

hs
ν

= hs
ρ ∂xν

∂xρ et h
t
ν = htρ

∂xρ

∂xν .
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7. Torsion, courbure et platitude. Par définition, dans la théorie classique (diffé-
rente de celle du repère mobile), le tenseur de torsion mesure le défaut de symétrie
des coefficients de Christoffel par rapport à leurs deux indices inférieurs :

Λµρν := ∆µ
ρν − ∆µ

ρν

= hsρ hs
µ
, ν − hsν hs

µ
, ρ.

On peut vérifier par un calcul direct que c’est bien un tenseur37, i.e. que l’on a
∆
µ
ρν = ∂xµ

∂xµ1
∂xρ1

∂xρ
∂xν1

∂xν ∆µ1
ρ1ν1 pour tout changement de coordonnéesx = x

(
x
)
.

Observons que notre tenseur de torsion ne contient que des dérivées premières des
composantes fondamentaleshsν .

Classiquement, du point de vue des invariants de courbure etde torsion, il existe
une certaine réciprocité-miroir entre les structures riemanniennes et les champs de
repères.

• Variétés (pseudo)riemanniennes :Dans la théorie du parallélisme rieman-
nien due à Schouten et à Levi-Civita, la torsions’annule identiquement, parce
que les coefficients de ChristoffelΓµρν , définis en fonction de la pseudo-

métriquegµν dxµdxν parΓµρν := 1
2 g

αµ
(

∂
∂xρ gαν + ∂

∂xν gαρ − ∂
∂xα gρν

)
, sont

symétriques par rapport à leurs indices inférieurs :Γµρν = Γµνρ ; cependant, le
tenseur de courbure riemannienne est en général non nul en tout point.

• Structures à parallélisme absolu :Dans la théorie d’Einstein-Cartan, la cour-
bure pour la métrique pythagoricienne s’annule identiquement, parce que le
transport par parallélisme des vecteurs le long de parallélogrammes infinitési-
maux fixede facto leur orientation et leur direction ; cependant, le tenseur de
torsion est en général non nul en tout point.

Proposition 7. Un parallélisme absolu défini par un champ de repères
(e1, e2, . . . , en) est équivalent, via une transformation localex 7→ y = y(x), à
l’espace des(y1, y2, . . . , yn) muni des repères triviaux associés:

(
∂
∂y1

, ∂
∂y2

, · · · , ∂
∂yn

)

37 En effet, en appliquant les formules de transformation précédentes, en abrégeant par(·), ν la

différentiation par rapport àxν , en développanths
µ

, ν = hs
µ

, λ
∂xλ

∂xν pour passer à la deuxième ligne :

Λ
µ

ρν = h
s
ρ hs

µ

, ν − h
s
ν hs

ν

, ρ

= h
s

α
∂xα

∂xρ hs
µ

, λ
∂xλ

∂xν − h
s

α
∂xα

∂xν hs
µ

, λ
∂xλ

∂xρ

= h
s

α
∂xα

∂xρ

h
hs

β ∂xµ

∂xβ

i
, λ

∂xλ

∂xν − h
s

α
∂xα

∂xν

h
hs

β ∂xµ

∂xβ

i
, λ

∂xλ

∂xρ

= h
s

α
∂xα

∂xρ

“
hs

β
, λ

∂xµ

∂xβ + hs
β ∂2xµ

∂xβ∂xλ

”
∂xλ

∂xν − h
s

α
∂xα

∂xν

“
hs

β
, λ

∂xµ

∂xβ + hs
β ∂2xµ

∂xβ∂xλ

”
∂xλ

∂xρ

= ∂xα

∂xρ
∂xλ

∂xν
∂xµ

∂xβ

“
h

s
α hs

β
, λ − h

s
λ hs

β
, α

”
+ h

s
α hs

β ∂xα

∂xρ
∂xλ

∂xν
∂2xµ

∂xβ∂xλ − h
s
α hs

β ∂xα

∂xν
∂xλ

∂xρ
∂2xµ

∂xβ∂xλ

= ∂xα

∂xρ
∂xλ

∂xν
∂xµ

∂xβ Λβ
αλ + ∂xα

∂xρ
∂xλ

∂xν
∂2xµ

∂xα∂xλ − ∂xα

∂xν
∂xλ

∂xρ
∂2xµ

∂xα∂xλ

= ∂xµ

∂xµ1

∂xρ1

∂xρ
∂xν1

∂xν Λµ1

ρ1ν1
.
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si et seulement sitous ses coefficients de torsion s’annulent identiquement.

Démonstration.Dans le cas (pseudo)riemannien, les espaces dits «plats» qui ont
un tenseur de courbure identiquement nul sont localement équivalents à l’espace
euclidien (minkowskien) : la dégénérescence complète des invariants ramène au
modèle standard, « plat », sans aucune courbure.

Ici, les arguments sont plus expéditifs que dans le cas riemannien, où la preuve
(cf. [Spi1970]) nécessite une préparation adaptée du théorème de Frobenius. Sup-
posons en effet que

0 ≡ ∆µ
ρν − ∆µ

νρ

= −hsµ
(
hsρ, ν − hsν, ρ

)
,

c’est-à-dire quehsρ, ν = hsν, ρ pour tous indicesρ, ν, et s. À s fixé, chaque sys-
tème extrait den2 équations aux dérivées partielles s’intègre facilement38 : pour
tout s fixé, il existe donc une fonctionψs = ψs(x) telle quehsρ = ∂ψs

∂xρ — d’où
trivialement0 = hsρ, ν − hsν, ρ — et il suffit alors d’introduire le changement de
coordonnéesx 7→ ψ(x) =: y — qui est automatiquement un difféomorphisme lo-
cal puisque par hypothèse la matrice deshsρ = ∂ψs

∂xρ est inversible — pour redresser
chaquees = hs

µ ∂
∂xµ en ∂

∂ys :

∂

∂ys
=
∂ψs
∂xµ

∂

∂xµ
= hsµ

∂

∂xµ
.

Réciproquement, le parallélisme-identité constanths
µ = δµs possède bien une tor-

sion nulle :Λµρν = δsρ (δµs ), ν = 0. �

7. Connexion de Levi-Civita de la métrique riemannienne associée.

7. Dérivée covariante de tenseurs.Classiquement, les coefficients de Christoffel
permettent de définir une notion intrinsèque de dérivée covariante des tenseurs, qui
produit à nouveau des tenseurs. Par exemple, pour un tenseurAµ une fois contra-
variant et pour un tenseurωµ une fois covariant, on définit :

Aµ; σ := Aµ, σ −Aα ∆µ
ασ et ωµ; σ := ωµ, σ + ωα∆α

µσ.

Enfin, la torsion intervient naturellement lorsqu’on mesure la non-commutativité
des dérivées covariantes d’un tenseurT

β1···βq
α1···αp quelconque :

T
β1···βq
α1···αp ;σ; τ

− T
β1···βq
α1···αp ;σ; τ

= T
β1···βq
α1···αp ;µ

Λµστ .

Cette formule se vérifie aisément sur les tenseurs de petit rang et se généralise
ensuite.

38 Le rotationnel d’un champ de vecteurs s’annule si et seulement si ce champ est localement égal
au gradient d’une fonction.
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§8. TENSEUR DE TORSION ET ÉQUIVALENCE

8. Équivalences de co-repères.Dès les années 1905–1910, en relation avec la
théorie des groupes de transformation en dimension infinie,Cartan étudia le pro-
blème abstrait d’équivalence pour les systèmes absolus de co-repères, sans réfé-
rence à la notion de connexion.

[OL1995]

8. Théorème fondamental de Cartan.Les composantesΠµ
ρν de la torsion accom-

pagnées de toutes leurs dérivées covariantes par rapport àe1, e2, . . . , en :

Πµ
ρν; γ1 ,Π

µ
ρν; γ1; γ2 , . . . . . . ,Π

µ
ρν; γ1; γ2; ...; γk

, . . . . . .

constituent un système complet d’invariants différentiels du parallélisme absolu au
sens suivant.

• Équivalence locale :Si l’on se place localement au voisinage d’un point où l’ap-
plication deM à valeurs dansR∞

x 7−→
(
Πµ
ρν(x),Π

µ
ρν; γ1(x), . . . . . . ,Π

µ
ρν; γ1; γ2; ...; γk

(x), . . . . . .
)

est de rang maximal localement constant, disons égal àr (avec0 6 r 6 n), et si
l’on choisit une sous-collection der dérivées covariantes fondamentales de rangr
par rapport àx

Πi(x) := Πµ

ρ(i)ν(i); γ1(i); γ2(i); ...; γk(i)(i)
(x), i = 1, . . . , r,

alors par le théorème du rang constant, toutes lesautres dérivées covariantes s’ex-
priment au moyen de certaines fonctions de cesΠi :

Πµ
ρν; γ1; γ2; ...; γk

≡ Φµ
ρνγ1...γk

(
Π1, . . . ,Πr

)

etchacune de ces fonctionsΦµ
ρνγ1...γk

est indépendante du système de coordon-
nées.Par conséquent, ces fonctions sont exactement les mêmes pour deux systèmes
de repères qui se déduisent l’un de l’autre par changement decoordonnées.

• Résolution abstraite du problème d’équivalence :Réciproquement, étant
donné deux parallélismes absoluse1, e2, . . . , en et e1, e2, . . . , en définis chacun
dans leur propre système de coordonnées(x1, x2, . . . , xn) et

(
x2, x2, . . . , xn

)
, il

existe une transformation ponctuelle (un difféomorphismelocal)x 7−→ x qui trans-
forme le premier champ de repères en le second pourvu seulement quer = r et que
les dépendances fonctionnellesΦ etΦ soient exactement les mêmes.

§9. HISTORIQUE INITIAL DE LA CORRESPONDANCE ENTRECARTAN ET

EINSTEIN

9. Deux conférences d’Einstein à l’Institut Henri Poincaré. Le 9 novembre
1929, Einstein s’est déplacé à Paris pour recevoir le titre de doctor honoris causa
de l’Université de Paris qui lui sera décerné dans le Grand Amphithéâtre de la Sor-
bonne en compagnie d’autres éminents savants, devant une large assemblée réunis-
sant professeurs de droit, médecins, archéologues, historiens, hommes de lettres,
chimistes, physiciens et mathématiciens. À cette occasion, le 8 et le 12 novembre,
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Einstein est aussi invité à prononcer deux conférences à l’Institut Henri Poincaré,
nouvellement créé un an auparavant. C’est au texte [Ei1930b] publié dans le pre-
mier volume des Annales de l’Institut et rédigé en français par Alexandre Proca à
partir des deux leçons d’Einstein que nous allons nous référer, parce qu’il constitue
la synthèse finale et détaillée de la tentative la plus connuede théorie unitaire, avant
qu’Einstein ne l’abandonne brusquement pour s’engager en collaboration avec Wal-
ther Mayer vers des théories unitaires à la Kaluza-Klein en dimension> 5. Cette
synthèse suit de très près l’article de revue [Ei1930a], soumis en août 1929, pu-
blié en décembre 1929 après un long délai éditorial et suivi,dans le même volume,
d’une notice historique sur le parallélisme absolu que Cartan rédigea en français
sous l’expresse demande d’Einstein.

Tentative d’approche variationnelle. Dès Juin 1928, Einstein avait entrevu une
nouvelle possibilité géométrique pour élaborer une théorie unifiée de la gravita-
tion et de l’électricité39. À une semaine d’intervalle, il fit paraître deux courtes
notes auxSitzungsberichtede l’Académie prussienne, dans lesquelles il introdui-
sit lesn-Bein, la connexion associée et son tenseur de torsion ainsique les équa-
tions d’annulation de la courbure, afin de tenter de définir unlagrangien du type
H := det(hµs ) gµν Λαµβ Λβνα dont dériveraient, par un principe variationnel de type
Euler-Lagrange, les équations recherchée pour un champ unifié. Peu de temps après,
ces deux publications déclenchèrent une correspondance d’Einstein avec des phy-
siciens et des géomètres contemporains, notamment avec Herman Müntz, Roland
Weitzenböck, Cornelius Lanczos, Élie Cartan et Walther Mayer.

La structure mathématique des systèmes absolus de repères,développée prin-
cipalement par Weitzenböck, Schouten et Cartan en rapport avec la théorie des
connexions et avec les groupes de Lie devait donner lieu à d’élégants échanges
épistolaires concernant la priorité scientifique, et l’enjeu grandissait au moment de
la culmination « médiatique » . . . .

Après douze années de recherches accompagnées de multiples désap-
pointements, j’ai maintenant découvert une structure métrique continue
située entre les structures riemanniennes et la structure euclidienne, et
dont la mise au point conduit à une théorie véritablement unifiée des
champs ∗.

Correspondre pour signaler ses travaux.Il est généralement admis qu’Einstein
a retrouvé par lui-même ce concept géométrique, inspiré peut-être par laNahegeo-
metrie) de Weyl et par les diverses variations conceptuelles que l’on peut faire subir
aux notions physico-mathématiques qui sont susceptibles,dans leur être propre,
d’être soumises à des déplacements infinitésimaux.

39 Pour un historique détaillé de l’« orbite Einstein », fondé sur une analyse scrupuleuse des ma-
nuscrits et des lettres d’Einstein, le lecteur est renvoyé àl’excellente étude [Sa2006].

∗ « Nach zwölf Jahren enttäuschungsreichen Suchens entdeckte ich nun eine metrische Konti-
nuumstruktur, welche zwischen der Riemannschen und der Euklidischen liegt, und deren Ausarbei-
tung zu einer wirklich einheitlichen FeldTheorie führt ». Über den gegenwärtigen Stand der Feld-
Theorie, in : Fetschrift zum 70. Geburtstag von Prof. Dr. A. Stodola Zürich, Orell Füssli Verlag,
1929, 126–132 ; p. 130.
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Toutefois, deux fait attestés historiquement retiendrontnotre attention. Dès l’été
1929, Einstein est confronté à deux éminents géomètres, Weitzenböck et Cartan,
qui avaient déjà développé en eux-mêmes et pour eux-mêmes les aspects purement
théoriques des structures à parallélisme absolu. Phénomène de « mode » traversant
les communautés scientifiques40 et favorisant la publication de certaines thématiques
spécifiques, ou circulation inconsciente des idées que chacun (ré-)élabore dans son
propre langage théorique sans se ressouvenir des conférences qui auraient posé à
l’avance les jalons d’une réminiscence ultérieure, quelles qu’en soient la cause
réelle ou factuelle, nous savons, grâce à la conservation deleur correspondance,
comment Einstein et les deux géomètres différentiels se sont expliqués.

L’épisode Weitzenböck. Le 1er août 1929, Einstein reçoit une lettre de Roland
Weitzenböck, alors professeur à l’Université d’Amsterdam, qui réclame la priorité
scientifique au sujet de la connexion∆µ

ρν naturellement associée à un parallélisme
absolu, aujourd’hui appeléeconnexion de Weitzenböck: elle apparaissait déjà dans
un article de survol sur la théorie des invariants algébriques et différentiels publié en
1921 dans l’Encyclopädie der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer
Anwendungen, et plus explicitement encore dans la monographie [Wei1923]. Par
ailleurs, Weitzenböck signale à Einstein l’existence de nombreux articles récents
consacrés aux champs den-Bein, notamment par Vitali, Bortolotti, et Einsenhart.

Plus spécialement, Weitzenböck signale le théorème fondamental de la théorie,
qui lui est dû, d’après lequel toute fonction des coefficients fondamentauxhs

µ et de
leurs dérivées successiveshs

µ
, λ1

, hs
µ
, λ1, λ2

, . . . ,hs
µ
, λ1, λ2,..., λκ

jusqu’à un ordre
fixé κ qui est invariante par changement arbitraire de coordonnées41, et par rotation
orthogonale globale à coefficients constantses 7−→ M t

s et, avecM t
s ∈ On(R),

s’écrit nécessairement comme fonction du déterminanth := |hsµ|, du tenseur mé-
trique gµν = hµ

λ hν
λ, du tenseur de torsionΛµρσ, et de toutes ses dérivées cova-

riantesΛµρσ; λ1
, Λµρσ; λ1; λ2

, . . . ,Λµρσ; λ1;λ2; ...; λκ−1
jusqu’à l’ordreκ − 1. Aussi Ein-

stein devrait-il rechercher l’expression d’un lagrangienadéquat seulement comme
fonction de ces invariants fondamentaux. De plus, le lagrangien que visait Einstein
devant être d’ordre 1 en les dérivées deshs

µ, Weitzenböck montre qu’il n’existe

40 Ref. Cartier
41 Très précisément, il s’agit par définition d’une fonctionI du «jet» d’ordreκ deshs

µ défini
par :

j
κ

hs
µ :=

“
hs

µ
, hs

µ
, λ1

, hs
µ

, λ1, λ2
, . . . , hs

µ
, λ1, λ2,..., λκ

”

qui satisfait
I

`
j

κ
hs

µ´
= I

`
j

κ
hs

µ
´

lorsqu’on effectue un changement de coordonnéesx 7→ x = x(x) transformanths
µ en hs

µ
=

hs
ρ ∂xµ

∂xρ , puis transformant les dérivées d’ordre unhs
µ

, λ1
en

hs
µ

, λ1
= hs

ρ
, τ1

∂xτ1

∂xλ1

∂xµ

∂xρ + hs
ρ ∂xτ1

∂xλ1

∂2xµ

∂xρ∂xτ1
,

et ainsi de suite, autrement dit, une fonctioninvariante est une fonction qui a la propriété de rester la
même lorsqu’on remplace les dérivées des

I
“
hs

µ
, hs

µ

, λ1
, . . . , hs

µ

, λ1,..., λκ

”
= I

`
hs

µ
, hs

µ
, τ1

, . . . , hs
µ

, τ1,... , τκ

´
.
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pas de fonction invariante qui est linéaire en lesΛµρσ et que toute fonction invariante
quadratique en lesΛµρσ est nécessairement combinaison linéaire

H = a I1 + b I2 + cI3

de trois invariants fondamentaux définis par :

I1 := gµν Λρµσ Λσνρ,

I2 := gµν Λρµρ Λσνσ,

I3 := gµσ gντ gλρ Λλµν Λρστ ,

multipliée éventuellement par le seul invariant d’ordre zéro qu’est le déterminant
h = |hsµ|. Enfin, Weitzenböck annonce son intention d’écrire une noteà ce sujet.
Le 3 août, Einstein lui répond avoir été incité par Planck à publier de toute façon
dans une revue destinée à des physiciens, et se montre favorable à une présentation
des résultats de Weitzenböck à l’Académie prussienne. Le 8 août, presque par retour
de courrier, Weitzenböck envoie son projet d’article rédigé avec célérité, projet qui
paraîtra en novembre 1928. Leur correspondance semble alors s’en être tenue à ce
point.

• Spéculation épistémologique :Einstein croyait avoir trouvé par lui-même l’idée
de parallélisme absolu à distance fini. Tout scientifique peut inconsciemment ren-
contrer ou redécouvrir soudainement une idée qui a été déposée des années aupara-
vant dans son inconscient, et l’on peut croire qu’Einstein n’avait même pas essayé
de suivre ce que Cartan avait essayé de lui expliquer. Mais onpeut aussi penser
qu’Einstein était renseigné sur les travaux de Cartan dont il devait certainement
avoir reçu des tirés à part, bien qu’il ne se sentît pas obligéde réagir aux articles
purement mathématiques de Cartan, de Schouten, d’Eisenhart et de Weitzenböck.

• Eisenhart 1925 :Riemannian geometry, Princeton University Press ; connexion
associée à un parallélisme absolu.

• Weitzenböck 1928 :Differentialinvarianten in der Einsteinschen Theorie des
Fernparallelismus, Sitzungsber. Prüss. Akad. Wiss.26 (1928), 466–474.

• Réponse d’Einstein à Cartan :
Ich sehe in der That ein, dass die von mir benutzten Mannigfaltig-
keiten in den von Ihnen studierten als Spezialfall enthalten sind.
Auch die Herren Eisenhart (Princeton) und Weitzenböck (Saa-
ren) haben die mathematische Grundlagen meiner neuen Theo-
rie bereits teilweise vor mir dargelegt. Letzterer hat in einer zu
unserer Akademie Sitz. Ber. 1928, XXVI , gedruckten Abhand-
lung ein — wie es schien vollständiges — Litteratur-Verzeichnis
der einschlägigen mathematischen Arbeiten angegeben ; dabei
hat er aber auch Ihre Arbeiten übersehen. Dies muss nun wieder gut
gemacht werden. Ich bin aber ein bischen ratlos, wie ich es ma-
chen soll, um alle gerechten Anspruche zu befriedigen.

• Réaction dubitative de Cartan :
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Le silence de Weitzenböck à mon égard est un peu curieux car il
indique dans sa bibliographie une note de Bortolotti dans laquelle
il se réfère plusieurs fois à mes travaux.

• Le 15 mai 1929, Einstein propose à Cartan d’écrire un articlehistorique sur la
notion de parallélisme absolu dansZeitschrift für Physik, comme complément à un
mémoire de survol d’Einstein.

• Une semaine plus tard (seulement !), le 24 mai 1929, Cartan envoie son projet de
Notice historique sur le parallélisme absolu.

• Trois mois plus tard, le 25 août 1929, s’excusant pour son long silence causé
par de nouveaux doutes sur la la légitimité d’appliquer cette théorie à la physique,
Einstein propose de publier plutôt dans lesMathematische Annalen,

weil einstweilen nur die mathematischen Zusammenhänge unter-
sucht werden, nicht aber deren Anwendung auf die Physik.

• Einstein s’est toujours plaint de la lenteur (déjà légendaire en 1930) des publica-
tions dans les revues de mathématiques :

P.S. [10-I-30] Es ist merkwürdig, dass die Mathematische Annalen
eine so schreckliche Verstopfung haben, dass sie in so vielen
Monaten nicht ausscheinden, was sie zu sich genommen haben.

§10. LES 22 ÉQUATIONS D’E INSTEIN

• Rappel : système de 4 champs de vecteurs linéairement indépendants

es = hs
ν ∂
∂xν , 1 6 s 6 4,

dont un système complet d’invariants fondamentaux est constitué par les com-
posantesΛµρν du tenseur de torsion ainsi que de toutes ses dérivées covariantes
Λµρν; γ1 , Λµρν; γ1; γ2 , . . . .

• Comptage initial : Il y a en tout4× 6 = 24quantitésΛµρν , tandis que leshs
ν sont

seulement au nombre de16. Avant même de chercher à synthétiser des équations
unitaires, il faut donc comprendre les relations algébriques abstraites et générales
qui lient lesΛµρ,ν . C’est lepoint de vue du démiurge, comme l’écrivit Cartan à
Einstein le 3 décembre 1912 : Einstein physicien revêt temporairement la robe al-
gébriste.

• Objectif principal : inventer un système covariant d’équations aux dérivées par-
tielles unifiant la fois la relativité générale et l’électromagnétisme.

• Sous-objectif : comprendre les identités algébriques que doivent satisfaire les
composantes de torsion.

• Paradoxe : la physique semble disparaître, le problème revenant à une simple
question d’algèbre différentielle ?
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• Einstein à l’IHP en novembre 1929 :
Mon point de départ a été constitué par les identités auxquelles
satisfont les grandeurs Λµρν . D’une façon générale, la recherche
de certaines identités peut être d’un grand secours pour le choix
des équations du champ, en nous suggérant des formes pos-
sibles pour les relations cherchées. L’étude de ces identités doit
donc logiquement précéder le choix du système d’équations.

• Comment Einstein dérive-t-il ses équations ?

• Le parallélisme étant absolu, la courbure riemannienne estidentiquement nulle,
donc les coefficients de Christoffel∆ι

χλ de la connexion satisfont :

0 ≡ ∆ι
χλ, µ − ∆ι

χµ, λ − ∆ι
σλ · ∆σ

χµ + ∆ι
σµ · ∆σ

χλ.

• Afin de faire intervenir le tenseur de torsion, on permute circulairement les indices
χ, λ, µ, on somme et on fait apparaître les dérivations covariantes:

0 = Λιχλ;µ + Λιλµ;χ + Λιµχ;λ +
(
ΛιχαΛαλµ + ΛιλαΛαµχ + ΛιµαΛαχλ

)

• Soulever (ou abaisser) les indices grâce au tenseur métrique :

Λαµν := Λαστ g
µσ gντ .

• Appliquer à ce tenseurT := Λαµν la formule de permutation des dérivées cova-
riantes :

T; ν;α − T;α; ν = −T; σ Λσνα
(avec les mêmes indicesα et ν) ce qui donne :

Λαµν; ν;α − Λαµν;α; ν = −Λαµν;σ Λσνα.

Ensuite, grâce à la formule de dérivation d’un produit(T ·S); σ = T;σ ·S;σ+T ·S;σ,
on réexprime le membre de droite :

= −
(
Λαµν Λσνα

)
;σ

+ Λαµν Λσνα; σ

et on change les indices muetsσ, α et ν du premier de ces deux derniers termes en
α, σ et τ , ce qui donne :

= −
(
Λσµτ Λατσ

)
;α

+ Λαµν Λσνα; σ.

On place les quatre termes dans le membre de gauche et on met enfacteur la dérivée
covariante(·);α :

(
Λαµν; ν − Λσµτ Λαστ

)
;α

− Λαµν;α; ν − Λαµν Λσνα; σ ≡ 0.

Les22Équations d’Einstein :

16 0 = Gµα := Λαµν − Λσµτ Λαστ = 0

6 0 = Fµν := Λαµν;α
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satisfont les4 identités :

0 ≡ Gµα;α − Fµα;α − Λαµν Fνα

.

• Arguments (cuisine spéculative) d’Einstein :Les équations les plus simples :

Λαµν = 0

sont trop restrictives : elles équivalent à dire que l’espace est euclidien, et de plus
elles ne contiennent que des dérivées premières deshs

ν .

• Les mêmes équations, dérivées une fois :

Λαµν; σ = 0

sont presque équivalentes aux précédentes, et elles suggèrent d’annuler toutes les
divergences possibles qu’on peut former à partir deΛαµν; σ : soit

6 0 = Λαµν;α

soit
16 0 = Λαµν; ν .

• Par un argument intuitif mystérieux (qui n’est pas soutenu par une spéculation ri-
goureuse), Einstein est conduit à rejeter ces équations et àsélectionner les22équa-
tions écrites dans l’encadré, qui ne sont autres que certaines combinaisons linéaires
des6 + 16 équations obtenues ci-dessus.

• Du point de vue de l’analyse épistémologique, on assiste à une tentative d’imi-
tation de la stratégie gagnante qui avait conduit à l’élaboration des équations de la
relativité générale.

• Relations de compatibilité :Einstein considère que, à un changement de coor-
données près, il y a16− 4 = 12 quantités inconnueshs

ν indépendantes, parce que
l’on peut normaliser :

h14 = h24 = h34 = 0, h44 = 1.

Or, pour être compatibles, les22 équations satisfaites par12 doivent être liées par
22− 12 = 10identités algébriques indépendantes, et comme4 sont déjà connues,
il faut en trouver encore6.

• Rappel : En relativité générale,i.e. sur une variété à 4 dimensions munie d’un
ds2 pseudo-riemanien (minkowskien sur chaque espace tangent), les 10 fameuses
équations d’EINSTEIN (1916) pour la gravitation générale s’écrivaient :

Rik − 1
2 g

ik R = T ik,

1 6 i 6 k 6 4, oùRik est le tenseur de Ricci etgik le tenseur (pseudo)métrique,
tous deux écrits en composantes covariantes, oùR est la courbure scalaire, et oùT ik
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est le tenseur d’énergie-impulsion de la matière. Le premier membreRik− 1
2 g

ik R,
appelémembre géométrique, est purement mathématique.

• Ici, nous avons10 fonctions inconnuesgµν (potentiels de gravitation) observe
Einstein, mais le système des4coordonnées(x1, x2, x3, x4) permet d’en normaliser
4 parmi 10, par exemple

g14 = 0, g24 = 0, g34 = 0, g44 = 1,

et donc, heuristiquement parlant, il ne reste plus que6 inconnuesprincipales, à
savoir les6 gµν restantes qui doivent satisfaire10 > 6 équations. Mais comme
on le sait, la loi de conservation infinitésimale de l’énergie exige que la divergence
covariante deT ik s’annule, ce qui donne les4 équations de compatibilité suivantes :

0 ≡
(
Rik − 1

2 g
ik R

)
; k

1 6 i 6 4, qui rétablissent la cohérence du système d’Einstein.

• Dans la recherche d’une théorie synthétisant gravitation et électromagnétisme, on
se concentre d’abord sur l’élaboration d’équations tensorielles géométriques géné-
ralisantRik− 1

2 g
ik R = 0, et on est amené à discuter de la nature et du nombre des

équations à choisir, ainsi qu’àspéculer sur le nombre de relations de compatibi-
lité qui doivent nécessairement être satisfaites par le système recherché.

• Par ailleurs, on est tenté, afin de respecter un principe de déterminisme physique
(au moins local), à privilégier seulement les systèmes telsque les données physiques
initiales sur une sous-variété à trois dimension déterminent uniquement toutes les
quantités dans un voisinage. Autrement dit, les systèmes souhaités doivent être non
caractéristiques (au sens de la théorie desEDP).

• Avant de poursuivre, rappelons aussi que pour les équationsde MAXWELL (élec-
tromagnétisme) dans le vide

rotH − 1
c

∂E

∂t
= 0 rotE + 1

c

∂H

∂t
= 0,

divE = 0, divH = 0,

sont au nombre de8 pour 6 inconnues, mais il y a les2 = 8 − 6 équations de
compatibilité obtenues en prenant la divergence de la première ligne.

• Paradoxe métaphysique :les équations de la physique envisagées seulement
avec le regard d’un algébriste différentiel.

• Einstein en trouve6 de plus, comme il le souhaitait.

? Contribution de Cartan ?

Anticipation. Après une correspondance soutenue et concentrée dans le temps,
Cartan en appliquant sa théorie des systèmes en involution montre qu’il fallait en
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vérité s’attendre à12 > 10 identités algébriques indépendantes et fait découvrir à
Einstein les 2 identités supplémentaires.

Théorème de Cauchy-Kowalewsky

• Systèmes d’ordre 1 : existence et unicité

• Exemple : systèmes d’équations différentielles ordinaires :t ∈ R variable temps
etu = (u1, . . . , um) ∈ R

m inconnues :
[

∂u
∂t

= Fonction
(
t, u
)

u(0) = u0

• Deuxième exemple :systèmes d’équations différentielles ordinaires avec para-
mètreλ = (λ1, . . . , λr) ∈ R

r :
[

∂u
∂t

= Fonction
(
t, u; λ

)

u(0) = u0(λ)

• Cauchy-Kowalewsky :

� variables indépendantes :(x1, . . . , xn) ∈ R
n ety ∈ R.

� variables dépendantes :(u1, . . . , um) ∈ R
m.

[
∂u
∂y

= Fonction analytique
(
x, y, u, ux

)

u(x, 0) = ϕ(x)

Théorie des systèmes en involution

• Article de synthèse de Cartan :Bull. Soc. Math. France59 (1931), 88–118, paru
après les échanges de lettres avec Einstein.

• Exposé de la théorie sans utiliser le langage des formes différentielles.

� Deux variables indépendantes :(x, y) ∈ R
2.

� m variables dépendantes :(u1, . . . , um) ∈ R
m.

• Notation abrégée :

uix := ∂ui

∂x
uiy := ∂ui

x

∂y
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• Système der équations linéaires aux dérivées partielles d’ordre 1 :




0 =
∑

16k6m

a1
k u

k
x +

∑

16k6m

b1k u
k
y + c1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 =

∑

16k6m

ark u
k
x +

∑

16k6m

brk u
k
y + cr

• Réécrire matriciellement :

0 = aux + b uy + c

• Cas particulier : maximalement résoluble par rapport àuy, c’est-à-dire :

rang matrice
(
bik
)

= r = nombre d’équations

• Renuméroter et découper les fonctions inconnues :
(
u′, u′′

)
:=
(
u1, . . . , ur, ur+1, . . . , um

)

• Réécrire le système :

0 = aux + b′ u′y + b′′ u′′y + c

• La matriceb′ devantu′y est inversible donc on peut résoudre par rapport àu′y :

u′y = F
(
x, y, ux, u

′′
y

)

= F
(
x, y, u′x, u

′′
x, u

′′
y

)

• Pour pouvoir appliquer le théorème de Cauchy-Kowalewsky, il faudrait considé-
rer comme étant fonctions inconnues seulement celles qui sont dans le membre de
gauche, à savoir lesr fonctionsu′y. Donc on oublie lesn− r fonctions restantesu′′,
ou plutôt,on choisit arbitrairement ces fonctionsu′′ = u′′(x, y) et ensuiteon les
oublie en considérant qu’elles sont incorporées dans les premiersarguments(x, y)
de la fonctionF, ce qui donne :

u′y = G(x, y, u′x),

et ainsi, le théorème de Cauchy-Kowalewsky s’applique àu′.

• Résumé :Si le rang de la matrice(bik) est égal au nombrer d’équations, la
solution générale du système dépend de :

r fonctions de1 variableϕ1(x), . . . , ϕr(x) ;

n − r fonctions de2 variablesur+1(x, y), . . . , um(x, y).

• Cas général :

rang matrice
(
bik
)

= r−r1 6 r = nombre d’équations

• Généricité : on demande que ce rang soit localement maximal, c’est-à-dire
qu’on se place au voisinage d’un point générique et on suppose que ce rang reste
constant quand on fait agir des changements de coordonnées linéaires de la forme :
(x, y) 7−→ (x, y + λx).
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• Découpage de coordonnées :

• Forme du système après simplification :

r




r1
[

0 = X ′ := u′x + a2 u
′′
x + a3 u

′′′
x + R

r1
[

0 = Y ′ := u′y + 0 + b3 u
′′′
y + Rux + R

r − 2r1
[

0 = Y ′′ := 0 + u′′y + c3 u
′′′
y + Rux + R

• La généricité implique que les lignes de la matrice :
(

1 a2 a3

)

sont combinaisons linéaires des lignes de la matrice :
(

1 0 b3

0 1 c3

)

• Conditions de compatibilité nécessaires :effectuer la différentiation croisée et
simplifier en utilisant les équationsX ′ = 0, Y ′ = 0 et Y ′′ = 0 ainsi que les
équations∂X

′

∂x
= 0 :

0 ≡ ∂X ′

∂y
− ∂Y ′

∂x

≡ Θ
(
x, y, u′′x, u

′′′
x , u

′′′
y , u

′′
xx, u

′′′
xx

)

• Définition : Le système esten involution si lesr1 expressions :

Θi :=
∂X ′

i

∂y
− ∂Y ′

i

∂x

(1 6 i 6 r1) réduites en tenant compte des équations du système, sont identique-
ment nulles quand on regarde les arguments deΘ comme des variables indépen-
dantes.

Involution ≡ système compatible
Théorème.Si le système est en involution, il possède des solutions analytiques

par application du théorème de Cauchy-Kowalesky.

• Premier cas :m > r− r1 : on fixe arbitrairemenent lesm− r+ r1 fonctionsu′′′

de2 variables, on résout d’abord le sous-système formé des deuxdernières familles
d’équationsu′y = · · · , u′′y = · · · et ensuite, la première famille d’équations0 = X ′

est automatiquement satisfaite grâce aux conditions de compatibilité Θ = 0.

• Deuxième cas :m = r − r1 : il n’y a plus de fonctionsu′′′ arbitraires de deux
variables, et d’après Cauchy-Kowalewsky, les deux dernières familles d’équations
uy = · · · déterminent complètement la solutionu dès queu(x, 0) est choisi, mais
la première famille d’équations :

u′x = −a2 u
′′
x −R,
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restreinte à{(x, 0)} impose que seule lesm − r1 fonctionsu′′x(x, 0) de1 variable
sont quelconques.

• Définition : Le systèmedétermine les fonctions inconnues sim = r − r1.
Résumé.Pour qu’un système à deux variables(x, y) soit en involutionet qu’il

détermine les fonctions inconnues, il faut :

• que les équations du système soient résolubles par rapport aux m dérivées
∂uk

∂y
;

• qu’il existe entre les dérivées des premiers membres exactementr1 = r −m
identités de compatibilité linéairement indépendantes.

Passage à trois variables

� Trois variables indépendantes :(x, y, z) ∈ R
3.

� m variables dépendantes :(u1, . . . , um) ∈ R
m.

• Forme du système après simplification :

r




r1
[

0 = X ′ := u′x + λu′′x + λu′′′x + λu′′′′x + R

r2 − r1

[
0 = Y ′ := u′y + 0 + λu′′′y + λu′′′′y + Rux + R
0 = Y ′′ := 0 + u′′y + λu′′′y + λu′′′′y + Rux + R

r − r2




0 = Z ′ := u′z + 0 + 0 + λu′′′′z + Rux + Ruy + R
0 = Z ′′ := 0 + u′′z + 0 + λu′′′′z + Rux + Ruy + R
0 = Z ′′′ := 0 + 0 + u′′′z + λu′′′′z + Rux + Ruy + R

4 variables physiques

� Trois variables indépendantes :(x, y, z, t) ∈ R
4.

� m variables dépendantes :(u1, . . . , um) ∈ R
m.

Le dernier entier non nul de cette suite décroissante donne le nombre de fonctions
arbitraires dek variables dont dépend la solution générale d’un système en involu-
tion.

• Définition : Le système estdéterminé si

m− r + r3 = 0.
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• Définition : Le système esten involution s’il y a

r1 + r2 + r3

conditions de compatibilité indépendantes entre les équations.
Applications aux espaces à parallélisme absolu

• Première application du théorème de Cartan :avant d’ajouter certaines équa-
tions physiques, il faut comprendre le système mathématique d’EDP dont les solu-
tions sont les espaces à parallélisme absolues = hs

α ∂
∂xα doués de torsion.

Le tenseur de torsionΛsαβ est défini par les24équations :

(Hsαβ) 0 = hsα, β − hsβ, α − Λsαβ

avec1 6 α < β 6 4 et1 6 s 6 4.

L’élimination des quantités fondamentalesh conduit aux16 identités de type Bian-
chi :

(Lsαβγ) 0 = Λsαβ, γ + Λsβγ, α + Λsγα, β,

avec1 6 α < β < γ et 1 6 s 6 4. Si, dans cette dernière équation, on réexprime
les dérivées d’ordre 1 des coefficients de torsion en fonction deshs

α, on obtient un
système de 16EDP du second ordre en leshs

α.

• Oublier le parallélisme absolu et envisager les24 + 16 équationsHsαβ etLsαβγ
comme un système de40 EDP d’ordre 1 en les16+ 24 fonctions inconnueshs

α et
Λβα.

• Ce système satisfait les16+ 4 = 20 relations de compatibilité linéairement indé-
pendantes :

(∗)

{
0 ≡ (Hsαβ), γ + (Hsβγ), α + (Hsγα), β + (Lsαβγ)
0 ≡ (Lsαβγ), δ − (Lsαβδ), γ + (Lsαγδ), β − (Lsβγδ), α

oùs = 1, 2, 3, 4 et1 6 α < β < γ 6 4 dans les premières et où, dans les secondes,
(α, β, γ, δ) forment une permutation circulaire de(1, 2, 3, 4).

• Appliquer le théorème de Cartan.
Anticipation : les solutions ne sont autres que les16 fonctionshs

α de 4 va-
riables.

• Question :quels sont les entiers

r′, r′3, r′2, r′1

de ce système ?

• Observation : les équations sont résolubles pour les dérivées prises par rapport à
x4 des12+ 12= 24 fonctions suivantes :
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hsα, 4 = hs4, α + Λsα4 s = 1, 2, 3, 4 ;α = 1, 2, 3

Λsαβ, 4 = −Λsβ4, α − Λs4α, β s = 1, 2, 3, 4 ;β = 1, 2, 3

Il reste donc
r
′
3 = 40 − 24

= 16

équations. On continue et on trouve :

r
′ = 40

r
′
3 = 16

r
′
2 = 4

r
′
1

= 0

• Conclusion :Ainsi, la somme

r
′
1 + r

′
2 + r

′
3 = 0 + 4 + 16

est précisément égale au nombre des relations de compatibilité (∗), doncle système
est en involution, et la solution générale dépend de

m− r
′ + r

′
3

= 16

fonctions de4 variables.

• Seconde application du théorème de Cartan :Supposons qu’on ajouter nou-
velles équations physiques aux équations mathématiques (Hsαβ) et (Lsαβγ) et dési-
gnons par

r1 + r′1, r2 + r′2, r3 + r′3

• Réduction du nombre d’inconnues :en redressant le champe4 = ∂
∂x4 , on

normalise
h14 = 0, h24 = 0, h34 = 0, h44 = 1,

ce qui réduit de 4 unités le nombre de fonctions inconnues.

• Ensuite, on redresse dans le plan{x4 = 0}, ce qui donne, dans{x4 = 0} :

h13 = 0, h23 = 0, h33 = 1, h43 = 0,

donc on se ramène à
40 − 8 = 32

fonctions inconnues.
Observation : Ici, je ne comprends pas tout.
Résultat. Pour qu’un système donné soiten involution et qu’il détermine les

fonctions inconnues, il faut et il suffit :

• que lesr équations physiques ajoutées aux équations (Hsαβ) et (Lsαβγ) soient
résolubles par rapport aux 12 dérivéesΛsα4, 4, ce qui donne

r − r3 = 12 ;
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• qu’il existe entre les dérivées des premiers membres de ces équations exacte-
ment

r1 + r2 + r3 = r1 + r2 + r − 12

relations de compabitibilité linéairement indépendantes.

Application aux 22 équations d’Einstein
{

6 (Fαβ) 0 = Λραβ; ρ

16 (Gβα) 0 = Λβαρ; ρ + Λσαρ Λβρσ

• Valeurs trouvées pourr1, r2, r3 :

r1 = 0, r2 = 2, r3 = 10

donc le système est en involution s’il existe

r1 + r2 + r3 = 12

identités de compatibilité. Cartan trouve ces 12 identités(Einstein n’en avait que
10).

• Cartan découvre un autre système de 22 équations en involution dont la solution
générale dépend aussi de 12 fonctions arbitraires de 3 variables.

• Il découvre aussi un système de 15 équations dont la solutiongénérale dépend de
18 fonctions de 3 variables.

Il est probable que les trois systèmes trouvés sont les seuls sys-
tèmes en involution indépendants du choix des variables et du
choix des repères rectangulaires, qui soient linéaires par rapport
aux dérivées covariantes des Λγαβ et quadratiques par rapport
aux Λγαβ , et qui déterminentles fonctions inconnues. Mais la dis-
cussion de cette question fait intervenir des problèmes d’Algèbre
tout à fait étrangers à l’objet de ce Mémoire.
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