
“La descente galoisienne ...”

Luc Illusie

À Pierre Deligne,
en témoignage d’amitié et d’admiration

“La descente galoisienne ...” C’est ce que Deligne m’a répondu, la première fois que
je l’ai rencontré, et que je lui ai demandé à quoi il s’intéressait. C’était une après-
midi d’hiver, à Bures, en 1965, après le séminaire de Grothendieck à l’IHES, début de
SGA 5. J’avoue que j’étais surpris. N’était-ce pas juste un cas particulier de la descente
fidèlement plate ? Ce que je devais découvrir un peu plus tard, c’est qu’en réalité Deligne
réfléchissait déjà à ce qu’on appelle maintenant la descente cohomologique. Ni les objets ni
les morphismes de catégories dérivées de faisceaux ne se recollent en général. On n’avait
alors aucune idée pour contourner l’obstacle. La technique que Deligne mit au point à ce
moment-là est devenue, depuis longtemps, un outil familier. Elle était révolutionnaire à
l’époque.

Je me souviens de l’exposé qu’en fit Deligne, à Bures, sous l’œil admiratif de
Grothendieck. Il avait d’abord rappelé les suites spectrales de Leray, définies par exemple
dans le livre de Godement [Go, II 5.2, 5.4], aboutissant à la cohomologie d’un espace
topologique Y à valeurs dans un faisceau abélien F , déduites d’un recouvrement U =
(Ui)i∈I supposé soit ouvert, soit fermé localement fini :

(1) Epq
1 = Čp(U, Hq(−, F )) ⇒ Hp+q(Y, F ),

où Čp(U, Hq(−, F )) =
∏

Hq(Ui0 ∩ · · · ∩ Uip
, F ) est le groupe des p-cochâınes de Čech

du préfaisceau U 7→ Hq(U, F ). La question se posait d’en donner une généralisation
commune. Dans les deux cas, si l’on introduit l’espace X0 somme disjointe des Ui,
et le système des produits fibrés successifs Xn = (X0/Y )n+1 (somme disjointe des
Ui0 ∩ · · · ∩ Uin

), on obtient un espace simplicial ε. : X. → Y au-dessus de Y , d’où
un complexe de faisceaux sur Y

ε.∗ε
∗
. F = (ε0∗ε

∗
0F → · · · → εn∗ε

∗
nF → · · ·)

muni d’une augmentation

(2) α : F → ε.∗ε
∗
. F,

qui est un quasi-isomorphisme [Go, II 5.2.1]. Toutefois, dans le cas fermé localement fini
les foncteurs εn∗ sont exacts, alors qu’ils ne le sont pas en général dans le cas ouvert.
De ce fait, les méthodes employées dans [Go, II 5.2, 5.4] pour déduire de (2) les suites
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spectrales sont différentes dans les deux cas. Comment, de façon uniforme, “dériver” le
quasi-isomorphisme α ? L’idée - géniale - de Deligne a été de ne pas se borner à considérer
les familles de faisceaux sur les Xn provenant de Y par image inverse, mais de regarder
plus généralement les faisceaux G. sur X., i. e. les familles de faisceaux Gn sur les Xn,
munies, pour chaque application croissante f : [m] → [n], définissant Xf : Xn → Xm,
d’un homomorphisme uf : X∗

f Gm → Gn, vérifiant la condition de transitivité naturelle.
Les familles de faisceaux d’ensembles G. = (Gn, uf ) forment alors un topos X.̃ dans
lequel la catégorie des faisceaux abéliens possède suffisamment d’objets injectifs (resp.
flasques) G. tels que les restrictions Gn de G. à chaque “étage” Xn soient injectives
(resp. flasques). Ceci vaut plus généralement pour tout espace simplicial. Dans le cas
considéré, les εn définissent un morphisme de topos ε : X.̃ → Y , où ε∗ = ε∗. et ε∗ est le
noyau de la double flèche de ε0∗ dans ε1∗. Il est facile de calculer l’image directe dérivée
Rε∗ : D+(X.̃, Z) → D+(Y, Z) : pour G. ∈ D+(X.̃, Z), Rε∗G. est le complexe simple
associé au complexe double ε.∗G

′
., où G. → G′

. est un quasi-isomorphisme, avec G′
. borné

inférieurement et G′
n

i flasque pour tout n ≥ 0 et tout i ∈ Z. La forme dérivée de (2)
est que, pour tout faisceau abélien F sur Y , ou plus généralement tout complexe borné
inférieurement F sur Y , la flèche d’adjonction

(3) α : F → Rε∗ε
∗F

est un isomorphisme (de D+(Y, Z)). En d’autres termes, pour tout faisceau abélien F
sur Y , F

∼
−→ ε∗ε

∗F et Riε∗ε
∗F = 0 pour i > 0 (ce qui, dans le cas d’un recouvrement

ouvert, équivaut à (2) pour F flasque). Les suites spectrales (1) en découlent aussitôt.
L’isomorphisme (3) permet de donner un sens au recollement “dans la catégorie

dérivée” : le foncteur ε∗ : D+(Y, Z) → D+(X.̃, Z) est pleinement fidèle, et l’image
essentielle est formée des objets K dont les faisceaux de cohomologie HiK sont dans
l’image essentielle, i. e. proviennent de Y par image inverse : pour un recouvrement
ouvert, cela signifie que ces faisceaux sont les familles de faisceaux sur les Ui munies
d’une donnée de recollement sur les intersections Ui ∩ Uj . Le point de vue est changé :
il ne s’agit plus de se donner näıvement une famille d’objets de D+(Ui, Z) munie d’une
donnée de recollement sur les intersections, mais des complexes de faisceaux sur les Ui,
les Ui ∩ Uj , · · ·, Ui0 ∩ · · · ∩ Uin

, avec des flèches de transition formant un complexe de
faisceaux sur X.̃, astreint à certaines conditions sur ses faisceaux de cohomologie. Plus
tard, Deligne reviendra sur la question du recollement “näıf”, dans le cas des faisceaux
pervers, où il redevient possible [BBD, 3.2].

Par ailleurs, la généralisation désirée des deux suites spectrales est toute trouvée.
Partant d’une application continue ε0 : X0 → Y , on forme l’espace simplicial X. =
([n] → (X0/Y )n+1), augmenté par ε. vers Y . On dispose encore d’un topos X.̃ et
d’une flèche d’adjonction (3). Deligne dira que ε0 est de descente cohomologique pour
F (resp. de descente cohomologique) quand cette flèche est un isomorphisme (resp. est un
isomorphisme pour tout F ). Par exemple si l’application ε0 est propre et surjective (on
appelle ici propre une application séparée et universellement fermée), ε0 est de descente
cohomologique grâce au théorème de changement de base propre topologique [SGA 4
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Vbis 4.1.1]. On obtient alors une suite spectrale

(4) Epq
1 = Hq(Xp, ε

∗
pF ) ⇒ Hp+q(Y, F ),

généralisation commune des deux suites spectrales (1). Bien entendu, cette notion se
prête à de nombreuses variantes et généralisations en géométrie algébrique : topologie
de Zariski et faisceaux quasi-cohérents, topologie étale et faisceaux constructibles, etc.
Dans son exposé à Bures, Deligne s’était gardé de noyer l’auditeur sous une trop grande
généralité. La rédaction qu’en fera Saint-Donat dans [SGA 4 V bis] n’aura pas le même
souci pédagogique, mais couvrira tous les cas de figure utiles.

Revenons à la condition de descente cohomologique. Un morphisme fidèlement plat,
quasi-compact et quasi-séparé f : X0 → Y est de descente cohomologique pour les
faisceaux quasi-cohérents F sur Y (généralisation d’un résultat de Grothendieck [FGA,
TDTE I, B, Lemme 1.1]). Un morphisme propre et surjectif f : X0 → Y entre schémas
séparés de type fini sur C (resp. entre schémas) est de descente cohomologique pour
les faisceaux abéliens et la cohomologie de Betti (resp. les faisceaux étales de torsion
et la cohomologie étale). Le cas où f est un revêtement fini étale galoisien de groupe
G est précisément celui de la “descente galoisienne”, qui donne une version dérivée de
l’équivalence entre G-faisceaux sur X0 et faisceaux sur Y . Cependant, Deligne allait
exploiter, de façon plus profonde, cette condition de descente cohomologique. Il rêvait
probablement déjà d’une théorie de Hodge des variétés singulières. J’en vois pour preuve
la généralisation qu’il donna de (3) pour des hyperrecouvrements.

La notion d’hyperrecouvrement dans un topos T venait d’être introduite par Verdier
([SGA 4 V 7]), d’après une idée de Cartier. Verdier montrait qu’on peut calculer les
groupes de cohomologie Hq(T, F ) de T à valeurs dans un faisceau abélien F comme
limite inductive de groupes de cohomologie de Čech associés à des hyperrecouvrements
de T de plus en plus fins. L’objet simplicial X. = [n] 7→ Xn = (X0/Y )n+1 associé à
la somme X0 d’une famille couvrante (Ui)i∈I de l’objet final eT de T est l’exemple le
plus simple d’un hyperrecouvrement : c’est le cosquelette d’indice zéro de X0/T . Plus
généralement, un objet simplicial tronqué d’ordre n S≤n au dessus de (l’objet final)
de T se prolonge en un objet simplicial S. au-dessus de T par le n-ième cosquelette :
S. = cosqn(S≤n), adjoint à droite du foncteur restriction. Un hyperrecouvrement X. de
T est un objet simplicial tel que X0 → eT soit un épimorphisme et que pour chaque
n, la flèche naturelle de Xn+1 vers cosqn(X≤n)n+1 soit un épimorphisme (intuitivement,
on “recouvre” les Ui ∩ Uj par des Uij , les Uij ∩ Ujk ∩ Uki par des Uijk, etc.). Si T est
le topos ponctuel, les hyperrecouvrements de T sont les ensembles simpliciaux de Kan
contractiles. Le théorème de Verdier avait alors surtout pour intérêt de montrer qu’on
pouvait calculer la cohomologie (Zariski, ou étale) de schémas non nécessairement séparés,
par un procédé “à la Čech” utilisant des hyperrecouvrements à composantes sommes de
schémas affines. Deligne allait donner à la notion d’hyperrecouvrement une toute autre
portée.

Si ε. : X. → Y est un espace topologique simplicial augmenté, on dispose encore, pour
tout faisceau abélien F sur Y , d’une flèche d’adjonction (3). Deligne dira que ε. est de
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descente cohomologique si (3) est un isomorphisme. Dans le cas où X. = cosq0(X0/Y ),
on retrouve la notion précédente. De la théorie qu’il développe, dès 1965, résulte le fait
que, si X. est un hyperrecouvrement propre de Y , par quoi on entend que la flèche ε0

ainsi que, pour tout n, la flèche Xn+1 → cosqn(X≤n)n+1 est propre et surjective, alors ε.

est de descente cohomologique. En même temps, Deligne montre comment construire des
hyperrecouvrements d’un type prescrit. Par exemple, si Y est un schéma séparé de type
fini sur C, on dispose, par Hironaka, d’un morphisme propre et surjectif ε0 : X0 → Y , où
X0 est lisse sur C. Les composantes du 0-ième cosquelette de ε0, i. e. les produits fibrés
successifs (X0/Y )n+1 ne sont plus en général lisses sur C. On peut cependant appliquer
Hironaka à X0 ×Y X0, i. e. trouver X ′

1 → X0 ×Y X0 propre et surjectif, avec X ′
1 lisse

sur C, puis remplacer X0 ×Y X0 par X1 = X0

∐
X ′

1, prendre le 1-cosquelette de l’espace
simplicial 1-tronqué ainsi obtenu, puis appliquer Hironaka à sa composante de degré 2,
etc. On construit ainsi, pas à pas, un hyperrecouvrement propre ε. : X. → Y , dont les
composantes Xn sont lisses sur C. Comme ε. est de descente cohomologique, (3) est un
isomorphisme et la suite spectrale (4) qui en découle permet d’exprimer la cohomologie
de Betti de Y en termes de cohomologies de Betti de schémas lisses sur C. Si Y est propre
sur C, il en est de même des Xn. Dans le cas général, on peut imposer à Xn d’être le
complément d’un diviseur à croisements normaux dans un schéma projectif et lisse sur
C, plus précisément, obtenir un diagramme commutatif

(5) X.

ε.

��

j.
// Z.

��






























Y

��

Spec C

,

où ε. est un hyperrecouvrement propre, Z. un schéma simplicial augmenté vers C,
projectif et lisse sur C en chaque degré, j. un morphisme de schémas simpliciaux tel
que, pour tout n, jn soit une immersion ouverte, avec Xn = Zn −Dn, et Dn un diviseur
à croisements normaux dans Zn : ce sera le point de départ de la construction d’une
structure de Hodge mixte sur Y [D2].

Cette construction ne viendra qu’au début des années 70, et d’ici là, Deligne ne
donnera que peu d’applications de la descente cohomologique. Il s’agira essentiellement
de l’extension de la définition des foncteurs Rf! et Rf !, en cohomologie étale, du cas
compactifiable au cas séparé de type fini [SGA 4 XVII 7]. Des variantes de cette méthode
joueront plus tard un rôle important pour le calcul de la cohomologie cristalline (ou log
cristalline) en termes de cohomologie de de Rham (cf. par exemple [BO, 7.8] et [HK,
2.18]). Les techniques de descente cohomologique s’avèreront de nouveau cruciales dans
la construction, par Laszlo-Olsson, d’un formalisme de six opérations à la Grothendieck
sur les champs algébriques [LO].
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À propos de champs, je ne peux m’empêcher d’évoquer ici les beaux exposés que
Deligne fit, à l’IHES, de la théorie de ce qu’on appelle aujourd’hui “les champs de Deligne-
Mumford”, une généralisation des “topologies modulaires” introduites par Mumford
quelques années auparavant [M]. Les notions de champs et gerbes sont, semble-t-il, dues
à Grothendieck, et furent développées systématiquement par Giraud [Gi] pour construire
un formalisme de cohomologie non abélienne dans les topos. L’irruption de la géométrie
dans ce domaine déroutait quelque peu. En dépit de la magnifique application que Deligne
et Mumford en donnèrent dans [DM], et des critères de représentabilité fort commodes
prouvés par Artin [A], au début des années 70, pour des objets un peu plus généraux, la
théorie ne devait passer dans l’usage courant que bien des années plus tard.

Le formalisme des faisceaux sur les espaces ou schémas simpliciaux allait offrir, vers
la fin des années 60, une application dans un tout autre domaine. Généralisant une
construction de Quillen [Q], j’avais, dans ma thèse ([I1], [I2]) défini le complexe cotangent
LX/S d’un morphisme de topos annelés f : X → S. J’avais montré que, pour un
épaississement S′ de S d’idéal de carré nul I, si f est plat, la catégorie des déformations
plates de X au-dessus de S′ est contrôlée par les Exti(LX/S, f∗I) pour i ≤ 2 : obstruction

dans le Ext2, classes d’isomorphie de déformations formant un torseur sous le Ext1 quand
cette obstruction est nulle, et groupe d’automorphismes d’une déformation isomorphe au
Ext0 ([I1, III 2.1.7]). Lorsque f est un morphisme de schémas, et que X est muni de
structures additionnelles, telles que l’action d’un groupe d’opérateurs, ou une structure de
schéma en groupes, voire en groupes commutatifs, le problème de déformation avec cette
structure additionnelle se ramène à un problème de déformation de certains diagrammes
de schémas. Par exemple, si G est un schéma en groupes plat, localement de présentation
finie sur S, les déformations plates de G sur un épaississement S′ de S défini par un
idéal de carré nul correspondent aux déformations plates du schéma simplicial B.G,
[n] → (G/S)n, avec opérateurs de face et de dégénérescence standard : le nerf de G, noté
Ner(G) dans [I2]. Les déformations sont donc contrôlées par les Exti(LB.G/S, π∗I), où
LB.G/S est le complexe cotangent du topos annelé au-dessus de S défini par le S-schéma
simplicial B.G et π : B.G → S la projection. Dans [I2, VII 3.2], on récrit ces groupes
en termes de cohomologie G-équivariante de S à coefficients dans le complexe de Lie de
G tensorisé avec I. Le cas où G est commutatif, voire un schéma en modules sur un
anneau constant A tel que Z/nZ, requiert des diagrammes beaucoup plus compliqués,
variantes des “résolutions de MacLane”. L’explicitation des Exti, dans ce cas, en termes
de Exti (sur A) de G et du complexe de Lie de G (tensorisé avec I) [I2, VII 4.2.1] se
ramène, en dernier ressort, à un miraculeux lemme d’acyclicité combinatoire, que Deligne
m’a gracieusement communiqué à cette occasion [I2, VI 4.4]. C’est Grothendieck qui
m’avait demandé d’établir ces résultats. Peu de temps après, il les utilisera pour prouver
l’existence de déformations infinitésimales de groupes de Barsotti-Tate (ou Barsotti-Tate
tronqués) [I3]. Par ailleurs, les résolutions à la MacLane considérées dans [I2] serviront
à Breen, huit ans plus tard, pour calculer les extensions du groupe additif [B].

On peut regretter la lourdeur du formalisme cohomologique et homotopique sur lequel
s’appuient les résultats précédents. Deligne, avec qui j’en avais souvent discuté, proposa,
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dans un texte inédit [D1], une approche plus géométrique. Inspiré par une lettre de
Grothendieck à Verdier, il avait dégagé, dans [SGA 4 XVIII 1.4], la notion de champ de
Picard, et l’avait utilisée pour établir une “formule des coefficients universels” [SGA 4
XVIII 1.5.2] pour le foncteur de Picard relatif d’une courbe projective et lisse sur une base
générale. Les champs de Picard offraient un cadre naturel pour étudier les déformations.
Le résultat principal de [I1] concernant la classification des épaississements d’un schéma
par un idéal de carré nul ([I1, III 1.2.3]) peut se reformuler ainsi : si X est un S-schéma, et
M un OX -module quasi-cohérent, le champ de Picard OX -linéaire des S-extensions locales
de X par M (comme idéal de carré nul) est représenté par (τ≤1RHom(LX/S , M))[1]. Ce
champ ne dépend que du tronqué τ≥−1LX/S . Deligne donne une description directe du
champ défini par ce tronqué, en termes de plongements locaux de X dans un S-schéma
lisse. Il voit dans cette méthode “un avatar de la descente cohomologique”. Il est tentant
d’essayer de récupérer par ce biais la théorie d’obstructions de [I2, VII]. Il faudrait,
pour cela, pouvoir interpréter, en termes de champs (éventuellement, de n-champs), des
tronqués convenables du triangle de transitivité de complexes cotangents associé à un
composé. Deligne, dans [D1], fait des suggestions en ce sens, mais à ma connaissance, à
part une brève mention dans [O2], ces questions n’ont pas été réexaminées depuis. Dans
une autre direction, je signalerai l’usage essentiel qui est fait de la descente cohomologique
dans la construction de complexes cotangents pour les champs algébriques ou les log
schémas ([LM], [O1], [O2]).

En 1996, les théorèmes d’altération de de Jong ([dJ1], [dJ2]) allaient ouvrir à la de-
scente cohomologique un tout nouveau et vaste champ d’applications. Dans l’introduction
de [dJ1], de Jong note que, si Y est un schéma séparé de type fini sur un corps parfait
k, son résultat principal permet de construire par la méthode rappelée plus haut, un
diagramme du type (5), avec k au lieu de C, et il mentionne quelques applications, telles
que la finitude de la cohomologie rigide de Berthelot (cf. [BdJ], [L]) (l’argument esquissé
là sera complété par Tsuzuki ([Ts1], [Ts2]) et Nakkajima [Na]). D’autres, telles que la
semi-stabilité potentielle de la cohomologie étale p-adique des schémas séparés de type
fini sur un corps de valuation discrète complet de caractéristique nulle et corps résiduel
parfait de caractéristique p > 0 (conjecture Cpst de Fontaine) utilisent une variante de
(5), sur un trait, avec des couples (Zn, Dn) “à réduction semi-stable” (voir [Fa], [Ni],
[T1], [T2], [T3], [T4] pour le cas semi-stable, [T1] pour le cas propre, et [K], [Y] pour le
cas général). Bien d’autres seront obtenues.

“La descente galoisienne ...” Sous sa forme la plus simple, Deligne devait, dix ans après,
en donner une application inattendue. Avec Lusztig, dans [DL], il prouve que, si X est
un schéma quasi-projectif sur un corps algébriquement clos k, muni d’un automorphisme
d’ordre fini u, alors le nombre de Lefschetz Tr(u, H∗

c (X, Qℓ)) =
∑

i(−1)i Tr(u, Hi
c(X ; Qℓ))

(ℓ premier différent de la caractéristique de k) est un entier rationnel, indépendant de ℓ.
Une réduction standard ramène au cas où k est une clôture algébrique d’un corps fini Fq,
X provient, par extension des scalaires, d’un schéma quasi-projectif X0 sur Fq, et u, d’un
automorphisme u0 de X0. Soit F ∈ Gal(k/k0) le Frobenius géométrique. Un argument
classique montre qu’il suffit de prouver que, pour tout n ≥ 1, le nombre de Lefschetz
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Tr(uFn, H∗
c (X, Qℓ)) appartient à Q et est indépendant de ℓ. Or la descente galoisienne

montre l’existence d’un schéma quasi-projectif X ′
n sur Fqn tel que X = X ′

n ⊗Fqn k
et uFn = IdX′

n
⊗Fqn Fn. La conclusion découle alors de la formule des traces de

Grothendieck. Une variante de cet argument, en conjonction avec les résultats de de Jong
rappelés supra, vient d’être utilisée par Zheng [Z] pour prouver l’analogue sur un corps
local à corps résiduel fini du théorème d’indépendance de ℓ de Gabber [Fu] (stabilité,
par les six opérations de Grothendieck, des familles rationnelles et indépendantes de ℓ de
complexes ℓ-adiques). Qui sait, la “descente galoisienne” n’a peut-être pas encore livré
tous ses secrets ...

Je remercie Michel Raynaud, Takeshi Tsuji et le rapporteur pour d’utiles remarques.
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Département de Mathématiques, Bât. 425
91405 Orsay Cedex, France
Luc.Illusie@math.u-psud.fr


